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Sulle normali all’ ellissoide.

(del sig. C. F. Guiskr, a Zurigo).

Il presente lavoro ha per iscopo di dedurre per via sintetica i teoremi
sulle normali di una superficie di secondo grado, che Sreixer ha enunciati
nella sna memoria Ueber algebraische Curven und Oberflichen (¥), e di
aggiungervi una serie d’altri risultati. Aleuni di questi sono gia contenuti
nelle memorie di Joacumvstoar (*¥) e di Ciesscr (*#%), nelle quali perd il pro-
blema delle normali & trattato analiticamente. Per giustificare la pubblica-
zione di questo scritto, basti osservare che non esiste ancora una trattazione
sintetica completa dell’argomento. Nell’ esposizione ei parve conveniente
di riferive le considerazioni all’ellissoide, perché questa limitazione rischiara
moltissimo I'intuizione. e d’altronde il passaggio alle altre superficie di se-
econdo grado non offre alcuna difficoltd essenziale.

Se in un punto arbitrario dell’ellissoide F, si innalza la perpendicolare
al relativo piano tangente, essa & la normale alla superficie nel punto
prescelto. Da un punto dell’ellissoide si pud sempre condurre una ed una
sola retta, ehe nel punto stesso sia normale alla superficie ; ma non & esclusa
la possibilith che da esso partano altre rette le quali siano normali alla su-
perficie nella loro seconda intersezione colla medesima. Una facile conside-

(") G. di Crelle, £. &9,
(™) 1hid. 1. 59,

(") Ihid. t. 62. Annali di Matematica (17 serie) t. & p. 195, Cfr. Cuastes Apereu historigue

note 31.°—Despoves Théorie nouvelle des normales aue surfuces du 90 ordre. Pavis 1862



razione geometrica mostra che per un punto qualsivoglia 2, non situato
sull’ ellissoide, passano sempre almeno due normali della superficie. Infatti
se ¢’ immaginiamo il fascio di tutte le sfere di centro P, esso si decompone
in tre serie costituite dalle sfere che includono o intersecano o escludono
F,. Queste tre serie sono separate, la prima dalla seconda e questa dalla
terza, mediante due sfere che toccano I'ellissoide, e delle quali I’ una include
e l'altra esclude I",. E poi indifferente se p sia dentro o fuori dell’ellissoide,
o anche infinitamente distante; ed anche nel caso limite, che p si trovi sulla
superficie I, si pud facilmente stabilire il medesimo risultato. Per decidere
se, oltre alle rette che vanno da p ai punti di contatto delle due sfere no-
minate, si possano condurre dallo stesso punto altre normali all’ellissoide,
stabiliamo aleuni teoremi che 8eguono.

Se # & una normale di #,, essa fa un angolo retto colla sua polare, re-
lativa alla superficie. Infatti la polare & situata nel piano tangente in quel
punto dal quale si eleva la normale, ciod in un piano perpendicolare ad n;
donde segue la proprietd enunciata, Ora, se una retta ¢ passante pel punto
p, dato arbitrariamente nello spazio, dev’essere normale all’ ellissoide F,;la
sua polare g’ dovrd giacere nel Piano P, polare di p rispetto ad 7, ed
inoltre 'angolo delle rette g, ¢/ dev’essere retto. Quest'nltima condizione
si pud anche esprimere altrimenti, ricorrendo al cerchio imaginario all’ infi-
nito k_: ciod¢ i punti all’infinito di g e g’ devono essere conjugati armonici ri-
spetto a questo cerchio. Ma gli stessi punti sono anche coniugati armonici
rispetto alla conica K, che I ellissoide ha in comune col piano all infinito.
Dunque, se & dato il punto all’infinito p', di ¢/, si trovera il punto all’in-
finito p_ di ¢, determinando lintersezione delle due polari di p’ rispetto
ak, e K, Map' appartiene necessariamente alla retta all’infinito di P;
e se quel punto percorre questa retta, il punto p_ (in virtdt di un noto
teorema) descriverd una conica oircoscritta al triangolo coniugato comune
ak, e I, icui vertici song i punti all'infinito degli assi di F,,

Dunque se una retta deve passare per un punto p e fare angolo
retto colla sua polare relativa all’ellissoide I, essa sard una delle
generatrici di un cono di secondo grado, avente il vertice in p e con-
tenente tre rette parallele agli assi di K, Una di tali generatrici &
evidentemente la perpendicolare abbassata dal punto p sul suo piano polare P.
Questo cono passa inoltre pel centro M di Z'y, perché la polare di Mp ri-
Spetto a K, giace per intero nel piano all'infinito, e necessariamente & in-
Contrata dalla polare del punto all'infinito di Mp rispetto a k_, cost che,




secondo la precedente notazione, un punto infinitamente lontano p’_ di ¢’ ed
il punto all'infinito p,, di g = Mp sono coniugati armonici rispetto a k_ ed e dies

In generale, una normale & perpendicolare all’ellissoide in uno solo de’
punti ove incontra la superficie. Se essa fosse, per entrambi i punti d’in-
tersezione, perpendicolare ai rispettivi piani tangenti, questi dovrebbero es-
sere paralleli, cioé la normale passerebbe pel centro dell’ellissoide. Ma le
normali passanti pel centro si determinano facilmente, perchd i loro punti
all’infinito dovranno avere la stessa polare rispetto a k, e K_; ciod queste
normali sono gli assi dell’ ellissoide. Ciageuno di essi & normale all’ ellissoide
in ambedue i punti d’intersezione, epperd I'ellissoide ha tre normali doppie
passanti pel centro. Una semplice considerazione geometrica mostra che
anche le tre rette all’infinito, le quali congiungono i punti all’ infinito degli
assi, sono normali doppie di #,; eciot 1'ellissoide ha per normali doppie i
sei spigoli del tetraedro coniugato che esso ha in comune eon una qualsi-
voglia sfera concentrica, ovvero con k_, considerato come superficie di se-
conda classe (il tetraedro degli assi). Se ora esistesse un’altra normale doppia,
k, e K, avrebbe pilt di un triangolo coniugato comune, epperd coincide-
rebbero, e I'elissoide sarebbe allora una sfera: superficie nella quale tutte
le normali sono infatti normali doppie.

In generale adunque una normale all’elissoide F, & perpendicolare alla
superficie in uno solo dei due punti d’intersezione; questo punto dicesi
piede della normale.

1L

Acciocche due normali dell’ellissoide si incontrino, dev’ essere sodisfatta
la condizione che la retta congiungente i due piedi sia perpendicolare alla
propria polare rispetto ad F,. Infatti, se p, e p, sono i piedi di due nor-
mali segantisi in p, i loro piani polari, ciot i piani tangenti in Py € Py, S
incontrano lungo una retta, che & perpendicolare al piano PP, Py eppero
anche alla retta p, p, contenuta in questo piano. Viceversa, se la retta che
congiunge due punti p ,p, dell’ellissoide & perpendicolare alla propria po-
lare, le normali in p,,p, giacciono in un medesimo piano. Ma (I) tutte le rette
passanti per p, e perpendicolari alle rispettive polari sono situate in un
cono quadrico K, che ha il vertice in p, e passa pei vertici del tetraedro




degli assi, e per la retta pp, normale in p . Sia p un punto di questa nor-
male; il cono K, conterrd i piedi di tutte le normali abbassate da p. Le
medesime normali sono poi anche generatrici di un altro cono quadrico
K, di vertice p, circoscritto anch’esso al tetraedro degli assi. I due coni si
segano secondo la retta pp,, ed inoltre secondo una cubica gobba () pas-
sante per p e p,, ed & su queste linee che devono trovarsi i piedi delle
normali abbassate da p. L’cllissoide e la retta pp, hanno due punti co-
muni, de’ quali uno solo, p,, & piede di una normale passante per p;
perché pp, & normale nel solo punto p,. La cublica (, incontral ellissoide
in sei punti, uno de’ quali ¢ p,, e ciascuno di essi sard il piede di una
normale abbassata da p. Siccome K e K, passano insieme pei quattro ver-
tici del tetraedro degli assi, nessuno de’ quali & situato in pp,, cosi si ha
il teorema: Da un punto dato si possono in generale comdurre sei
normali all’ellissoide, delle quali almeno due sono reali; isei piedi
insieme coi quattro vertici del tetraedro degli assi (cioé col centro
e coi puntiall’infinito dei tre assi dell’ellissoide) sono situati in
una cubica gobba, la quale & per conseguenza un’iperbole gobba
equilatera (¥).

Al medesimo risultato si pud arrivare anche nella seguente maniera. Si
sa gid che da p partono due normalipp,, pp,; se per p passano altre nor-
mali, che naturalmente incontrano p p,, 1 loro piedi dovranno trovarsi sul
cono K, di secondo grado, ciod sulla curva C/, intersezione di questo cono
coll’ ellissoide: per la quale curva il punto p’ (come vertice del cono) & un
punto doppio. Similmente, le richieste normali devono incontrare anche pp,,
epperd i loro piedi si troveranno anche nella curva G/, che un certo cono
K, di vertice p, ha in comune coll’ellissoide. Dunque i piedi delle normali
sono i punti comuni alle curve G/ e . Queste curve gobbe di quart’or-
dine, essendo situate sopra una medesima superficie di secondo grado, hanno
otto punti comuni; ma due di essi sono riuniti in p, e due altri in p,; ciod
oltre a pp,, pp, passano per p altre quattro normali dell’ellissoide.

(*) Tutte le superficic di 2° grado passanti per queste cubiche gobbe sono iperboloidi equi-
lateri, Ne segue che tutti gl iperboloidi equilateri, i quali passano pei piedi delle sei normali
abbassale da un punto dalo sopra un ellissoide , conlengono la cubica gobba che passa pei no-
minati sei punti,
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Il numero delle normali che si possono condurre da un punto dato ad un
ellissoide, si pud anche determinare con un altro metodo, che si fonda sopra
considerazioni pit generali.

Tre superficie quadriche I/, I'/, F'"" determinano una rete geometrica (*),
costituita da tutte le superficie di secondo grado, passanti pei punti comuni
alle tre date. Il luogo dei vertici dei coni della rete, ossia il luogo dei punti
di contatto fra superficie della rete, & una curva gobba di sesto ordine,
Jacobiana delle tre superficie date (o di altre tre qualsivogliano superficie
della rete, che perd non formino un fascio) (**).

Ma questa proposizione generale si modifica essenzialmente, se le tre su-
perficie date hanno fra loro speciali relazioni di posizione. Pel nostro intento,
supporremo che Z' ed #' si toechino lungo una conica, il cui piano I avra
per conseguenza lo stesso polo e rispefto ad entrambe le superficie. Allora,
nella determinazione della Jacobiana, possiamo sostituire alla superficie I
il piano E; onde il luogo dei vertici dei coni della rete (F/, F/, /') risulta
identico al luogo dei poli del piano 'L rispetto alle superficie quadriche
passanti per la curva comune a F’/ e ad una qualunque delle superficic del
fascio (I, F'"); il quale ultimo luogo ¢ una cubica gobba (***), che passerd
pel punto e, pel polo di E relativo ad I/, e pei vertici del triangolo coniugato
comune alle coniche, sezioni di I/, I con E. Gli ultimi quattro punti sono 1
vertici del tetraedro coniugato comune ad I/ ed alla conica comune alle '/, F'".

Per applicare queste considerazioni al problema delle normali, supponiamo
che F, ' giano due sferc concentriche, il cui centro comune sia un punto
p dello spazio, onde il piano [ sard il piano all'infinito; ed assumiamo n
luogo di F'! lellissoide F,. Allora la cubica gobba, luogo dei centri delle
superficie della rete, ovvero luogo dei punti di contatto fra le superficie
medesime, conterrd il punto p, il centro M dell’ellissoide, ed i punti all'in-
finito sugli assi del medesimo. Ciascun punto p,, comune a questa cubica

I @

(*) CremoNA Preliminari ad wna teoria geometrica delle superficie, %4,

(") Hesse (G. di Crelle t. 49) — Gesen (Vierteljahrssehrift der Zireh. Naturf, Gesellschalt,
.10, 1865). — Preliminar: 106, 143,

(***) Preliminari, 99, 113.




ed all’ellissoide, sard dunque un punto di contatto fra 1’ellissoide ed una sfera
di eentro p, donde segue che pp, ¢ una normale dell’ellissoide. Viceversa,
se pp, & normale in p, all’ellissoide, questo sard toccato in p, dalla sfera
di centro p e raggio pp,, epperd p, sard un punto della cubica gobba
suaceennata.

E noto che i econi i quali projettano una cubica gobba da un punto di
essa sono di s2condo grado; percid le’ rette che, a cagion d’esempio, vanno
dal centro ai piedi delle sei normali calate da p, insieme coi tre assi e colla
retta Mp, sono situate in un cono guadrico. E similinente le rette che passano
rispettivamente per i sei piedi e per p, e sono parallele ad un asse, giacciono
in un ecilindro (iperbolico-equilatero) che contiene anche I’asse nominato e le
rette all'infinito de’piani principali pel detto asse.

Una cubica gobba, analoga a quella dianzi trovata, ossia passante pei
quattro vertici del tetraedro degli assi, passi per un dato punto ¢. Allora
sard ¢ il cenfro di una superficie quadrica %, segante !’ ellissoide I, secondo
una curva situata in una sfera S. I piani polari di ¢ rispetto alle tre super-
ficie IFy, %, S passano per una stessa retta; ciod il piano polare di p rispetto
ad F, & parallelo al piano polare relativo ad S. Ne segue che il centro
della sfera S, (che & il punto a cui corrisponde la cubica gobba, ciod il
punto dal quale partono le normali dell’ ellissoide, aventi i piedi nella eubica
gobba) ¢ nella retta calata da g perpendicolarmente al piano polare di questo
punto, relativo all’ellissoide. Cioé¢ tutte le cubiche gobbe analoghe passanti
per g corrispondono ai punti di questa refta; e fra esse quella che cor-
risponde al punto ¢ & ivi toccata dalla retta medesima.

Il luogo dei centri delle superficie di un faseio (F’, F') contiene anche
i centri delle superficie della rete (FY, I, F'"') ove I''" sia concentrica ed
omotetica ad I, ciot F'/" e I si tocchino lungo una conica nel piano all’in-
finito. Percid la cubica gobba, sopra determinata come corrispondente al
punto p, & anche il luogo dei centri delle superficie nella rete (B, B8,
dove F, & I'ellissoide dato, I7,/ un altro cllissoide concentrico ed omotetico
al dato, ed S una sfera di centro p. Se poi S’ & un’altra sfera di centro p,
lo stesso luogo conterrd aunche i centri delle quadriche del sistema lineare
determinato dalle quattro superficie I, I'), S, S', ossia la cubica gobba
sard il luogo dei punti di contatto fra le superficie del fascio (F., F}), e
quelle del fascio (S, S’). Ne risulta che i piedi delle normali abbassate dal
punto p sull’ellissoide dato e su tutti gli ellissoidi concentriei ed omotetici
ad esso sono situati nella medesima cubica gobba (corrispondente al punto
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p) passante pel punto p e pei vertiei del tetraedro degli assi; epperd le
normali medesime sono le generatrici di un eono quadrico passante pei vertici
nominati.

IV.

Assai pin facile & la ricerca del numero delle normali contenute in un
piano dato. Se e & un piano che seghi I'ellissoide, e p il suo polo, tutt'i
piani tangenti all’ellissoide lungo la sezione I, fatta dal piano e, passano
per p. Se poi n ¢ una normale contenuta nel piano e, ed il cui piede sia
Py» il piano tangente in p, sard perpendicolare ad e, epperd passerd per la
retta abbassata da p perpendicolarmente sopra e. Per questa retta passano
in generale due piani tangenti all’ellissoide; i loro punti di contatto sono
1 piedi delle normali contenute nel piano e; cio® in un piano vi sono in
generale due normali dell’ ellissoide. Queste normali si costruiscono facil-
mente conducendo alla conica K le tangenti pel piede della perpendicolare
abbagsata sul piano e dal polo p; 1 punti di contatto saranno i piedi delle
normali cercate. Da questa costruzione risulta che le due normali saranno
reali distinte, o coincidenti, o imaginarie secondo che il piede della per-
pendicolare abbassata da p sia fuori della conica K o su di essa o entfro
la medesima.

Che in un piano non si trovino in generale pit di due normali dell’el-
lissoide, risulta del resto anche da cid che, come si pud dimostrare facil-
mente, se un piano reale e contiene tre (epperd infinite) normali, esso &
una delle facce del tetraedro degli assi. Infatti, in questo caso tre, epperd
tutt’i piani tangenti passanti pel polo p sono perpendicolari al piano e; onde
p sard o il centro dell’ellissoide o uno dei punti all’infinito sugli assi.

Merita ancora d’'essere notato che, se il piano e passa per uno spigolo
del tetraedro degli assi, le due normali contenute nel piano coincidono nello
spigolo medesimo; e se il piano e passa pel centro dell’ellissoide, le due
normali sono parallele ed equidistanti dal centro.

Analoghe considerazioni speciali si possono facilmente istituire pei teoremi
che abbiamo dimostrati circa le normali passanti per un punto dato. Noi ci
limiteremo a cid che segue. Delle sei normali che si possonp abbassare da
un punto p, se questo giace in una faccia del tetraedro degli assi, quattro




sono situate in questo piano. La cubica gobba, che interseca I1'ellissoide
nei piedi delle normali, ed a un tempo passa pei vertici del tetraedro degli
assi e per p, si decompone in un’iperbole equilatera, situata nella faceia
accennata del tetraedro, ed in una retta perpendicolare a questa faccia e
segante I'iperbole nel punto p (*). Se il punto p & preso in uno spigolo
del tetraedro, due delle sei normali coincidono in questo spigolo, e le altre
giacciono a due a due nelle due facce passanti per lo spigolo. La cubica
gobba & in questo caso costituita dallo spigolo predetto, il quale contiene
cinque degli undici punti suaccennati, ¢ da due rette segantisi ad angolo
retto, nelle quali sono situati gli altri sei punti, a tre a tre.

I piedi di tutte quelle normali dell’ellissoide I, che incontrano una data nor-
male, il cui piede sia p, sono sifuati in una curva gobba del quart’ordine C,,
per la quale p & un punto doppio (II). Dunque se partendo da p, si cummina
su I, in tutte le direzioni possibili, deserivendo archi infinitamente piceoli,
¢ se nel termine di ciaseuno di questi s’innalza la normale, questa in ge-
nerale non segherd la normale in p; ma cid accadrd solamente in due spe-
ciali direzioni, determinate dalle tangenti di ¢, in p. Queste tangenti pos-
sono essere facilmente determinate ; infatti esse sono 1 intersezione di un
certo cono quadrico K, di vertice p, col piano e che tocea F, in p. 11 cono
K & il luogo di tutte le rette 1}assﬁmi per p e perpendicolari alle rispettive
polari relative a F,. Se una retta cosi fatta g & situata in e, anche la sua
polare ¢' giace nello stesso piano, epperd le due rette ¢, g, nonsono altro
che I'intersezione del econo K col piano e: esse sono le sole rette situate
in K, che giacciano colle loro polari nel piano e: ciascuna di esse corri-
sponde all’altra. Percid 'angolo gg’ & retto, ciod le tangenti della curva
gobba (j, in p sono ortogonali fra loro. Si ha cosi il teorema: Ogni nor-
male dell’ellissoide & incontrata da due normali infinitamente vicine, ed i
due piani, che quella determina rispettivamente con queste, sono fra laro
perpendicolari.

(") Di qui si ricava facilmente il tcorema planimetrico: Da un punto dato nel piano di una
ellisse, si possono in generale condurre a questa quatiro normali: i piedi si trovano, insieme
col centro dell’ellisse e col punto dato, in un’iperbole equilatera i cui assintoli sono paralleli
agli assi dell’ellisse. Cfr. the Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematies 1865, p. 88,




Questo teorema conduce facilmente alla teoria delle linee di curvatura
dell’ ellissoide, se alle cose fin qui dedotte si associno gli sviluppi, che ap-
poggiandosi alla teoria, dovuta a Poxceer (*), del tetraedro coniugato co-
mune a due superficie di secondo grado, il sig. Cumastms ha fatti conoscere
intorno alle superficie omofocali (**). Siccome i relativi risultati sono in ge-
nerale gia noti, e la loro esposizione sintetica ¢ affatto ovvia, cost non ci
arresteremo pilt oltre su quest’argomento.

I due punti s, s,, nei quali la normale in p & incontrata da due nor-
mali infinitamente vieine, diconsi 1 centri di eurvatura di p. Il luogo
dei centri di curvatura per tutti i punti di Z, dicesi superficie dei
centri di curvatura dell’ellissoide; essa & costituita da due falde, I'una
delle quali pud concepirsi generata dal continuo variare di s (insieme con
p), ¢ 'altra dal continuo variare di s,. Questa superficie pud essere definita
o come luogo di un punto pel quale due delle sei normali coincidano,
o anche come inviluppo di un piano nel quale le due normali coincidano.
L’ ultima definizione & quella che meglio conviene alle nostre investigazioni.

Affinch® le due normali contenute in un piano ¢ coincidano, & neces—
sario (IV) che la perpendicolare abbassata dal polo p di e sopra questo piano
incontri la conica comune al piano medesimo e all’cllissoide, o con altre
parole, questa perpendicolare dev’essere una tangente di F, (qui si osservi
potersi supporre in generale che p non si trovi su #,, perche in tal caso la
ricerca dovrebb’essere alquanto modificata). Allora moi possiamo facilmente
trovare il numero di quei punti p di una data retta g, pei quali si verifica
la condizione ora stabilita. I punti p formano in g una punteggiata pro-
jettiva al fascio dei piani polari dei punti medesimi, rispetto a F,. Pereid
tutte le perpendicolari abhassate dai punti p sui rispettivi piani polari sono
(per un noto teorema) le generatrici di un’iperboloide I,, che contiene g come
direttrice. 11 problema & ora ridotto alla ricerca del numero di generatrici di
un’iperboloide che toccano un ellissoide; e si risolve come segue.

Una generatrice di I,, che tocchi F,, & evidentemente una tangente della
curva C,, intersezione di I, e F, La sviluppabile formata dalle tangenti
di C, & dell’ottavo ordine; epperd, la retta g (o qualunque altra direttrice
dell’iperboloide) avendo due punti comuni con G, incontrerd la sviluppabile
in altri quattro punti. Ciascuna delle quattro tangenti di C,, passanti per

(*) Traité des proprictés projectives 1. 1, supplément.
("'} Compte rendu 14 juin 1860, =
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questi punti, & una generatvice di [,, percheé tocca questa superficie in
un punto (situato su () e la incontra in un altro punto (situato su g).
Sono adungue gquattro 1 punti p in g che sodisfanno alla condizione pro—
Imstn: e conseguentemente per la retta ¢y, polare di i 1'{;5]](].‘[‘f¢j all’ ellis—
soide, passano quattro piani in ciascun de’ quali le due normali coincidono.
Allo stesso risultato si arriverebbe anche colla diretta deduzione del teorema:
il lnogo di quelle tangenti di una superficie quadrica che incontrano due
rette fisse (non situate in uno stesso piano) & una superficie di quarto grado.

Cosi & provato che I'inviluppo del piano e, ossia la superficie dei centri
di curvatura di un’ellissoide & della quarta classe. La ricerca e la discus-
sione dei suoi piani tangenti singolari conducono per via sintetica alla deter-
minazione dell’ordine della superficie, e nominatamente mettono in evidenza

=\

le curve che essa ha in comune colle facce del tetraedro degli assi (*).

VI

Siccome in generale un piano contiene due normali dell’ellissoide, e per
un punto passano sei normali della medesima superficie, cosi le normali
dell’ ellissoide nella loro totalith formano un sistema di raggi di seconda classe
e sesto ordine. A questo sistema si possono applicare a dirittura tutti i teoremi
che, colla reciprocitd polare, si deducono da quelli stabiliti dal sig. Kuvmuer
nella sua memoria Die algebraischen Strahlensysteme erster und zweiler
Ordnung (**). La superficie focale di questo sistema &, come abbiamo sopra
dimostrato indipendentemente dal coneetto di sistema di raggi, della quarta
classe, poich® essa coincide colla superficie dei centri di curvatura dell el-
lissoide. Oltre alle quattro facce del tetraedro degli assi, essa possiede altri
otto piani tangenti singolari (imaginari), ciaséuno de’ quali contiene infiniti
raggi del sistema, e Pinviluppo di questi & una conica. Questi otto piani
singolari si ottengono come segue. I raggi contenuti in una qualunque delle
quattro facee del tetraedro inviluppano una curva di quarta classe (con tre
tangenti doppie) ed una conica: le quatfro coniche analoghe hanno otto
piani tangenti comuni, che sono gli otto piani singolari cercati. Sia i uno

(") Cuesscu 1. c. Cfr. Kuanser nel Monalsh. Akad. Berl., 1862, p. 426.
(*"} Abhandl, der Berl, Akad., 1866; veggasi specialmente il § 11,




de’ quattro punti ne’ quali la sezione all’infinito della quadrica data incontra
il circolo imaginario k_ ; h, I/ le gencratrici retfilinee della quadrica, pas-
santi per ¢; ¢ la tangente a k_ in i: saranno th, th' due degli otto piani
di cui si tratta. Gli altri sei piani si ricavano nello stesso modo dagli altri
tre punti analoghi ad i. Siccome 1'ordine della superficie focale di guarta
clasge, che appartiene ad un sistema di raggi di seconda classe, & sempre
il doppio dell’ordine del sistema, cosi la superficie det centri di curvatura
dell’ellissoide & del dodicesimo ordine. Fssa ha in comune con ciascuna faceia
del tetraedro una curva di sesto ordine (e quarta classe, con tre tangenti
doppie), ed una conica, che & da contarsi tre volte.

Tutte le normali dell’ellissoide, che incontrano una data normale n, for-
mano una superficie 77, del nono grado, come si ricava dalla memoria del
sig. Kummer; per questa superficie gobba, la normale data & una retta otfupla,
perché ogni piano passante per essa sega la superficie secondo una sola
generatrice. La medesima superficie contiene la curva gobba di quart’ordine,
gecondo la quale Dellissoide 7, & intersecata dal cono K, gid considerato
(IT); questa curva gobba ha sopra n un punto doppio ed un punto semplice.
La curva piana, comune intersezione della superficie gobba con una faccia
del tetraedro & eomposta di una curva di quint’ordine e di quattro rette, le
quali sono le normali che dalla traccia di n si possono condurre alla sezione
dell’ellissoide colla suddetta faccia. Si dimostra facilmente che la curva
piana di quint’ ordine non ha alcun punto comune colla curva gobba del quar-
t’ ordine, ma ha bensl un punto doppio sopra n.

Si puo senza difficoltd determinare I'ordine della superficie formata dalle
normali, i cui piedi sono i punti di una sezione piana FE dell’ellissoide. In
virtl di un teorema enunciato da Strixer (¥), le normali Inngo una sezione
piana di una superficie quadrica sono ordinatamente parallele alle generatrici
di un cono di secondo grado, ciod quelle normali incontrano il piano all’in-
finito in punti di una conica. Questa conica ¢ la conica F sono incontrate
dalle normali, che si considerano, in punti formanti due seriec projettive;
percid il luogo cercato & una superficie di quarto grado (**). Il piano e
ciascuna delle facce del tetraedro degli assi contengono due generatriei di
questa superficie.

In modo consimile si possono trattare sinteticamente anche aleuni altri

() Systematische Entwickelung w. 5. w. p. 304
(") Cumasces, Comple rendu 3 juin 1861,
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problemi sulle normali dellellissoide, p. e., quello che conduce al teorema:
se i piedi di tutte le normali ugualmente inclinate ad uno de’ piani principali
si projettano sul piano principale medesimo, il luogo delle projezioni & una
conica. Noi non enfreremo in queste quistioni; soltanto conecluderemo col
fare osservare, che se non si vuol ricorrere (come qui si & fatto) alla con-
siderazione di elementi imaginari, si pud servirsi della teoria dell’angolo
retto, data da Sreiser e poi da Stauvnr. Di tali principii, abbastanza noti,
affatto scevri da imaginari, si sono serviti fra gli altii i sigl. Zscn (¥)
e Reve (**) per dedurre aleuni teoremi relativi ai fuochi ed alle normali.

Zurigo, 9 luglio 1867.

—

(") Die hihere Geomeliie, Stullzart 1857,
(**) Beitrag zw der Lehre von den Trigheitsmomenten (Zeitsehrift f. Math. u. Ph. t. 10).
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