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viertes Auch
Von den figurirten Zahlen .

52.

Bildet man aus der Reilie der aufeinander folgenden natür¬
lichen Zahlen 1 , 2 , 3 - - - - n die Summenreihe, nämlich:

1 , 3 ,

o
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ooo

000oooo

15 . . .n - OH- 1)
1 • 2

so entstehen ‘die sogenannten dreieckigen Zahlen , weil , wenn
man sich Kugeln von gleichem Durchmesser denkt, die Anzahl,
welche jedes Glied der Reihe darstellt , sich in einer Ebene so
aneinander legen lassen , dass immer ein gleichseitiges Dreieck
entsteht . Die Richtigkeit folgt unmittelbar aus der Reihe 1,2,3 - . . .
An n Kugeln kann mau n — 1 legen , an diese wieder n — 2 &c .

Aus demselben Grunde nennt man die Qundratzalilen auch
wohl viereckige Zahlen*) .

1 , 4 , !, , 16 . n -i

Beiderlei vieleckigen Zahlen sind offenbar arithmetische
Reihen 2ten Ranges .

*) Es giebt übrigens noch viele andere Zahlenreihen, welche, jedoch
unpassend, figurirte Zahlen ( Polygonalzahlcn ) heissen , aber keinen prak¬
tischen Nutzen haben .
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|53.

Bildet man aus den Reihen der dreieckigen und vier¬

eckigen Zahlen die Summenreihen , welche also vorn dritten

Range sein müssen und deren allgemeine Glieder, nach § 50 ,
leicht zu finden sind, so erhält man die sogenannten dreieckigen
und viereckigen Pyramidalzahlen, nämlich :

1 , 4 , 10, 20, 35 n -n + l -w + 2
" 12 3

1 , 5 , 14 , 30 , 55 - • » •M + 1 - 2M + 1
" l . 2 . 3

Der Name rührt daher , weil sich aus Kugeln von gleichem
Caliber wirklich regelmässige Pyramiden bilden lassen . In der

Reihe der dreickigen Zahlen z . B . findet die erste Kugel Platz

und kommt fest zu liegen auf den folgenden drei . Die hier¬
durch erhaltene dreieckige Pyramide von vier Kugeln kann
man auf die folgende Schicht von ^sechs Kugeln gesetzt den¬
ken &c . Ebenso lassen sich offenbar die Kugeln , welche die

viereckigen Zahlen darstellen , zu einer viereckigen Pyramide
aufschichten, wie es auch in den Zeughäusern wirklich geschieht .

54 .

Es ist also leicht die Anzahl Kugeln in einer dreieckigen
und viereckigen Pyramide zu berechnen .

wC«+ lDCw+ 2) + (2n+ l)

i 0,1

4
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So viele Kugeln nämlich in der untersten Reihe BC liegen,eben so viel liegen auch in der schräg aufsteigenden Reihe BS
und eben so viel Schichten liegen folglich aufeinander . Liegen
also in der untersten Reihe n Kugeln , so hat man nur die
Summe von n Gliedern der dreieckigen und viereckigen Zahlen
zu nehmen . Diese ist, wie schon angegeben, für die dreieckige
t, - , n -n + l -n + 2 . n -n + l - 2n + lPyramide - -— -- — , und für die viereckige = - -- —

Sind die Pyramiden nicht voll , jedoch parallel zur untersten
Schicht abgekürzt , und liegen in der untersten Reihe n, in der
obersten Reihe m Kugeln , so ist die Zahl der Kugeln in der ab -

gekürzten dreis . Pyramide - -— - -- — und m1 * 2 * 3 1 * 2 - 3
. ii " , • d - 1 n -n+ l - 2n+ l m - m+ l - 2»n + lder abgekürzten viers . Pyramide = -— - -— - - — .

Lägen z . B, in der untersten Reihe der vollen dreieckigen
20 - 21 - 22Pyramide 20 Kugeln , so ist die Zahl aller —

^
—

^
-= 1540.

55.
Ausser in dreieckigen und viereckigenPyramiden werden

die Kugeln auch in länglichen Haufen aufgeschichtet, und es
ist auch hier leicht , die Anzahl derselben zu berechnen . Liegen

nämlich in der obersten Reihe
CRücken ) m Kugeln , so liegt
diese offenbar auf einer Schicht
von zwei Reiben von je m + 1
Kugeln ; diese Schichte enthält
also 2(« + l ) Kugeln , und liegt
wieder auf einer Schicht von drei
Reihen von je m+ 2 Kugeln . Diese
dritte Schicht enthalt also3 (m+2)
Kugeln &c . Liegen also in

einer Seite eines Seitendreiecks (welches offenbar gleichseitig
ist) n Kugeln , so besteht der ganze Haufen aus n Schichten
und die unterste Schicht enthält n Reihen von je m + n— 1 Kugeln .

n • (n + 1) • (3»j + 2m — 2)
1 2
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Die aufeinander folgenden Schichten des ganzen Haufens
sind also :

1 2 3 4 J »
^ w w W w W

m, 2z» + 2 , 3m + G, 4m + I2 , s>w«+ 20 - • ■-n(m + n — 1) .

Diese Reihe ist offenbar eine arithmetische vorn 2len
Range , das summatorische Glied also vorn 3ten Range . Mithin :
s = an 3+ bn 2 + cn + d. Weil aber 1 - 2 - 3 a — 2 und zufolge des
§ 50 erwähnten Grundes für n = 0 auch s = 0 sein muss, so ist
a = \ und d = 0 , folglich näher bestimmt :

71b
s= — + bn‘l + cn

Die noch zu bestimmenden Coefficienten b , ö müssen nun so
beschaffen sein , dass für m = 1 , s - m und für n — 2 , s - Sm + 2
wird . Dies giebt uns die beiden Bedingungsgleichungen :

m - ^ + b + c
3m + 2 = f + 46 + 2c

woraus : b = \ m und

Es ist mithin :

s = J«3 + ^mn 2 + ^mn -

• oder : s = 20i + l ) 0i - l ) + 3 >»(>t + l ) }

n■■(n + 1 ) • Q3m + 2n- 2)
* ~

1 2 ^ 3

Anmerh . Vega giebt für diese Formel folgende leichte Gednchtniss
regel : Man addire zu dein Kücken des Haufens beide mit ihm gleichlau¬
fenden Grundlinien und multiplicire den dritten Theil der Summe mit der

ii . n - ft - f- 1
Anzahl Kugeln eines Seitendreiccks, welche Anzahl immer = j- jj

-

Diese Gcdächtnissregcl passt ( wie schon Vega bemerkt) auch für die
dreieckige und viereckige Pyramide , wo dann aber bei der viereckigen
Pyramide der Rücken nur eine , und bei der dreieckigen sowohl der
Kücken , als auch die eine Grundlinie , jede nur eine Kugel hat.

4*
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