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Neuntes Auch
Auflösung aller zweigliedrigen Gleichungen .

130.
Die zweigliedrigen oder sogenannten reinen höliern Gleichun¬

gen lassen sich , wie Gauss zuerst gezeigt hat, *) alle direct
und leicht lösen . Wir betrachten diese Gleichungen zuerst in
der Form:

a;"+ l = 0

worauf sie alle gebracht werden können.

131 .

Berücksichtigen wir in obiger Form zuerst das untere
Zeichen, nämlich:

L"— 1 - 0
a:" — 1

so ist klar , dass diese Gleichung , wenn n grade , zwei reelle
Wurzeln + 1 und - 1 und wenn n ungrade , eine reelle Wurzel
-t- 1 hat und nach § 127 nicht mehr reelle Wurzeln haben kann.
Die übrigen Wurzeln müssen also imaginair, und wie die Rechnung
selbst gleich zeigen wird , alle verschieden sein. Mit andern Wor¬
ten : ,es können aus + 1 so viele verschiedene Wurzeln gezogen

*) 8 . Serret Cours d’idgebre superieure, 1849 . Dies Werk handelt
fast bloss über höhere Gleichungen , setzt aber nicht allein alles Vorher¬
gehende, sondernauch Differential - und Integralrechnungals bekannt voraus .
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werden als man will . Denn bezeichnen wir nach Cauchy die
gewöhnliche arithmetische , mittelst Logarithmen leicht zu fin¬
dende «te Wurzel aus 1 initKl , alle « Wurzeln aus + 1 aber

t
mit ( (41 )) ”

, so ist , weil immer cos2Ä «r= l und sin2ft«: = 0,
wenn k irgend eine ganze Zahl ist (Trigon . § 69) und zufolge
§ 88 , was auch k und « für ganze Zahlen sein mögen, immer :

/ 2kn , . . 2kjr\Icos - -Hsin - )\ n ~ n )
= cos 2Ä7r+ isin 2A ?r — 1

Da nun der Ausdruck cos^^ -Nsin —- auf die « te Po -« — «
tenz erhoben + 1 giebt , so muss dieser Ausdruck auch als die
«te Wurzel aus + 1 betrachtet werden .

Dass nun aber , wenn in diesem Ausdruck für « eine be¬
liebige ganze Zahl und dann für k successive die Zahlen
0 , 1 , 2 - • - 4 « gesetzt werden , n verschiedene Werthe (Wurzeln )
kommen , folgt aus den Lehren der Trigonometrie , wornach
die Ausdrücke cos ^- ^ + j' sin — , cos ^- ^ + isini - ^ &c . offen -« « « «
bar verschieden sind . Man findet also alle « Wurzeln der
Gleichung xn— l - 0 , indem man in :

1
a; = ( n )) "= cos 2kn + tsin

'2krt
n

für 2k successive alle graden Zahlen zwischen 0 und » , oder
was dasselbe ist , A = 0, 1 , 2, 3 * • • 4« setzt . Man habe z . B . die
Gleichung :

x 6 — \= 0
so ist , weil hier n - 6 :

£ = ( 0 )) ^ 2kit , . . 2kn— ± 8 sin —

für A = 0 ist : aj= cos07r+ isin07r = l

„ k = l „ a: = cos ^ - + fsin ^ - = 4 + 4 ^/ 3 i *)

*) Es ist nämlich ; cosiw = cos6ü ° = i und sinin = 1 ^ 3 .
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für k = 2 ist : x = cos 57r + jsin37r = —

„ k = 3 „ x = cos7r+ tsiri7r = — 1

Die Gleichung; x " - l= 0 hat also wirklich sechs verschie¬
dene Wurzeln und es ist :

x «_ 1=0 — t) 0 +1) 0 — 1—1K3-0O — ' +lV 'i 'i)(x+i—lj/3t ) 0 +l— 1K3 -0

oder indem man die Factoren , welche zweien gepaarten Wur¬
zeln entsprechen , mit einander multiplicirt , um lauter reelle
Grössen zu erhalten , und deshalb die dreigliedrigen ( trinomi-
sclien) Factoren einführt :

x 6 — l = ( x — I ^ Oe + OOe 2 — X + 1Xx 2 + X + 1 )

132 .

Man könnte glauben , noch mehrere Wurzeln zu erhalten ,
wenn man für k Werthe setzt , die über },n hinausgehen .
Dies ist aber eben nur ein Glaube, den schon § 104 ver-

bietet . Denn , weil cos ‘2 - ^ - 7r= cos( 7r -l —
7rj

= - cos —n

und auch cos 2 —- -"•=

) s (z

/ c — COS — f

n
2h

COS - 71 ,n
so ist

immer cos 2 ^ M +
~^7t = cos 2 ^ g?t —n , d . h . für alle Werthe

n n
von k , welche eben so viel über als unter \ n sind , er¬
hält man dieselben Cosinus wieder , und eben so dieselben
Sinus , letztere nur mit entgegengesetztem Vorzeichen , weil

. t 2 h \ . 2h , . / 2h \ . 2h , ,
sinlnrH— ttI = — sin —,r und sin [ tt - 7rl - sin —n , aus welchem

\ n / n \ n ) n
Grunde gleich das doppelte Vorzeichen + gesetzt ist. In obigem
Beispiel für x 6 — 1= 0 , ist ^n = 3 und es kommt z . B . für A = 3 + l = 4
derselbe Cosinus wie für k - 3 - 1 - 2 & c .

Hätte man die Gleichung:

x 8 — 1= 0

so ist : x = (o )) ^= cos
2krc
1T + isin 2krc

! P
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für ft = 0 ist : x = cos0 = l
„ k - 1 „ x = cos 120 ° ;Hsin 120°

oder : x = — cos 60 + tsin 60 = — 2 + ^ 3 - *

Mithin ist :

x >— 1= C*— lH * + l - i ,' 8 - ÖC* + i +£ l' 8 - ö
X 3 — l = ( x — 1 ) ( X 2 + X + 1 )

133 .

Man kann auch , ohne erst die zweigliedrigen Factoren
von x "— 1 zu suchen, gleich die dreigliedrigen berechnen . Aus:

2kn . . . 2krtx - cos- + * sin— ■
n n

folgt nämlich der eine einfache Factor : x — cos^^ — i sin ^^6 n n

und der andere zugehörige : x — cos ^ ^ + isin ^
^ . Multiplicirt

man beide mit einander und beachtet , dass cos2- *7r + sin l ^^ = l ,n n
so ist der dreigliedrige Factor :

„ „ 2Ä7T
x 2 — 2xcos - b 1

n

hierin setze man k = 0 , 1 , 2 - • - £n . Wird aber der Ausdruck
ein vollkommenes Quadrat , was , wenn n grade , für k= 0 und
k = ^n und wenn n ungrade , für A = 0 der Fall ist , so muss
jedesmal nur die Wurzel genommen werden , indem die ein¬
fachen reellen Factoren x — 1 und x + 1 nur einmal vorhanden
sind . Sei z . B . n= 3 , also die Gleichung x 3 — 1 = 0 , so hat man :

„ 2knx 2 — 2x - COS ——bl

für k - 0 kommt : x 2 — 2x + l = (x — l ) 2

„ k— 1 „ x 2 — 2xcosl20 °+ l = x 2 + x + l ,
daher : x 3— l = (x — l ) (x 2 + x + l )
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Für die Gleichung- x6 - l= 0 hat man :

, 2/crrx2 - 2xcos—;—1- 1
t>

für L — 0 kommt : x2 — 2x + l= ( x— O2
„ ic - 1 „ x2 — 2xcos (i0 ° + l= x2 — x + 1
„ k = 2 „ x 2 - 2xcos 120 ° + l = x 2 + a: +l
„ k — 3 „ x2 — 2xcostt + 1 =(x + 1 ) 2

mithin : x

*

* — 1= (x — l ) (x -I- l ) (x2 -^ x -i- l ) (x2 — x -i- I )

134 .

Hat man allgemeiner die Gleichung:

x"— o =0

so sind die n einfachen Factoren derselben : *)
/ 2ätt , . . 2Ä7r\x = ( cos - + « sin- l - Ko\ n ~ n )

und die dreigliedrigen :
» 'ib -TT "

x2 — 2x • Va • cos- h (Ko) 2
11

135.

Um nun auch die « Wurzeln der andern Gleichung :

x" + l = 0

zu finden , beachte man ,dass wenn k eine beliebige ganze Zahl ist ,
immer cos ( 2ä + 1) tt = — 1 , und sin (2ft + l )7i = 0 . (Trigon . § 59 .)
Weil ferner :

( cos- - 7r+ isin —+ 1
7r) = cos C2A + l)7r - 'f -* sin (2/H- l ) 7r = — 1

so ist nothwendig auch :

1 n
*) Aus *B= l . a folgt nämlich : i = ( ( i )) “ . f/o .
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® = ( (- , 0 * = COS
2A+ 1 . . . 2 * 41- n 4 - i sm- nn — n

worin für 2*41 alle ungraden Zahlen zwischen 0 und n ge¬
setzt werden müssen .

Die dreigliedrigen Factoren von x" 4l sind hier :

, -> 2* 41 ,X 1 - 2XCOS - 7T + 1n
und allgemein für xn + a :

a 2* 41 "
x 2 - 2xVa - cus - n + C^ ct)2

Beispiel 1 . Für x 3 4l = 0 hat man :

, >4 2* 41 . . . 2*41x = C(- '0 ,,= cos—-—n 4 ; * sin —-—no o

Für * = 0 ist : x = cosJ r̂+ esin $n = i + £ V3 - i
, * - l „ x = cos7T+ t' sin7r = - l

mithin : x 3 4l = (x41 ) ( x - 4 - s F^ ' OGc — k + zVB - i)
x 3 + l = Ca: + l ]) Ca;2 — x4l )

Beispiel 2 . Für x 6 4l hat man : # *■"

2* + l , . . 2* 41
X - COS — 7V±lSltl — - — 7T

ü i)

Für A — 0 ist : x = coS“ + «
'sin -̂ - = AK ^ + .U'

() 6

i i . . 7t i .
„ A = 1 „ x = cos — ± * sin — = + j

„ * = 2 „ x = cos ~ + isin -^ = - ^ 3 + ^ i

Es ist also :
* 641 = (* 4 0 (M—«) (x— }J/ 'S— 1i) (x—i y .i 41 «

') O 4 1V3— { i) (*4 } //3 + 10
x « 4l - (2-2 4l ) ( -v2 - x ^ 34l ) ( x2 4x ^ d4l )
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