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Weuntes Dud.

Auflosung aller zweigliedrigen Gleichungen.

130.

Die zweigliedrigen oder sogenannten reinen héhern Gleichun-
gen lassen sich, wie Gauss zuerst gezeigt hat,*) alle direct
und leicht losen. Wir betrachlen diese Gleichungen zuerst in
der Form:

o 1=0

worauf sie alle gebracht werden konnen.

131.

Beriicksichtigen wir in obiger Form zuerst das untere
Zeichen, némlich:
a"—~1=0
a"=1

so ist klar, dass diese Gleichung, wenn n grade, zwei reelle
Wurzeln <1 und —1 und wenn n» ungrade, eine reelle Wurzel
+1 hat und nach § 127 nicht mehr reelle Wurzeln haben kann.
Die iibrigen Wurzeln miissen also imaginair, und wie die Rechnung
selbst gleich zeigen wird, alle verschieden sein. Mit andern Wor-
ten: es konnen aus +1 so viele verschiedene Wurzeln gezogen

¥) 8. Serret Cours d’algébre supérieure, 1849. Dies Werk handelt
fast bloss iiber hohere Gleichungen, setzt aber nicht allein alles Vorher-
gehende, sondern auch Differential- und Integralrechnung als bekannt voraus.
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werden als man will. Denn bezeichnen wir nach Cauchy die
gewohnliche arithmelische, mittelst Logarithmen leicht zu fin-

dende nte Wurzel aus 1 mit 71, alle n Wurzeln aus 41 aber

!
mit (ct0)*, so ist, weil immer cos2kx=1 und sin2kmr=0,
wenn £ irgend eine ganze Zahl ist (Trigon. § 59) und zufolge
§ 88, was auch & und = fiir ganze Zahlen sein mogen, immer:

2k "

7 AT i
: ) c08 2k -t-isin 2k =1

(cun‘ ——+-isin=
n n

2k | . . 2kn F s .
Da nun der Ausdruck cos=—=--isin auf die nte Po-
n n

lenz erhoben -+1 giebt, so muss dieser Ausdruck auch als die
nte Wurzel aus +1 belrachlel werden.

Dass nun aber, wenn in diesem Ausdruck fiir n eine Dhe-
liebige ganze Zahl und dann fiir k successive die Zahlen
0,1,2-.-4n geselzt werden, n verschiedene Werthe (Wurzeln)
kommen, folgt aus den Lehren der Trigonomelrie, wornach
die Ausdricke t'usf—l—‘-” -_-_."_-z'sjn“—'f, cOS : | isin . &c. offen-

n n -l
bar verschieden sind. Man findet also alle # Wurzeln der
Gleichung @"—1=0, indem man in:
2k o 2k

1
x=(01))"=0c05——1i8in—
g
fiw 2k successive alle graden Zahlen zwischen 0 und n, oder
was dasselbe isl, k=0, 1,2,3---4n selzl. Man habe z. B. die

Gleichung:
z6—-1=0

so ist, weil hier n=6:
T "(‘H)"" 2!*?‘-{ i
Gl Thg
fir k=0 ist: x=cos0x+isin0z=1
s k=1 , .r--cusfé-j-isiui__;—' —§+1V3.i%)

#) Es ist nidmlich: cosdm=cos60°=4% und sindn—=141"3.
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fir k=2 ist: o=cos¥ntisingm=—1-1+11F8i

o R=8 -0 cos r-l-isingm 1

Die Gleichung x%—1=0 hal also wirklich sechs verschie-
dene Wurzeln und es isl:
w8t (1) (-+1) (=1 =1/ 3ei) (a1 Y Bi) (e H AP 34) (244 -1/ 3+9)
oder indem man die Factoren, welche zweien gepaarten Wur-
zeln enlsprechen, mit einander multiplicirt, um lauter reelle
Grissen zu erhalten, und deshalb die dreigliedrigen (lrinomi-

schen) Facloren einfiithrt:

gb—1=(z~1)(w+1) (r2-2+1) (% +2+1)

[I";.)

) /N

Man konnte glauben. noch mehrere Wurzeln zu erhalten,
wenn man fiv & Werlhe selzl, die iber In hinausgehen,
Dies ist aber e¢ben nur ein Glaube, den schon § 104 ver-

y : (An+h) 2h 2h
bietet. Denn, weil cos2-—= 7l ms(.'; } - l') —C08 —7F
n

n n
(In—=h) 2h 2h 2
und auch cos2= 7T==C08 (r —',f) —cos—m, so0 ist
n n n
: (in+h) (In—h) , 3
immer cos2-—>——"7—C08 '_"—’}- “mr, d. h. fiur alle Werthe
n .

von k, welche eben so viel iiber als unter in sind, er-
hiilt man dieselben Cosinus wieder, und eben so dieselben
Sinus, letztere nur mit enlgegengesetztem Vorzeichen, weil
ety =i .. 2h L a2l
sm(n +— ,-"r)' :—sin—r und sin (;r-"—-rr) -sin—r, aus welchem

n n n n
Grunde gleich das doppelte Yorzeichen +- geselzl ist. In obigem
Beispiel fiir 26—1=0, ist Jn=23 und es kommt z. B. fir k=3 +1=4
derselbe Cosinus wie fir k=3-1=2 &e.

Hitte man die Gleichung:

x3—1=0

_ S ok ) . . 2Kmw
so ist: x=(W)%=cos——tisin—,

o o
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fir k=0 isl: 2=cos0=1
» k=1 , 2=c08120°44¢sin120°

oder: @=—cos60-4-isin60=—}+4 4V 3.i

! '
Mithin ist:

@d3—1=(@—1) (z+}— 3V 8- ) (a+}+4V 8-9)
&3 —1=(z—1)(z2+2x+1)

133.
Man kann auch, ohne erst die zweigliedrigen Factoren
von z"—1 zu suchen, gleich die dreigliedrigen berechnen. Aus:

287 .. . 2hn
&=cos——+isin—-
n n

. g A 2k ., 2kn
folgt ndmlich der eine einfache Factor: Be-e0s-——dshi—
: n

=" 2k . . 2knm
und der andere zugehbrige: x— cos , Hisin

. Multiplicirt

¢ b 2k . 2k
man beide mit einander und beachtet, dass cos2=—~ +sin2=——- 3
n n

so ist der dreigliedrige Factor:

(] T

287 |

22 —2xc08
n
hierin setze man k=0, 1,2---in. Wird aber der Ausdruck
ein vollkommenes Quadrat, was, wenn n grade, fir k=0 und
=4n und wenn n ungrade, fir k=0 der Fall ist, so muss
jedesmal nur die Wurzel genommen werden, indem die ein-
fachen reellen Factoren #—1 und @z+1 nur einmal vorhanden
sind. Sei z. B.n=3, also die Gleichung x3%—1 0, so hat man:
2k
2?2 —2x cos—+1
fir k=0 kommt: 2?2 —2z+1=(x—1)2
o el 3 22 —2xc05120°+1=22+x+1,

daher: 23—l=(z—1)(z2+2+1)



Fir die Gleichung x®—1=0 hat man:

2k
22—2¢c08——+1
]

fir k=0 kommt: 22— 2x+1=(z—1)2

» k=1 % a?— 22008600 +1=a—z+1
4 =2 & o2—2wc08120° +1=22+2+1
g k=8 “ 2 —-2zcosw+1=(x+1)?

mithin: 2%—1=(z—1)(x+1)(z2+2+1) (x2—x+1)

134.
Hat man allgemeiner die Gleichung:
a*—a=0

so sind die n einfachen Factoren derselben: *)
2R oo 20y B
&= (cos ——+-isin— ‘) Va
n n

und die dreigliedrigen:

; 2kn
x?=2z-Va: cos

-+ (ln' ﬂ) 2

n

135.
Um vun auch die n Wurzeln der andern Gleichung:
z"+1=0

zu finden, beachte man ,dass wenn k eine beliebige ganze Zahl ist,
immer cos(2k+1)w=-1, und sin(2k+1)a=0. (Trigon. § 59.)
Weil ferner:

2k+1 i £ o o
(cns%t---rr—i_'wlrlfﬁ;—l-n)- cos(2k+1Dm-Hisin(2k+1Da=-1

so ist nothwendig auch:

ol
) Aus a"=1.a folgt nimlich: = :(m)n.;:' a.
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ek Ja] . 2h+1
rz=((-))"=cos——na+tisin——r
n n

worin fir 2k+1 alle ungraden Zahlen zwischen 0 und n ge-
selzl werlen miissen.
Die dreigliedrigen Factoren von z"+1 sind hier:
3 2k+1
T*—22C08—m+1
n
und allgemein fir z"+a:

n "

- :_,j{ =1 o —
z2—2z-V o c0s—m+(V a)*
n

Beispiel 1. Fiir 23+1=0 hal man:

! 2k+1 srs 2041
r=(n)" cus—‘,j——;f:f:fhl"'—‘.,_'-f
. )

Fir k=0 ist: z=cos¥wt+isindn=1-+1V3.i

¥ k=10 o oo x-S
mithin: 23+1=(z+D)(@~4-3V3-D(z—3+3V3-9)
ri+l=(z+1)(x2—x+1)
Beispiel 2. Fiir z5+1 hal man:

2k+1" -, ., . 2k+1
& =008 ——— M TISIN——71

2 s . 7 arica LAl
Fir k=0 ist: z=cos : +isin=

o=
-—

(LR
~

; TGP, g
s k=1 5 @=eos5 Tisin =11

DT R 7T =
s k=2 , x=cos—Tisin—=—4V3-+¥i
5 . 3 =g
Es ist also:

b+l = (2 +i) (o i) (x—1)73 ) (a—=4) 3 +10) (= 1173 ) (211 3+140)

(@?+1) (22—}
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