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Swilftes Dndy.

Von den Kettenbriichen.

149,
141 2 s : a2 E e
Yrkldrung. Unter einem Ketlenbruch versteht man einen Grossen-
ausdruck in folgender Form:

Yo+ - ¥
Yy +——

e

niimlich eine ganze Zahl y, (wo y, aber auch 0 sein kann) plus
einem Bruche, dessen Zihler 1 und dessen Nenner eine ganze
Zahl plus einem Bruche, dessen Zihler wieder 1 ist &c. Die .
ganzen Zahlen y,, ¥, 4., ¥, - - - heissen die Glieder des Kellen-
bruchs. Brounker soll zuerst aul diese Bruchsform verfallen

A . = M T
sein, indem er, um die Zahl E zu berechnen, dafiir den Aus-

druck :

aufstellte. Wie er daraul gekommen, ist nicht bekannt. Euler

jedoch ist der Erste gewesen, welcher die Kettenbriiche einer
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nihern Betrachtung unterworfen hal und zwar in der zuerst
angegebenen Form (wo ndmlich der Zihler immer 1 ist), auf
welche jeder anderve Kettenbruch immer gebracht werden kann.

Die Kettenbriiche bieten so viele merkwirdige Eigen-
schaflen dar und lassen so mancherlei Anwendungen zu, dass
eine vollstindige Theorie derselben einen ganzen Band fiillen
wiirde. *) Wir beschrinken uns hier jedoch auf das Wichtigste.

150.

Es ist leicht, einen gewdhnlichen echten oder unechten
Bruch in einen Keltenbruch zu verwandeln. Ist der Bruch
echt, so dividire man Zihler und Nenner durch den Zéhler;
den im Nenner entstehenden Bruch eben so behandelt &e. bis
der letzte Zihler 1 wird. Ist der Bruch unecht, so stelle man
erst die ganze Zahl heraus. Es ist z. B.
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Umgekehrt wiirde man ohne weitere Regel aus einem Ketten-
bruch den erzeugenden Bruch finden konnen. Es ist z. B.
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Beide vorhergehenden Rechnungen, um einen Bruch in
einen Keltenbruch und umgekehrt zu verwandeln, lassen sich
aber bedeutend abkiirzen.

*) Kausler, die Lehre von den continuirlichen Briichen nebst ihren
vorziiglichsten Anwendungen aufl Arithmetik und Algebra,
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Nenner und Zihler, als wenn man ihren grossten gemeinschaft-
lichen Factor suchen wollte (Algebr. § 29), so sind die Quo-
tienten die Glieder des Kettenbruchs., Die Richtigkeit folgl
aus der Rechnung in § 150, z. B.
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mithin ist: —=0+4*—
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mithin: F==4+5-7
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Um nun auch ein allgemeines Geselz zu finden, nach
welchem man bequemer, als der unmittelbare Gedanke § 150
es angiebt, einen Keltenbruch in einen gewdhnlichen Bruch
verwandelt, wollen wir, die allgemeine Bezeichnung beibehal-
tend. statt vom letzten Gliede nach und nach zum erslen
zuriickzugehen, umgekehrt verfahren. Es sei also der Kellen—

bruch allgemein:




Yo 4

Nehmen wir nur das Ote Glied, so ist g, offenbar kleiner
als der Werlh des ganzen Kettenbruchs,  Geht man bis zum

i . / 1 i
1sten Gliede, so ist offenbar y,, 7z gross, weil in dem
] v
I : o * ;
Bruche der Nenner zu klein ist. Gehl man bis zum 2len
71
Gliede, so ist
Yoot Lo
Y1+
¥
offenbar wieder zu klein &e. Bezeichnel man die hier auf
cinander foleenden Werthe, welche abwechselnd kleiner und
grisser sind, als der wirkliche Werth des ganzen Kellen-
bruchs und Niherungswerthe desselben genannt werden, mit

& Diste
; , &c., so hal man:
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In dem Bruche B selze man y,+— stall y,, so kommt
) 1

Ya
der folgende Bruch, nimlich:
i
Yo (4+ ) +1 ,
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Achtet man hier auf die Verbindung der Glieder des
Keltenbruchs, so ergiebt sich ein einfaches Bildungsgeselz,
10%
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nach welchem man aus den beiden ersten Briichen - |.—-Ji",
@

b y,y,+1 : g ; "
{I--‘-&’-f’—’— -, welche jedoch immer erst unmittelbar gebildet
X . |

71
werden miissen, Zihler und Nenner der successiv folgenden
Briiche leicht erhalten kann, indem man mit jedem folgenden
Gliede, sowohl Zihler als Nenner des vorhergehenden Bruchs
multiplicirt und zu den Producten Zihler und Nenner des vor-
vorhergehenden Bruchs addirt. So ist z. B, wirklich

e. bysta

et bly,+a?

Ay 1 .
Setzt man hierin y,+-— slalt y,, so ist auch:
e

Fay,+b

ol 3 S
gtaly,+b' ¢

Hiernach ist klar, dass es einerlei ist, ob man jetzt, um

e .
den folgenden Bruch —-zu erhalten, in den vorhergehenden

4

| .
y4+— statt y, setzt, oder nach der ohigen Regel verfihrt, und
Ysty. i . :
dass dieses Gesetz durchgehends Statt findet.

Hilte man z. B.

so sind die auf einander folgenden Nihernngswerthe (weil hier
4, 2, 1, 5 die Glieder und § und § die beiden ersten Briiche
sind) :

ONORUES

Sind 0,4, 2, 1, 5 die Glieder, so hal man:

(‘[r): (I;)v é* l:‘.'H ;1
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Sind 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6 die Glieder, so hal man:

| e |

Ln‘, (I) > i 30 157 0Te
17 Y17y ¥ 10 332 225 13930

153.

Subtrahirl man irgend zwei auf einander folgende Nihe-
rungswerthe, so erhiilt man einen Bruch, dessen Zihler immer
+1 ist. Diese merkwiirdige Eigenschaft lisst sich folgender-
massen beweisen.

oy s m 5 . Ta

Seien oy i LWVl unmittelbar folgende Niherungswerthe
m n

und y das Glied des Kettenbruchs, welches den folgenden

}‘J

Niherungswerth 5 bestimmt, so ist:
)

P n f[ +m
pl nly+ml
Nimmt man nun die Differenz von den beiden Niherungs-

p n : n m .
werthen — und —, so wie auch von — und —, so ist:
P 7 n m

ny+m n mn' —mn
nly+m' n' alCa'y+m')

n m (mn'—mn)

it me min!
Hieraus ergiebt sich, dass der absolute Werth des Zihlers

der ersten Differenz, ganz derselbe ist wie bei der

7
1 ﬂi'
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zweiten, — ———, natiirlich mil enlgegengeselztem Vorzeichen,
nt ml '

weil ja die Niherungswerthe abwechselnd zu klein und zu
gross sind. Es kommt also nur darauf an, den absoluten
Werth eines einzigen dieser gleichen Zihler zu bestimmen.
Dazu kann man den Unterschied irgend zweier unmittelbar
folgenden, also am einfachsten der beiden ersten Niherungs-

werthe nehmen, nimlich:
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Es ist mithin der bestindige Zihler in dem Unlerschiede zweier
unmittelbar folgenden Niherungswerthe =--1.

154.

Aus vorstehendem § folgt noech, dass die Unlerschiede
( | ]
bt at albl’

. womil denn auch die Benennune Nédherungs-

der Niherungswerthe immer kleiner werden
dreih

¢l b'  ple!
werthe werechifertiot ist, weil der letzle den vollen Werth
des Kettenbruchs ausdriickt.
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Der walhre Werth eines Kettenbruchs, und wenn er auch
bis in’s Unendliche fortliuft, liegt immer zwischen zwei be-
liechigen Niherungswerthen ;:r’l. f—:él. weil ja der eine zu klein,
der andere zu gross ist. Da nun der Unterschied dieser beiden

L
nur ‘—II'-J:—I. so ist klar, dass wenn man irgend einen Niherungs-

m y
werth, z. B. - [, slalt des ganzen Kettenbruchs setzt, der
m 3

Fehler gewiss kleiner ist, als ein Bruch, dessen Zihler 1 und

dessen Nenner das Quadrat vom Nenner des geselzlen Nihe-

rungswerthes isl, also kleiner als ——, weil er Ja noch klei-
] m-m L

| P . .
ner als —— ist. Der Kettenbruch sei z. B.
m'n!
1
¥

Also die Naherungswerthe: (9), (1), ¥, 4%, 4} Nimml

man den Bruch %, stalt des ganzen Kettenbruchs, so ist der
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Fehler. den man begeht kleiner, als +%. Nimmt man den Bruch
16
2. so ist der Fehler kleiner als gy &o.

| 56,

In allen fiir einen Kettenbrueh erhaltenen Niherungshriichen
sind Zihler und Nenner immer Primzahlen gegen einander.
e M : ; SR -

Seien z. B. .2 zwei unmittelbar auf einander folgende
ml’ n'
Nihernngsbriiche, so isl

m n 1
1

mt n' m'n!

hieraus: mnt—m'n=-"1"1

Hier sind nun mn', m'n ganze Zahlen. Hitlen also m, m!
oder n.n' einen gemeinschaftlichen Factor, so wiirde, indem
man die Gleichung dadurch dividirt, linker Hand der Quotient
eine canze Zahl sein, was aber nicht moglich ist, weil er
rechter Hand keine ganze Zahl sein kann.

§8%.

Wir haben im Vorhergehenden die wichligslen Eigen-
schaften der Ketlenbriiche mitgetheilt.  Was nun ihre Anwen-
dung betriM, so konnen sie benutzl werden, um aus einer
Zahl eine Quadratwurzel bis aul beliebig viele Decimalen zu
ziehen, was auf periodische Kettenbriiche fithrt.  Eine andere
Anwendung in der sogenannten unbestimmten Analylik und in
der hohern Zahlentheorie. Ferner hal man versuchl, durch
ihre Vermiltelung die Wurzeln einer hohern Gleichung zu fin-
den. Die niitzlichste Anwendung mochte aber wohl die sein:
cinen durch sehr viele Ziffern gegebenen Bruch (Verhiltniss)
nitherungsweise und fiir praclische Zwecke geniigend, durch
kleinere Zahlen auszudriicken, indem man ihn in einen Kellen-
bruch verwandelt und dessen Nihernngswerthe suchl.
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L 31415926535
Do ish B B, symeacio st oY
10000000000

: 1 15 1

! (! ok L

81415927:10000000:1415927:88511:88262 &e.

Es ist also w=3+41——
7

10+~
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