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Zwölftes Duch.
Von den Kettenbrüchen .

14 .9 .

Erklärung . Unter einemKetlenbruch verstellt man einen Grössen-
ausdruck in folgender Form :

Vo + - - -
2/i + J- r

nämlich eine ganze Zahl y 0 (wo y0 aber auch 0 sein kann) plus
einem Bruche, dessen Zähler 1 und dessen Nenner eine ganze
Zahl plus einem Bruche, dessen Zähler wieder 1 ist & c . Die
ganzen Zahlen y0 , y u y 2 , y 3

■ ■ ■ heissen die Glieder des Ketten-
bruchs . Rrounker soll zuerst auf diese Bruchsform verfallen

sein, indem er , um die Zahl zu berechnen , dafür den Aus¬

druck :
1 + *2 +

2 +
2 + 4 »

2 +

aufstellte . Wie er darauf gekommen , ist nicht bekannt . Euter
jedoch ist der Erste gewesen , welcher die Kettenbrücke einer
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nähern Betrachtung unterworfen hat und zwar in der zuerst

angegebenen Form ( wo nämlich der Zähler immer 1 ist) , auf
welche jeder andere Kettenbrueh immer gebracht werden kann .

Die Kettcnbrüche bieten so viele merkwürdige Eigen¬
schaften dar und lassen so mancherlei Anwendungen zu , dass
eine vollständige Theorie derselben einen ganzen Band füllen
würde . " ) Wir beschränken uns hier jedoch auf das Wichtigste .

150 .

Es ist leicht , einen gewöhnlichen echten oder unechten
Bruch in einen Kettenbrueh zu verwandeln . Ist der Bruch
echt , so dividire man Zähler und Nenner durch den Zähler ;
den im Nenner entstehenden Bruch eben so behandelt & c . bis
der letzte Zähler 1 wird . Ist der Bruch unecht , so stelle man
erst die ganze Zahl heraus . Es ist z . B .

17 1
74 4 + T7 4 + fe - 4 ^

1 +r
74— = 4 + «_ = 4 -f J-
17 17 2 + i-

= 4 +
2 + 7

1 +

Umgekehrt würde man ohne weitere Regel aus einem Ketten -
bruch den erzeugenden Bruch finden können . Es ist z . B .

4 + 1
2 4* 4 + 1

1 +
5
~ 2 + -'-

6
4 + -;2 +r 4 + t7 4 + i7

17
74

151 .

Beide vorhergehenden Rechnungen , um einen Bruch in
einen Kettenbrueh und umgekehrt zu verwandeln , lassen sich
aber bedeutend abkürzen .

*) Hausier , die Lehre von den continuii liehen Drachen liehst ihren
vorzüglichsten Anwendungen auf Arithmetik und Algebra .

10
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Um erstlich gewöhnliche Brüche in Kettenbrüche zu ver-
17 74 972

wandeln , z , B . —, verfahre man mit jedes Bruches
74' 17 ’ 1393

Nenner und Zähler, als wenn man ihren grössten gemeinschaft¬
lichen Factor suchen wollte CAIgebr . § 29) , so sind die Quo¬
tienten die Glieder des Kettenbruchs . Die Richtigkeit folgt
aus der Rechnung in § 150, z . B.

17 : 74 : 17 : G : 5 : 1

mithin ist : — = 0 + ^—74 4 +
2 +

l + i -
o

74 : 17 : 6 : 5 : 1

mithin : ^ = 4 + ^

972 : 1393 : 972 : 421 : 130 : 31 : 6 : 1

mithin
2 +

3 +
4 +

152.

Um nun auch ein allgemeines Gesetz zu finden , nach
welchem man bequemer , als der unmittelbare Gedanke § 150
es angiebt , einen Keltenbruch in einen gewöhnlichen Bruch
verwandelt , wollen wir , die allgemeine Bezeichnung beibehal¬
tend , statt vorn letzten Gliede nach und nach zum ersten
zurückzugehen , umgekehrt verfahren . Es sei also der Ketlen-
bruch allgemein :



Nehmen wir nur das Ote Glied , so ist y t, offenbar kleiner
als der Werth des ganzen Ketlenbruchs . Geht man bis zum

Bruche — der Nenner zu klein ist . Geht man bis zum Sien

offenbar wieder zu klein & c . Bezeichnet man die hier auf
einander folgenden Werthe , welche abwechselnd kleiner und

grösser sind , als der wirkliche Werth des ganzen Kelten-
hruchs und Näherungswerthe desselben genannt werden , mit
a b c , .

In dem Bruche — setze man y , + — sta (t ?/u s0 kommt

der folgende Bruch , nämlich:

Achtel man hier auf die Verbindung der Glieder des
Ketlenbruchs , so ergiebl sich ein einfaches Bildungsgesetz ,
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nach welchem man aus den beiden ersten Brüchen —
b y y + 1

a 1
= — , welche jedoch immer erst unmittelbar gebildet

werden müssen , Zähler und Nenner der successiv folgenden
Brüche leicht erhalten kann , indem man mit jedem folgenden
Gliede , sowohl Zähler als Nenner des vorhergehenden Bruchs
mulliplicirt und zu den Producten Zähler und Nenner des vor-
vorhergehenden Bruchs addirt . So ist z . B . wirklich

c _ by 2+ a
c l b l y .2+ a l

Setzt man hierin y .l+ — statt i/ ,2 , so ist auch :
V 3

Ä
d l

fr// '»'Art- «// :< < h
b ' Vtyz+ a 'y -i + b ' c ' ya+ b 1

Hiernach ist klar , dass es einerlei ist , ob man jetzt , um

den folgenden Bruch ^ zu erhalten , in den vorhergehenden

y 3
-\— statt y 3 setzt , oder nach der obigen Regel verfahrt, und

y4
dass dieses Gesetz durchgehends Statt findet.

Hätte man z . B.
4 + 1

so sind die auf einander folgenden Näherungswerthe (weil hier
4 , 2, 1 , 5 die Glieder und f und £ die beiden ersten Brüche
sind) :

s4 ' l /' 9 ' i 13 74<- 1 J , t- I J > 3 , T7

Sind 0 , 4 , 2, 1 , 5 die Glieder, so hat man :

CD , CD , l A , H
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Sind 0, 1,2 , 3 , 4 , 5, 6 die Glieder, so hat man :

( ? ) > C { ) , x7
TT, £§> 2210 iVaV

153 .

Subtrahirl man irgend zwei auf einander folgende Nähe¬
rungswerthe , so erhält man einen Bruch, dessen Zähler immer
+ 1 ist . Diese merkwürdige Eigenschaft lässt sich folgender-
massen beweisen .

Seien ~ zwei unmittelbar folgende Näherungswerthe
und y das Glied des Kettenbruchs , welches den folgenden

Näherungswerth bestimmt, so ist :

p ny + m
pi n ' y + m 1

Nimmt man nun die Differenz von den beiden Näherungs-

so ist :werthen und so wie auch von — und
p 1 n 1 n

m
m i >

mn ' - m ' nny + m i
n l y + m l n 1 » ' (n ' y+ wf ' )

m
m 1

(mn 1 — m l n)
m 1 n l

Hieraus ergiebt sich , dass der absolute Werth des Zählers

der ersten Differenz, ganz derselbe ist wie bei der' p 1 n 1 ’ 6
zweiten , , natürlich mit entgegengesetztem Vorzeichen,
weil ja die Näherungswerthe abwechselnd zu klein und zu
gross sind . Es kommt also nur darauf an , den absoluten
Werth eines einzigen dieser gleichen Zähler zu bestimmen.
Dazu kann man den Unterschied irgend zweier unmittelbar
folgenden , also am einfachsten der beiden ersten Näherungs¬
werthe nehmen, nämlich :
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k> n _ yny l + \ y0 1
b l a l 1 //i

Es ist mithin der beständige Zähler in dem Unterschiede zweier
unmittelbar folgenden Näherungswerthe = + l .

154 .

Aus vorstehendem § folgt noch , dass die Unterschiede

der Näherungswerthe immer kleiner werden \ . ;
b

° b l a l n 1/) 1 ’
— T~r = — T , womit denn auch die Benennung Näherungs -

c l b 1 b 1 c 1 ’ ° 6

werthe gerechtfertigt ist , weil der letzte den vollen Werth
des Kettenbruchs ausdrückt .

155 .

Der wahre Werth eines Kettenbruchs , und wenn er auch
bis in ’s Unendliche fortläuft , liegt immer zwischen zwei be¬

liebigen Näherungswerthen weil ja der eine zu klein,

der andere zu gross ist. Da nun der Unterschied dieser beiden
+ 1

nur so ist klar , dass wenn man irgend einen Näherungs¬

werth , z . B . statt des ganzen Kettenbruchs setzt , der
» t 1 ’ °

Fehler gewiss kleiner ist , als ein Bruch, dessen Zähler l und
dessen Nenner das Quadrat vorn Nenner des gesetzten Nähe¬

rungswerthes ist, also kleiner als —— , , weil er ja noch kloi-3 wt ' m 1

» er als - - ist . Der Kettenhruch sei z . B .
in ' n 1

1
4 4"

2 +
1 + 5

Also die Näherungswerthe : ( i ) , f, , j\ , Nimmt
man den Bruch J , statt des ganzen Kettenbruchs , so ist der
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Fehler , den man begeht kleiner , als TV Nimmt man den Bruch

| , so ist der Fehler kleiner als ¥'
T &c .

156 .

In allen für einen Kettenbruch erhaltenen Näherungsbrüchen
sind Zahler und Nenner immer Primzahlen gegen einander .

Seien z . B . zwei unmittelbar auf einander folgende
m 1 n 1

Näherungsbrüche , so ist

m « + 1
m l n ' m 1n '

hieraus : wm l — »« *«=+ 1

Hier sind nun jnn 1 , m l n ganze Zahlen . Hätten also m,m x

oder n,n l einen gemcinschafllichen Factor , so würde , indem
man die Gleichung dadurch divfdirt, linker Hand der Quotient
eine ganze Zahl sein , was aber nicht möglich ist , weil er
rechter Hand keine ganze Zahl sein kann .

157 .

Wir haben im Vorhergehenden die wichtigsten Eigen¬
schaften der Kettenbrücke mitgetheilt. Was nun ihre Anwen¬

dung betrifft , so können sie benutzt werden , um aus einer
Zahl eine Quadratwurzel bis auf beliebig viele Decimalen zu
ziehen , was auf periodische Kettenbrücke führt . Eine andere

Anwendung in der sogenannten unbestimmten Analytik und in
der höher » ZahlenIheorie . Ferner hat man versucht , durch
ihre Vermittelung die Wurzeln einer hohem Gleichung zu fin¬
den . Die nützlichste Anwendung möchte aber wohl die sein :
einen durch sehr viele Ziffern gegebenen Bruch (Yerhaltniss)
niiherungsweise und für practische Zwecke genügend , durch
kleinere Zahlen auszudrücken , indem man ihn in einen Ketten¬
bruch verwandelt und dessen Näherungswerthe sucht.
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So ist z . B . n = 31415926535
lOOOOOOOOOO

31415927 : 10000000 : 1415927 : 88511 : 88262 &c .
Es ist also 7t = 3 + -

7 + j .-
15 + 1

1 +

cd , c ?) , m . m - - -
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