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CONTENUS

DANS LES DEIIX VOLUMES DE CETTE COLEECTION .

PAR
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AVERT1SSEJIENT .

Sous quelque rapport que l’on considere les diverses recherches sur Ia Theorie des Nombres, on

sera toujours conduit , en definitive , a nJy voir que des applications , plus ou moins directes , de

1'Analyse Indeterminee . C’est aussi la maniere de voir de Legendre qui ne separe point ces deux

parties , et les regarde comme ne faisant qu’une seule et meme branche de 1’analyse algebrique. En

partant de ce point de vue , et prenant en consideration la variete infinie des equations indeterminees,

on decouvre un champ immense dans les speculations sur les nombres. Pour proceder methodiquement

dans les nombrcuses recherches de ce genre , la premiere question qui se presente naturellement est

de savoir si , parmi toutes ces equations , il ne s’en trouve pas quelques unes qui meritent une etude

particuliere et approfondie sous le rapport de leur utilite et de Ieur application aux questions les

plus generales et les plus interessantes de EArithmetique transcendante . Or , c’est precisement ce qui

arrive , et l’on sait fort bien , que la propriete que les nombres possedent de satisfaire a certaines

classes d’equations indeterminees , est caracterisec , dans les recherches numeriques, par differentes

denominations telles que divisibilite , congruence, forme quadratique etc. Toutes ces proprietes servent

de base aux differentes doctrines de Ia Science des nombres. Ainsi, la resolution des equations

indeterminees , de forme tres variee , repose presqu’en entier sur les notions fondamenlales , relatives

a la divisibilite , aux congruences et aux formes quadratiques .

D’apres ce qui vient d’etre dit , il est tres naturel de partager un traite sur Ia Theorie des

Nombres en deux parties , dont la premiere doit contenir tout ce qui est relatif aux generalites de

la Science, telles que les recherches sur la divisibilite de diverses formules , la theorie des congruences ,

celle des formes quadratiques etc . , et la seconde , les applications de tous ces principes a la resolution

des equations indeterminees de differentes formes , ou a la solution des problemes qui se reduisent

a de telles equations. Les subdivisions a etablir , pour etre parfaitement systematiques, exigeraient

beaucoup plus de peine , et laisseraient peut - etre , malgre tous les soins , a desirer sous plusieurs

rapports , vu la grande variete et 1’heterogeneite , du moins apparente , des questions que l’on a

fait entrer dans la Theorie des Nombres. Aussi , un programme detaille et bien raisonne de cette

Science, serait - il un travail tres meritoire.
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En examinant avec soin les nombreux memoires d’Euler sur rarithmetiquc transcendante , et en
les classant conformement aux idees, en partie emises plus liaut , on parvient a former un ensemble
qui , sauf quclques legeres lacunes , presente un traite suffisamment. complet sur la Science des nombrcs
en general , et memc fort etendu par rapport a plusicurs de ses doctrines . Dans la redaction de
1’Index systematique , que nous donnons ci-apres , nous nous somnies conformes a ce qui vient d’etre
dit relalivement a la division de la Science en deux parties. Seulcment , pour faciliter la recherchc
des memoires dEuler , nous avons subdivise Ia secondc partie , c’est - a- dire les applications des
principes generaux a 1’analyse indeterminee ou a 1’analyse de Diophante, en deux sections : 1’une qui
traite de la decomposilion des nombres en somtnes de differentes formes, et 1’autre qui contient
1'analysc de Diophante proprement dite. De cettc maniere , llndex se trouve divise en trois sections ,
auxquelles nous avons joint un _ " ce sons le titre de Melanyes, qui , au reste , ne contient que
cinq memoires. Aous avons cru devoir les mettre a part par la raison , que les questions dont iis
traitent , se rapportent moins directement a la theorie des nombres.

Ainsi , pour nous resumer , voici en termes generaux le contenu de 1’Index:

Pkemiere Section . DivisibilUe des nombres. On y a reuni tout ce qui concerne la decomposition
des nombres en facteurs , les differentes recberches sur les nombres premiers , sur les
somrnes des diviscurs , les nombres amiables , sur la divisibilite de differentes formules , sur
la theorie des restes et sur celle des residus quadratiques .

Seconde Section . Decomposition des nombres en somrnes de dilferentes formes. On trouvera dans
cette section tous les memoires relatifs a la decomposition des nombres en carres , en
nombres triangulaires , et en general , tout ce qui sc rapporte a la partition des nombres.
Dans les memoires de cette section le nombre a decomposer est generalement donne,
tandis -que dans les problemcs de la troisieme section tous les nombres , le plus souvent ,
sont indetermines , et cest en cela que nous faisons consister la diflerence entre ces
deux sections.

Ttroisieme Section . Jnalyse de Diophante . Cette section , la plus etendue de toutes , contient
les memoires relatifs a la resolution de dilferentes equations indeterminees , donnees im-
mediatement , ou bien deduites des conditions du probleme. Pour reduire la recherche
des memoires sur cette matiere a la plus grande simplicite, nous avons juge que la classi-
fication la plus avantageuse etait de les ranger dans 1’ordre du nombre des equations simul-
lanees d resoudre , et non dans celui du nombre des indeterminees ou des degres des
equations.

Mel anges . Memoires qui se rapportent plus ou moins directement a la theorie des nombres .

Pour ce qui regarde les subdivisions des trois sections , elles ont ete etablies aussi systemati-
quement que possible, et sans jamais perdre de vue la condition essentielle pour un Jndex, celle de
rendre la recherche des memoires aussi facile qu’on peut le desirer . On en jugera par Ia lecture
attentive de la distribution des matieres dans llndex , dislribution que nous rapportons ici :



Section Premiore .

Divisibi 1ite des nombres .

LV

a ) Sur lcs nombres entiers , eu egard a leur decomposition en facteurs . Tables des nombres

premiers. Totalite des nombres premiers a un entier donne et plus petits que lui. Sur
les somnies des diviseurs des nombres. iXombres amiables.

b) Divisibilite de differentes formules.

c) Theorie des restes et des residus quadratiques .

Bemarques sur la section premiere .

Section Seconde .

Decomposition des nombres en sommes de differentes formes .

a ) Decomposition des nombres en carres , en nombres triangulaires et en termes proportionnels
a des carres .

b) Partition des nombres.
Remarques sur la section seconde.

Section Troisieme .

Analyse de Diophante .

a) Determination de deux ou de plusieurs indeterminees , donnees par une seule equation . —

Equalions impossibles.

b) Determination de plusieurs indeterminees, donnees par deux equations.

c) Determination de plusieurs indeterminees , donnees par trois equations.

d Determination de plusieurs indeterminees , donnees par quatre equations .

e) Determination de plusieurs indeterminees , donnees par plus de quatre equations.

f ) Problemes indetermines qui conduisent a plus dequations que dinconnues .

Remarques sur la section troisieme.

?Ielanges .

Par cette distribution des matiores, nous croyons avoir atteint jusqu a un certain point deux buts :

1) celui davoir donne un programme systematique pour etudier la theorie des nombres dans

les nombreux memoires dEuler , et

2) d’avoir presente un Index qui servira non-seuleinent a trouver sans peine tous ses memoires

rclatifs a une theorie quelconque de la Science des nombres , mais encore a donner une idee

generale du contenu de chacun de ses ecrits.

L’Index acquerrait un haut degre d’interet , si on 1’accompagnait , ou si on le faisait suivrc de

notes comparatives sur les diverses methodes , employees dans les memoires d Euler , et sur ceiles

qui ont ete proposecs plus tard pour les memes questions. Dans un examen de cette nature , il se

presenterait une fouie de rapprochements et d’observations curieuses. On pourrait aussi faire entrer

dans ces remarques , ou notes additionelles , des renvois raisonnes a la Correspondance malhematique

et physique d’Euler et de Goldbach , ouvrage qui contient tant de vues ingenieuses et remarquables
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sur la Science des nombres . Enfin , une appreciation motivee de 1’importance respective des differents
travaux d’Euler sur cette branche de Panalyse, completerait parfaitement 1’appendice dont nous
parlons. >Iais un tel travail demauderait beaucoup de temps , et ne pourrait etre entrepris que par
un Geometre verse a fond dans lanalyse numerique.

Entrons actucllement dans quclques explications sur la forme de 1’Index et sur la maniere de
1'employer. Et dabord , on observera que les tities originaux des memoires sont accompagnes de
numeros en chiffres arabes qui suivent l’ordre naturel ; immediatement apres le numero arabe vient un
autre , en caracteres romains , qui indique la place que le memoire occupe dans Pouvrage. De plus , a Ia
fin de chaque titre , est donnee Plndication du tome et de la page ou se trouve lecrit que l’on veut
consulter . Les remarques qui suivent chaque section sont egalement numerotees , et , pour ne pas
confondre ces nouveaux numeros avec ceux que portent les memoires dans PIndex, on les a fait
preceder du signe §. En regard du titre original de chaque memoire, se trouve , a la droite , un
sommaire de son contenu ; ceci nous a paru dautant plus necessaire , qu’un grand nombre deces
titres ne peuvent donner aucune idee des recherches exposees dans les pieces correspondantes .

Supposons maintenant que 1’on veuille faire usage de 1’Index pour trouver les travaux d’Euler
sur une doctrine quelconque de la theorie des nombres. Par la nature de cette doctrine , on deci-
dera de suite a laquellc des trois sections elle appartient ; puis, parcourant les titres des subdivisions,
relatives a cette section , on trouvera sans peine la subdivision cherchee , et par suite, aussi tous les
memoires que l’on avait en vue. II pourra arriver que , dans les sommaires des memoires trouves , il
y ait encore des renvois ; il faudra absolument consulter tous ces renvois , apres quoi on sera a
meme de se former une idee generale , aussi complete qu’il est necessaire , pour un simple Index,
des travaux d’Euler sur la matiere en question. Enfin , on parcourra les Remarques qui se
trouvent placees a la fin de la section consultee , afin de voir si quelques points relatifs a la doctrine
dont il s’agit ne sont point entres , comme parties secondaires , dans dautres pieces , dont 1’objet
principal ctait different , Vu la grande analogie qui existe entre les sections scconde et troisieme ,
comme nous 1’avons dit plus haut , il sera bon de consulter 1’une et 1’autrc , toutes les fois qu’il
s’agira d’une question de 1’analyse indeterminee qui, par sa nature , donnerait lieu a quelque incertitude .

Eclaircissons ce qui vient detre explique d’une maniere generale , par un exemple particulier .
Proposons nous de trouver le memoire d ' Eulcr qui traite de la question de trouver cinq nombres tels
que le produit de deux quelconques de ces nombres, au<j mente de l’unite, fasse un carre 'i1). Comme
ce probleme appartient , sans le moindre doute , a lanalyse de Diophantc proprement dite , il faudra
chercher le memoire dans la section troisieme ; de plus, on observera qu’il conduit a dix equations
indeterminees . En parcourant les subdivisions de la troisieme section , on s’arrete a la subdivision e)
qui porte pour titre : Determination de plusieurs indeterminees, donnees par plus de quatre equations.
Sur les trois memoires que confient cette subdivision , aijcun ne traite de la question dont il sagit .
11 faudra donc consulter les Remarques sur la subdivision e) de la Section troisieme. En effet, on y

(1) Legendre , en donnant la solution de ce probleme d'apres Euler (Theorie des nombres , troisieme edi-
tion , T, 2 page H2 ), dit 1'avoir extrait de la Correspondance d Euler avec Lagrange , et renvpie aux
manuscrits de Lagrange deposes a la bibliotheque de l lnstitut . Quant au memoire que nous allons
trouver , il n’en fait point mention.



trouve quo lo sixieme paragraphe du memoire XLV (N. 19 de l’Index), portant pour titre Miscel¬
lanea analytica , contient la solution du probleme dont nous parlons. Si 1'on desire connaitre le

contenu des autres paragraphes de ce meme ecrit , on cherchera le N. 19 de 1'Indcx et l’on trouvera ce

qui suit :
«Cet ecrit est compose de 6 paragraphes , dont le premier contient la demonstration du theorome

de Waring , ou aulrement de YVilson , relatif a la divisibilite de la formule 1.2 . 3 . . . (/j — 1)—*- 1

par p , quand p est premier . Les paragraphes 2 , 3 . V et 6 se rapportent a 1’analyse de Diophante ,
et il en est fait mention dans les llemarques a la Section troisieme . Quant au paragraphe 5

qui traite la question de trouver les somnies des puissances de u , p) , y . . . . , quand le developpement

do (i -+. ax ) (1 -+- ;3x ) (1 n- yx ) . . . . est donne , il est etranger a la theorie des nombres .»

On saura donc deja ce que contiennent les paragraphes premier , cinquieme et sixieme. Pour

les paragraphes deuxieme, troisieme et qualrieme, on consultera les rcnvnis dont il vient d’etre (juestion
dans la citation , et l’on trouvera :

Deexieme Paragraphe . Trouver quatre nombres tels que le produit de deux quclconques de ces

nombres , augmente de l’unite , se rcduise toujours a un carre .

Troisieme Paragraphe . Methode pour reduire la formule (J — — J -+ - - - ) a un carre .

Qdatrieme Paragraphe . Resolution des deux equations indeterminces simultanees x - t- y = u %,

De cette maniere le Iecteur se formera une idee nette du contenu des Miscellanea analytica ,

et pourra , au besoin, recourir au memoire meme qui , dapres 1’Index , se trouve insere au

II Tome , page Kk.

Prenons encore , pour exemple, le probleme II , insere dans la theorie des nombres de

Legendre :T . 2, page 144). Le geometre francais , apres en avoir rapportc une solution numerique ,

tiree de la correspondance d ’EuIcr avec Lagrange , citee plus liaut, s’exprime en ces termes : «L’ana-

lyse de ce probleme n’a point ete publice, et il est fort a desirer qu’clle le soit , si on peut la trouver

parmi les manuscrits de 1’auteur , non encore imprimes, car on voit qu’il serait fort difficile de ia

restituor .» Or , par 1’enonce de la question , on verra de suite qu’elle se rapportc a la II Section ,

subdivision f ), portant pour titre : problemes indelerndnes qui conduisent a plus d ’equations que d 'in-

connues. En consultant 1’Index , ou trouve que le troisieme probleme du premier memoire qui

entre dans cette subdivision (N. 86 de 1’Index), est precisement celui dont il s’agit , et que, de plus, la

solution de cette question , ainsi que celle des deux autres , mentionnees sous la meme rubrique ,
est fondee sur des consideralions relativos u la doctrinc de la transformation des coordonnees , qui

est d’un interet majeur pour la geometrie analytique. Il parait donc certain que Legendre n’a

pas eu connaissance de ce memoire, ni par consequent de la methode ingenieuse d’Euler pour

resoudre la question citee. Le memoire dont nous parlons porte le numero X\ X dans 1’ouvrage ,

et se trouve dans le Tome I a la page 427.

Outre les 88 meinoires publies et les 5 inedits qui se trouvent classes dans cet Index , le present
ouvrage contient encore un traite inedit , duue certaine etendue , sur la doctrine des nombres

h
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('Tractatus de numerorum doctrina , T . II , p. 503 ) et 4 numeros sous le titre Additamenta tomi se¬
cundi ; ces fragments interessants sont tires (l ’une riche collection de feuillets detaches et de pieces
manuscrites d ’Euler , dont plusieurs , malheureusement , se trouvent incompletes .

Le traite dont nous parlons est compose de seize chapitres ; en voici le contenu :

Cii api the I Sur la composition des nombres .
Ciiapitre II . Sur les dkiseurs des nombres .

Cii api tre III . Sur les sommes des dkiseurs des nombres .

Ciiapitre IV . Sur les nombres premiers et non -prcmiers entr ’eux .
Ciiapitre V . Residas de la dkision .

Ciiapitre YI . Des residus qui naissent de la dkision des termes d ’une progression arithmetiquc .
Ciiapitre VII . Des residus qui naissent de la dkision des termes d 'une progression geometrique .
Ciiapitre VIII . Sur les puissances des nombres dont la dkision par des nombres premiers donne

Vunite pour reste.
Ciiapitre IX . Sur les dkiseurs des nombres de la forme an±b n.

Ciiapitre X . Sur les residus quadratiques par rapporl a des nombres premiers .

Ciiapitre XI . Sur les residus cubiques par rapport a des nombres premiers .

Ciiapitre XII . Sur les residus biquadratiques par rapport a des nombres premiers .

Ciiapitre XIII .) Sur les residus qui naissent de la dkision des cinquiemes puissances par des nombres
premiers .

Ciiapitre XIV . Des residus quadratiques par rapporl a des nombres composes .
Ciiapitre XV . Sur les dkiseurs des nombres de la forme x2-+- y2.

Ciiapitre XVI . Sur les dkiseurs des nombres de la forme x2- f- 2y 2.

Les fragments dont il a ete question plus haut , sont les suivants :

1) De numeris amicabilibus (T . II , p. 627 ) qui conticnt quelques recherclics analyliques sur les
nombres amiables .

2) De numeris amicabilibus (T . II , p. 637 ) qui contient une table de trente paires de nombres
amiables , dont quatre ne sont point entrees dans le memoire X (T . I , p. 102 ) , portant le
meme titre que ce fragment . Les quatre paires de nombres amiables dont nous parlons sont :

22. 5 . 131 et 22. 17 . 43 ,
22. 5 . 251 et 22. 13 . 107 ,

24. 19 . 8563 et 2 4. 83 . 2039 ,

2*. 47 . 2609 et 2M1 . 59 . 173 .

3) Decouverte d’une loi tout extraordinaire des nombres , par rapporl a la somme de leurs
dkiseurs . (T . II, p. 639 ) . C’est le premier travail dEuler contenant 1’enonce de la loi
remarquable que suivent les sommes des diviseurs des nombres , et qui est exprimee , comme
on le sait , par la formule

/ « = / (« — !) -+-/ (« — 2) — / (/i — 5) — f {n — 7) - t- / (n — 12 ) -+- / (« — 15) — . . .
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Dans cet ecrit , il presente cette loi simplement coinme un resultat de 1’induction , et en ob¬

servant meme que sa demonstration lui parait tres difficile. Ce n’est que dans Ie memoire XVI

(T . I , p. 234) qu’il 1’etablit sur des considerations rigoureuses . M. C.-G -J . Jacobi , dans

ses Mathematische Werke (T . 1. p. 3X5) , donnc une demonstration elementaire, tres elegante,

de cette formule remarquable .

4) (T . II , p. G48). Cette piecc n’est qu’un petit fragment d’un memoire qui , par Ies numeros

des paragraphes existants , parait avoir ete fort etendu . I.es §§ 49 , 50 et 51 contiennent

la resolution de la question suivante : Trouver un triangle dans lequel les trois droites ,

menees de chacun de ses sommets aux milieux des cotes opposes, s’expriment rationellement.

Ce meme problemc est traite dans les memoires XXXVI , LXXI , LXIX et LXXXVII (XX. 72 ,

73 , 74 et 75 de 1’Index.)

Dans les §§ 52 , 53 , 54 et 55 , Eui er resoud la question de trouver trois nombres carres

tels , que la somme de denx quelconques dentreux soit toujours un carre . On voit que ce

probleme est une extension de celui de trouver un triangle rectangle rationel . Sa signifi-

cation geometrique revient a construire un parallelepipcde rectangle en nombres rationels ,

acec la condition que les diagonales de chucune de ses faces s'expriment rationellement.

JNous terminerons ces eclaircissements en presentant une table qui etablit la correspondance des

numeros que les memoires portent dans 1’ouvrage avcc les numtuos de llndex . Cette table offrira

le moyen de trouver immediatement , en consultant llndex , Ie contenu d’un memoire quelconque ,

ce qui , fort souvent , peut etre tres utile.

Correspondance des numeros des memoires dans Vouvrage avec leurs numeros dans l Index .

I 18 XX 26 XXXIX 46 LVIII 63 LXXVII 64

II 43 XXI 34 XL 48 LIX 3 LXXVIII 39

III 23 XXII 44 XLI 47 LX 9 LXXIX 38

IV 16 XXIII 41 XLII 24 LXI 4 LXXX 63

V 32 XXIV 89 XLI1I 40 LXII 8 LXXXI 60

VI 20 XXV 10 XLIV 42 LXIII 5 LXXXII 79

VII IT XXVI 2 XLV 19 LXIV 6 LXXXIII 34

VIII 70 XXVII 38 XLVI 77 LXV 43 LXXXIV 68

IX 37 XXVIII 92 XLVII 1 LXVI 7 LXXXV 30

X 13 XXIX 78 XLV III 39 LXVII 23 LXXXVI 61

XI 12 XXX 86 XLIX 91 LXVIII 33 LXXXVII 73

XII 31 XXXI 69 L 14 LXIX 74 LXXXVIII 37

XIII 33 XXXII 80 LI 90 LXX 88 LXXXIX (*)
XIV 31 XXXIII 33 LII 11 LXXI 73 XC 83

XV 32 XXXIV 29 LIII 36 LXXII 62 XCI 93

XVI 13 XXXV 30 LIV 21 LXXIII 81 XCII 87

XVII 71 XXXVI 72 LV 22 LXXIV 82 XCIII 76

XVIII 83 XXXVII 28 LVI 49 LXXV 67 XCIV 84

XIX 27 XXXVIII 33 LVII 36 LXX VI 66

<*) Tractatus de numerorum doctrina (Avertissement de 1’Index, T. I , p. LVIII.)



INDEX SYSTEMATIOUE

DES MfiMOIRES DE L. EULER RELATIFSA LA THEORIE DES NOMBRES.

a)

1. XLYII .

2 . XXVI

3. LIX .

4 . LXI .

5 LXII1.

6 . LXIY .

7 . LXVI .

8 . LX1I.

Sectlon premicre .

DIVISIBILITE DES NOMBRES .

Sur les nombves entiers , eu egard a lettr decompositiun en facteurs . Tables des nombres

premiers . Totalite des nombres , premiers a un entier donne' el plus petits que lui . Sur les
somnies des diviseurs des nombres. Nombres umiables.

De fabula numerorum primorum , usque ad mil-
lionem et ultra continuanda -, in qua simul om¬
nium numerorum non primorum minimi diviso¬
res exprimantur . (T . II , p . 64 .)
Quomodo numeri praemagni sint explorandi ,
utrum sint primi , nec ne? (T. I , p . 379 .)
De variis modis numeros praegrandes exami¬
nandi , utrum sint primi , nec ne? {T. II, p . 198 .)
Methodus generalior numeros quosvis satis gran¬
des perscrutandi , utrum sint primi , nec ne ?
(T. II , p . 220 .)

De formulis speciei mxx - t- nyy ad numeros pri¬
mos explorandos idoneis, earumque mirabilibus
proprietatibus . (T. II , p . 219 .)

Illustratio paradoxi circa progressionem nu¬
merorum idoneorum , sive congruorum . (T. II ,
p . 261 .)

Exlrait d'une leltre d M. Beguelin . {T. II ,
p . 270 .)

Sur la construction des tables des nombres premiers
et des plus petits diviseurs des nombres composes , depuis
1 jusqua 1000000 , et au-dela.

Recherches sur les nombres de la forme 4m -4- 1, en
tant quils sont premiers ou composes .

Les memoires 3, 4, 5, 6 et 7 contiennent : 1) des recher¬
ches sur la divisibilite des nombres quand on les decom -
pose en somnies de la forme x 2-i- /.y2, ax 2-+-(3y2-, 2) la
detennination des expressions de cetle forme , ayant la
propriele de ne fournir qu’une solution 1'equation

ax 2-t- f3y2= N ,
dans le seul cas ou N est premier ; 3) les valeurs du
produit aj3 pour lesquelles ]'equation aa?2- t- /5y2= iYjouit
de celte propriele ; 4) lexamen de res valeurs de a/3, de-
signees sous la denomination de numeri idonei \nombres
convenables) (' ); on prouve en metue tem |)s que leur
nombre n est que de 65 , et que Ie plus grand d'entr 'eux
est egal a 1848 .

Utrum hic numerus : 1000009 sit primus , nec Examen du nombre 1000009 ; on arrive a la conciu -
ne , inquiritur . (T. II , p . 243 .) s’on (IU<‘ ce nombre est compose , el que son plus petit

diviseur est 293 .

(1) C est ainsi qu Eui er les appelle lui meme en franfais dans 1’Exlrait dime leltre a M. Beguelin , .V LXVI . ci-conlre .
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