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AVERTISSEMENT.

Sous quelque rapport que l'on considére les diverses recherches sur la Théorie des Nombres, on
sera toujours conduit, en définitive, & n’y voir que des applications, plus ou moins directes, de
I'Analyse Indéterminée. Cest aussi la maniére de voir de Legendre qui ne sépare point ces deux
parties, et les regarde comme ne faisant qu'une seule et méme branche de I'analyse algébrique. En
partant de ce point de vue, et prenant en considération la variété infinie des équations indéterminées,
on découvre un champ immense dans les spéculations sur les nombres. Pour procéder méthodiquement
dans les nombreuses recherches de ce genre, la premiére question qui se présente naturellement est
de savoir si, parmi toutes ces équations, il ne s'en trouve pas quelques unes qui méritent une étude
particuliére et approfondie sous le rapport de leur utilité et de leur application aux questions les
plus générales et les plus intéressantes de I'Arithmétique transcendante. Or, cest précisément ce qui
arrive, et l'on sait fort bien, que la propriété que les nombres possédent de satisfaire a certaines
classes d'équations indéterminées, est caractérisée, dams les recherches numériques, par différentes
dénominations telles que divisibilité, congruence, forme quadratique etc. Toutes ces propriétés servent
de base aux différentes doctrines de la science des nombres. Ainsi, la résolution des équations
indéterminées, de forme trés variée, repose presqu'en entier sur les notions fondamentales, relatives
4 la divisibilité, aux congruences et aux formes quadratiques.

D'aprés ce qui vient d'étre dit, il est trés naturel de partager un traité sur la Théorie des
Nombres en deux parties, dont la premiére doit contenir tout ce qui est relatif aux généralités de
la science, telles que les recherches sur la divisibilité de diverses formules, la théorie des congruences,
celle des formes quadratiques ctc., et la seconde, les applications de tous ces principes a la résolution
des équations indéterminées de différentes formes, ou & la solution des problémes qui se réduisent
a de telles équations. Les subdivisions & établir, pour étre parfaitement systématiques, exigeraient
beaucoup plus de peine, et laisseraient peut-étre, malgré tous les soins, a désirer sous plusieurs
rapports, vu la grande variété et I'hétérogénéité, du moins apparente, des questions que l'on a

fait entrer dans la Théorie des Nombres. Aussi, un programme détaillé et bien raisonné de cette

science, serait-il un travail trés méritoire.
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En examinant avec soin les nombreux mémoires d’Euler sur I'arithmétique transcendante, et en
les classant conformément aux idées, en partie émises plus haut, on parvient & former un ensemble
qui, saul quelques légéres lacunes, présente un traité suffisamment complet sur la science des nombres
en général, et méme fort étendu par rapport a plusicurs de ses doctrines. Dans la rédaction de
I'Index systématique, que nous donnons ci-aprés, nous nous sommes conformés i ce qui vient d'étre
dit relativement i la division de la science en deux parties. Seulement, pour faciliter la recherche
des mémoires d'Euler, nous avons subdivis¢ la seconde partie, cest-a-dire les applications des
principes généraux a lanalyse indétermincée ou a lamalyse de Diophante, en deux sections: 'une qui
traite de la décomposition des nombres en sommes de différentes formes, et l'autre qui contient
l'analyse de Diophante proprement dite. De cette maniére, I'lndex se trouve divisé en trois sections,
auxquelles nous avons joint un appendice sous le titre de Melanges, qui, au reste, ne contient que
cing mémoires, Nous avons cru devoir les mettre & part par la raison, (que les questions dont ils

traitent, se rapportent moins directement 4 la théorie des nombres.

Ainsi, pour nous résumer, voici en termes généraux le contenu de 1'Index:

PrEMiEre Secrion. Divisibilité des nombres. On y a réuni tout ce qui concerne la décomposition
des nombres en facteurs, les dilférentes recherches sur les nombres premiers, sur les
sommes des diviseurs, les nombres amiables, sur la divisibilité de différentes formules, sur
la théorie des restes et sur celle des résidus quadratiques.

SecoNpe SectioN. Decomposition des nombres en somunes de différentes formes. On trouvera dans
cette section tous les mémoires relatifs & la décomposition des nombres en carrés, en
nombres triangulaires, et en général, tout ce qui se rapporte a la partition des nombres.
Dans les mémoires de cette section le nombre i décomposer est généralement donne,
tandis-que dans les problemes de la troisitme section tous les nombres, le plus souvent,
sont indéterminés, et c'est en cela que nous faisons consister la différence entre ces
deux sections,

Trroisiine Secrion.  Analyse de Diophante. Cette section, la plus étendue de toutes, contient
les mémoires relatifs & la résolution de différentes ¢quations indéterminées, données im-
médiatement, ou bien déduites des conditions du probléme. Pour réduire la recherche
des mémoires sur cette matiére a la plus grande simplicité, nous avons jugé que la classi-
fication la plus avantageuse était de les ranger dans l'ordre du nombre des équations simul-
tanées a resoudre, et non dans celui du nombre des indéterminées ou des degres des

€quations,
Mivanges. Mémoires qui se rapportent plus ou moins directement a la théorie des nombres.
Pour ce qui regarde les subdivisions des trois sections, elles ont été établies aussi systémati-
quement que possible, et sans jamais perdre de vue Ja condition essentielle pour un Index, celle de

rendre la recherche des mémoires aussi facile qu'on peut le désirer. On en jugera par la lecture

attentive de la distribution des matitres dans I'Index, distribution que nous rapportons ici:




Section Premiére.
Divisibilité des nombres.
4) Sur les nombres entiers, eu égard 4 leur décomposition en facteurs. Tables des nombres
premiers. Totalité des mombres premiers 4 un entier donné et plus petits que lui. Sur
les sommes des diviseurs des nombres. Nombres amiables.

&) Divisibilite de différentes formules.

¢) Theorie des restes et des résidus quadratiques.
lemarques sur la section premicre.
Section Seconde.
Décomposition des nombres en sommes de différentes formes.
a) Décomposition des nombres en carrcs, en nombres triangulaires et en termes proportionnels

a des earrés.
b) Partition des nombres.

Remarques sur la section seconde.

Section Troisiéme,.
Analyse de Diophante.

a) Détermination de deux ou de plusieurs indéterminées, données par une seule équation. —

Equations impossibles.
b) Détermination de plusieurs indéterminées, données par deux équations.
¢) Détermination de plusieurs indéterminées, données par trois équations.
d  Détermination de plusieurs indéterminées, données par quatre équations.

Détermination de plusieurs indéterminées, données par plus de quatre équations.
f) Problémes indéterminés qui conduisent a plus d'équations que d’inconnues.

Remarques sur la section troisiéme.
Mélanges.

Par cette distribution des matiéres, nous croyons avoir atteint jusqu'a un certain point deux buts:

{) celui davoir donné un programme systématique pour étudier la théorie des nombres dans
les nombreux mémoires dEuler, et

2) d'avoir présenté un Index qui servira non-seulement A trouver sans peine tous ses mémoires
relatifs 4 une théorie quelconque de la science des nombres, mais encore 4 donner une idée
générale du contenu de chacun de ses écrits.

L'Index acquerrait un haut degré d’intérét, si on I'accompagnait, ou si on le faisait suivre de
notes comparatives sur les diverses méthodes, employées dans les mémoires d’Euler, et sur celles
qui ont été proposées plus tard pour les mémes questions. Dans un examen de cette mature, il se
présenterait une foule de rapprochements et d’observations curieuses. On pourrait aussi faire entrer

dans ces remarques , ou notes additionelles, des renvois raisonnés a la Correspondance mathematique

et physique d'Euler et de Goldbach, ouvrage qui contient tant de vues ingénicuses et remarquables
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sur la science des nombres. Enfin, une appréciation motivée de I'importance respective des différents
travaux d’Euler sur cette branche de l'analyse, compliterait parfaitement l'appendice dont nous
parlons. Mais un tel travail demanderait beaucoup de temps, et ne pourrait étre entrepris que par
un Géometre versé & fond dans I'analyse numérique.

Entrons actucllement dans quelques explications sur la forme de I'Index et sur la maniére de
I'employer. Et dabord, on observera que les titres originaux des mémoires sont accompagnés de
numéros en chillres arabes qui suivent I'ordre naturel: immédiatement aprés le numéro arabe vient un
autre, en caractéres romains, qui indique la place que le mémoire occupe dans I'ouvrage. De plus, a la
fin de chaque titre, est donnée I'Indication du tome et de la page ol se trouve ['écrit que 'on veut
consulter. Les remarques qui suivent chaque section sont également numeérotées, et, pour ne pas
confondre ces nouveaux numéros aveec ceux que portent les mémoires dans I'Index, on les a fait
précéder du signe §.. En regard du titre original de chaque mémoire, se trouve, i la droite, un
sommaire de son contenu; ceci nous a paru d'autant plus nécessaire, qu'un grand nombre de ces
titres ne peuvent donner aucune idée des recherches exposées dans les pitces correspondantes.

Supposons maintenant que I'on veuille faire usage de 1'Index pour trouver les travaux d'Euler
sur une doctrine quelconque de la théorie des nombres. Par la nature de cette doctrine, on déci-
dera de suite a laquelle des trois sections elle appartient; puis, parcourant les titres des subdivisions,
relaiives a cette seciion, on trouvera sans peine la subdivision cherchée, et par suite, aussi tous les
mémoires que l'on avait en vue. Il pourra arriver que, dans les sommaires des mémoires trouves, il
y ait encore des renvois; il faudra absolument consulter tous ces renvois, aprés quoi on sera a
méme de se former une idée générale, aussi compléte qu'il est nécessaire, pour un simple Index,
des travaux d'Euler sur la matiére en question. Enfin, on parcourra les Remarques qui se
trouvent placées a la fin de la section consultée, afin de voir si quelques points relatifs a la doctrine
dont il s'agit ne sont point entrés, comme parties secondaires, dans d'autres picces, dont I'objet
principal était différent, Vu la grande analogie qui existe entre les sections seconde et troisi¢me,
comme nous l'avons dit plus haut, il sera bon de consulter l'une et l'autre, toutes les fois qu'il
s'agira d'une question de l'analyse indéterminée qui, par sa nature, donnerait lieu i quelque incertitude.

Eclaircissons ce qui vient d'étre expliqué d'une maniére générale, par un exemple particulier.
Proposons nous de trouver le mémoire d’Euler qui traite de la question de troucer cing nombres tels
que le produit de deux quelconques de ces nombres, augmenté de Uunité, fusse un carré('). Comme
ce probléme appartient, sans le moindre doute, & l'analyse de Diophante proprement dite, il faudra
chercher le mémoire dans la section troisitme; de plus, on observera quil conduit & dixz équations
indéterminées. En parcourant les subdivisions de la troisitme section, on s'arréte & la subdivision e)
qui_porte pour titre: Determination de plusieurs indéterminées, données par plus de quatre équations.
Sur les trois mémoires que contient cette subdivision, aucun ne traite de la question dont il s'agit.

Il faudra done consulter les Remarques sup la subdivision ¢) de la Section troisiéme. En effet, on y

(1) Legendre, en donnant la solution de ce probléme d'aprés Euler (Théorie des nombres, troisieme édi-
tion, T, 2 page 142), dit I'avoir extrait de la Correspondance d'Euler avec Lagrange, et renvoie aux
manuscrits de Lagrange déposés a la bibliothéque de I'Institut. Quant au mémoire que nous allons
trouver, il n'en fait point mention.
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trouve que le sivieme paragraphe du mémoire XLV (N. 19 de l'Index), portant pour titre Miscel-
lanea analytica, contient la solution du probléme dont nous parlons. Si l'on désire connaitre le
contenu des autres paragraphes de ce méme écrit, on cherchera le N. 19 de I'Index et 'on trouvera ce
qui suit:

«Cet eéciit est composé de 6 paragraphes, dont le premier contient la démonstration du théoréme
de Waring, ou autrement de Wilson, relatif & la divisibilité¢ de la formule 1.2.3...(p— 1)1

I,

par p, :ln.'mli p est premier. Les paragraphes 2, 3. & et 6 se rapportent i l'analyse de Diophante,
ot il en est fait mention dans les Remarques &4 la Section troisiéme. Quant au paragraphe 5
qui traite la question de trouver les sommes des puissances de «, &, y...., quand le développement
de (1 +ux)(l +23x)(1-+yx).... est donné, il est étranger a la théorie des nombres.»

On saura donec déjad ce que contiennent les paragraphes premier, cinquieme et sivieme. Pour
les paragraphes deuxiéme, troisiéme et quatrieme, on consultera les renvois dont il vient d'étre question
dans la citation, et 'on trouvera:

Devxiine Paracravue. Troucer quatre nombres tels que le produit de deux quelconques de ces

nombres, augmenté de Uunité, se réduise toujours a un carre.

i . : . s ra?a-1\?2 a1 :
I'roistime Panagrarne. Méthode pour réduire la formule k-— = o A un carré.
J& Y
Quatriéne Paracrarne. Résolution des deux équations indéterminées simultanées T~y =u’,
i yr=t

De cette manitre le lecteur se formera une idée nette du contenu des Miscellanea analytica,
et pourra, au Dbesoin, recourir au mémoire méme qui, d'aprés l'lndex, se trouve inséré au
Il Tome, page 4.

Prenons encore, pour exemple, le probléme I, inséré dans la théorie des nombres de
Legendre (T. 2, page 144). Le géométre francais, aprés en avoir rapporté une solution numcrique,
tirée de la correspondance d’Euler avec Lagrange, citée plus haut, s'exprime en ces termes: « ['ana-
lyse de ce probléme n'a point été publiée, et il est fort a désirer qu'elle le soit, si on peut la trouver
parmi les manuscrits de l'auteur, non encore imprimés, car on voit qu'il serait fort difficile de la
restituer.»  Or, par 1'énoncé de la question, on verra de suite qu'elle se rapporte a la Il Section,
subdivision f’), portant pour titre: problémes indéterminés qui conduisent a plus d’équations que d'in-
connues. En consultant I'Index, ou trouve que le troisieme probléme du premier mémoire qui
entre dans cette subdivision (N. 86 de I'lndex), est précisément celui dont il s'agit, et que, de plus, la
solution de cette question, ainsi que celle des deux autres, mentionnées sous la méme rubrique,
est fondée sur des considérations relatives & la doctrine de la transformation des coordonnées, qui
est d’'un intérét majeur pour la géométrie analytique. Il parait donc certain que Legendre na
pas eu connaissance de ce mémoire, ni par conséquent de la méthode ingénieuse d'Euler pour
résoudre la question citée. Le mémoire dont nous parlons porte le numéro XXX dans l'ouvrage,
et se trouve dans le Tome I & la page #27.

Outre les 88 mémoires publiés et les 5 inédits qui se trouvent classés dans cet Index, le présent

ouvrage conlient encore un traité inédit, d'une certaine étendue, sur la doctrine des nombres
h
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(Tractatus de numerorum doctrina, T. I, p. 503) et & numéros sous le titre Additamenta tomi se-

cundi; ces fragments intéressants sont tirés d'une riche collection de feuillets détachés et de pitces

manuscrites d'Euler, dont plusieurs, malheureusement, se trouvent incomplétes,

Le traité dont nous parlons est composé de seize chapitres: en voici le contenu:
| ]

Cunaritre 1 Sur la composition des nombres.

Cuavitre Il Sur les diciseurs des nombres.

Cuaerrne M. Sur les sommes des diciseurs des nombres.

Cunaritre IV, Sur les nombres premiers et non-premiers entr’eur.

Cuaritre V. Residus de la division.

Cuaritre VI Des résidus qui naissent de la dicision des termes d’une progression arithmétique.

Cuarirre VII Des résidus qui naissent de la dicision des termes d une progression _qr"nm{."n'r'rp.-c.

Cuarvitre VIII. Sur les puissances des nombres dont la division par des nombres premiers donne

Uunité pour reste.

Cuserene IX. Sur les diciseurs des nombres de la forme a*=+ b

Cuaritre X. Sur les résidus quadratiques par rapport a des nombres premiers.

Cuaritre XL Sur les résidus cubiques par rapport a des nombres premiers.

Cuavitee XII. Sur les résidus b.t‘r;rmd;'m'r'qm's par rapport a des nombres premiers.

Cuseirre XUL! Sur les résidus qui naissent de la division des cinquicmes puissances par des nombres

premiers.

Cusrirre XIV. Des résidus quadratiques par rapport @ des nombres COmpoSses.

Cuseitre XV. Sur les diviseurs des nombres de la forme x*—+y*,

Cuaritre XVL Sur les diviseurs des nombres de la forme x*—- 2y2,

Les fragments dont il a été question plus haut, sont les suivants:

)

De numeris amicabilibus (T. 1I, p- 627) qui contient quelques recherches analytiques sur les

nombres amiables.
De numeris amicabilibus (T. 1I, p- 637) qui contient une table de trente paires de nombres
amiables, dont quatre ne sont point entrées dans le mémoire X (T. I, p. 102), portant le
méme titre que ce fragment. Les quatre paires de nombres amiables dont nous parlons sont:
2%.5.1314 et 2% .17.%3,
2*.5.251 et '2%.13.107,
2°.19.8563 et 2'.83.2039,
2°.47.2609 et 2%.11.59.173.
Découverte d'une loi tout extraordinaire des nombres, par rapport a la somme de leurs

diviseurs. (T. I, p. 639). Cest le premier travail d'Euler contenant l'énoncé de la loi

remarquable que suivent les sommes des diviseurs des nombres, et qui est exprimée, comme

on le sait, par la formule

Sn=/f(n—1)+/(n—2)—/(n—5)—f(n—T)+ [ (n— 12) 4/ (n—15)—. ..
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Dans cet écrit, il présente cette loi simplement comme un résultat de l'induction, et en ob-
servant méme que sa démonstration lui parait trés difficile. Ce n'est que dans le mémoire XVI
(T. I, p. 234) quiil I'établit sur des considérations rigoureuses. M. C.-G -J. Jacobi, dans
ses Mathematische Werke (T. 1. p. 345), donne une démonstralion élémentaire, trés élégante,

de cette formule remarquable.

%) (T. II, p. 648). Cette piéce n'est qu'un petit fragment d'un mémoire qui, par les numéros
des paragraphes existants, parait avoir ¢té fort étendu. Les §§ %9, 50 et 51 contiennent
la résolution de la question suivante: Trouver un triangle dans lequel les trois drottes,
menées de chacun de ses sommets aux milieux des cdlés opposes, sexpriment rationellement.
Ce méme probleme est traité dans les mémoires XXXVI, LXXI, LXIX et LXXXVII (NN. 72,
73, 7% et 75 de I'Index.)

Dans les §§ 52, 53, 3% et 59, Euler résoud la question de trouser trois nombres carres
tels, que la somme de deux quelconques d'entrewr soit toujours un carré. On voit que ce
probléme est une extension de celui de trouver un triangle rectangle rationel. Sa signifi-
cation géométrique revient a construire un parallélépipéde rectangle en nombres rationels,

avec la condition que les diagonales de chacune de ses faces s'expriment rationellement.

Nous terminerons ces éclaircissements en présentant une table qui établit la correspondance des
numéros que les mémoires portent dans l'ouvrage avec les numéros de U'lndex. Cette table offrira
le moyen de trouver immédiatement, en consultant I'lndex, le contenu d'un mémoire quelconque,

ce qui, fort souvent, peut étre trés utile.

Correspondance des numéros des mémoires dans Uoucrage avec leurs nuwmeros dans Ulnder,

I 18 XX 26 XXXIX 46 LYII 63 LXXVII 64
11 43 XXI 34 XL 48 LIX 3 LXXVII 59
. I 2% XXII ik XLI 47 LX 9 LXXIX 38
: v 16 XXIIH 44 XLII 2% LXI 4 LXXX 63
' vV 52 XXIV 89 XLIT 40 LXII 8 LXXXI 60
' VI 20 XXV 10 XLIV 42 LXIII 5 LXXXII 79
Vil 17 XXVI 2 XLY 19 LXIV 6 LXXXII 54
YL 70 XXVl 38 XLYI 71 LXYV &5 LXXXIV 68
X ray XXvir 92 XLVII i LXVI 7 LXXXV 350
X 15 XXIX 18 XLVII 39 LXYII 23 LXXXYI 614
{ XI 12 XXX 86 XLIX 91 LXVIIL 5% LXXXYIL 73
X113 XXXI 69 L 14 LXIX 74 LXXXVIHI 57
Xur 33 XXXII 80 L1 90 LXX 88 LXXXIX (%)
XIV 51 XXXIIT 53 LI 11 IX XIS {73 Xc 83 |
XV 32 XXXIV 29 LIII 36 LXXII 62 XCI 93
. XVI 13 XXXV 30 LIV 24 LXXIII 81 XCII - 87
’ Xvil 74 XXV 72 LV 22 LXXIV 82 Xcior 76 |
XVIII 83 XXXVII 28 LVI 49 LXXV 67 XCIY 84 !
XIX 27 XXXVII 35 LVIL 56 LXXVI 66 i
! (*) Tractatus de numerorum doctrina (Averlissement de I'lndex, T. I, p. LVIIL)




INDEX SYSTEMATIOUE

DES MfiMOIRES DE L. EULER RELATIFSA LA THEORIE DES NOMBRES

a)

. XLYII.

. XXVI

LIX.

LXI.

LXII1.

. LXIY.

LXVI.

LX1I.

Sectlon

DIVISIBILITE

Sur les nombves entiers, eu egard a lettr decompositiun en facteurs.

premicre .

DES NOMBRES .

Tables des nombres

premiers. Totalite des nombres, premiers a un entier donne' el plus petits que lui. Sur les

somnies des diviseurs des nombres.
De fabula numerorum primorum , usque ad mil-
lionem et ultra continuanda 5 in qua simul om—
nium numerorum non primorum minimi diviso—
(T.1I, p. 64

sint explorandi ,

res exprimantur .
Quomodo numeri praemagni
utrum sint primi , nec ne? (T.I, p. 379.)
De variis modis numeros praegrandes exami—
nandi, utrum sint primi, nec ne? {T.II, p. 198 )
Methodus generalior numeros quosvis satis gran—
des perscrutandi , utrum sint primi , nec ne ?
(T.1I, p.220.)

De formulis speciei mxx -t nyy ad numeros pri—
mos explorandos idoneis, earumque mirabilibus
proprietatibus . (T. I, p. 219 .)

[llustratio paradoxi circa progressionem nu—
merorum idoneorum, sive congruorum . (T. II,
p.261)
Exlrait
p.270 .)

d'une leltre d M. Beguelin . {T.II,

Utrum hic numerus : 1000009 sit primus , nec

ne, inquiritur . (T. 1L, p.243))

(1) Cest ainsi qu Eui er les appelle lui meme en franfais dans DExlrait dime leltre a M. Beguelin

Nombres umiables.

Sur la construction des tables des nombres premiers

et des plus petits diviseurs des nombres composes , depuis
1 jusqua 1000000 , et au-dela.

Recherches sur les nombres de la forme 4m -4 1, en
tant quils sont premiers ou composes .

Les memoires 3, 4, 5, 6 et 7 contiennent : 1) des recher—
ches sur la divisibilite des nombres quand on les decom-

pose en somnies de la forme x2-i-/.y2, ax 2-+-3y2; 2)la
detennination des expressions de cetle forme, ayant la
propriele de ne fournir qu’une solution I'equation

ax 2-t- f3y2= N,
dans le seul cas ou N est premier ; 3) les valeurs du
produit aj3 pour lesquelles ]'equation aa2-t-/5y2= iYjouit
de celte propriele ; 4) lexamen de res valeurs de a/3, de-

signees sous la denomination de numeri idonei \nombres

en metue tem|)s que leur

convenables) ('); on prouve
nombre n est que de 65, et que Ie plus grand d'entr'eux
est egal a 1848.

Examen du nombre 1000009 ; on arrive a la conciu -

s’on (IU< ce nombre est compose , el que son plus petit
diviseur est 293 .

, V LXVI. ci-conlre .
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