
www.e-rara.ch

Mémoire sur la résolution des équations numériques et sur la théorie
de l'élimination

Cauchy, Augustin Louis

A Paris, 1829

ETH-Bibliothek Zürich

Shelf Mark: Rar 6707

Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-38354

www.e-rara.ch
Die Plattform e-rara.ch macht die in Schweizer Bibliotheken vorhandenen Drucke online verfügbar. Das Spektrum reicht von
Büchern über Karten bis zu illustrierten Materialien – von den Anfängen des Buchdrucks bis ins 20. Jahrhundert.

e-rara.ch provides online access to rare books available in Swiss libraries. The holdings extend from books and maps to
illustrated material – from the beginnings of printing to the 20th century.

e-rara.ch met en ligne des reproductions numériques d’imprimés conservés dans les bibliothèques de Suisse. L’éventail va des
livres aux documents iconographiques en passant par les cartes – des débuts de l’imprimerie jusqu’au 20e siècle.

e-rara.ch mette a disposizione in rete le edizioni antiche conservate nelle biblioteche svizzere. La collezione comprende libri,
carte geografiche e materiale illustrato che risalgono agli inizi della tipografia fino ad arrivare al XX secolo.

Nutzungsbedingungen Dieses Digitalisat kann kostenfrei heruntergeladen werden. Die Lizenzierungsart und die
Nutzungsbedingungen sind individuell zu jedem Dokument in den Titelinformationen angegeben. Für weitere Informationen
siehe auch [Link]

Terms of Use This digital copy can be downloaded free of charge. The type of licensing and the terms of use are indicated in
the title information for each document individually. For further information please refer to the terms of use on [Link]

Conditions d'utilisation Ce document numérique peut être téléchargé gratuitement. Son statut juridique et ses conditions
d'utilisation sont précisés dans sa notice détaillée. Pour de plus amples informations, voir [Link]

Condizioni di utilizzo Questo documento può essere scaricato gratuitamente. Il tipo di licenza e le condizioni di utilizzo sono
indicate nella notizia bibliografica del singolo documento. Per ulteriori informazioni vedi anche [Link]

https://doi.org/10.3931/e-rara-38354
https://www.e-rara.ch
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=de
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=en
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=fr
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=it


ETHICS ETH-BIB

00100001176987



%*. éîof

un»;





.

■-■jiA É*& Juafcfc. £-WL .jtSM.JlA*' '.JM rai-



ftUy ^ r;





MÉMOIRE
SUR LA RÉSOLUTION

DES EQUATIONS NUMERIQUES
ET SUR LA THÉORIE

DE L’ÉLIMINATION,

PAR M. AUGUSTIN -LOUIS CAUCHY,

INGÉNIEUR EN CHEF DES PONTS ET CHAUSSÉES , PROFESSEUR A l ’ÉCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.
PROFESSEUR ADJOINT A LA FACULTÉ DES SCIENCES , MEMBRE DE l ’aCADÉMIE DES SCIENCES.
CHEVALIER DE LA LÉGION d ’iiONSEUR.

A PARIS,
CHEZ DE BURE FRÈRES , LIBRAIRES DU ROI ET DE LA BIBLIOTHÈQUE DU ROI,

RIE SERPENTE , N. ° 7.

JUAN 1829.
yrti.A1



IMPRIMERIE DE BÉTHUNE, RUE PALATINE , N» J , PRÈS SAINT-SULPICE,



AVERTISSEMENT.

Le  Mémoire qu’on va lire est extrait de l’ouvrage qui se publie par livraisons,
sous le titre à ’Exercices de Mathématiques.  La considération des avantages qui
peuvent résulter , pour l ’enseignement des Mathématiques spéciales , de l’adoption
des méthodes exposées dans ce Mémoire , a déterminé l’auteur à en faire tirer des
exemplaires séparément.
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SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES

ET SUR LA THÉORIE DE L’ÉLIMINATION

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES.

On a beaucoup écrit sur la résolution des équations numériques et sur l’élimination.
On sait en particulier que la première de ces deux questions est l’objet spécial d’un ou¬
vrage de Lagrange, dans lequel cet illustre géomètre a présenté, pour la détermination
des racines réelles d’une équation de degré quelconque, une méthode fondée sur la con¬
sidération d’une équation auxiliaire, dont le degré est généralement plus élevé, et dont
l’inconnue a pour valeurs les carrés des différences entre les diverses racines de la pro¬
posée. On se sert de cette équation auxiliaire pour calculer une limite inférieureà la plus
petite différence entre deux racines réelles. J ’ai fait voir dansYAnalyse, algébrique [note III ]
qu’on pouvait arriver au même but,  en considérant seulement le produit de toutes les
différences des racines. Mais, pour tirer un parti avantageux de cette remarque , il restait
à indiquer un moyen facile de former le même produit. Au reste , dès que l’on connaît
une limite inférieure à la plus petite différence entre deux racines réelles, on parvient
sans peine non-seulement à calculer le nombre de ces racines, mais encore à en obtenir
des valeurs de plus en plus approchées.

Une autre méthode , également applicable à l’évaluation des racines réelles et des ra¬
cines imaginaires, a été donnée par M. Legendre, dans la seconde édition de la Théorie
des nombres. En suivant cette dernière méthode, on réduit la recherche de l’une des
racines de l’équation proposée à la résolution d’une équation binôme, résolution que
l’on opère à l’aide des propriétés bien connues des fonctions trigonométriques. D’ailleurs,
en s’appuyant sur la même méthode, on prouve directement que l’on peut satisfaire è
une équation de degré quelconque par une valeur réelle ou imaginaire de la variable.
A la vérité, la démonstration que M. Legendre a donnée de cette proposition, et qu’il
considère comme s’étendant à toutes sortes d’équations algébriques ou transcendantes,
parait sujette à quelques difficultés; mais on peut les surmonter , lorsque l’équation est
algébrique dans tous les cas possibles, et lorsqu’elle devient transcendante, en apportant
quelques restrictions à la proposition dont il s’agit, comme je l’ai fait voir dans les Leçons
sur le Calcul différentiel.
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On pourrait citer encore diverses méthodes relatives 5 la résolution des équations
numériques et développées ou seulement indiquées dans les ouvrages de Newton, de
Hallé, d’Euler , de Lagrange, de M. Budan, de M. Legendre, de M. Fourier, etc. Mais
ces méthodes, dont quelques-unes supposent déjà connue la valeur approchée d’une ra¬
cine de l’équation que l’on veut résoudre, ou sont appuyées sur des théories étrangères
aux éléments d’algèbre , par exemple, sur la considération des séries récurrentes , n’of¬
frent pas de règles certaines pour la déterminationà priori  du nombre des racines réelles.
On doit toutefois excepter les méthodes qui ont été annoncées par M. Fourier , dans le
tome VII des Mémoires de l’Académie des sciences, et que le nom de l’auteur recom¬
mande à l’allention des géomètres, mais dont on ne pourra se former une idée précise
qu’au moment où il aura publié l’ouvrage qu’il prépare sur celte matière.

Quoi qu’il en soit , j’ai pensé qu’il serait utile , pour ceux qui se proposent de cultiver
les sciences mathématiques, d’offrir ici des méthodes simples et générales, à l’aide des¬
quelles on puisse déterminer le nombre des racines , soit réelles, soit imaginaires, d’une
équation de degré quelconque, et les calculer approximativement, sans recourir à l’équa-
quation auxiliaire dont l’inconnue a pour valeurs les carrés des différences entre ces
racines , et sans employer des notations étrangères à ceux qui ne possèdent que les pre¬
miers principes de l’algèbre. Ces méthodes, qui seront développées dans les paragraphes
suivants, fourniront en même temps les moyens de simplifier la théorie de l’élimination,
et de lever les difïicullés qu’elle présente.

§ i ." Sur la résolution des équations du premier et du second degré à coefficients réels,
et sur les expressions imaginaires.

Considéronsl’équation du premier degré

(i ) _ a0x + al =  o,

dans laquelle f?0 , a , désignent deux constantes réelles. Si l’on fait pour abréger

l’équation (1) , divisée par a„ , deviendra

x -\ - A — o,(3)

et l’on en tirera

(4 ) x — — A .
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Considérons maintenant l’équation du second degré

(5) rt0æ’ 4~Ai®+ «a= ° ,

a0, a , , a,  désignant trois constantes réelles. Si l’on fait pour abréger

(6 )

l’équation (5) , divisée par aa , deviendra

(7) * x 1-f *Ax -f “B = 0.

Avant de résoudre généralement cette dernière , examinonsd’abord le cas particulier où
l’on aurait

(8) A = o.

Dans ce cas, l’équation (7) , ou plutôt l’équation binôme

(9) x 14 - 5 = o
donnera

(10) x *= — B,

et on la vérifiera, si B est négatif, en prenant

(11) x = =t [/77J.

Donc alors l’équation (9) admettra deux racines réelles, savoir,

(12) x — — \Z~Z7b , (i 3) x = {/—b ■

Ainsi, par exemple, l’équation binôme

04 ) x J — 1 = 0
offrira les deux racines réelles

(i 5) x — —1 , (16) x = 1.

Mais, si B devient positif, si l’on suppose, par exemple, 5 = 1 , l’équation (9) ,
réduite à
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ne sera plus vérifiée par aucune valeur réelle de x,  puisqu ’une semblable valeur rendra
toujours la somme æ3-J - 1 égale ou supérieure à l’unité , et par conséquent positive.
Dans le même cas, les valeurs de æ , données par les formules (12) et ()3) , savoir,

( 18) x = — y/~ , ( 19) x — y/.t,

ne seront plus que des expressions algébriques qui ne signifieront rien par elles-mê¬
mes, et qui , pour celte raison, sembleraient devoir être exclues de l’algèbre. Néanmoins
il peut être utile de les conserver dans le calcul. C’est en effet ce qui résulte des obser¬
vations suivantes.

En analyse 011 appelle expression symbolique  ou symbole  toute .combinaison de signes
algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou 5 laquelle on atlribue une valeur dif¬
férente de celle qu’elle doit naturellement avoir. On nomme de même équations symbo¬
liques  toutes celles qui , prises à la lettre et interprétées d’après les conventions géné¬
ralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens , mais desquelles on peut déduire
des résultats exacts en modifiant et altérant , selon des règles fixes, ou ces équations
elles-mêmes ou les symboles qu’elles renferment. L’emploi de ces symboles ou de ces
équations est souvent un moyen de simplifier les calculs , et d’écrire sous forme abrégée
des résultats assez compliqués en apparence. Or, parmi les expressions ou équations sym¬
boliques dont la considération est de quelque importance en analyse , on doit surtout
distinguer celles que l’on a nommées imaginaires. Nous allons montrer comment l’on
peut être conduit à en faire usage.

Soient
a , a , a ", ... (3, p' , p" , ...

plusieurs quantités réelles positives ou négatives. Si l’on multiplie les unes par les autres ,
les expressions symboliques

(20) p' [/ -*> -j - P' \/~l > etc ....,

en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique, comme si
était une quantité réelle dont le carré fût égal à — 1, le produit obtenu se composera
de deux parties, l’une toute réelle, l’autre ayant pour coeflicient \/ -i , et restera le
même, quel que soit i’ordre dans lequel on aura effectué les diverses multiplications. Or
cette simple remarque peut être employée fort utilement dans la recherche des propriétés
générales des nombres ou des quantités réelles, et iournil , par exemple, le moyen
d’établir la proposition suivante.

1. " Théorème . Si Con multiplie l’un par l’autre deux nombres entiers dont chacun

soit la somme de deux carrés , le produit sera encore la somme de deux carres.



Démonstration.  Soient
7’ -M’

( 5 )

(21 ) a ’ - ff 1 ,

les deux nombres entiers dont il s’agit , a3, p'J, y 3, S3 désignant des carrés parfaits.
Ces deux nombres pourront être considérés comme résultants , le premier de la multipli¬
cation des facteurs symboliques

(22 ) * - Pt/' 1 ’

le second de la multiplication des facteurs symboliques

(20) 7+ ^V/-"1’ y—Sy/Ti.
Donc le produit
(2/1) (»’ + P3)(7'‘+ ÿI)

pourra être considéré comme résultant de la multiplication des quatre facteurs symboli¬
ques
(25) x + Pl/T! , a — Ç\/ ~i,  y + ^ l/ -"1’ 7 — *V/-i-

D’ailleurs, si l’on multiplie i .° le premier facteur par le troisième, 2.° le second par le
quatrième , les produits ainsi formés seront respectivement

(26) «7 — pâ  4 - (ao+ (3'/)1/-1 , ay— pS— {a3 + (3y ) \/ -i ;

puis , en multipliant l’une par l’autre les expressions (26) , on trouvera pour résultat dé¬
finitif la quantité positive

(v.y — fio) 3 -f - (aS - (- (3y) 3.
On aura donc

(27) («7—§sy  4 - («S4- p7)3= “1“ P’)(73“f "^3)•

Or cette dernière formule comprend évidemment le théorème i. or.

Corollaire  1, “ Si , dans la formule (27) , on échange entre elles les lettres S et 7 ,
on en tirera

(28) («y -}- p£)3-f - (uS—- py)*= (« 34 - p3)(y34 - $*) .

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés le produit de deux
nombres entiers dont chacun est la somme de deux carrés. Ainsi, par exemple, on tire
des équations (27) et (28)

(a3+ j )(3a4- 23) = 434 - 73= i 34- 8 3.
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Corollaire 2.' Les formules (27) , (28) subsistent évidemment dans le cas même où les
lettres a , (3, y , 3 cessent de représenter des nombres entiers, et désignent des quan¬
tités réelles quelconques, positives ou négatives.

On voit, par ce qui précède , qu’il peut être utile , dans la recherche des propriétés
générales des quantités réelles, de considérer des expressions symboliques de la forme

(29) a -l- pt/ r*-

Une semblable expression, dans laquelle a , (3 désignent deux quantités réelles , est
ce qu’on nomme une expression imaginaire ; et l’on dit que deux expressions imaginaires

+ 7+ ^ V/'1

sont égales  entre elles, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre i .° entre les parties réelles
a et 7 , 2.0 entre les coefficients de , savoir ^ et î , L’égalité de deux ex¬
pressions imaginairess’indique comme celle de deux quantités réelles par le signe = ;
et il en résulte ce qu’on appelle une équation imaginaire.  Cela posé, toute équation
imaginaire n’est que la représentation symbolique de deux équations entre quantités
réelles. Par exemple, l’équation symbolique

“ + Pl/ r>= 7 + ty 7'

équivaut seule aux deux équations réelles

a = : 7 , (3— 3.

Lorsque, dans l’expression imaginaire
a 4 - St/ 7»’

le coefficient (3 de [/~  s ’évanouit, le terme p[/~  est censé réduit à zéro, et
l’expression elle-même à la quantité réelle a . En vertu de cette convention, les ex¬
pressions imaginaires comprennent comme cas particuliers les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que les quantités réelles,
aux diverses opérations de l’algèbre. Si l’on effectue en particulier l’addition, la sous¬
traction ou la multiplication de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, on obtiendra
pour résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle la somme,  la
différence , ou le produit  des expressions données; et l’on se servira des notations ordi¬
naires pour indiquer cette somme, cette différence, ou ce produit. Par exemple, si 1on
donne seulement deux expressions imaginaires
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a+ PV / ‘.' vWl/- 1*
on trouvera

(30) (*+ Pl/r0 + (7+ V ')= “+ 7+ (P-1- s)V7' >

(31) (a 4 - ?V/: >) — (? 4- syT ^ — a — 7 + (? — «' ) l^ » >

(52) (a4-pi/r,) X (7  4-°V r0 = «7— 4- (a0"4-h)VTi ■

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c’est trouver une troisième
expression imaginaire qui , multipliée par la seconde, reproduise la première. Le résultat
de cette opération est le quotient des deux expressions données. On se sert , pour l’in¬
diquer , du signe ordinaire de la division. Ainsi

a + S(/ -i
1+

représente le quotient des deux expressions imaginaires

Elever une expression imaginaireà la puissance du degré m (m  désignant un nombre
entier) , c’est former le produit de m facteurs égauxà cctle expression. On indique
la puissance  m me  de a -\~P[/~  par la notation

(“ 4PI/ -0 ”’-
Ainsi, en particulier , la notation

(a fl/ -i) a

représente le produit de l’expression a 4- PV~  P ar  elle- même.

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l’une à l’autre , lorsque ces
deux expressions ne diffèrent entre elles que par le signe du coefficient de \/ ~ . La
somme de deux semblables expressions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En
effet les deux expresssions imaginaires conjuguées

(22 ) “ + PI/ 5 , a  —  pi/Ti

donnent pour somme 2a , et pour produit a34~P3. La racine carrée de copro¬
duit; ou
(33)
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