e | rara

www.e-rara.ch

Mémoire sur la résolution des équations numeériques et sur la théorie
de I'élimination
Cauchy, Augustin Louis

A Paris, 1829

ETH-Bibliothek Ziirich

Shelf Mark: Rar 6707

Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-38354

www.e-rara.ch
Die Plattform e-rara.ch macht die in Schweizer Bibliotheken vorhandenen Drucke online verfligbar. Das Spektrum reicht von
Buchern Uber Karten bis zu illustrierten Materialien - von den Anfdngen des Buchdrucks bis ins 20. Jahrhundert.

e-rara.ch provides online access to rare books available in Swiss libraries. The holdings extend from books and maps to
illustrated material - from the beginnings of printing to the 20th century.

e-rara.ch met en ligne des reproductions numériques d'imprimés conservés dans les bibliothéques de Suisse. L'éventail va des
livres aux documents iconographiques en passant par les cartes - des débuts de I'imprimerie jusqu’au 20e siecle.

e-rara.ch mette a disposizione in rete le edizioni antiche conservate nelle biblioteche svizzere. La collezione comprende libri,
carte geografiche e materiale illustrato che risalgono agli inizi della tipografia fino ad arrivare al XX secolo.

Nutzungsbedingungen Dieses Digitalisat kann kostenfrei heruntergeladen werden. Die Lizenzierungsart und die
Nutzungsbedingungen sind individuell zu jedem Dokument in den Titelinformationen angegeben. Flr weitere Informationen
siehe auch [Link]

Terms of Use This digital copy can be downloaded free of charge. The type of licensing and the terms of use are indicated in
the title information for each document individually. For further information please refer to the terms of use on [Link]

Conditions d'utilisation Ce document numérique peut étre téléchargé gratuitement. Son statut juridique et ses conditions
d'utilisation sont précisés dans sa notice détaillée. Pour de plus amples informations, voir [Link]

Condizioni di utilizzo Questo documento puod essere scaricato gratuitamente. Il tipo di licenza e le condizioni di utilizzo sono
indicate nella notizia bibliografica del singolo documento. Per ulteriori informazioni vedi anche [Link]

Visual \\library


https://doi.org/10.3931/e-rara-38354
https://www.e-rara.ch
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=de
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=en
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=fr
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=it

i e L

S T

e

S

rawes

A DR vt el e

St LR

EANARSTRRRI

L

R s ST
i

AN

EREICL RN

IR













Voo o

f; JI/( N hl_y{; C[i«\?&f qu /‘ h({/ﬂ 20, ,/l rc[( { /u“n







MEMOIRE

SUR LA RESOLUTION

DES EQUATIONS NUMERIQUES

ET SUR LA THEORIE
DE L’ELIMINATION ,

PAR M. AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY.
INGENIEUR EN CHEF DES PONTS ET CHAUSSEES , PROFESSEUR A L' ECOLE ROY ALE POLYTECHNIQUT
PROFESSEUR ADJOINT A LA FACULTE DES SCIENCES , MEMBRE DE L'ACADEMIE DES SCIENCES
CHEVALIER DE LA LEGION D HOXNEDUR.

A PARIS,

CHEZ DE BURE FRERES, LIBRATRES DU ROI ET DE LA BIEI IOTHEQUE

DU ROI
KUE SERPENTE, N.° -,
7

__JUIN 1829.

\ —




MERIE l'l- !'-l',‘:!'.-,‘i:f_i UE PALATINE, Ne 5, PRES SAINT-SULPICE




AVERTISSEMENT.

L& Mémoire quon va lire est extrait de I'ouyrage qui se publie par livraisons,
sous le titre d'Exercices de Mathématiques. La considération des avantages qui
peuvent résulter, pour 'enseignement des Mathématiques spéciales, de I'adoption
des méthodes exposées dans ce Mémoire, a déterminé 'auteur 2 en faire tirer des

exemplaires .~'.t'-!::u-6n||-||i_







SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES

ET SUR LA THEORIE DE L’ELIMINATION.

CONSIDERATIONS GENERALES.

Un a !J"EI’.'.I"I!il'r éerit sur la résolulion des :"tiaz:_?i.-]l,-. nlngu_"-rjrp:ps et sur Pélimination.

la 1|4'|~.|.F|":':' de ces deux tl'lt":ﬁ-linl.'.w est ]'nhje-! apl-ci.|| d’un ou-

On sait en iJ-Il'l[t'E s e

11
It
vrage de Lagrange, dans lequel cet illustre géometre a présenté, pour la détermination
des racines réelles d’une équation de degré r|ll|>luc-nq|1-~, une méthode fondée sur la con
sidération d’une équation auxiliaire, dont le degré est généralement plus élevé, et dont
I'inconnue a pour valeurs les carrés des différences entre les diverses racines de la pro-

posée. Un se sert de celle équation auxiliaire pour calculer une limite inférieure a la plus

lite dillérence entre deux racines réelles. J’ai fait voir dans & .'u'mrl'_‘l-.\'r. cef_-'lri.-'f-al,l[f_-_ note [11
qu'on pouvait arriver au méme bit, en considérant seulement le produit de toutes les
différences des racines, Mais, pour tirer un parii avantazenx de celte remarque, il restait

a indiquer un moyen facile de former le méme produit, Au reste, dés que I’on connail
une hmite mférieure a4 la pius pelite dillérence entre deux racines réelles; on parvient
SIS |-"’i|l" non- seulement A calculer le nombre de ces racines, mais encore a4 en obtenin

des valeurs de i||il-' en plus approchées.
L1

r ]  § |
ne auire methode , ¢ga

ement applicable & I’évaluation des racines réelles et des ra-

Le '!'-I]I!'.-'I' [rad U |,t'l;l'i!I'JI'l’. -f];u;- la =|'|.'f'-Ji-|i' l'llffion ([!_2 J.‘l -ilhil"ullir'

CINEes Imaginamwes, a ¢

les nombres. ]I suivant celte :!: rniére i‘l.l'IIL:i!'_

n réduit la recherche de 'une des

cines de 'équ

ation proposce a la résolution d’une équation binome, résolution que
0 -Ii‘('l'\' a Paide des !'ll-[:li'-"{u"- hien connues des fonctions |l‘i;t|::!-I‘..lfii'il’lli-"r. D’ailleurs .

'n s'appuyant sur la méme méthode, on prot

directement que l'on peut satisfaire i

ion de degré quelconque par ume valenr rdelle ou imaginaire de la variable.

A\ la vérité, la démonstralion que M. Lecendre a donnée de cetle pl‘npusiliull , et !['.I:JII
considére comme s’étendant & toules sortes -.’L'l"ill'l.'iun:'- u|,;"f1|'[![ut'~ ou transcendantes ,

parail -1I}-.‘Hrr ] t[::t'[-'[1|| s diflicultés ; mais on peul les surmonler, |c~r.-'c|i:l- [’L-riunlir-u esl
|._:'-l-[:-|||;-+- dans tous les cas [||-_~'_hi|1|--a_ et lorsqu’elle devient transcendante , en apportan|
fue lll,;l'n".\ restriclions A la propt sition dont il s’agit, ¢ el

o wmme je I'ai fait voir dans’ les Legons
sur le Caleul différentiel.




|r 2
[ 2

On pourrait citer encore diverses méthodes relatives & la résolution des équations
:.|1|:-,:_'-|‘i-l':11-5 cl .].'.‘-.-].1k,1}._'-!-.- ou .-t‘lI!:‘:III'l‘If f:u“qlll"l'*‘ ll.mr‘ !L,‘r- r:l:\'l‘:l:_';l‘_a de j\'v\\tt-n . de
Hallé, d'Euler, de L:!::!‘;‘HJ::I', de M. Budan, de M. Legendre, de M. Fourier, etc. Mais
ces méthodes, dont 1]|:|-]:[l;t'.~—rm=.-r: supposent déja connue la valeur ;ainprru;l!r'-:- d’une ra-

cine de J'a'-uin-;Li--n que I"on veu!l résoudre, ou sont appuyces sur des théories élrar

aux ¢élémenlts dalgébre , par rtl'm]r'.l'. sur la considéralion des séries récurrenles , n’of-

frent pas de régles certaines pour la détermination & priori du nombre des racines réelles
On doil toulefois excepler les méthodes -i:ii ont ¢lé annoncdes par M. Fourier, dans le
tome VII des Mémoires de ’'Académie des sciences, et.que le nom de I'anteur recom
mande A 'allention des géomettres, mais dont on ne pourra se former une idée précise

'i'.l.-.‘ll'l moment ot il aura ]n:l]|||':'.- l'ouvrage qu’il prépare sur cette matitre.

Quoi qu'il en soit, j'ai pensé qu’il serait utile, pour ceux qui se proposent de cultiver
les seiences m:-,1|'|t':n];lift['llr': 4 d’offvir ici des méthodes 5[[]]!1]1:5 el cénérales , i 'aide des-
w

quelles on puisse déterminer le nombre des racines, soit réelles, soit imaginaires, d'une
équation de degré quelconque, et les calculer approximativement , sans recourir d I'équa-
quation auxiliaire dont linconnue a pour valeurs les carrés des différences entre ces
racines , et sans employer des notalions élrangéres A ceux qui ne posstdent que les pre-

miers !n'il:r'i]:l'n de |'-'||‘:;i'-ill'~. Ces méthodes, I]lli seront t]t"lq’|l1[l!'||"_-='.'§- dans les par -‘I';a]r|:l'.-

suivants, fourniront en méme lemps les moyens de simplifier la théorie de I'élimination ,

et de lever les diflicultés qu’elle présente.

€ 1. Sur la résolution des équations du premier et du second degré @ coefficients réels

et sur les expressions tmaginaires.

Considérons I’équation du premier degré

(1) a.z—+a,—=o,

dans laquelle @,, a, désignent deux constantes réelles. Si I'on fait pour abréger

. a
(2) { =
Péquation (1), divisée par a,, deviendra

(3) a4+ 4—=0,

et I'on en tirera




Considérons maintenant P'équation du second degré

I'équation (5 par a,, deviendra

7) ’ 2* 4 Az 4+ B—o.

Avant de résoudre généralement cetle dernitre , examinons d’abord le cas particulier oi
'on aurait

1 binome

(9) 2+ B=o
donnera

10) z*=—B8,

et on la vériliera, si B est négatif, en prenant

Donc alors l-l"flll.llir_'m :_IJ:. admettra deux racines réelles , savoir,

[12) I — — ";_ B, ( 13 e lf’.__f.'_

Ainsi, par exemple, I'équation binome
(14) B ==E=—0
offrira les deux racines réelles

(16) =='1"

Mais, si B devient positif, si 'on suppose , par exemple, B =1, Iéquation (g),

réduite A




L :;
ne sera F\l:l- vérifide paraucun valeur réellede @ ;HJ':- ;_-|'|;:|=- semblable valeur rendra
toujours la somme @®* 41 dégale ou supérieure 2 ['unité , el par conséquent positive.
Dans le méme cas, les valeurs de @, donnees par les formules (12) et (13), savoir,
18 z=—0, 16) i AT

ne seront plus que des expressions algébriques qui ne si

25=l1E-

nifieront rien par el

mes, et qui, pour celle raison, sembleraient devoir éire exclues de 'alzébre. Néanmoins

]I l!l'lt| =-"LI1_' Ll|i!|' |!|' ||'_- conscrver il-:lll.- l{_‘ i_‘.;]l'l}!. {.. esl en el cG Iill.i 1'1:':~:I|_t€' i!l'.‘ "il.‘"'

vations suivanles.
En analyse ou :l[Jﬁn_H:_- capression symboligue ou symbole louls combinaison de signes
. - i

e rien par elle-méme, ou & l.u||tu||<- on aliribue une valeur dil-

:hriques qui ne s

al
férente de celle .Eu"u-li-r doit naturellement avoir. On nomme de méme équateons syibo-

rés les convenlions géné

liques toutes qui, prises & la lettre et interpréiées d’

desquelles on peut déduire

es fxes, ou ces equations

| : " . ¥
ralement |-I_|lz1iv:'=, sont inexacles ou noni pas de sens, ma

des résultats exacls en modifiant et allérant, selon des reg

elles-mémes ou les svmboles gu’elles renferment. L'emploi de ces symboles ou de ces
v 1 i p

equalions esl souvent un moyen de \i||||r|:||l'i' les calculs , el d'écrire sous forme :|‘.r||-;---:

des résultats assez compliqués en apparence. Ur, parmi les expressions ou équations sym-

la considération est de 1l||.'||||:v '||-,|lu-1{'.'.|r_f' en analyse , on doit surtoul

IHD',‘- |

bholi

Aln - - . ; it . . Y
distinguer celles que Pon a nommées imacinaires. Nous allons montrer comment 1on

A en faire us:

peul élre co

Soient

||i|.:~_|l_--.|| 5 qu intités révlles |br~.~ili\--_- ou

les =-\.].l|"-~:-'u-:|- S ILllI".':.l]IL""

(20) ot - Vs 2 484 TN a’ 6" | | L

en ||j|‘:'|'.llll |II |-" J'-I weo connues ll‘-' :.Zl :lll.:L[_ 3, Colnme s t oE

élait une quanlilé ré: lle dont le carré fil égal & 1, e pre duit cbtenu se composera

de deux [|.||'Ii|-_~, I'une toute réelle, Nautre ayant pour coellicient /-1 , ¢l reslera le

méme , quel que soi Pordre dans lequel on aura effectué les diverses mulliplications. Or
]

dans la recherche des Jllru'lll'u:h":

Libiva . 3 e !
cetle simple remarque peul elre :mployée fort utilemen!
1

¢ mMmoyen

]'-L-.L' exe

bnérales des nombres ou des llrllulllijllﬁ réelles, el lournit,

d‘t:'!n],.']i]‘ la [1'.--"----:---=:

; Hr.’.'”rf‘u".'_'i‘. { niLers !!6”” cfudetln

o » Fie f
1. Tatongne. St m o anudpie |

un par lautre de

deux carrés

as ]
souf (@ SO [ { CUrrcy , o

nrodutt sera encore la somme




Démonstration. Soienl

deux nombres entiers dont 1l s'agit | A , 52 désignant des carrés il-:lln::!*.

[ I

Ces deux nombres pourront étre considérés comme résultants, le premier de la 1='|!||!||:|'-

liques

calion des facteurs symb

2J 7§ -t o1/ -1, ( '1 -1

Dong le produit

i !
) - (y* 8

ltant de la !JJL:II[E:EEC;:!EHIJ des qualre f:

LEUrS *\i].‘.l"li

eurs, si 'on multiplie 1.° le premier facteur par le troisi@me, 2.° le second par e

juatrieéme , les produits ainsi formés seront 1I'slan.'cii\'l-:m.-u!.

6 il = B8 Aol o BV S - . 7, ) /5

int 'une par 'autre les

II-‘:I"\-“ en

finitif la quantité positive

On aura done

Ur cette derniére formule L"'JJ[EJE'[,‘II".I évidemment le théoréme 1.

Corollaire 1.°* 51, dans la

ormule 27), on dchance entre elles les lettres & et v
on ¢n lirera

ak

\&o — i f = L Frg < Bl | b ey el By

11 ¥ a done en ',z-JJt'['L|| deux maniéres de .]c'.;._.;|:ln--'|t en deux carrés le i?!'l.".llllt de deux
nombres entiers dont ¢ la somme de deux carrés. Ainsi, par exemple, on Lire

des équations (27) el

2 =10 4=12 13 -t =1 ==0"




(6)
ey || . o P i . 34 . Fo* 3 L s
Corollatre 2,* Les formules (27])s (26) subsistent évidemment dans le cas méme ol les
letires =, £, 4, ¢ cessent de représenter des nombres entiers, el tIq':w‘i;m’m des quan-

litds réelles t]Ii-.'!l,'nll‘.llt*.‘s. Im»;l;‘.' 28 ou neécalives.

On voit, par ce qui précede, qu'il peut étre ulile, dans la recherche des propriétés

générales des quanlités réelles, de considérer des expressions symboliques de la forme
il z=rpPy-1.

Une semblable expression, dans laquelle désignent deux quantités réelles, est

ce 'i".“” Nomime une expression tmaginaire ; et 'on dit que deux expressions imaginaires

=Py 13y

sonl égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part et d’autre 1.° entre les parties réelles

et v, 2.° entre les coellicients de 1._:1 §ayolr £ et g. .L"‘l":_.".'!“lt:: de deux ex-
pressions imaginaires s’indique comme celle de deux quantités réelles par le signe —;
et il en résulte ce qu'on appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation
imaginaire n'est que la représentation symbolique de deux équations entre quantilés

réelles. Par L',\c.'llzplu-., lLU(l[iiIHHIL symbolique
a4 By =14 g5

|'-4E'.|i‘:.|nL seule aux deux équations réelles

Lorsqt dans Pexpression imaginaire

le coeflicient g de (/5 sévanouit, le terme g4/ est censé réduit & zéro, et
lln.';\l,ll':‘:lﬁiull L_‘”u_'-“[('-[“l' a ]‘| C]ll{l[']lit'\". ]'!_"I,'”r_' X . En vertu de celle L'ﬂll'l'l'l'llll(’li ’ l{‘.‘& ex-

pressions imaginaires comprennent comme cas particuliers les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent éltre soumises, aussi bien que les quantités réelles,
aux diverses opérations de I'algtbre. Si I'on effectue en particulier I'addition, la sous-
traction ou la multiplicalion de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, on obtiendra
pour résultat une nouvelle r=x]m,=_<<i-nn i|§|;1:_;;1:;|'[|'g{ qu': sera ce qll"tm nplu.'-“u la somme, la
différence, ou le produit des expressions donndes; et I’on se servira des notations ordi-

naires pour imiirllll-r cette somme, cette différence, ou ce produit, Par t'i\ll)]il[ﬂi: , 51 l'on

donne seulement deux expressions imaginaires




(7
aPv /<! vWI- 1*

on trouvera

30 ¢+ PO+ ("W )= “+ 7+ (P-ks)VT>
(€2)) (a4-?2V:y —(?24- syTN —a—7+ (2— Q1" »>
3 @4-pi/r)X o 4V 0= d— 4 @M-h)Vim

Diviser une premiére expression imaginaire par une seconde, c’est trouver une troisiéme
expression imaginaire qui, multipliée par la seconde, reproduise la premiére. Le résultat
de cette opération est le quotient des deux expressions données. On se sert, pour I’in—
diquer, du signe ordinaire de la division Ainsi

a+S( -i
1+

représente le quotient des deux expressions imaginaires

Elever une expression imaginairea la puissance du degré m (m désignant un nombre
entier), c’est former le produit de m facteurs égauxa cctle expression On indique
la puissance m wme de  a-\~P[/~ par la notation

(“4P1/ -

Ainsi, en particulier, la notation

(a fl/ -i) a

représente le produit de I'expression a4-PV~ P« elle-méme.

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées I'une a l’autre, lorsque ces
deux expressions ne différent entre elles que par le signe du coefficient de V ~. La
somme de deux semblables expressions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En
effet les deux expresssions imaginaires conjuguées

22) “4 PU S5, a— piTi

(cjlonnent pour somme 2a, et pour produit a34~P3. La racine carrée de copro—
uit; ou

(33)
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