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ACADEMIAE VRATISLAVIENSIS RECTOR ET SENATUS

S . P . D .

2ADEMIAE ALBERTINAE RE0XOMON

PHORECTORI MAGNIFICO ET SENATUI ILLUSTRI .

litsi nullam esse confidimus Germaniae Academiam , quae non magno sludio

Albertinae veslrae et transacta tria insigni cum laude secula gratuletur et pro

pari ejus in posterum incolumitate et gloria vota suscipiat , nos tamen videmur

nobis etiam praecipuam quandam causam babere , cur huic officio deesse noli¬

mus . Nam praeter commune illud studiorum fatorumque consortium , quo

Germanicae Academiae omnes tamquam firmissimo aliquo amoris vinculo con¬

tineri se fatentur , Albertinae veslrae cum nostra Viadrina etiam singularis

quaedam necessitudo sorlisque similitudo et olim fuit et nunc est . Non enim

ignoratis , nostram illam gloriam esse , quod Georgium Sabinum , Philippi Me -

lanchtbonis generum , Viadrina nostra habuit professorem et poetam clarissi¬

mum , eundemque in ^ ' " cis negotiis summa cum laude versatum ; qui cum

apud optimum principem Albertum auctoritate et amicitia plurimum valeret ,

suo potissimum consilio effecisse videtur , ut Academia vestra conderetur ; deinde

Nunquam colonus a nobis profectus ipsa initia Albertinae diligentissime et sa¬

pientissime per decem annos fovit et ornavit , cum quidem per primum trien¬

nium rector perpetuus esset , postea iterum tertiumque rector electus , et simul

studiis lillerisquc optime meritus . Nec silentio praetereundus Cliristopho -

n , s Preiss Pannonius , item Phil . Melanchthonis amicitia clarus , qui apud nos

poeticen professus interjecto tempore apud vos eloquentiae et praeceptor et

exemplum fuit . Nec defuerunt insequentibus temporibus ac supersunt etiam
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hodie viri praestantes , qui utramque Academiam ornaverint . Majus tamen et

gravius illud est , quod in terris Borussicis et Brandenburgicis , quae jam tum

Sabini maxime opera coalescebant , Academiae vestra ac nostra praecipuae sedes

eorum studiorum fuerunt , quibus non solum verior divinarum rerum cognitio

eonlirmata et propagata est , sed reliquae quoque humanae intelligentiac partes ,

restituta antiqua ingeniorum libertate , quasi ad novam vitam excitatae ingentia

ceperunt incrementa . Et vestra quidem Academia cum esset in oris illis con¬

stitutu , in quibus Sabinus profitebatur ob Scythicae gentis vicinitatem vix civi¬

lem vivendi rationem legibus disciplina et imperiis retineri posse , hanc sibi

gloriam immortalem peperit , quod promotis quasi eruditi orbis finibus effecit , ut

expulsa pristina feritate Borussia vestra eas etiam terras , quae jam antea in¬

signi humanitatis laude floruissent , eadem laude vel aequaret vel superaret .

Nobis vero postquam Francofurto Vratislaviam traducti sumus , similis statio

obtigit ; utrique enim Scythicae , quam Sabinus dicebat , genti vicini in ipsis

Germaniae finibus quasdam quasi litterarias excubias agimus et vestro exemplo

facimus quod vos et jam dudum fecistis ct nunc quoque constantissime agitis ,

ut , quam c propinquo intuemini hominum vitam tristi torpore oppressam et

praetextam potius inani quadam humanitatis specie quam ingenuo liberalis eru¬

ditionis amore aequabiliter perfusam , eam quoniam emendare non licet , certe

a finibus nostris arceatis . E quo munere hoc vobis commodum redundat , quod



quanto longius estis ob locorum situm ab reliquae Germaniae litterario com¬

mercio remoti , tanto id ipsum studiosius amplectimini et defenditis meliusque

quanti illud faciendum sit sentitis quam ii qui in media Germania degunt .

Quamobrem lit etiam necessario ut acrius doleatis , sicubi animadvertitis exislere ,

qui Palladium illud Germaniae , liberum sanae eruditionis cultum funestis ma¬

nibus attrectare audeant , sive illi praepostera quadam opinione decepti statuunt

aeternum illud humanae intelligcntiae veluti flumen subito , tardari posse et in

ipsorum fallaci sapientia conquiescere , sive privata cupiditate ducti eas ipsas artes '

dolose impugnant vinculisque injectis etiam evertere conantur , quarum fucatum

quendam amorem prae se ferunt . Iiaec atque talia studia quoniam inter ipsa

patriae viscera versantur , plus quam quaevis barbaria extimescenda sunt majo -

r emque desiderant diligentiam et fortitudinem bonorum omnium , inter quos in¬

signem locum vos jam (ludum obtinetis . Seculum enim fere est , quod Alber -
•ma vestra immortale sibi decus Kanlium et adolescentem aluit et deinde virum

se nemque tenuit , quum ille litteris omnibus optima philosophiae arma praebe -

Pet i quibus divinum liberumque animorum motum , in perfectam rerum omnium

speciem intentum , ab omni injuria posteri perpetuo defenderent . His vos ve¬

scis etiam nunc constantissime inceditis eoque facitis , ut dudum partam AI -

^ ertinae vestrae gloriam non solum conservetis sed etiam augeatis omnesque

habeatis vel admiratores vel amicos , qui rempublicam litterariam salvam esse



volunt . Quo animo nos quoque in vos affecti noluimus nostrum desiderari
officium in celebranda illius diei solennilate , quo quartum seculum Albcrlina
vestra auspicabitur ; quamobrem qui ex animi nostri sententia diem laetissimum
vobis gratuletur et optima quaeque apprecetur , legatum misimus Ferdinandum
(icnricum Aheggium Jurisconsultum , summis apud nos honoribus functum ,
quem a vobis huc traductum quoniam utrique commune decus habemus , ac¬
ceptissimum vobis esse certo scimus . Praeterea more a majoribus tradito , ut
Academiarum dies festi semper utili aliqua de litteris commentatione celebren¬
tur , Kummeri collegae nostri conjunctissimi mathematicam quandam quaestio¬
nem adjunximus , quae nobis in rem propositam eo magis apta visa est , quod
testari poterit , quanta pietate quantoque studio Kummerus noster vestrum Ja -
cohium , virum illustrissimum , et veneretur et aemuletur . Valete .

Dah . Vratislaviae Id . Aug . a . MDCCCXLIII1 .



DE NUMERIS COMPLEXIS , QUI RADICIBUS UNITATIS ET
NUMERIS INTEGRIS REALIBUS CONSTANT .

H umeri complexi , quos summus Gaussius primus in doctrinam numerorum in¬

troduxit , et quorum auxilio residuorum biquadraticorum theoriam absolvit , formam

habent a -+ - b yf ' — 1 . Praeter bos autein numeros complexos alii etiam innumeri

tingi possunt , qui ad alia doctrinae numerorum capita eodem modo pertineant , quo

hoc genus simplicissimum numerorum complexorum praecipue ad residua quadra -

tica et biquadratica referendum est . Inter hos praecipue notatu digni videntur

numeri complexi altioribus unitatis radicibus , per numeros integros reales multipli¬

catis , compositi , qui doctrinae de sectione circuli et de residuis potestatum alliorum

inserviunt , et cum iis disciplinis tam arcte conjuncti sunt , ut ab ipsis quasi gene¬

rentur . Quae de iis numeris hactenus in publicum edita sunt summo geometrae

Cio . .1 a cobi debentur , qui primus demonstravit quemlibet numerum primum formae

1 in duos factores complexos ejus generis discerpi posse . Quod idem nu¬

merus primus p pluribus modis diversis in factores duos diffinditur , et quod pro¬

ducta certa ex iis factoribus formata per alios factores divisibiles fiunt , neque tamen

hi ipsi factores cum illis compensari possunt , res maximi momenti , indicat hos facto¬

res non esse primos sed compositos . Ulteriorem factorum dissolutionem in factores

primos Cl . J a coli i pro iis numeris perfecit , qui radices unitatis quintas , octavas

et duodecimas continent , ejusque rei notitiam cum regia aendemia litterarum liero -

linensi communicavit . In hoc quaestionum genere etiam ea versantur , quae Vobis

almae universitatis Alliertinae viris doctis illustrissimis tanquam

magnae meae erga Vos observantiae et reverentiae documentum , hac occasione

solemni data , tradere audeo .

I
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§ l .

Si « est radix quaedam primitiva aequationis a l = 1 , quamlibet functionem

rationalem integram radicis or, cujus omnes coefficientes numeri integri sint , nume¬

rum integrum complexum voco . Talis functio , aequationis a * = 1 ope , statim ad

gradum X — 1 reducitur , itaque numerorum complexorum quos tractaturi sumus

forma generalis est haec :

/ ( « ) = a -+ - a { a - + - n 2 a 2 - t- . . . . -4- a x _ i « ''•~ 1 ;

numerum X hic ubique numerum primum accipimus , qui est casus maximi momenti ,

et quasi fons a quo tota haec doctrina derivatur . Inde rejecta radice a = 1 , quae

hac conditione est sola radix non primitiva , habemus aequationem

l - i- a - t- a 2 - + - . . . . - 4- « *— 1 = 0

cujus ope ex repraesentatione numeri complexi f ( u ) unus terminus removeri potest ,

ex . gr . ultimus , quo facto numerus complexus respectu radicis a ad gradum X — 2

deprimitur . Hanc autem reductionem , quae summarum symmetriam turbaret , in

universum non adoptabimus , sed retentis omnibus terminis et coefficientibus fl , a , , o „ , etc .

aequatione 1 a 2 -+ - . a ^~~ 1 = 0 ita utemur , ut summa omnium

coefficientium a - + - a l - +- a 2 -4- . . . . - 4- a i _ i quodam modo in potestate nostra sit .

Nam si coefficientes numeri complexi f ( a ) omnes eodem numero augentur vel mi¬

nuuntur , hic ipse numerus f ( « ) non mutatur , quia nihil accedit nisi multiplum for¬

mae 1 + « + tt 1 + . . . . •+ - a *— 1, quae nihilo aequalis est . Vice versa duo nu¬

meri complexi aequales esse nequeunt nisi , coefficientibus omnibus eodem numero

anctis vel minutis , alter prorsus idem fit atque alter . Positis enim

f ( a ) — a - h a { a a 2 a 2 -+ - . . . . - t - a i a * ~ 1

r/ ( a ) = b -4 - b y a - f - b ^ a 1 ■+ ■ . . . . - t- b ),— \ a 1

si est f ( a ) — (( • ( a ) habemus :

0 — a — b -+ - ( « j — ^ ) a - f - ( o 2 — bfju 1 - 4- . . . . ( a — bx — i ) 1

haec autem aequatio gradus X — 1 idem valere debet atque aequatio l - 4- « - 4- « 2

-4- . . . . - 4- a * 1 — 0 , quia , si res aliter se haberet , ex utraque aequatione

conjuncta alia aequatio gradus minoris prodiret , cujus coefficientes rationales essent ,

quod fieri non posse ex ( i a ussi i disquisitionibus arithmeticis notum est . Itaque

ex aequalitate numerorum f ( a ) et </ >( « ) sequitur

a — 6 — « , — £ , = a 2 — 4 2 = . . . . = ax - i — i x—
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In numero complexo / ( « ) est a radix quaedam aequationis 1 - i- a - 4- a 2 - t- . . .

-+ - a *~~ 1 — 0 , cujus ceterae radices unius a potestates sunt , omnibus iis radicibus

loco a in / ( « ) substitutis habemus X — 1 numeros complexos f ( a ) , f ( a 2 ) , f ( a 3) . . .

/ ( a *- - 1) , quos numeros conjunctos appellabimus . Inter hos bini ad radices reci¬

procas pertinent , scilicet ,f ( a f1 ) ct f ( a ~ Vj , quos numeros reciprocos vocare con¬

venit . Productum omnium numerorum conjunctorum tanquam functio invariabilis

integra omnium radicum aequationis 1 *+ - a - f- « 2 -+ - . . . . - f- a *~ ' 1 = 0 , semper est

numerus realis integer , qui numeri complexi norma appellatur . Ex ipsa normae

definitione statiin perspici possunt propositiones simplices : numeros conjunctos ean¬

dem normam habere , et normam producti aequalem esse producto ex normis singu¬

lorum factorum . Numeri complexi / ( « ) normam , praecuntc Cio . Lejeune - Di¬

ri clilet , praeposita littera N designamus , ita ut sit :

iV/ ( « ) = / ( o ) ./V ’) / ( « ’ ) • • • • / ( « X- 1)

unde hae propositones tali modo exhiberi possunt :

Nf ( a r ) — Nf ( a ) et N ( f ( « ) <p ( « ) ) = Nf ( a ) . N (f ( a ) .

§ 2 .

Si omnes coefficientes numeri complexi f ( a ) pro indeterminatis habentur , et pro

ductum factorum omnium qui normam constituunt evolvitur , forma homogenea gradus

?. — 1 et X indeterminatorum prodit , quorum vero unus ex arbitrio eligi potest , ita

ut X — 1 numeri indeterminati remaneant . Omnes igitur disquisitiones de numeris

complexis pro disquisitionibus de talibus formis gradus X — 1 totidemque indeter¬

minatorum haberi possunt . De formatione hujus formae notare convenit eam pro

aequatione haberi posse , quae ex aequationibus duabus ,

0
= o -+- « ! « -4- (x 1 -+- . . . . -+- ai — 1

0 = l -+ - a - f - « 2 - t- . . . . -+ - ct ^ 1

quantitate a eliminata , efficitur , quam eandem esse atque aequationem f ( a ) / ( « 2 ) . • •

f ( a ^— 1) = 0 , ex notissimis regulis algebraicis constat . Alio modo norma tanquam

denominator communis invenitur , quem systematis aequationum linearium incognitae

evolutae habent . Quales denominatores Cl . Jacobi determinantium nomine orna¬

vit et pluribus locis ingeniosissime tractavit . Accipimus systema aequationum linea¬

rium hocce :

1
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ab ■

a xb ■

a „ b

ax ~ ih x - +- ai — 2 ^

a b ,

a xb {

l

i a X— i

a b n

■+ ■ a x b \ — i = c -+ - m

- I- a .2 bi — i = c x - h m

-4- a . i = c „ - f - m

a X— *+- « X— 2
^ - 1

- a \ — 3
—4— . . . . -H- a b \ — i — cx — i -+ - m

cujus incognitae sint b , b x , £ , . . . . ix — i ? easque aequationes secundum ordinem

multiplicamus per I , a , a 2, . . . . a *- 1, quo facto summa omnium facile in hanc

formam redigitur ;

( a -+ a , « - +- a
\2 « 2

inde positis

. . . - + - ax — 1 « *~ l ) ( b - 4- b x a -4- 6 2 a 2 - t - . . . . - +- £ x — i a *- *) =
c

- H
c ^ t

- l-
c 2 a 2 -4- . . . .

- i-
cx — ia ^ ~ J ,

/ ( a ) = a -4- - i- « 2 « 2 - l- . . . . -4- ax — i « J _ 1

y ( « ) = i + A , a - 4 - £>2 a 2 - t- . . . . - 4- bx — i a ) -— 1

ip ( a ) = c -4- Cj « - 4- c
2

a
2

- f - . . . . - t - cx — i a *- 1
est

/ ( a ) — ip ( a )

et utraque parte per / ( « 2
) / ( a 3 ) . . . . / ( a *— *) multiplicata , tit

'/ ■( « ) • = V ' ( a ) / ( “ 2 ) / ( “ 3) • • •
sive

ip ( ce) f ( a '2) f ( a s ) . . . . / ( a *- 1 )<f ( ct ) =

ex quo apparet quantitatum i , i , , £ , . . . . bx — i , quae formulam r/ ( « ) constituunt ,

denominatorum generalem esse normam Nf ( ct ) , uti contendimus .

Quum norma sit forma aliqua gradus X — 1 et X — 1 indeterminatorum , sta -

tim quaestio oboritur de numeris qui hac forma repraesentari possint et qui non

possint . Hanc autem quaestionem gravissimam , quae sine dubio inter mysteria

doctrinae numerorum maxime recondita referenda est , hactenus non potuimus ab

solvere , sola haec propositio elementaris ad hanc quaestionem spectans : normam

semper habere formam mX - i - 1 , rei mX , jam hoc loco , quasi in limine disquisitio¬
num nostrarum , facile demonstrari potest . Quem ad finem adhibemus tres nunie

ros complexos / ( « ) , <p ( a ) et t/ >( « ) , eosdem quibus modo usi sumus , quorum vero
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coefficientes omnes integri sint . Si est f ( a ) . <p ( a ) — xp ( a ) inter coefficientes ho¬

rum numerorum complexorum aequationes lineares ( A ) locum habere debent , iis¬

que additis fit :

( a -+- a { -+ • a 2 ■+ ■ , . . •+ • a \ — i ) ( b - t- i , - f- b } ■+ • . . . -+ - b j ,— i ) = c - t - Cj •+ ■c „ - + - . . . ~ ~̂ c \ — i

-4 - Xm

quae aequatio in congruentiam pro modulo X mutata docet : summam coej 'fiden¬

tium producti duorum numerorum complexorum producto e summis coej 'fidentium

utriusque factoris congruam esse , modulo l . Quae propositio facillime ad pro¬

ductum quotcunque factorum extenditur . Norma semper est productum X — I

factorum complexorum , qui easdem coefficientium summas habent , pro ea igitur

productum e summis coefficientium omnium factorum conflatum in potestatem expo¬

nentis X — 1 abit , unde babemus :

( n — - i- a ,2 - +- . . . . - + - ax _ i ) ^ — 1 = Nf ( a ) , mod . X .

itaque per theorema Fcrmatianum

jV/ ( a ) = 1 , mod . X,

nisi forte sit a -+ - a , a 2 - t- . = mod . X , qua conditone fit

Nf ( a ) = 0 mod . X.

§ 3 .

Normae usus insignis est in divisione numerorum complexorum , quippe cujus

auxilio divisor complexus semper in divisorem realem mutari potest . Posito enim

* » = / ( « V ( « 3 ; • • • - /V - 1)

fit (f ( « ) _

fi .ee ) Nf {a )

Si <p ( « ) per f ( a ) divisibilis est , i . e . si hic quotiens numero integro complexo aequa¬

lis est , <p {a ) . F {ct ) per numerum integrum realem Nf ( cc) dividi possit necesse est ,

numerus autem complexus per numerum realem divisibilis non est , nisi coefficien¬

tes ejus singuli , per hunc numerum divisi , eadem residua habeant . Inde nacti sumus

hoc criterium generale , quo dijudicari possit , utrum numerus complexus per alium

munerum complexum divisibilis sit , an non : Numerus complexus <p ( a ) per alium

numerum f [ a ) divisibilis est , si in producto evoluto rp ( ct ) f ( a ‘i ) f ( a 3 ) . . . .

omnes coefficientes pro modulo Nf ( « ) congrui sunt , sin vero hi coefficientes non

omnes congrui sunt , rp ( a ) certo non divisibilis est per f ( a ) .
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Alio etiam modo numerorum complexorum divisio perfici potest , ita quidem ,

ut ad divisionem functionum rationalium integrarum revocetur . Altioribus enim

potestatibus radicis a admissis , numerus </ >( « ) infinitis modis diversis repraesentari

potest , qui omnes hac forma generali continentur :

(p ( cc) — ( 1 - t- or - I- a 2 - t - • . . . -+ - ce ^~ ! ) tp ( a )

in qua \p ( a ) functionem integram quamcunque designat , quae pro fine singulorum

problematum apte eligi poterit . Jam dico si (p ( a ) per f {a ) divisibilis sit , huic

numero <p ( a ) semper formam ejusmodi dari posse , ut pro quolibet valore quantita¬

tis « , quae tanquam variabilis spectanda est , divisio succedat et residuum relin -

, . . </ >fee )
quatur nullum . Per hypothesin quotiens - aequalis est numero alicui complexo/ ( « )

F [ a ) , itaque <p ( a )

/ ( « )

Jam signo « in i mutato , videmus functionem rationalem integram variabilis x ,

q > ( x ) - — f ( x ) F ( x ) evanescere , si x cuilibet radici aequationis 1 -+ - x -+- x 2 - t- . . . .

-4 - :r *— 1 = 0 aequalis fit , haec igitur functio integra factorem 1 x ■+ ■ x 2 - +- . . . .

- H .T *- 1 habeat necesse est , quare in hanc formam redigi potest

tp ( x ) — f ( x ) F {x ) = ( l -+ - ar - 4- :r 2 -+ - . . . . x ^~ •*) xp ( x )

ex qua theorema enuntiatum sponte manat .

F ( a ) sive <p ( a ) = f ( a ) F ( a ) .

§ 4 .

Inter numeros complexos praecipue notatu digni sunt ii , quorum norma est

unitas , quos omnes unitatum complexarum nomine designamus . Ilae unitates in

doctrina numerorum complexorum easdem fere partes suscipiunt , quas aequationis

Pellianae .t 2 — Dy i = ±1 solutiones in doctrina formarum secundi gradus deter¬

minantis positivi agunt . Numerus harum unitatum , excepto solo casu X = 3 , sem -

per infinitus est , et simili modo ut in solvenda aequatione Pelliana semper unitates

quaedam fundamentales dantur , ex quibus ad potestates evectis et inter se multi¬

plicatis infinitus numerus aliarum unitatum deducitur . Simplicissimae unitates sunt

±1 , + a 2, . . . . -4 - « *— l , quae sponte se offerunt , praeter has autem aliae

facile inveniuntur , ratione habita numeri complexi 1 - t - a - t- « 2 -+ - . . . . - tin
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quo r est numerus quilibet integer minor quam X , hic numerus fractionis forma

exhibetur hoc modo

1 — a r
1 - I- a - 4- a 1 -+ - . . . . -+ - a r 1 = - — --1 — a

ejusque norma est

( 1 — « r ) ( l — a 2r ) ( l — a 3r ) . . . . ( 1 — a (* ~~ l ) r )

( 1 — a ) ( l — a 2 ) ( l — a 3 ) . . . . ( 1 — al 1)

in qua , loco exponentium r , 2r , 3r , . . . . ( X — l ) r residuis minimis modulo X sub¬

stitutis , singuli factores numeratoris iidem fiunt atque denoininatoris , quae igitur

unitati aequalis est . Quum jam 1 « 2 - t- . . . . -+ - a r ~ 1 sit unitas , et nonna

producti aequalis producto e normis factorum composito , sequitur ut forma generalis

-4 - a k ( 1 - f - a - t- « 2 -+ - . . . . - +- 1) i ( l + « + a 2 - t- . . . . - (- a * 1) m ( 1 -+ - a ■+ - a 1

-+ - . . . . - t- a 1 1 ) H . . . .

pro omnibus numeris k , l , m , n , . . . . r , s , t , unitates complexas contineat . Nume¬

rus factorum diversorum , qui ad potestates evehendi et multiplicandi sunt , ut diver

sae unitates obtineantur , itemque numeri r , s , t pro singulis numeris X accurate

definiri possunt , quam vero disquisitionem hoc loco praetereuntes , unitatum pro¬

prietatem generalem demonstrabimus , qua in posterum utemur scilicet : unitates

complexas non tam singularum radicum 1 , a , a \ . . . u ^ ~ x, quam periodorum ex

binis earum , a - t- a '1 - 1, u 1 -+- 2 etc . , functiones lineares esse , si ad factorem

accedentem + a k non respiciatur , sive omnes unitates hanc formam habere -

( ( izl )
- i- r . k >c -+ • Cj ( a -+ - a *- *) - t- c ^ ia ^ - h 2 ) -+- . . . -4 - ci _ i \ « 2 -+ - a 2 / ) .

~ \

E producto 1 = q > ( a ) (pia 2 ) y ( a 3 ) . . . . rf {a ^ ~ x) factorum semissem ex arbitrio

eligo , ita tamen ut reciproci in eadem semissi non insint , sed cujuslibet factoris

reciprocus in altera semissi reperiatur . Ilorum factorum productum sit <// ( « ) , unde

alterius semissis productum est xp ( <x ~ x ) , et t/ ./ ( a ) r/ <( a x) = 1 . Ponatur

tp ( cc) — a - t - «7j a - t - av , « 2 -+ - . . . . - t - ax — i cc * 1

unde — x ) = a -+ - a l a ^ ~ -1 -+ - a ^ a ) - 2 -+ - . . . . -f « i _ i «

atque ex multiplicatione oriatur

ip {cc ~ l ) = A - y- d | a - \ - . . . . - t - Ax — ia 1 — 1
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erit A = a * ■+ ■ a { 2 - 4- o „ 2 -4- . . . . - +- a \ _ 1

A { = a a , - t- a { o s -+- « 2 « 3 -+- . . . . h - a

^ = a a 2 - {- a , <?3 - t- o 4 - H . . . . - t- o ^ _ i ff ,

etc . etc .

et summa coefficientium fit

A - t— A | —(- A ^ -4— . . . . - t -
A\

_ i = ( fl -4- - H <7^ . . . . —t-
Q \

— i ) 2

praeterea quum sit A - h A l ctA ^ a "1 - i - . . . . Ax — ia l ~ 1 = 1 , erit A , = A .2 = A a =

. . . = Ax — i = m et A = m ■+ ■ 1 , itaque rnl - f - 1 = ( a -4 - o , -+ - « 2 -+ - . . . . -4- , ) 2

et - t- 1 = a -4- o , -+- a 2 - (- . . . . - f - mod . A

horum coefficientium summa , quae congrua est + 1 modulo etiam aequalis -4 - ]

accipi potest , quo facto fit m = 0 , A = l , et quum A sit summa quadratorum

positivorum integrorum A = a 2 - 4- n ] 2 -4- a 2 2 -+ - . . . . - t - « 1 — 1 unitati aequalis fieri

non potest nisi unus numerorum a , w, , o 2 etc . , unitati aequalis , ceteri nihilo aequa¬

les fiunt , habemus igitur

xp ( a ) = i o ,“.

Quum tp ( a ) alteram factorum semissem normae 1 contineat , hac sola conditione

eligendam , ut factores reciproci non insint , semper plura producta ip ( ce) erunt ,

quae unitati simplici + « *•■ aequalia sint . Quorum productorum duo eligo , 4/ >( « ) et

ip i ( cc) , quae excepto uno factore ceteros omnes eosdem habeant , atque hic solus

factor , quo ip ( ce) diflert a t/q ( a ) , sit r/faf *) , unde factor quem tpfa ) continet , ne¬

que tamen ip ( cc) , erit f*) . Inde ex conjunctis aequationibus xp {a ) = - \ - a k et

ipfa ) = -4 - « A fit xp t ( a ) = + a h ~ k ip ( « ) , et factoribus communibus sublatis et posito

h — /c = m , est

<p ( a - 'f*) = i a m (f ( « f1)

quaelibet igitur unitas complexa hoc proprium halet , ut a reciproca sua non dif¬

ferat nisi adjecto factore qui ipse est unitas simplex . Facillime inde theorematis

supra propositi veritas perspicitur .

Pro A = 3 unitates omnes habere debent formam hanc :

ffW = i a ‘' ( c + (!i ( “ + e ! ) ) et quia a - t- a 2 = — 1 , (p {u ) = - \ - a k ( c — c , )

ex quo sequitur ut sit c — c , = 1 , pro hoc igitur casu praeter unitates simplices
-4 - 1 , - t - « , - Fer 2, aliae non dantur .
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Pro / = 5 unitatum forma generalis haec est :

cp ( a ) = -+- a ft ( c -+- Cj ( a - t- a 4 ) -+ - c 2 ( a 2 -4- a 3 ) )

quae adhibita aequatione 1 - t-
a

-+ -
a 2 -+-

« 3 - +- « 4 = 0 , et posito c — cti = t , c , — c ^ = u

in hanc simpliciorem mutatur :

cp ( a ) — -\ - cck ( t -+- u ( a - t- a 4 ) )

ex qua fit

cp ( a ) cp ( a ‘2 ) — -4- « 3ft ( f 2 — £ ?z — a 2 )

itaque t 2 — tfa — m 2 = 4 : 1 . Cognitae hujus aequationis solutiones omnes continen¬

tur formis

i - v^ sy

V5

.
1 — ^ 5

- etiam hoc modo reprae -

>/ " 5

4 - 2 3quae , quia a -h a — - , a -h a —
2 z

sentari possunt :

( a -4 - a 4 ) ”— 1 — ( « 2 -f - a 3 ) n — 1 ( a -+ • a 4 ) ” — ( a 2 -+- a 3 ) ”
t = - ;- -- ;- , U ■A O O

cc -f- a — a — a a -ha 4— a 2 — a 3

per faciles transformationes ex iis fit

t -+- u ( a - t- a 4) = ( a H- a 4 )n , y ( a ) = + « * ( a -+- a 4 ) ” ,

itaque pro A = 5 unitates complexae omnes unius unitatis fundamentalis potestates

existunt , quae praeterea unitatibus simplicibus formae - j
- a k

multiplicatae esse pos¬

sunt , praeter has autem aliae non dantur . Pro majoribus numeris X unitatum om¬

nium indagatio inulto difficilior est , et principia peculiaria poscit , quae nos hacte¬

nus nondum satis perscrutati sumus . Eo magis hac quaestione nobis superseden¬

dum videtur , quum compertum habeamus Cl . Lejeune - Dirichlet recentissimo

tempore in Italia , ubi etiam nunc versatur , de iis unitatibus complexis theoremata

fundamentalia elaborasse , quae ut propediem in publicum edat cum desiderio ex¬

spectamus . Hic etiam adnotabo geometram juvenilem Leopoldum Kronecker ,

qui nunc Vratislaviae litteris mathematicis studet , pro absolvendis iis unitatibus quae

ad numerum l = 7 pertinent methodum subtilem invenisse , quae ni fallor felici

successu ad altioruin ordinum unitates pertractandas applicari poterit .
2
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§ 5 .
Progredimur ad perscrutandos eos numeros complexos , quorum norma sit

numerus primus p , ita ut habeatur

P = = / ( « ) / ( « * ) / ( « 3 ) • • •

Numerus primus , qui tali modo in X — 1 factores dissolvi potest , secundum theo¬

rema paragrapho tertia propositum , formam linearem mX -+ - \ habere debet , nisi

est ipse numerus X — p , qui talimodo in X — 1 factores dissolvitur :

X = ( l - « ) ( 1 — « 2 ) ( 1 - « 3 ) _

Factores f ( cc) , f ( a 2 ) etc . , sunt numeri complexi primi qui , si unitates complexae

excluduntur , ulterius in factores dissolvi non possunt . Nam si ponimus f ( a ) e

factoribus (p ( a ) . 'ip ( a ) constare , habemus f ( a ) = (f ( a ) . \ p ( u ) , et Nf {a ) —

N <p { a ) • N \p {a ) , et quia Nf {a ) = p est numerus primus , alter factorum realium

integrorum Nq >( a ) et Nip ( a ) unitati aequalis esse debet , itaque alter factorum

q >( cc) et ip ( a ) erit unitas complexa , et f { a ) numerus primus complexus . Porro

demonstramus hos factores f ( ct ) , etc . , omnes inter se diversos esse . Ex

aequalitate duorum factorum faP ) — f ( a v ) , alia radice idonea loco « substituta ,

sequeretur / ( « ) — f ( a n ) , et repetita substitutione a n loco a , esset f ( a ) — f ( a n ) —

f ( a nt ) = f ( a n ,>) — etc . Jam si infima potestas numeri n , quae unitati congrua sit

modulo X, est n h , in producto X — 1 factorum numeri p erunt h factores aequales ,

alia deinde radice substituta , quae inter radices a , a n , etc . non invenitur , statim

alios h factores aequales obtinemus et ita porro , usque dum omnes factores ex¬

hausti sunt . Igitur ex aequalitate duorum factorum primum sequeretur ut
p

sit

potestas h ta producti eorum factorum complexorum , qui inter se diversi sint . Rar

dices « , a ?** etc . periodum h terminorum efficiunt , atque si functio rationalis

integra f ( a ) , loco a omnibus periodi radicibus substitutis , immutata manet , hanc

ipsam omnium similium periodorum , itaque etiam unius earum , functionem rationa¬

lem integram esse constat . Ceteri factores diversi ab hoc non differre possunt ,

nisi quod ceterarum periodorum functiones sunt , et omnium factorum diversorum

productum , tanquam functio invariabilis omnium periodorum similium , esse debet

numerus integer realis . Hinc tandem sequeretur ut p esset potestas numeri realis

et exponentis h , quod quum absurdum sit concludimus omnes illos factores primos

complexos numeri p inter se diversos esse .
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Si tali factore primo complexo numeri p tanquam modulo sive divisore uti¬

mur , simul productum ceterorum factorum :

i ? ( « ) - /V ) . / ( « 3 ) . . . . / ( a * - 1 )

cujus auxilio divisio per numerum complexum f ( a ) ad divisionem per numerum

realem Nf ( a ) reducitur , magni momenti est , quam ob rem hujus producti proprie¬

tates principales praeterire non possumus . Sit p = xf ( a ) F ( a ) et producto F ( a )

per multiplicationem evoluto habeatur

F ( a ) = A - t- A { a -H- A ^ a 2 -+ - . . . . -+ - A %_ j a * 1

unde etiam

F ( a 2 ) = + ^ , a 5 + i 2 « 4 - 1- . . . . -+ - A %— i a 2 * - 2

F ( a 3 ) = A - hA .i a 3 - h A a a 6 - h . . . . Ax — i a 31 - 3

F ( a l — 1 ) = A -+ - A j a 1 — 1 - t- A 2 a 2* — 2 A %_ i a (* *) 0

iis aequationibus secundum ordinem per « — ” , a ~ ‘ln , « — 3n . . . . a ~ (*— *) » multipli¬

catis et additione conjunctis , habemus

a » F ( a ) - ha 2n F ( a 2 ) - h . . . - ha 1) n F ( a ^ 1) = 2yf n — ( A - hA { - hA ^ - h . . . - hA %— i )

inde mutando n in n — 1 et subtrahendo

a — * ( 1 — a ) F ( a ) - t- « 2n ( l — a 2 ) F ( a 2 ) - h . . . . - h a (* F ( a *, ~~ 1 ) = X ( A n — A n — i )

ex hac forma , denuo mutato n in n - (- 1 et n - h 2 , prodeunt similes formae pro

X ( A n + l — A n ) et i . ( A n + n — A n + i ) , quibus inter se multiplicatis formetur evolutio

formae

X 2 ( A n ^ - i — An ) 2— X '1 ( A
n + 2

— A n ^ . j ) ( An — A n — i ) .

Facile perspicitur in hac evolutione quadrata numerorum complexorum F ( a ) ,

F ( a 2 ) etc . non reperiri , sed sola producta binorum diversorum , quae factores

f ( a ) f ( a 2 ) f ( a 3 ) . . . . / ( a * — 1 ) omnes simul , ideoque factorem realem p continent .

Quum igitur p sit factor communis omnium terminorum hujus formulae evolutae ,

factore X 2 omisso , habemus congruentiam

( An ^ - i — A n ) 2— ( An -(- 2 — A n + \ ) ( An — An — i ) mod . p

quae etiam hoc modo repraesentari potest :

An4 - 1 — A n _ A n A n — i
- — - = - mod . p

An -j- 2 — Afi ^ - l An ^ - l An

posito igitur
2
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An -yi — A n .
- = § mod . p
An -{- 2 - -̂ n + l

videmus numerum % pro omnibus diversis numeris n eundem manere . Hanc con¬

gruentiam si hoc modo scribimus

A n + it — A n = A n + 2 § — A n + i mod . p

videmus etiam A n + i %— A n = 17 mod . p pro omnibus diversis numeris n non variari ,

itaque habemus congruentias

A % — A %— i

A { % — A = t}

( A ) A ^ % — A x = jj . . . mod . p• •
• •
• •
• •

^ 1 — 1? - A %— 2 = 11

Aliud etiam systema congruentiarum , quibus coefficientes producti Fa ) satisfacere

debent , facile e congruentia

A n + ti — A n = A n + 2 § — A n + 1 mod . p deducitur :

Ai - t — A = ( A — A X) 1

( B ) Ax - 2 —
4

i - i = {A — A X) t

a is — Ax — 2 = ( a — A t ) %3

A , — A a = ( A — AJ & - '

quibus additis , omisso factore A — A x , qui nihilo congruus esse non potest , sequi¬

tur ut § sit una X — 1 radicum realium congruentiae

1 § 2 - l- § 3 - t - . . . . -+ - ^ - — 1 — 0 mod . p .

§ 6 .

Singulis congruentiis ( A ) paragraphi antecedentis secundum ordinem quo

scriptae sunt factoribus 1 , a , . . . . a 1 — 1 multiplicatis , earum summa facile in

hanc formam redigitur :

( § — a ) ( A -+ - A t a -+ • A ^ a 2 - t - . . . . ■+ ■ Ax — l a * ~ 1) = Q mod . p

( ? — a ) F ( a ) = 0 mod . p .
sive
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et factore communi F ( a ) e modulo p = f ( a ) . F ( a ) et ex ipsa congruentia sub¬

lato habemus

§ — « = () mod . f ( a )

unde elucet etiam pro quolibet numero complexo </ ( « ) semper esse

r/ >( a ) = r/>( | ) mod . / ( a )

itaque nacti sumus theorema insigne : Pro modulo complexo cujus norma est

numerus primus , omnes numeri complexi realibus numeris congrui sunt . Hoc theo¬

rema omnibus congruentiis numerorum complexorum , quarum modulus normam ha¬

bet numerum primum , viam patefacit , quam vero patefactam hic statim relinquimus .

B congruentia a = '£ mod . / ( « ) sequitur/ ( « ) — ,/ ( ! ) mod . ./ ( a ) , itaque f (f ) = 0

mod . f ( a ) , numerus autem integer realis / ( £ ) , qui factorem / ( « ) continet , omnes etiam

factores huic conjunctos , ideoque factorem/ ) continere debet , unde concludimus eam

esse indolem factorum complexorum numeri p , ut certa radice congruentiae 1 -4- ? - t- | *

- i- ' = 0 mod . / >. loco a substituta , horum factorum unus per p divisibilis fiat .

Praeterea adnotamus pro quolibet numero | unum , non plures , factorum/ ( | ) , / ( | 2 ) ,

/ ( § 3 ) etc . per p divisibilem esse , si enim simul esset/ ( £ ) = ( ) et/ ( § r ) = 0 mod . / ) , per

congruentiam § = « mod . ,/ ( « ) etiam esse deberet _/ ( a r ) = 0 mod . ,/ "( cr) , duo igitur

factores f ( ct ) et f ( a T ) aequales esse deberent , quod fieri non posse supra demon¬

stravimus . Quum radices congruentiae 1 - t - \ - t - | 2 - t- . . . . -+ - § * 1 = 0 mod . p

omnes tanquam potestates unius radicis repraesentari possint , alia quacunque radice

loco | substituta , alium etiam factorem producti ./ ( '£) * f ( £ 2) > f ( 'i 3) • • • • / ( I * - *)

per p divisibilem fieri patet , singuli igitur X — 1 factores f ( a ) f ( a 2 ) . . . . f ( uX —

cum singulis X — 1 radicibus congruentiae 1 - t - | - t- § 2 •+ ■ . . . . - + - 1 = 0 ita

conjuncti sunt , ut pro certa radice § certus etiam illorum factorum , si % loco u

substituitur , per p divisibilis fiat , idemque sit divisor numeri | — a .

Jam eo pervenimus ut quaestionem gravissimam absolvere possimus : utrum

plures numeri complexi eandem normum , quae numerus primus est , habere possint

an non , sive an idem numerus primus p , pluribus modis diversis in X — 1 facto¬

res primos complexos dissolvi possit . Fingamus duos numeros complexos / ( « ) et

<f ( a ) eandem normam p , numerum primum , habere , ita ut sit

P = / ( « ) / ( « 2) / ( « 3) • • • - / ( « * ~ :‘)

/ > = ip ( a ) ip ( a ‘2 ) i/ ) ( « 3 ) . . . .
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Quum singuli factores horum productorum ad singulas radices congruentiae 1 -+- S
- t- ? 2 -»- . . . . -+- £* 1 = 0 mod . p pertineant , alterius producti factores ita dispo¬
sitos accipiamus , ut tp ( ce) et f ( ce) ad eandem radicem | pertineant , quo facto uter¬
que etiam erit divisor numeri | — « atque ip ( £) = 0 , / ( 5 ) = 0 mod . p . Inde positis

if ( 8 ) = c + cj « + c1 « , + . . . . -t- cx — ia ^ — 1
^ , ( a ) = = / ( “ a ) / ( “ S) • • • - f ( cex — 1) = A -t- A l a -^ A 3 ce '1 -+- . . . . - i- 4 - ! « 1 - 1

et xp ( « ) • F ( ce) C -4- Oj ce -+- C 2 t* 2 —t— . . . . -+- _ j t
hoc producto per multiplicationem evoluto habemus :

C — Ac
+-

Ax
— iCj —l—

Ax
—

2 ^ 2
• • • •

A x cx
— i

C , = ^ , e -4- ^ c, - 4 -
Ax — ic 2 - h

. . . . -+•
• •• •
• •
* •

Cl — i = Jx — lC -+ - sh — 2
1, -+-

Ax — 3
C2 -+-

A
Q _ !

et si harum aequationum binae contiguae subtrahuntur :
C — ( ^ y/ , )

C -+ - ( Al . ! - A )
C f -+ -

( Ax - Z—Ax -
l ) c 2 -f- . . . - t-

( Ay
— ^ .2 ) ca - i

C , c s = ( ^ , — ^ 2 )
c - *- ( A

— ^ , ) c , -+-
1
—

A )
c 2 -4- . . . -t-

( A ^
—

A 3 ) cx . i

Ci -
2

- Cx - i = ( Ax -
2

- Ax - i ) ch - ( Ax - 3 - Ax - 2) c t - +■ ( Ax - i - Ax - s ) c 2 -+- . . . -t- ( Ax - i - A ) cx - i
quae per congruentias ( B ) § 5 mutantur in

C — C , = ( A — A x ) ( c -h c , | -4- c 2 § 2 H- cx — i I 1 — 1)
C , — c 2 = ( A X — A ^ ) ( c -+■ Cj | -+- c ,2 § 2 -4- . . . -hcx — i *) mod , p

• •
• «• •

Cx
— 2

Cx — l = ( Ax
— 2

Ax — l ) ( c - 4- C , « - + - C 2 « 2 -4- . . . -i- CX — iCt 1 — 1)
et quum sit ip ( | ) = c -+- c , | - l- c 2 1 2 -+ - . . . . - i- cx _ i = 0 mod . p , habemus

C = C , = C2 = . . . . = Cx _ i , mod . p
unde sequitur ut productum ip ( a ) . F ( a ) per p divisibile sit , itaque ponere licet

y>( ce) . F ( ce) — p cp ( a )
et quum sit p — f ( ce) • F ( ce) , factore communi F ( ce) sublato habemus

<[' ( « ) = / ( « ) • fp ( ce)
unde etiam

N ip ( ce) = N f ce) N <p ( ce)
et quia Nf ( ce) — N ip ( a ) — p , hoc factore omisso est

Nep ( ce) = l
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ergo <p ( a ) est unitas complexa , atque habemus theorema : Omnes numeri complexi

ejusdem normae , quae numerus primus est , non inter se differunt nisi unitatibus

complexis , quibus multiplicatae esse possunt . Ad diverstitatem numerorum con¬

junctorum , quae obvia est , hic non respicimus . Idem theorema etiam hoc modo

enuntiari potest : Si numerus primus realis aliquo modo in X — 1 factores com¬

plexos dissolvi potest , idem semper infinitis aliis modis tanquam productum X — 1

factorum complexorum repraesentari potest , qui vero e factoribus unius repraesen¬

tationis , unitatum complexarum ope , omnes eruuntur .

§ * ♦

Facile inveniuntur numeri complexi , quorum normae factorem p , numerum

primum formae m/4 - 1 , implicant . Nam si § est radix aliqua congruentiae

1 § 2 h - . . . . i ^ o mod . p , et si coeffidentes numeri complexi q ( a )

= a + a I « + (ij « 5 + . . . . - 4- a \ ia 1 — 1 congruentiae a -+ • a , | -4- a 2 | 2H - . . . . - +-

ax _ i ^ — !̂ = 0 satisfaciunt , semper est Nijj ( a ) = 0 mod . p . Etenim si ponimus

a , ( 5 —
a )

-+-
a 2 ( § 2

—
a 2 ) - +- a 3 ( | 3

—
a 3) - 4-

. . . . -4-
a \ — i ) — p P

—
xp { a )

et si alteri parti hujus aequationis forma datur ( § — ct ) q ( a ) est

tp ( a ) — pP — ( | — a ) </ >( « )

cujus numeri complexi normam factorem p habere patet siquidem , quod posuimus ,

norma numeri § — a , i . e . 1 -+ - § - 4- | 2 -+ - . . . . 1 per p divisibilis est .

Hujus theorematis ope omnes numeros complexos inveniri , quorum normae

factorem p habeant , inde apparet , quod theorema inversum etiam valet , scilicet :

Si norma numeri complexi ip ( a ) = a -4- a , a -4- a 2 a 2 -4- . . . -4- at — i a ^ ~ 1 factorem

p implicat , semper datur radix aliqua % congruentiae 1 - 4- § - 4- '£ 2 - 4- . . • -+ - 1 = 0

mod . p , quae numerum xfj ( '£ ) = a - 4- a , § - 4- a 2 £ 2 - 4- . . . . ■+ ■ a %— — 1 per p divisi¬

bilem reddat . Consideremus hanc functionem rationalem integram variabilis x :

ip ( x ) ip ( x 2 ) ip ( x 3) . . . . i p ( x ^ ~ ~ 1) — Nip ( cc)

quae quum manifesto evanescat pro x = a , a 2, a 3 . . . a 1 l , factorem 1 - t~ #

- 4- . . . . - 4- .T * — 1 habere debet , eamque ob causam , si x radici alicui congruentiae

1 - 4- a ? -+ - x 2 -+ - . . . . h - x * - 1 = 0 mod . p aequalis ponitur per p divisibisis est ;

inde si hujus congruentiae radicem aliquam , uti supra fecimus , littera § denotamus ,

semper unus factorum producti \p (f ) i// ( § 2) i// ( § 3) . . . . ip (& - ~ '1) per p divisibilis esse
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debet . Praeterea quia omnes radices illius congruentiae unius radicis £ potesta¬

tes sunt , sponte apparet pro alia radice % alium etiam factorem hujus producti

per p divisibilem fieri , itaque pro quolibet factore certa quaedam radix § exstare

debet , qua substituta nihilo congruus reddatur .

§ 8 .

Postquam demonstravimus quo modo infinitus numerus complexorum numero¬

rum omnium inveniatur , quorum normae factorem p habeant , quaerendum nobis vi¬

detur an semper inter hos numeros complexos exstent quarum norma sit ipse nu¬

merus p , sive quod idem est , an quilibet numerus primus p formae mX -+ - 1 in

X — 1 factores primos conjunctos diffindi possit . Ad hunc finem ponamus esse

/ > = / ( a ) / ( a 2 ) / ( a 3) . . , . / ( a * — 1) , et videamus quae inde pro numero p sequan¬

tur . Ilujus producti factores secundum radices unitatis « , a 1, a 3, . . . . l , quas

continent in periodos dividamus . Productum factorum eorum qui ad eandem pe¬

riodum pertinent , ex notis Cl . Gaussii theorematis , erit functio rationalis integra

linearis omnium periodorum similium . Jam si X — 1 factoribus e et/ constat , et

e periodi / terminorum accipiuntur , quas Gaussii signis designamus ( / , 1 ) , ( f , g ) ,

( f , g 2 ) • • • • (f , g e — *) j productum eorum factorum , qui eandem periodum consti¬

tuunt hanc formam habet :

b + b x ( / , 1 ) -+- A , ( / , £) + . . . . + M/ , g * - 1)

et simili modo producta factorum qui ceteras periodos conficiunt

b - *- b x ( f , g ) •+ ■ b ^ ( / , g 2 ) -+ - . . . . - H b e ( f , 1 )

b - t - b x ( /sg 2) ■+ ■ - <- • • • • - <- b e ( f , g )

etc . etc .

quarum omnium productum quum sit functio invariabilis ( symmetrica ) omnium pe¬

riodorum , ab iis periodis liberum est , et formam certam gradus e et e + 1 in¬

determinatorum b , & j , b 2 , . . . . b e efficit , qui facile ad e indeterminatos numeros

reducuntur . Igitur si e , e ' , e " . sunt divisores numeri X — 1 , numerus p

repraesentari debet per formam certam gradus e et e indeterminatorum , idem -

que per formam gradus e et e ' indeterminatorum etc . Hoc autem pro certis

numeris p et X fieri non posse facillime intelligitur ex forma secundi gra¬

dus et duorum indeterminatorum , quam p habere debet , si in X — 1 factores
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primos complexos diffindi potest ; duae enim periodi , quarum altera ad residua

1 * 1 i . . — 1 —H
V ut

^
quadratica , altera ad nonresidua pertinet , valores habent - et

— i — \ T± i . 2
- - - inde productum ex altera semissi factorum complexorum nu -

• r \ / ~ + X
meri p compositum hanc formam habebit - et ipse numerus p habe

, 2—

bit formam p

Xb *

seu 4p = a l ZjZlt ) \ quam numeri formae mX ■+ ■ 1 non

semper patiuntur , siquidem praeter formam principalem aliae quoque formae non

aequivalentes secundi gradus , determinantis zpX , locum habent . Simili modo etiam

altiorum graduum formae impedimento esse possunt , quominus numerus p in X — 1

factores primos complexos dissolvi queat .

Quia numeri primi reales formae mX -+ - \ non semper tanquam producta X-— J

factorum complexorum repraesentari possunt , multis etiam numerorum integrorum

realium proprietatibus simplicibus numeri complexi carent . Pro iis generaliter non

valet propositio fundamentalis ut quilibet numerus sit productum factorum comple¬

xorum simplicium , qui neglectis unitatibus complexis semper iidem sint , re enim

vera nonnunquam idem numerus compositus pluribus modis diversis in factores

simplices complexos diffindi potest . Eadem res etiam hoc modo enuntiari potest :

si numerus complexus per alium numerum complexum ita dividi potest , ut quotiens

sit integer complexus , factores simplices divisoris non ubique cum factoribus sim¬

plicibus dividendi compensari possunt . Quod ut demonstremus denuo numerum £

cognitae illius congruentiae radicem in auxilium vocamus , quae hoc modo in facto¬

res dissolvitur : ( £ — « ) ( £ — a 1 ) . . . . ( £ — a ^ ~ ~ 1) = 0 mod . p . Jam si factores divi

soris p cum factoribus dividendi tollerentur , p cum aliquo factorum £ — « , £ — u l

etc . , factorem communem haberet , ideoque etiam cum singulo quoque . Sit f ( a )

hic factor communis numerorum p et £ — « , ,/ « 2 erit factor communis numerorum

p et £ — a \ et ita porro ; omnes igitur numeri complexi conjuncti f ( a ) , f ( a 2 ) . . .

/ ( a ?- — 1 ) factores essent numeri p , oinnesque inter se diversi , quia £ — a , £ — a 2 etc . ,

non possunt factores communes habere nisi eos quorum norma sit 1 vel X scilicet

« — « 2 « — « 3 etc . Inde sequeretur ut quilibet numerus primus p — mX -+ - 1 esset

productum X — 1 factorum complexorum conjunctorum , quod in universum non pro

omnibus valoribus numerorum p et X valere supra demonstravimus . Maxime dolen

3
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dum videtur , quod haec numerorum realium virtus , ut in factores primos dissolvi

possint , qui pro eodem numero semper iidem sint , non eadem est numerorum

complexorum , quae si esset tota haec doctrina , quae magnis adhuc difficultatibus

laborat , facile absolvi et ad finem perduci posset . Eam ipsam ob causam numeri

complexi , quos hic tractamus , imperfecti esse videntur , et dubium inde oriri posset ,

utrum bi numeri complexi ceteris qui fingi possint praeferendi , an alii quaerendi

essent , qui in hac re fundamentali analogiam cum numeris integris realibus ser¬

varent . Attamen bi numeri complexi qui unitatis radicibus et numeris integris rea¬

libus componuntur , non ex arbitrio facti sunt , sed ex ipsa doctrina numerorum pro¬

creati , atque ipsorum ea ratio est , ut in doctrina sectionis circuli et residuorum pot

estatum altiorum ulterius promovenda iis carere nullo modo possimus .

Quum numerorum primorum formae ml - l- l alii in / — 1 factores complexos

discerpi possint , alii non possint , e re est ut inveniatur qui et quales sint ii nu¬

meri i . et p , pro quibus talis repraesentatio locum habet , atque ut pro iis qui mi¬

norem tantum numerum factorum primorum habent , horum factorum numerus et

forma propria indagetur , quod vero problema ulterioribus virorum doctorum per¬

scrutationibus relinquendum est . Ipse ut hanc rem accuratius cognoscerem , et ut

exemplis docerer , omnium numerorum primorum infra mille , qui formas habent

5 m - t- 1 , 7
m

-+- 1 , 11
m -+ - 1

, 1
3 m -+ -

1 ,
17 m - t-

1 ,
19 m -+ -

1
et 23 m -+ -

1

factores primos computavi , et methodos quibus usus sum et ipsos factores primos

computatos hoc loco in publicum edam .

Altera methodus factore communi duorum numerorum complexorum inveniendo

nititur , quod problema simili modo solvendum est «atque pro numeris integris rea¬

libus . Si if {u ) et / ( a ) sunt numeri complexi quorum factor communis maximus

investigandus est , et 2V (f {a ) > Nf ( a ) , a numero fracto numerum certum in

tegrum subtraho xp ( a ) , quem siquidem fieri potest ita eligo , ut norma residui sit

minor unitate , sive

«/ >( « ) ) < ! •
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Ut hoc efficiatur evolvo productum F ( a ) ■= r/ ( a i ) f ( a 3 ) . . ejusque auxilio

etiam productum

tp {a) F ( a ) = C -+ * Cj « -+- C2 « 2 -t- . . . . -+- Cx _ i a * 1

porro accipio tp ( « ) = c -+ ■ c , a -+ - c 2 a 2 -+ - . . . . a * — 1, et simpliciter scribo

n loco iV/ ( « ) . Inde erit

et posito

erit

y ( « )

/ ( « )
— i/ »( a )

(p ( a ) F ( a )- i^ ( a )
n

(p ( cc) F ( a )

n ip ( a ) = /c - +- /c , a + A ,2 « 2 - +- . . . . ■+ ■ a * — 1

z _ c k c,
. Cl , k 2 - — - c 2 etc .

Jam numeros c , c , , c 2 etc . ita eligo ut integri maximi sint , qui singulis fractionibus
C C . C .

- , - , - etc . , contineantur , quo facto numeri k , k . , k etc . , omnes erunt po -
n n n

sitivi et minores unitate . Certo talis numeri complexi k -+ - Ar, « - t- /r a 2 -4 - .

— Arj. ice ^-— 1 norma parva erit , sed semper eam unitate minorem fore nondum

liquet , neque etiam semper res ita se habet . Hoc autem loco nobis notandum est

numeros k , A: , , A etc . , iis conditionibus quas posuimus nondum plane determinatos

esse , omnibus enim coefficientibus C , C l5 C 2 etc . , eodem numero auctis , <p ( a ) . F ( a )

non mutatur , sed numeri integri maximi , qui fractionibus

c , c 2
etc . , m -

?i n n

sunt , revera mutari possunt . Nam si numeros C , C , , C 2 etc . omnes aqualiter cres¬

centes accipimus , numeri /f , /c , , /c 2 etc . , omnes eodem modo crescent , usque dum

maximus eorum unitatem superaverit , quo facto unitate minuendus est , et subito

omnium minimus fit . Eadem mutatione repetita patet in universum obtineri X nu¬

meros complexos k -+ - A , a ~ h k 2 a 2 - i- . . . . -+ - kx — i 1 , quorum normae diversae

sint . Jam si vel omnium harum normarum nulla unitate minor existet , methodus

nostra nos deficit , hunc autem defectum non methodo vitio dandum , sed rei ipsius

natura necessarium esse , infra demonstrabitur . Si vero , quod fere semper evenire

solet , talis norma unitate minor Iit , habemus

{ </ >( « ) \

tV I — ■- — ip ( a ) j < 1 ideoque N ( (p ( ct ) — / ( « ) ip ( a ) ) < N { ( (*) ■

3
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Posito <p ( u ) — f ( ct ) ip ( a ) — R ( <x ) potet factorem maximum communem numerorum

et / ( « ) eundem esse numerorum / ( a ) et R ( a ), unde indagatio factoris com¬

munis eo reducta est , ut aliorum duorum numerorum , quorum normae minores

sunt , factor communis quaerendus sit . Itaque liac methodo repetita , nisi forte

casus ille adversus evenit , quem supra commemoravimus , tandem ad duos numeros

pervenimus , quorum alter factor alterius , ideoque hic ipse factor communis est

quem quaerimus ; cujus norma si unitas est , numeri illi sunt inter se primi .

Facile haec methodus ad factores primos numeri p = mX -+ - \ indagandos

applicari potest , siquidem p revera est productum X — 1 factorum conjunctorum .

Quem ad finem quaeratur radix aliqua % congruentiae 1 -+ - S H - '5 2 - i- . . . - 4- > = ( )

inod . p , quae si p in X — 1 factores conjunctos diffindi potest , semper talis est , ut

£ — a et p factorem complexum communem habeant . Ilie igitur , secundum me

thodum traditam inventus , erit factor simplex complexus numeri p . Supra vidi¬

mus pro certis numeris p et X talem factorem communem numerorum £ — a et p

non adesse , quamvis norma numeri £ — a per p divisibilis sit , porro si per metho¬

dum traditam numeri complexi normarum minorum quaeruntur , patet eorum omnium

normas per p divisibiles esse , quam ob rem nullo modo ad normam unitatem per¬

venire possumus , semper igitur factor communis ab unitate diversus inveniretur ,

etiam ubi talem factorem non adesse demonstravimus , nisi in omnibus iis calculis

eveniret ut norma istius numeri complexi fracti Ic -+ ■ k { a ■+ • k 2 u 1 -+ - , . . -
4
- /fx _ i 1

minor unitate fieri non posset , qua conditione methodus nostra ad finem propo¬

situm perducere non potest .

Altera methodus minus quidem directa tamen multo faciliori negotio factores

primos complexos numeri p — mX -+ J praebet . In hac omnes congruentiae 1 •+ - £

- t- £ 2 - t- . . . . -+ - £ * ~ 1 = ( ) inod . p radices £ , £ 2, £ 3 ctc . , in usum vocamus , quibus

e canone arithmetico a Cl . Jacobi edito depromtis , sive alio modo inventis , solu

tiones congruentiae a - +- o , £ -+ - o 2 £ 2 - t- . . . . - ¥ - a %_ i £ ^ — 1 ^ = 0 mod . p quaerimus ,

ex quovis systemate numerorum a , « 2 , . . . . a * — ! , qui huic congruentiae satis¬

faciunt numerum complexum / ( « ) — a - +- « , ce - f- o ,2 « 2 - +- . . . . ■+ 1 compo¬

nimus , et ex omnibus iis numeris , quarum normae per theorema supra demonstra¬

tum § 7 . factorem p habent , eam eligimus quae simplicissima sit , et normam quam

minimam habere videatur , quae jam ipsa computanda est , ut appareat utrum revera
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ipsi numero p an multiplo ejus aequalis sit . Si eveniret hanc normam non esse

ipsum
p

, sed ejus multiplum e numeris complexis quarum normae per p divisibiles

sunt alius quaerendus et examinandus esset , et ita porro . Si vero horum nume¬

rorum complexorum nullus ipsam normam
p

habet , hic numerus primus
p

iis ad -

numerandus est , qui A — 1 factoribus complexis conjunctis non sunt compositi .

§ io .

Antequam ipsos numerorum primorum realium factores primos complexos quos

invenimus literis consignamus pauca de iis praemittere convenit . Pro A = 5 , 7 ,

11 , 13 , 17 et 19 omnes numeros primos formae
mX -hl

in primo mille contentos

in A — 1 factores dissolvimus , primus numerus A, pro quo hoc genus factorum pri¬

morum non semper datur , est numerus A — 23 ; inter octo enim numeros primos

formae 23 ?w - t- l , qui minores sunt quam mille , tres sunt qui viginti duobus facto¬

ribus primis constant , reliquos autem quinque , qui quum formam quadraticam 4
p =

a 1
-+ - 23

P
non patiantur , in viginti duo factores conjunctos dissolvi non possunt ,

in undecim factores primos complexos discerpere nobis contigit . Tales numeri

eundem characterem habere videntur ac numeri primi qui non sunt formae m A -+ - 1 ,

quos de hac nostra commentatione exclusimus , hi omnes habent minorem numerum

factorum complexorum primorum , qui non tam radicum singularum aequationis a * = l

quam periodorum functiones lineares sunt . Simili enim modo horum quinque nu¬

merorum primorum factores primi complexi , quos invenimus , periodos binarum radi¬

cum continent . Quibus praemissis ipsos factores inventos tradimus .

1 ) Si A — i) , et « radix aequationis « 5 — 1 .

11 = JV ( 2 + a )

31 = iV ( 2 — a )

41 = N ( 3 -+ - 2 « -+ • « 3 )

« 1 = N ( 3 •+ - « )

71 = N ( 3 — « -+ - a 2 )

101 = N ( 3 - hcc — « ' )

131 = N ( 3 - ha — K 4 )

151 = s N { 3 •+ ■ 2a — e* 4 )

181 =

191 =

211 =

241 =

251 =

271 =

281 =

311 =

N (
4

JV ( 4

N (
3

N (
4

N ( 5

N (
3

N (
4 + a -

A T( 5 -+ - 3 «

3 « )

a - + - 2 « 2 )

2 « )

« -4- « 3 )

2
a ■+■ ce * )

1- a 1)

■a 2 )

+ ■ 2 « 2
• t « 3)
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331 = 7V ( 4 — 2 « h - a 2 )

401 = jV ( 4 - 4- 3a — a 4 )

421 =
N ( 5

- 4- 2a - l- 2a 2 )

431 = 1V ( 4 — 2 « — a 4 )

461 =
N (

4 — a — a 2)

491 =
N ( 5

- t- 3 « - f- a 3 )

521 = 2V ( 5 - t - a )

541 = iV ( 3 — 3a — a 2 )

571 = iV ( 6 -4- 5a - 4- 3a 2 )

601 = iV ( 5 - f- 2a — a 2 )

631 = iV ( 4 — 2a — a 3 )

641 = 1V ( 5 - H 3 « - i- 4 « 2 )

2 ) Si / = 7 , et ct

29 = jV ( 1 -4- a — « 2 )

43 = iV ( 2 -4- a )

71 = JV ' ( 2 + « + o 3 )

113 =
N (

2 — « h - « s )

127 = iV ( 2 — a )

197 = iV ( 3 - t - « -+- « 5 - f- a® )

211
= N

( 3 - t - a - f - 2 « 2 )

239 =
N

( 3 -+ - 2 « - 4- 2a 2 - 4- a 3 )

281 =
N (

2 — a — 2 « 3)

337 = iV ( 2 - 4- a — a 2 — a 4 )

379 = 2V ( 3 - t- 2 « h - a 2 )

421 = JV ( 3 - 4- a - 4- a 2 )

449 = iV ( 2 - f - a — a 3— a® )

463 = iV ( 3 -4 - 2a )

3 ) Si A = 11 , et a

23 =
N ( l -r - « -+- « *)

97 = iV ( l + « + a 2 + s 4 + « ! )

661 = 2V ( 5 - 4- a — a 2 - f- 3a 3 )

691 = iV ( 3 — 3 « — 2a 2 )

701
= N ( i — a

— 2a 2 - 4- a 3 )

751 = JV ( 6 -4 - 4 « - H 3a 2 )

761 = iV ( 5 — 2a - t- a 2 )

811 = JV ( 3 — 3a — 2a 2 - t- « 3 )

821 = = iV ( 4 — « — 2a 2 - t- 2a 3 )

881 = 2\ 7 ( 6 - 4- 2a - 4- a 2 )

911 = iV ( 5 - f - a 2 — 2 « 4 )

941 = iV ( 4 - 4- 3a — 3 « 2 — , <3 )

971 =
N (

5 — 2 « — a 4)

991 = iV ( 6 - t- a - f - « 3 )

est radix aequationis « 7= 1 .

491 = iV ( 3 - 4- « - 4- a 3 — a 5)

547 = iV ( 3 - t - « )

617 =
N ( 2

-+ - a - 4- « 2 —— a 8 )

631 = iV ( 2 - 4- 2a — a 2 -4 - a 3 - »- a® )

659 = iV ( 2 -+ - 2 « — a 2 - 4- a 5 )

673 = = JV ( 4 -4- 3a - f - 2a 2 - 4- a 4 - »- 2 « 6 )

701 = iV ( 3 - 4- a - 4- « 4— « ®- t- « * )

743 =
N

( 3 - 4- 2 « — a 3— a 4 )

757 = iV ( 3 - + - 2 « - 4- a 3 )

827 = JV ( 2 -4- 2a — a 4 — « « )

883 = iV ( 2 — a 2 — 2a 3— a 5 )

911 = iV ( 3 - 4- 2 « — a 3 - 4- a 4)

953 = iV ( 3 + - « — a 2 — a 3 )

967 = iV ( 2 - 4- 2a — « 3 - 4- 2 « 5 )

est radix aequationis a n = l .

89 =
N ( l

-4 - a - 4- a 4 - 4- a® )

199 = r
NI

-+ - a — a 2 )
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331

353

397

419

463

617

53

79

131

157

313

443

103

137

239

307

409

191

229

419

= N ( i — a -h a 3 -h u 3)

= N ( 1 - + - a « 3 - t- « 4— a 7)

= N ( 1 H - a - 4- a® — a 7)

= iV ( l -+- a — a 2 -+ - a 3 )

— N ( 1 — a — a 1 a s - l- a 6)

= N ( 2 - h a - h « 3 - t- a 10)

991

661 = JV ( 1 - ha — a 2 - h a * — a 8 )

683 = ^ ( 2 - h « )

727 = jV ( l -4- « - +- « 3— a 8 — a 9)

859 = N ( 1 - f- a - t- « 2 - f - a 3 - f - a 7— a 8 )

881 = iV ( l - t - a - ha 3 - ha 3 — « 4 — « 7— a 9)

947 = jV ( 2 - h « 3— a 4 — « «)

= 2V ( 2 -4 - « -+ - a 3 )

4 ) Si >1 = 13 , et « radix aequationis a $ = 1 . h

N ( 1 -h a -h a 3)

: ]V ( l — a -ha 10)

: N ( 1 — a - (- a n )

2V ( 1

iV ( l — B + « * - *. „ «)

2V ( 1 + « — # 3 + « 8)

a -+ - a ‘ - h a * )

521 = JV ( 1 a 12)

547 = iV ( l — a — a 2 - t- « 3 - + - a 6)

599 = iV ( l -+ - a — a ‘- h a 8 - h a 11)

677 = W ( l - a — a 4 - ha 6 - h « * )

959 = N ( 1

911 = jV ( l

937 = JV ( 1 - *- « 3

«

• a 7- t - a 8 — « 10)

- a " — a8— ~ 7— a » )

5 ) Si A = 17 , et a radix aequationis a , 7= l .

= iV ( l - ha 3 - ha 9 ) 443 = N ( 1 - ha - h a 3 - h a 3— a 1B)

— 7V ( 1 -+- a — a 3) 613 = N ( 1 - ha 2— a 3 )

= N ( l - ha -ha 3 ) 647 = iV ( l - H a - t- a 13 -4- a 1B)

= jV ( l — a - ha 1) 919 — N ( l - ha - ha * - ha * -ha 9)

= A 7 ( l — a 3 - h a 8) 953 = 7 ^ ( 1 - ha -h a 9— a 13)

6 ) Si ^ , = 19 , et a radix aequationis « 19 = 1 .

= JV ( 1 -
4

- « - f - « 16) 457 = JV ( 1 - + ■ « - h a 3)

— Na — a — a 3) 571 = iV ( l h a - ha 3 - h a 3— u 3)

— jV '( l - +- a — a 8) 647 = iV ( l — a 3 - h « 9 )

761 = jV ( l — « 2 - h « 12)
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7 ) Si A = 23 , et
a

radix aequationis « 23 = 1 .

599 = 2V ( 1 4 - « 15— a , fi ) 691 = 2V ( 1 4 - « 4 - « s )

829 ~ tf ( l - t - a n 4 - « 20 )

reliqui numeri primi formae 23w « 4 - l infra mille undecim factoribus primis con¬
stant ; habet

47 factorem a 10 4 - cx 13 4 - a 9 4 - a 15 4 - « 7 4 - u 16

139

277 53 2 H- B4 - # ‘iJ + « , + a " i

461 5? a 4 - « 22 4 - « 10 4 - a l3 4 - a 8 4 - a l5 4 - « ® 4 - u 14

967 35 2 4 - a 11 4 - a 12 4 - a 4 4 - a 19

§ 11 .

Quae de numeris complexis et de eorum factoribus primis commentati sumus

ad doctrinam de sectione circuli felicissimo successu applicari possunt . In hac

enim doctrina tales numeri complexi eorumque producta maximi momenti sunt ,

quorum vera indoles in luce clarissima ponitur si in factores primos diffinduntur .

Sit/ > numerus primus realis formae
mX -\-

1 , « radix imaginaria aequationis
= 1 , g radix primitiva numeri primi p , et

( a , x )
—

x
4 -

a x »
4 -

a ^ x !>2
4 - . . . . 4 - aV 2 aV

Totius fere doctrinae de circuli sectione caput est formae hujus ( a , x ) potestas

exponentis
k ,

quae a radice x non pendet , sed radicis a functio rationalis integra

est , ideoque numerus complexus ejus generis quod supra tractavimus . Ipsa haec

formula ( a , x ) , quam Cl . Lagrange primus adhibuit , proprietatibus insignibus

gaudet , quarum maximas Cl . Jacobi primus invenit :

( a , x ) ( a — l , x ) ~ p

( a m , x ) ( a n , x )
- -- = «// ( « )

=
A 4 - A

. a - I- A
a 1 4 - . . . H - -dx — i 1

( a m + « , x ) 1 2

numerus complexus «// ( « ) ita semper comparatus est , ut sit

ifj ( a ) ip ( a — 1 ) = p .
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Inde positis
( a , x ) ( a , x ) = ^ , ( « ) ( u 2, x )

( a , x ) ( <x 2, x ) = %[j 2 ( cc) ( a z, x )

( a , x ) ( a 3, x ) = t {J3 ( a ) ( a \ x )

( a , x ) = i/̂ - 2 ( a ) ( n4 - 1, .r )

iisque aequationibus inter se multiplicatis , adhibita formula ( a , x ') ( ci~ 1, x ) — p , fit

( a , x ) l = p . i/ ; , ( « ) i/^2 ( « ) . . . . i/U — 1 ( « ) .

Numeri integri complexi , quibus hoc productum constat , ^ a ( « ) etc . , a se
invicem ita pendent , ut quamvis non singuli , tamen productum omnium per unum

eorum exprimi possit . Tali autem reductione non indigemus , si pro numeris com¬

plexis p , »/q ( a ) , </' ., ( « ) etc . , qui compositi sunt , eorum factores primos adhibemus ,
quo facto repraesentatio formae ( a , x ) ^ solos factores primos conjunctos numeri p

continebit . Disquisitionem nostram ad tales numeros primos p restringentes , qui

in X — 1 factores complexos conjunctos diffindi possunt , habemus

/ > = / ( « ) /V ) / « 3) • • • . / ( « l - 1 )

etiam numeri complexi ( a ) , ( a ) etc . alios factores primos habere non possunt

nisi eos qui in p reperiuntur , est enim pro quolibet numero ri \p r ( a ) xp r ( a 1) = p
et supra § 6 demonstravimus numerum p , neglectis unitatibus complexis , quibus

factores affecti esse possunt , pluribus modis diversis in X — 1 factores primos dis¬

solvi non posse . Quilibet igitur numerorum tjj r ( a ) est productum alterius semissis

factorum / ( « ) , / ( a 2) etc . et unitas complexa , quae factor accedere potest , si per

tp ( a ) designatur , conditioni <p ( a ) tp ( a ~ 1') = 1 satisfacere , ideoque secundum ea quae

§ 4 invenimus , simplex unitas + a k esse debet . Inde loco factorum compositorum

factoribus simplicibus substitutis , hanc formam habemus :
m ,

m l m 2 m 3 l — 1
( « , * ) * = + a ft/ ( a ) / ( « 2 ) / ( a 3) . . . . /a *— 1)

in qua m x , m ,2 > a» 3 etc . , sunt exponentes integri positivi , quos jam determinaturi
sumus . Primum adhibita formula simplici

( cc, x ) ( a — l , x ) = p — f ( <x ) f ( tx '2) f ( <x 3 ) . . . . / ( a * — 1)

sponte elucet esse m l -+ • = X, m 2 - t- = X etc . , i . e . summam binorum
exponentium , ab initio et a fine aeque distantium , constantem esse et numero X

4
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aequalem ; unde sequitur ut omnes hi exponentes numero X minores sint ,

per formulam generaliorem

( or , a ;) ( a r , x )

( ia r + 1, x ) = ipr ( « )

lit
m . A m .

m l m 2 X— 1 »« ! m 2 X— l
/ ( « ) / ( “ 2 ) • • • / ( « r) / ( a2r ) • • • f ( ct rX ~ r )

m 1
m 2 X— l

/ ( « r + 1) / ( « 2r + 8 ) • • . / ( « <* — Ofr + O )

Deinde

et quia quotiens talium numerorum complexorum , quorum norma est numerus pri¬

mus , non potest integer esse , nisi singuli factores denorninatoris cum factoribus

numeratoris compensantur , et quia hic quotiens potestati X tae numeri complexi

aequalis est , singulis tribus potestatibus numeri primi f ( a k ) in unam conjunctis ,

facile colligitur pro quolibet numero k esse debere :
Jc k

mu - f- — « ?„ = () , si — , v = - mod . X
r r - 1

inde posito kmu = nu sive =

n u

k
mod . X fit :

v k(t, k

iisque substitutis congruentia mu - ^- m ^ — / » „ = ( ) mutatur in

mod . X

T ~
+

r . nu ( r - + - ! ) » * _

k
0 mod . 1 ,

unde posito k — 1 habemus :

n . -+ - rnu , — ( r - f- r ) w „ = 0 , si — et - mod . X.r r - t- 1

Jam si primum facimus r = l , fit « , aequale numero n cujus index congruus est

/ 2 , deinde posito r — 2 idem aequalis invenitur numero n cujus index congruus

est % , tum posito r = 3 etiam n cujus index J/ illis aequalis invenitur , et ita

porro ; numeri autem fracti '/ , , % etc . , omnibus numeris integris 1 , 2 , 3 etc . ,

etsi alio ordine , congrui sunt , modulo ; itaque numeri n pro omnibus indicibus

diversis iidem sunt et omitti possunt , quo facto habemus

n . -
— mod . /
k
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quae determinatio revera congruentiae — m v = 0 pro quolibet valore nu¬

merorum Ic et r satisfacit . Inde habemus theorema insigne : Si / ( « ) est factor

primus complexus numeri p , cujus norma est ipse numerus p , est :
tiU

?n 1 w 2 m 3 K— I

( C ) . . . . ( cc, x ) l = ± : cck f ( cc i f ( tx '2 ) f ( ct 3 ) . . . . / ( « * — >)

et exponentes m { , m 2 , m 3 etc . , ita determinantur ut sint numeri minimi positivi ,

qui per exponentes potestatum radicis a , ad quos pertinent , multiplicati omnes

eidem numero congrui fiant pro modulo X . Numerus primus complexus f ( ce) , alia

radice imaginaria aequationis a k — \ accepta , etiam signo f {a r ) designari potest ,

in quo r est numerus integer arbitrarius , quem si ita eligimus ut sit n r = 1. mod . X
n

exponentes m , , »« 2 , « *3 etc . non jam per congruentiam mit = - sed per hanc

1 . k
simpliciorem mii ^ = — mod . X determinatur ; praeterea quum omnes debeant essek

minores quam X, nihil amplius indeterminati relictum est nisi radix a , quae ex om¬

nibus aequationis « ^ = 1 radicibus imaginariis eligenda sit , et unitas simplex -+ - ct k

qua hoc productum multiplicatum sit . Inde formae ( a , xf repraesentatio , quae

sectionis circuli caput est , pro omnibus iis numeris p , qui in X — 1 factores com

plexos conjunctos diffindi possunt , ad simplicitatem maximam perducta est . Omnes

enim difficultates et calculi longiores eo revocati sunt , ut numeri p = mX -+ - 1

factores primi complexi inveniantur , quod methodorum supra traditarum ope facile

perficitur . Quum numerus f ( a ) cujus norma est p , siquidem revera talis numerus

datur , non plane determinatus sit , sed semper infinite multis modis diversis exhi¬

beri possit , dubium inde oriri posset , quisnam omnium horum numerorum accipien

dus sit , nisi productum illud hac virtute gauderet , ut pro omnibus iis diversis nu¬

meris semper idem sit . Facile hoc theorematum paragraphi quartae auxilio de¬

monstratur ; nam si/ ( « ) est aliquis numerorum quorum norma est p , ceteros omnes

demonstravimus hac forma contineri f ( a ) ip ( a ) , in qua </ ■>( « ) est unitas complexa ,

inde si/ ( a ) </ ) ( « ) loco/ ( a ) in formula ( C ) substituitur , accedit factor

m x « i a m B l '— 1

(p ( a ) r/ ) ( a 2 ) <p ( a 3 ) . . . . ip ( a k *) = </ >( « )

Hac unitate
il>

( a ) cum reciproca <l > ( a — ! ) multiplicata , quia -+ - m \ i = X, m ; - t-

m %_ i — X etc . fit

( I >( a ) <b [ a 1) = ( Vp ( ct ) rp ( a ‘2 ) qj ( a 3 ) . . . . <p ( u k ~~ i yf =
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unitas autem complexa , quae per reciprocam suam multiplicata unitatem realcm

efficit , simplici unitati + a ” aequalis est , itaque quum sit </> ( a ) = + a n videmus

solam mutationem levem , quam substitutis aliis numeris complexis f ( ce) aequationi

Nf ( a ) — p satisfacientibus , formula ( C ) pati possit , eam esse , ut loco factoris u k

alia quaecunque radix aequationis a * = 1 substituenda sit .

Ut methodi in hac paragraplio explicatae indolem veram melius cognoscamus ,

ad eam respiciamus qua Cl . Gauss usus est in sectione septima disquisitionum

arithmeticarum , § 358 , ubi casum X = 3 ingeniosissime pertractavit . Hic totam

rem eo reduxit ut numerus 4 p in formam redigatur , et quum eo per¬

venisset ; problema ab omni parte absolutum esse censuit . Simili modo secundum

methodum nostram numerus p in formam certam gradus X — 1 totidemque inde¬

terminatorum redigi debet , quo facto difficultates omnes sublatae sunt . Quuin enim

norma sit forma certa gradus X — 1 et X — 1 indeterminatorum , talem factorem

primum complexum numeri p invenire idem est atque hunc numerum in formam

dictam redigere . Si omnes numeri primi p , formae mX ~f— 1 , in hanc formam

redigi possent , sive quod idem est , si in X — 1 factores complexos conjunctos dis¬

cerpi possent , totius doctrinae de circuli sectione pars major confecta esset , quum

vero non omnes numeri p repraesentationem per formam illam patiantur , restat ut *

etiam pro iis forma propria expressionis ( a , a ?) 1 inveniatur . Haec autem res maxi¬

mis difficultatibus obnoxia est , quae ut superentur magno etiam virorum doctorum

labore opus erji .

SOS8XK *- -
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