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Drruis plus de trente ans, je recommande aux auteurs
de livres élémentaires une marche natuarelle et logique,
que j’ai cherché a suivre moi-méme dans mes divers ou-
vrages sur les mathématiques et sur la physique. En pu-
bliant la premiére édition de mon {rithmétigue (1795),
je Vintitulai Arithmétique d Emile, et je lui donnai pour
¢pigraphe ces mots de J.-J. Rousseau, Que potre éléve
n’apprenne pas la science, qu’tl I'invente : ¢’élait assez
faire pressentir la marche que je me proposais de suivre.
Dés lors j'ai publié la: Physigue d Emile, U Algébre dE-
mile, et plusieurs aulres ouvrages élémentaires, ou le
nom d'Emile ne parait plus, mais dans lesquels jai ce-
pendant toujours suivi la méme méthode. L’épigraphe
que je viens de citer prouve que j’ai considéré cette mé-
thode comme une méthode d’invention; cependant j’ai
déclaré que je ne voulais point lui donner le nom de mé-
thode analylique, parce que les philosophes ne sont
point encore d’accord sur-le véritable caractére de cette
derniére. Mais ce qui esl bc;meoup plus essentiel, c’est
d’envisager cetle marche d’invention sous son véritable

point de vue. Voici ce que jai dit & cel égard, dansun
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Mémoire sur la meilleure marche & suivre dans Pensei-

gnement de la géoméirie élémentaire, publié en 1824 :

-

« Les ouvrages élémentaires, dans chaque genre, sont
faits pour les commencants, et leur condition essentielle
est, je pense, ia clarlé. 1l fant qu’ils soient clairs, et ils
doivent I'étre, non-seulement dans les détails, mais en-
core dans la marche générale. Sile plan sur lequel ils
sont tracés peut étre saisi d’entrée par le lecteur, lalu-
micre qui en résulte rejaillit nécessairement sur les dé-
tails, et augmente I'intérét de I'ensemble.

« Je suppose un esprit bien fait, capable de réflexion,
qui ne connaisse pas la géomdétrie, qui ne l'ait pas étu-
diée, mais qui veuille s'imposer la tiche de méditer lui-
méme sur ce sujet, et d’inventer en quelque sorle la
science. Il g’informera d’abord de 'objet dont elle s'oc-
cupe, savoir I'élendue, considérée sous le rapport de ses
formes et de ses dimensions; et aprés avoir tiré de la les
premiéres notions de lignes droites et courbes, de sur-
faces planes et non planes, el’de solides de toute espéce,
il demandera quelles sont, parmi cette infinité de choses,
celles auxquelles on se borne dans les éléments. Avec ces
données préliminaires, il s’abandonnera a ses propres
forces, se tracera d’avance une route, et la suivra sans
s’en départir.

« Cette méthode, qu'on peut appeler méthode de re-
cherche ou d’invention, est sans doute aussi celle qui
convient & I'enseignement, puisque l'éléve, en suivant
le fil qui le dirige, sent qu’il aurait pu le tendre lul-méme,
et croit presque ne suivre que sa propre impulsion.

« Mais je dois répéter ici ce que j'ai déja dit ailleurs:
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On a trop confondu la méthode d'invention proprement
dite avec la marche supposée des inventeurs; c’est celle-
ci que Clairaut a voulu suivre dans ses Eléments de géo-
mélrie, publiés en 1741, el conlre laquelle d’Alembert
a fait ensuite, en 1759, quelques objeclions dans ses
Mélanges de littérature , d’histoire et de philosophie. I.e
hasard a souvent présidé aux découvertes des véritables
inventeurs, qui, semblables a I'abeille, butinaient tantdt
ici, tantot la, sans s’astreindre & aucune marche cal-
culée. Lorsqu’on prétend suivre leurs traces, on doit
procéder comme si 'on essayait un premier pas, sans
avoir lair de prévoir quels pourront étre les suivants;
et cetle incerlitude n’est pourtant pas réelle : il faut
bien que I'auteur adopte d’avance un plan; mais il évite
de le faire connaitre. Ce plan d’ailleurs est tel, qu’il
faudrait déja posséder la science dans son entier pour
le saisir, et dés lors il n'est plus propre a servir de
guide au commencant.

« Je I'ai dit aussi: Il me parait que la véritable méthode
de recherche doit, moins que toute autre, avoir l'air de"
procéder arbitrairement et comme au hasard : elle doit
se proposer un but, et ¥ marcher d’un pas assuré; elle
doit répandre sans cesse une lumiére si vive, que I'éleve
ne soit jamais incertain de sa route, qu’il découvre d’un
coup d’ceil le chemin qu’il a fait, et celui qu’il doit faire
encore. »

A pen prés dans le temps que je }‘rliiﬁ‘ii&i mon pre-
mier ouvrage, le Tra:ié analytique de la Méthode

stre et

4 ol 11 T . . .
(1704), Lillust malheureux Lavoisier professait la

o . i @ o aigly - .
méme doctrine, et 'un et 'autre nous citions Condillac
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comme en ayanl un des premiers donné le précepte et
Pexemple. J'ai dés lors acquis une longue pratique de
I'enseignement, et jai vu souvent ces développements
logiques exciter I'enthousiasme des jeunes éléves favo-
risés par la nature; mais ils ont pea d’influence sur les
lecteurs qui savent déja, et qui tiennent & leurs habitu-
des. Peut-2tre aussi n’y a-t-on pas donné assez d’atten-
tion; j’en trouverais la preuve daus un certain nombre
d’ouvrages élémentaires qui ont paru dés lors.

Si I'on a présent a I'esprit ce que nous venons de dire
3 Poccasion de la géométrie, on comprendra que nous
avons dit distribuer les matiéres que nous nous propo-
sions de faire entrer dans cette Algébre sur un plan qui
put étre saisi par les commencants lorsqu’ils auraient
acquis les nolions fondamentales. Nous allons donner ici

une légére esquisse de ce plan.

Ony trouve d’abord une Introduction divisée en trois
chapitres. Dans le premier, on fait naitre les caractéres
généraux et V'algébre au moyen de problémes arithmé-
tiques. Dans le second, en appliquant les formules géné-
-ales & quelques cas particuliers, dans lesquels telle ou
telle quantité a passé de Paddition a la soustraction, et
réciproquement , on voit arriver les quantités dites po-
sitives et négatives, que nous avons nommées directes
ot inverses. Dans le troisiéme enfin, on fait observer
que le but de toute opération de calcul est de détermi-
ner des quantités inconnues au moyen de certaines re-
lations qu'on leur sait avoir avec des quantités connues.
On fait observer aussi que ces rapports fournissent des
équations qui servent a les exprimer. On dit alors ce que
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c’est que résoudre une équation, et l'on fait voir que
toute équation, ou se trouve résolue dés qu’elle est posce,
ou n'est pas ainsi immédiatement résolue,

Toute l'algébre étant comprise dans ces deux classes
d’équations, le corps de Pouvrage se trouve naturelle-
ment divisé en deux parties, la premidre traitant des
équations qui sont résolues des qu'elles sont posées, la
seconde des équations 2 résoudre.

Cela posé, voyons les détails de la premiére parlie,qui
porte, dans le fait, sur les opérations fondamentales.
Elle est de nouveau divisée en deux sections: la premiere,
qui s'occupe des opérations sur les quantités simples,
conduit aux lois des signes, aux définitions des coeffi-
cients, des exposants, des puissnncés et des racines, et
enfin 4 la composition des formules algébriques, soit
comme monomes, soit comme polynomes.

La seconde seclion traitant des quantiltés composées,
considére successivement leur addition, leur soustrac-
tion, leur réduction, puis leur multiplicaiion'et leur di-
vision. A I'occasion de la soustraction, on dit un mot des
équidifférences et des progressions par différences, déja
examinées en détail dans Parithmélique. A Poccasion de
la division, on dit un mot, soit des fractions, soit des
proportions et progressions par quotients, et méme des
logarithines, tous sujets développés dans Varithmétique.

Enfin, la division conduit encore aux séries qui nais-
sent de la division, et celles-ci conduisent aux fractions
5 e A o r
conlinues. Mais la reégle par laquelle on réduit une frac-
tion ordinaire en fraction continue, est la méme que

b
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celle du plus grand commun diviseur, en sorte que ce
dernier sujet vient succéder au précédent. Cependant
on ne peut s'occuper du plus grand commun diviseur
sans parler de la plus grande commune mesure de deux
nombres, et des quantités incommensurables ou irra-
tionnelles. Or; ces quantités sont représentées par desra-
cines A extraire, et elles conduisent par conséquent aux
élévations aux puissances, aux extractions de racines, et
au calcul des radicaux. Alorsla premiére partie est ter-
minée. On y a joint cependant une appendice sur les
permutations et combinaisons.

Nous avons dit que la seconde partie traitait des équa-
tions A résoudre. Elle est aussi divisée en deux sections:
dans la premiére, on pose les généralités relatives aux
équations, et on examine les changements prépara—
toires qu’on peut leur faire subir. On les décompose en
facteurs du premier degré; on examine la forme de leurs
coefficients, et on traite des fonctions symétriques de

leurs racines.

La seconde section s’occupe de la résolution effeclive
des équations. On y traile d’abord des problémes qui
fournissent autant d’équations que d’inconnues , et
ensuite des problémes qui fournissent plus ou moins
d’équations que d’inconnues. Yoyons plus en détail le
premier cas, celui ou I'on a autant d’équations que d’in-
connues.

Dans une premiere sous-division, on cherche a rame-
ner le cas de plusieurs équations et autant d’inconnues,
34 celui d'une équation el une inconnue, c’est-a-dire
qu’on s'occupe de V'élimination pour tous les degrés.
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Dans une seconde sous-division, qui traite d'une
équation avec une inconnue, on a d’abord le cas le plus
simple, celui des équations a deux termes, qui non-
seulement comprend toutes les équations du premier
degré, mais encore les racines réelles et imaginaires des
nombres, et en particulier les racines de I'unité pour
tous les degrés.

Les équations a deux termes conduisent a I'évanouis—
sement des termes et ada résolution des équalions gé-
nérales du second, du troisidme, du quatriéme degré,
et de quelques équations de degrés supérieurs qui se
rattachent a celles-la. Du reste, la résolution des équa-
tions générales des quatre premiers degrés, a été traitée
encore d’une maniére trés-développée par la méthode

de Lagrange, fondée sur la considération des fonctions
des racines,

On a ensuite, comme méthodes propres i tous les

degrés, soit pour les équations numériques, soit pour

r . . T : o > E

les équations algébriques, la méthode des racines égales,

puis celle des racines rationnelles, puis enfin quelques
?

mots sur les racines irrationnelles et sur les racines ima-
ginaires,

On voit par cette analyse que Poavrage pourrait étre
considéré comme terminé [i, puisqu’on a passé en re—
vue les matiéres qui doivent essentiellement entrer dans
les éléments. Cependant on y a joint une appendice
annexée a la seconde partie, appendice dans laquelle on
s’est proposé, 1° dexpliquer quelques méthodes plus
particuliéres que celles du corps de Fouvrage, qui toutes

sout tout-a-fait générales; 2° de proposer aux commen-




YIII PREFACE.

cants un certain nombre d’exercices de calcul. Ces pro-
cédés particuliers et ces exercices ne devaient pas entrer
dans le corps de 'ouvrage pour ne pas en ralentir la
marche. Dans celte appendice donc, on expose en pre-
mier liea quelques méthodes d’élimination, d’abord pour
le premier degré, et ensuite pour tous les degrés; et 'on
s’exerce a résoudre des problémes déterminés du pre-
mier et du second degré, puis des problemes indéter-
minés du premier. Aprés avoig ensuite traité assez aun
long des racines irrationnelles des équations numéri-
ques, on fait Papplication de toutes les méthodes a
des équations de degrés supérieurs. On y résout entre
auntres complétement une équation numérique du
dixieme degré, qui a des racines de tous les genres.

Enfin, on a ajouté a cette nouvelle édition un cha-
pitre sur les séries, dans lequel on explique la méthode
des coefficients indéterminds, et un sur lintérét com-
posé.

Cependant nous pensons, avec M. Lacroix, que la ma-
titre des séries ne devrait pas élre morcelée comme on
le fait ordinairement; et nous n’avons eu pour but que
d’en développer avec quelque soin les premiers prin-
cipes, pour qu’on elit ensuite plus de facilité a lire les
ouvrages ol la matiére est traitée dans son ensemble.

Je dois maintenant parler de quelques dénominations
nouvelles introduites dans cet ouvrage.

1° Yavais proposé, dans mon Inéroduction a U Algebre,
publi¢e en 1799, d'appeler directes les quantilés positives,
el inyerses les quantités négatives. Je remis cet ouvrage
au ¢élebre Carnot, en 1800, son passage pour Marengo;
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ot un an aprés, en 1801, parut la Corrélation des figures
de géométrie, on les mémes dénominations sont em-
ployées. Cependant Carnot distingue les véritables quan-
tités qui sont absolues, directes, ou inverses, des valeurs
ou formules algébriques, qu'il continue de nommer po-
sitives ou négatives. Jose dire qu'il n’y a aucun avan-
tage dans celle distinction. Renoncerons-nous a dire les
nombres 1,2, 3, 4, parce que ces caracléres ne sont
pas réellement des nombres, mais les chiffres qui les re-

présentent? Ne dirons-nous plus que ]:’a”’ est une quan-
tité radicale, parce qu’a la rigueur cette expression n’est
que la valeur ou la forme algébrique de cette quantité
méme? Les ouvrages de tous les mathémaliciens ré—
pondent a cette question. Ainsi donc, d’un c6té on est
en quelque sorte forcé d’appeler quantités les formules
algébriques, et de l'autre on a paru sentir assez géné-.
ralement les avantages des dénominations que yavais
proposées. Pourquoi donc continue-t-on de nommer
positives les quantités directes, et négatives les quanti-

tés inverses?

Du reste, la théorie de Carnot ne me parait guére
propre 2 entrer dans des ¢léments, d’autant plus qu'elle
est fondée sur des considérations géométriques dont on
n’est pas toujours supposé s’tre occupé lorsqu’on com-
mence Palgébre. Je crois dailleurs que la régle que jai
donnée aux n®* 25, 26 et 35 de cet ouvrage, pour I'inter-
prétation des valeurs inverses, suffit pour tous les cas
(Foyez, par exemple, dans mon Application de I’ Agebre &
la Géométrie,lesn®® 53 a 65 et les n°f 197 et 198, oulreles
différents cas particuliers examinés dans cette Algebre
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méme). Cette régle, en outre, est remarquable, soit par

son extréme simplicité, soit parce qu'elle renferme les
régles des signes pour les quatre opérations principales,
ce qui donne la facilité de démontrer immédiatement
ces régles sans y revenir & deux fois, comme l'ont fait
quelques auteurs. (Foyez les pages 32, 33 et 34.)

2° Il y a aussi en algibre une expression générale-
ment usitée, et qui me parait tout-A-fait impropre: c’est
celle de racine , employée comme désignant la valeur de
linconnue dans une équation. On nomme cette valeur
la racine de I'équation; mais cette prétendue racine n’en
est pas une, et n’en serait pas méme une quand I'équa-
tion serait une puissance ; & plus forte raison quand elle
ne l'est pas. Il 0’y a qu'un seul cas ot les valeurs de
soient des racines, c’est dans Péquation 2 deux termes.
J’ai proposé, depuis 1799, de remplacer le mot de rucine
par celui de soluteur; et cette dénomination parait trés-
convenable. En effet, quand une équation donne x=a,
cette valeur @ est un nombre qui, mis a la place de &
dans Véquation, satisfait & cette équation ou la résout:
a est donc un soluteur de 'équation? Pourquoi employer
un méme mot dans deux sens trés-différents, quand il
est si facile de faire autrement? Plus on perfectionnera
la langue des mathématiques, plus la science fera de
progres,

3° Enfin, depuis long-temps on sentait 'abus des
épithétes d’arithmétique et de géoméirigue, données aux
rapporls de soustraction et de division. En 1795, dans la
premicre édition de 1" Arithmétigue d'Emile, je proposai

de les remplacer par d’autres, et de dire rapport sous-
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tractif, et rapport guotitf-Mais en 1802, dans la seconde
édition du méme ouvrage , je me fixai aux expressions
suivantes : rapport excédentif , rapport quotitif, propor-
tion excédentive , proportion quotitive , progression excé-
dentipe » progression guotitive.

Ces dénominations n’ont pas été adoptées: on pour-
rait méme croire, d’aprés les expressions qui sont ac-
tuellement admises , qu’il n’existe plus qu’un seul rap-
port et qu'une seule proportion, quoiquon ait encore
deux progressions. Cependant , je dois 'avouer, il me
semble que le résultat d’une comparaison est toujours
un rapport. Et comme on peut comparer deux nombres
donnés sous denx points de vue différents, ou sous deux
tapports différents, en se demandant, 1° de combien P'un
excéde l'autre , 2° quel est le quotient de I'un par I'au-
tre, les résultals de ces deux comparaisons sont néces-
sairement . deux rapports , qui doivent étre distingués

par deux épithétes différentes, avec le nom générique
commun.

Puissé-je avoir convaincu quelques-uns de mes lec-
teurs de Pimportance de la méthode dans tout traité
¢lémentaire d’un genre quelconque ! Puissent-ils penser
désormais que la marche d’'invention, zelle que je lar
caraclérisée, est la plus convenable a I'enseignement !
et puissent les ouvrages élémentaires devenir en oénéral
plus méthodiques ! '

N. B. Yai marqué d’'un astérisque *, dans le courant
de Touvrage, les numéros que les commencants peu-
vent omettre dans une premiére lecture; et j'ai d’ailleurs
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donné, outre la table générale, une table particuliére
de numéros qui, lus dans Pordre que j’ai indiqué, for-
ment un cours élémentaire ne passant pas les équations
du second degré. Cette table est surtout destinée a
Messieurs les étudiants en belles-lettres dans I'académie
de Lausanne; mais elle pourra servir aussi & tous les
lecteurs qui voudront se contenter d’un cours trés-
¢élémentaire, ou qui voudront du moins commencer

par 14,

Je ne terminerai point cette Préface sans offrir tous
mes remerciments & M. Louis Cuénoud, instituteur de
mathématiques a Lausanne, qui a bien voulu me donner
ses avis sur les perfectionnements dont mon ouvrage
était susceptible. Presque tous les changements avan-
tageux qu’on pourra remarquer dans cette nouvelle
édition, m’ont été suggérés par lui; et je n’ai pu quap-
plaudir a sa perspicacité et a la justesse de son esprit.
Cette preuve d’attachement qu’il a bien voula me don-
ner m’a été d'autant plus sensible, que je lui ai voué
moi-méme dés long-temps l'affection la plus sincére et
la plus vive.
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FAUTES ESSENTIELLES

A CORRIGER D’AVANGE.

N. B. Comne le papier boit, servez-vous d’une plume bien fine, et d’encre

ordinaire, ol vous ajonterez de la gomme en quantité suffisante,

Pior 6, ligne 13 en remontant, 6ox -\ 660, lisez Gox -~ 6oo.
10, au dénominateur de la p formule, — 50, lisez 6o — 5o,
14, ligne 21, a1~ 4, a--b,lises at-b, aemp,
20, note, démonstrations, Jisez dénominations.

32, ligne 9 en remontant, pouvons, Jsez pourrons.

2.7, o
4o, ligae 2;<am+b~—i—rl= ) s (a*”—]—~l;”+c.” )
— ligne 16, 4, 3, Zisez 4.3.
43, ligne 5, ded, lisez — fed.
45, ligne 9 enremontant, 1(7a*b% — 4, - ete.), lisez
1(7a*h5 — min —+- ete.yr.

; 3 3 ?
A7, licndbe =l 5 ml, S Ligne 11 en remoniant,
I

ajoutez au has de la page, et sous la forme de nole, ces
mols: Si, au lieu de prononcer mojns par moins fait plus
ce qui choque loujours les commencants, on pronongait
Cinperse de Linverse est le direct, ou Vinverse Pris inversé-
ment devient direct, le sens de la phrase serail beaucoup
plus clair. Voila un avantage de nos dénominations de
quantilés directes et de quantités inverses.
50, note, double signe |-, Zises double signe -+
51, ligne 13, ary lisez a—p.
a
(2

> disez
1000 1

95, formule 4,
1000

2 .
97, (')3. Assurez-vous fuun carton ﬂut pour ces (]CLII( pagesa
bien éLé placé dans volre exemplaire. .
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FAUTES A CORRIGER.

130, lignes 18 et 19, ¢'ils n'ont point de diviseur commun,
lisez si les coefficients n’ont point de diviseur commun.

136, ligne 3, (_Z—)n, lisez (—;—)ﬂ.

?
145, ligne 3, B{T, lises B™.

3 3
146, ligne 8 en remontant, hd L/ cSe, lisez bhed | ce.
151, ligne 2 en remontant, o', lises a™.
152, ligne 8 en remontant, 9y, lisez y747.

n n
154, lignes 1 et 3 enremontant, (l"/———(l»)n , disez (L/—(z) 3
155, dernitre formule avant la note, -}, lisez X,

— note, ligne 1, | a@. — 1, lisez Va.l —1.

185, ligne 3, (1 -4-77) A, etc) ; lisez (14 ny -} etc. )s

— ligne 3 en remontant, (1 -+ 9)b, disez (1 -+ ';‘)h.

¥ nt--1—n3 nnti—n*
195, ligne 2 en remontant, ———, lisez :

17 =]

a7, ligne g, (Poyez la note), lisez (¥ oy ez la note, pag. 216).
234, derniere formule , — (m — )T, lisez — (m — nT.
237, ligne 15, mettez une parenthése devant a”€r, apres le
signe -
250, ligne 17, 8*=, lisez 8=
260, ligne 12, 1. C es, lisez 481. Ces.
325, ligne 11 en remontant, — &4, lisez 1B,
357, ligne 13 en remonlant, pz* (g — 3)z, lisez pz* - (g —3)=.
361, ligne 11 en remontant, 4 moins que ces valeurs, elc.....
La phrase serait peut-étre plus claire si on disait: mais
danstelle outelle série, denx valeurs penvent tomber sur
les limites mémes.
368, ligne 18, ces membres, lisez ces nombres.
369, ligne 11 en remontant ... . 2, lisez .. o0 — 2
403, ligne 12, b 43z, lisez b - 5z,
407, ligne 7, formule du milieu, ajoutez au basde la page, et
sous la forme de note, ces mots: On aurait pu, au lieu
de —Z, éerive — 3 — L ; cela aurait simplifié les calculs,

sans cependant changer le resultat.
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Pice 471, ligne 5, la formule doit étre
1 +-‘t‘+;u2: 1 —x’-[-—.ri—m“—-]—x‘ — b 2% — e - dre.

Wy ligne 6, Stz Fx; lises —a*  — .

— lignes 5, 6, 7 , en remonlant, lisez ces lignes ainsi:
jusqu’a ce qu’on eiit un reste dans lequel la plus haute
puissance de x fit moindre que celle du diviseur. Ce se-
rait alors ce reste qui formerait le numératear de la frae-
tion a développer en série, apres avoir ete.

472, aumilien, Exemple du 4™ cas, lisez Exemples an pluriel.

n*x* 2R n2aed 2nx

4123 lic lisez ozt

igne 10, — 182 — —— .
I5:8 : i mr’ m* ’ m

474, ligne 6 en remontant, les différences des différences,
lisez les différences des différences des différences.

477, Assurez-vous qu’un carlon de quatre pages a bien été
placé ici dans votre exemplaire.

485, ligue 7 en remontant, dont, lisez done.

FAUTES MOINS GRAVES QUE LES PRECEDENTES.
PAcr 182, Dans la formule du n° 330, le chiffre 3, qui est au-dessus
du signe radical, dauns les dénominateurs des quatre der-

niers lermes , appartient au signe radical lui-méme. Ainsi

[ A aa e 8t
3 par exemple, signifie g divisé par 1«2, elec.
L/“a

2920, ligne 3, 6tez la parenthese qui commence la ligne.
257, ligne 1, ses, Zises ces.

259, ligne g, dans cas, /isez dans ce cas.

356, ligne 3, o n, lisez son.

357, ligne 3 en remontant, et dernier, Zisez el du dernier
368, ligne 12, hinome, /Zisez trinome.

ligne 24 A lise Lol
- e 9k, =, fizez
g '

7
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Pace 394, lignes 15, 16, obtiendrons, Zise= obtiendrions.

397, ligne 2 en remontant, d’oli conclut , lisez d’olt I'on con-
clut.

463, ligne 4, n, P, q, ele. lisez p, ¢, ete.

485, lignes 8, 10, 11 en remontant. Ici et dans Jes pages sui-
vantes, on a employé, daprés Euler, le mot exposant
comme synonyme de raisor. Clest la raison de la pro-
gression.

492, formule cinquitme, mettez & au premier membre.

496, ligne 10 en remontant, 453, dtez ce nombre de cette

ligne, et mettez-le 4 la ligne au-dessus.




TACHE

DE MM. LES 2TUDIANS EN BELLES-LETTRES DANS L’A CADEMIE
DE LAUSANNE.

N. B. Cettetiche est aussi celle des aspirants aux places de com-
Mmissaires - arpenteurs. On y a joint, & la fin, trois articles que les
aspirants aux places d’officiers d’artillerie doivent connailre, outre
les précédents. Quant aux officiers du génie, ils doivent étre préts sur
l’OuVrage entier.

Obseryation générale.

Les éléves feront bien de suivre les numéros dans Vordre de cetle

table, quoique ce ne soit pas celui du cours complet.

Pt . i :
Ne* 1344 inclusivement, puisn® 50 4 112, et enfin n 114 4 126.

Nes 345 3 355, puis 357 a 369; puis encore 441 a 449, toujours
inclusivement.

N® 679 les premidres lignes, puis les n°* 680 4 684.

N>t 6912 712, en omettant, dans ce dernier numéro, les Problé-

mes XII et XIV.

" 157, 158, 159.

212 & 228, puis 234 4 253, puis encore 255 4 264.

" 265 & 286, puis n° 299 & 324 puis encore 337 a 343.

725 a 740, tonjours inclusivement.

POUR MM. LES OFFICIERS D’ARTILLERIE,

Quire tout ce qui précéde, encore les numéros suivanis,
N 189 a 211.
Tos v 3 . Y .y .
N°* 344, ou U dppendice & la Premiére Partic.
N>* 213 & 720,




ALPHABET

POUR TFACILITER LA LECTUBE DES CALCULS OU L’ON FAIT

USAGE DE LETTRES GRECQUES.

AT e
BRC iy e B0 A

T % e 10 o e sidhnn oL O
Aol e Della.
T Epsilon.
IR B 1
‘l-[n.........ﬁtﬂ;
O a0, 4l Théta.
P s s gty
Kilcrionie sisi Cappa.
o R s .. Lambda.
5 O S i

o Nu.

B o B G

O Giripin nie o0 e GINICTGN,

B L T e ia e Sigmla.
e ._ ..... Tau.
R ... Upsilon.
DPposesse . I’ili,
RTINS Chi.
B o Pt

....... Oméga,
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ALGEBRE D’EMILE.

INTRQ

CHAPITRE PREMIER.

Naissance des caractéres généraux et de U Algébre.

1. ON n’a

point fait usage en arithmétique des caractéres gé-
nér

aux et-des lettres de Palphabet, avant d’avoir senti qu’il élait
10851 . 5 4
possible d’employer de semblables caractiéres , et quil y aurait de
3, » o . .

Vavantage & 1¢ faive.

Nous allons voir comment on a pu étre conduil & celle espece

de caleul, e pour cela nous essaierons de résoudre quelques
problémes.

Cependant, avant d’aborder ces problémes, il sera bon de rap-

peler ici quelques définitions, qui ont é1é données dans arith-
mélique, et quil importe davoir présentes & lesprit (Voyez PA-
rithmélique d’Emile, 3° édit. , chapitre T :

°, En mathématiques, on nomme GRANDF S
1% Ena : q y e GRANDEUR ox QUANTITE, fout ce
qui est susceptible d'augmentation et de diminution ,commel’étendue,
les sons, le poids des corps, ete. ete.

Le mot quantité n'est donc pas pris ici dans le sens

le mouvement, la lumiére,

de multitude
1




2 NAISSANCE

ou d’abondance, quon lui donne souvent dans l’nsn{:(- ordinaire
de la langue.

2°. Le rapport d’une grandeur quelconque & celle de méme espéce
gidon a choisie pour unité §appelle nomure; et les nombres se
représentent ordinairement par les différentes combinaisons des
chiffres.

Ces rapports pouvant augmenter ou diminuer avec les quanlités
comparées, sont aussi des quantilés, el en prennent souvent le
nom. Ainsi 'on peut dire, la quantité 25 ou le nombre 25, an
lieu de dire, les chiflves qui représentent le nombre 25.

3°. Les nombres 8 aunes, g aunes, 8 éecus, g écus, ele. gu'on
énonce en désignant lespéce des quantit’s comparées, se nomment
NOMBRES CONCRETS; ef les nomlbres 8 , g, ele. qu'on énonce géné-
ralement, sans désigner lespéce des quantilés comparées, sont
dils NOMBRES ABSTRAITS, parce qu'on les sépare, en quelque sorte,
de la chose nomb:ée, pourles considérer a part.

4°. Je suppose du reste que 'on connail la significalion et l'usage

ordinaire des signes |- plus , — moins , X multiplié par, : divisé
par, = égale. Je rappellerai cependant que ces signes, placés

entre denx quantités , lhisigncrll communément le premier Pad-
dition de ces quanlités, le second leur soustraction , le troisicme
leur multiplication, le quatrieme leur division, et le cinquitme
leur égalité.

La multiplication s’indique aussi quelquefois par un point mis
enire deux nombres, comme 3.4, ce qui vaut 125 et la divi-
sion par un trait horizontal placé entre le dividende, qui est
an-dessus, et le diviseur, qui est an-dessous, & la manicre des
fractions, comme '2, ce qui vaul 4.

Dailleurs, si deux lignes paralltles = marquent , par leur équi
dislance , I'égalité des quantités placées & gauche et & droite, en
revanche deux lignes qui se rencontrent => ou <, désignent
linégalité des quantités qu’elles séparent. Le plus grand nombre
est & ouverture de 1'ang|e, le plus petit a la pointe. Pour lire
ces expressions, 12 >4, 4< 12, on prononcera, 12 est plus
grand que &, et % est plus petit que 12.

Enfin, quand on parle d'une manitre absolue du signe dune
quantité, on entend toujours, ou le signe +, ou le signe—, qui
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€ lrouve au devant de cette quantité. Par exemple, dans la quan-
ue 124-5—3, qui vaul évidemment 14, le signe de 5 est -+, et

e e : 2¥ 6 .
le signe de 3 g — | Dans 3 X 4 — .ﬁ" qui a pour valeur g, le
L

signe de LT_[’ esl—, el 3 X 4 n’a point de signe.

Cela posé¢, venons aux problémes ou aux questions dont nous
avoms parlé, et faisons-les porter sur des nombres concrets,
e AR > 2t fo
2. Premitre QUESTION : Fingt personnes, hommes et femmes,

Mangent dans yne auberge : Décot d’un homme est de 8 décimes ;

L y x el ;
Pécat ff.'m.e./(‘mmc est de 6 décimes, et la dépense totale est de
130 décimes, On demmande le nombre des hommes , et celui des

Jemmes, (Algebre d’Euler , n® 567.)

A+ Nous observerons d’abord que, sile nombre des hommes était
‘onu, celui des femmes le serait aussi, puisquiil est dit qu'il y a

€n toutl 29 personnes.

B Ainsi donc , comme nous avons appelé x, dans Parithmétique,

le terme inconnu d’une propartion , nous appellerons ici x le

nombe nconnu des hommes,
c.-En retranchant le nombre des hommes du nombre total,
nous

aurons le nombre des femmes , qui sera par cunséqucm re-
Presenté par 20 — &,

. M«'Iilllcnam, Pécot d’un homme étant de 8 décimes, s'il y
avait 4 immmcs, P’écot de tous les hommes serait de 8 décimes
multipligs Par 4, ou, ce qui reviendrait au méme, il serait de
4 décimes multipliés par 8 (Arithmétique d’Lmile, troisitme édi-
lion , po 431)

» ce qui ferait toujours 32 décimes.
E. M

ais le nombre des hommes est a, et par conséquent l'écot
de tous les hommes est de x fois 8 décimes, ou, ce qui revient
au méme, il est de 8 fois » décimes (n® 2, n).

Et comme la quantité 8 fois » peut évidemment étre représentée
par 8 x, on aura Pécot de tous les hommes égal & 8 x décimes.

r. De méme, le nombre des femmes étant représenlé par 20 —u ,
(n°2, ¢), et la dépense de chacune élant de 6 décimes, V'écot
de toutes les femmes sera ¢gal & 6 décimes multipliés par 20—,
Bombre abstrait; ou, ce qui revient au méme, cet écot sera égal
320 — » décimes multipliés par 6, nombre abstrait (n® 2, ).

Voyons donc comment on peut multiplier 20 — x par 6.
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Si, au lien de 20 — x, nous avions le nombre 20 tout entier
a multiplier par 6, il est clair que le produit serait 6 fois 20 .
ou 120.

Mais ce produil est trop grand , parce que le muliiplicande de-
vait,, avanl Popération, étre diminué de x.

Ayant donc pris 6 fois le nombre 20 tout enticr, nous avons
pris 6 fois x de trop.

Il n’y a donc, pour corriger Perrear , qu’a retrancher 6 fois x ,
ou 6 x de 120; et nous aurons alors 120 — 6 x pour le produit
de 20— x par 6.

Et par conséquent P’écot de toutes les femmes sera égal &
120 décimes — 6 v décimes ; ou, ce qui revient au méme, i 120
— 6 x décimes.

6. La dépense des hommes (n° 2, ), jointe 4 celle des femmes,
(n®2,r), sera donc de 8 x décimes plus 120 — 6 x décimes, ce
qu’en pourra écrire ainsi, 8 x -} 120 — 6 «,

u. Mais la dépense des hommes, jointe a celle des femmes ,
fait la dépense totale; el nous savons d’ailleurs que celle dépense
tolale est de 130 décimes.

Nous avons donc deux expressions pour la dépense totale ; et
ces deux expressions ne pouvanl appartenir qua un seul el méme
nombre , il est clair qu’elles ont la méme valeur. Ainsi

8 x 4120 — 6 x = 130.

Voila ce qu'on appelle Piquarion da probléme, du mot latin
eaquare , qui signific égaler, En sorle quwon nomme fqouatios une
expression qui indique Pégalité de valeur de deux quantités , ordi-
nairement de forme différente.

Dailleurs, les deux quantités comparées constituent ce gidon
appelle s pruX mempres DE LfQuamion. Celle qui est & gauche
du signe d’égalité forme LE PREMIER MEMIRE; éf celle qui est @
droite forme LE SECOND MEMERE.

Enfin, on nomme reemes d’une quantité , prise dans une équa-
lion ou non , les parties de cette quantité qui n’ont point de signe ,
ou qui sont séparées les unes des autres par les signes - et —,

Ici le premier membre de I'équation a trois termes, 8 x, 120, et

x; el le second n'en a qu’un, 130.

Le mot Zrme a donc alors un sens un peu différent de celui
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quil a dans leg rapports , proporlions et progressions. ( Voyez
PArithmélique d’Emile, 3° édit. , n* 533, 540, 543).

1. Pour réduire le premier membre & sa plus simple expression,
il faudrait retrancher 6 » de 120, et joindre le reste avec 8 «.

Mais il est clair quon obtiendra le méme résultat en retran-
chant 6 & de 8 «, el en ajoutant le reste avec 120.

Or, la différence de 8 x et de 6 x est manifestement 2 x, ce
qui fait que notre premiére équalion se change en celle-ci:

2 x - 120 = 130.

k. Maintenant nous approchons du but ; car gil faul ajouler
120 a2 y pour faire 130, en n’ajoulant rien & 2 #, on naura que
130 — 120, ou 10, pour la valeur de 2 x.

Nous aurons donc ainsi une troisitme et une quatricme équa-
11011, gui seronl :

2 x = 130 — 120.
2\1‘: 10.

L. Or, puisque 2 x valent 10, il est manifeste qu'un seul x

vaul 5, ce quon trouvera en divisanl par 2 chacun des membres

de la dernitre égalité.

Afin de représenter celle opération finale, on écrira :

10
a

X =<

n—

v, Il y a donc, dans Pauberge, 5 hommes, et par conséquent
15 femmes.

Les 5 hommes dépensent 5 fois 8 décimes, ou 4o décimes, et les
15 femmes dépensent 15 fois 6 décimes, ou go décimes, ce qui
fait hien 130 décimes pour la dépense totale.

3. Rapprochons maintenant nos différentes opérations , pour en
saisir mieux la suite. Nous avons eu d’abord
Le nombre des hommes. . x
Celui des femmes........20 —&.
La dépense des hommes. . 8 .
Celle des femmes. .- -.... 120 — ( x.
Nous ayons alors formé successivement les équations suivantes,
qui nous ont conduits & la valeur de &.
8 x -} 120 — 6 x = 150.
2 & -4 120== 130.
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2 v= 130 — 120.
20=—10.

=10

e b

A
{3

Toul ceci nest pas encore de Valgebre; car on ne voilla
(u’un caractere étranger au caleul arithmétique; et les opérations
que nous avons faites pour connaitre la valear de ce caractere,
ne sont que de simples opérations err chiffves.

Il faut, avant d’arriver & notre but , résoudre ercore quelques
problemes analogues a celui-1a.

5. Seconpe QuresTioN @ Dowze personnes , hommes et j-f.:r],!_a;f(g,g-’
mangent-dans une auberge : Uécot d’'un homme est de Go décimes ;
Lécot d’une femme est de 5o décimes ; et la dépense totale est de 660
décimes. On demande le nombre des hommes et celui des fimmes.

Cetle question ne differe de la précédente que par les nombres
Nous suvivrons done, pour la résoudre , la marche que nons
avons suivie pour résoudre la premiére; et nous aurons

Le nombre des hommes.. .

I.e nombre des femmes... 12 — x.
La dépense des hommes.. 6o x.

La dépense des femmes .. Goo — 50 x,

Cela nous donnera les équations suivantes, quinous conduiront
a la valeur de x :

6o x -+ 6o — 50 & = 66o.
10x-}+ 6oo 660.
10 & 660 — Goo.

10 ¥ — 6o.

60
x 2.
x 6.

Il y a donc 6 hommes, et par conséquent 6 femmes.

Les hommes dépensent 6 fois 6o décimes, ou 360 décimes , et
les femmes 6 fois 50 décimes, ou 300 décimes, ce qui fait bien
660 décimes pour la dépense tolale.

6. Trowsiime question : Trente-deux ouvriers Jrangais et
espagnols travaillent ensemble & un méme ouvrage; on donne

20 décimes par jour & chaque francais, et 15 & chaque espagnol ;
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et la dépense Jjournalicre est de 54o décimes. On demande le

nombre des oupriers Jrancais et celui des espagnols,

Celle question , quoique diflérente , pour le fond , des deux pré-
u{lenle a cependant avec elles un si graud rapporl, que nous
Suivrons encore pour la résondre la marche que nous avons
suivie pour résoudre les aulpes. Nous aurons donc

Le nombre des onvriers francais...... ¥

Celui des BSpasnalatyab st 32 — x.

journée de tous les francais.... 20 a.

Celle de lous les l‘sll.l“nula.. osees, HO0— 15 *x

Ce quinous donnera les équalions suivantes :
20 & -} 480 — 15 x = 540,
5 x 4+ 480 = bbo.
5 x = 540 — 480
S5 = GO.
i —550-.
x =1 12,

Iy adonc 12 francais , el par conséquent 20 espaguols.
i $

A journée de tous log francais est de 12 fois 20 décimes, ou
de 240 d“c““‘“‘ et la journée de tous les mp'wnols est de 20 [vis
15 (ILumu,, ou de 300 décimes, ce qui fait bien 540 décimes

pour la dépense totale.

1. Quatritwme quusrion: Huit tuyaux de fontaine , les uns de
fer, les autres de fonte, coulent ensemble dans un méme réservoir ;
chague tuyan de [er donne 12 hectolitres d’eaun, pendant que chaque
feyan de fonte en fournit 10 : alors le réservoir est plein, et contient
86 Lectolitres. tIn demande le nombre des tuyaux de fer, et celui des
Lty eu.: de funte.

Encore ici 1a question varie; et cependant elle a, avec les autres,

Ui rapport qu’il sera facile d’apercevoir sans que je m’y arréle, et
qui noys obligera de suivre, pour la quatrieme fois, la marche que
0us ayons suivie. Nous aurons donc

Le nombre des tuyaux de fer x.

Celui des tuyaux de fonte... 8 —u.

La dépense de tous les tuyaax de fer, pcndanlque le réservoir
S€ rempliy exprimée en hectolitres 12 x.

Celle des tayanx de fonle..... 8o — 104.
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Ce qui donnera

12 x-}-'80 — 10 ¥ =86.
2 x -} 80o=—286

2 v = 86 — 8o.
21,
T

A
Ily adone 3 tuyaux de fer, et par conséquent 5 tuyaux de fonie.
Tous les tuyaux de fer donnent donc 36 hectolitres d’eaun, pen-
dant que les tuyaux de fonte en fournissent 50. Alors le réservoir

est plein, et contient en effet 86 hectolitres d’ean.

8. Si nous réfléchissons maintenant sur ce qu'il nous a fallu faire
pour résoudre nos quatre queslions, nous verrons que¢ nous avons
616 forcés de répéler unméme caleul quatre fois de suite : du moins
la marche des quatre opérations s’est-elle toujours trouvée la méme,
et cela i cause du rapport qu'il y avait entre les problémes qu'il fal-
lait résoudre. Ces opérations n’ont absolument différé entre elles
que par les nombres, qui onteneffet varié d’une question a lautre.

Cela bien saisi nous fera penser que la solution du premier pro-
bléme aurait pu nous conduire & la solution des aulres, si dans les
dilférentes égalités successives par lesquelles nous avons passé pour
arriver au résullat final de celui-la, nous n’eussions fait quindiquer
les opéralions, au liea de les elfectuer; car alors les calculs i faire
pour résoudre chacun de ces problémes, auraient paru dans le ré-
sultat du premier; et ils auraient ¢1¢ réduits laau plus pelit nombre
possible.

Iin reprenant nolre premiere question (n° 2), jexpliquerai plus
clairement mon idée.

9. Nous avons d’abord représénté le nombre des hommes par »
(n° 2, n). Alors celui des femmes a eu pour expression 20 —x
(n° 2, 0), et ladépense de tous les hommes 8 x (n° 2, E),

a. Pour désigner celle de toutes les femmes, nous avons multi-
plié 20 — x par 6 (n° 2, r), ce qui nous a donné 120 —6 .

Maintenant, au lieu de faire cette multiplication, je me hornerai
a l'indiquer, afin qu’elle paraisse danslerésultat (inal. Faurai donc
pour la dépense de toutes les femmes 20 X 6 — 6 &, 0u, ce qui re-

.vienlan méme, 6 X 20— 6 x.
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5. En réunissant alors les deax dépenses, jaurai Péquation
8:\‘—]—6 X 20 — 6 & = 130.

c. Parvenn la, je devrais retrancher 6 v de 8 x ; mais, au lieu
de faire celte soustraclion , je me conlenlerai de Findiquer, et je
la représenterai par 8 x—6 2, ou par (8 —6) x.

On doit tres bien comprendre le sens de cette dernidre expres-
sion : elle montre que le nombre 6 doit &tre retranché du nombre
8, et que le reste 2 de celle souslraclion doit étre éerit devant
la letire ¥, comme son muliiplicateur. Cette expression a done
pour valeur 2 x, comme il faut que cela soit.

Les parentheses ont 1a leur utilité, car si on les éuait, et qu’a la
place de 8 x — 6 x on vouliit écrire 8 — 6 x, sans parenthéses, cela si-
guilierait alors que la quantité 6.a devrait étre retranchée du nombre
8, ce qui aurait une toul autre valeur, comme ilest lacile de le voir.

Notre premiere équalion se changera donc en celle-ci,

(8—6) x4 6X20=130;

n. D’olt nous tirerons (n°2, x),

(8—6)x=130—06 X 20.

E. Mais, Pinconnue x élant ici multipliée par 8 — 6, nous divise-

rons les deux membres de I'équation par §— 6, et nous aurons enfin

130 —06 X 20.
PP
8—0,

résultat final qui donne toujours § pour la valeur de x, mais qui
a lavantage de montrer les opérations qu’il faut nécessairement faire
pour trouver cetle valeur.

(*) 1 faut [aire ici plusieurs observations.

D'abord il est clair que quand deux quantités sont ¢gales, si on les divise par
un méme nombre , les quotients sont égaux.

11 n’est pas moins évident que lorsqu’on divise un produit par un de ses facteurs,
on a pour quolient Pautre [acteur ( Arith. n* 69, 161, 164 ). Ainsi, en divisant
le produit (8§ —6 ) « par le facteur (8 —6), on a pour quolient Vautre facteur .

Enfin , comme il est pcl'mis , pour indiquer une division , d’écrire le diviseur sous
le dividende, en les sélm‘ﬂllf- par un trait (n® 1), nous pouvons représenter,
comme nous 'avons fait , la division du second membre de notre dernidre équa-
tion par 8 — 6. Du reste, on peut, pour live cette équation, dire x égale 150— 6
fois 20 divisé par 8—6, ou 150 — 6 fois 20 sur & —6.
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10. En considérant ce dernier résultat, nous observerons que le
nombre 130 représente la dépense totale, le nombre 6 Iécot d’une
femme, le nombre 20 Loutes les personnes, et le nombre § Uécot
d’un homme.

11. En sorte que, pour trouver la valeur de x, il faut retrancher
de la dépense totale Décot d'une femme, multiplic par le nombre des
personnes, et diviser le reste par la différence de Lécot d'un homme

avec celul dune femme.

12. Appliquons cela a nosautres questions, en assimilant d’ailleurs
les hommes aux ouvriers francais et aux tuyaux de fer, et les femmes
aux ouvriers espagnols et anx tuyaux de fonte, en raison de Pordre
observé entre ces choses dans nos quatre questions; nous aurons tout
d’un coup, sans meltre ces questions en équation, el sans passer par
les déiails intermédiaires,

Pour la seconde (n° 5),

660—50 X 12

¥ = == G
Go— So.
Pour la troisitcme (n°6),
54o—15 X 32
i — = 12
20—15.
Pour la guatricme (n° 7),
86 —10 X8
r = g
12 —10.

13. On comprendra donc, par cet exemple, comment la solution
d’un probleme peut conduire a la solution d’une foule d’aatres pro-
blemes analogues an premier.

Il faut pour cela, quand on résout le probléme original, ne pas
effectuer les opéralions qui se présentent a faire, et se conlenter de
les indiquer dans les différentes égalités saccessives par lesquelles
on passe (n®8 ).

14. Mais ce n’est pastout: pour aller plus facilement de la solu-
tion de notre premier probléeme ala solution des autres, nous avons
déduit de cette premitre solution une espéce de régle que nous
avons énoncée an n° 11.
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Or, il est facile de voir que cette régle serait abrégée, simplifice,
qu’elle deviendrait du moins plus saillante, et se lirait en que]que
sorte d’un coup d’weil, si on lui donnait la forme suivante:

Dép. tot. — L’écot d'une fem. 3¢ Le nomb. des pers,

o L’écot d'un hom, — L’écot d'une fem.

15. D'ailleurs on seatira facilement Vavantage, soit de la régle
du n° 11, soit de I'équation dans laquelle nous yenons de la chan-
ger; car, dans Pune et dans Pautre, les mots Dépense totale, par
¢xemple, ne significut pas plus 130 que 660, que 540, que 86(n” 12):
Ia valeur de ces mots dépend de la question; et il en est de méme
des antres mots employés dans la regle et dans I'équalion: en sorte
que cette l("'lL et celle equauon peuvent sapphquera tous les
probiémes analogues au probléme original.

Pour résoudre ces problemes, il faudra substituer aux mots de Ia
réoleou de Péquation, les nombres qu’ils sont destinés a représenter
dans chaque question particuliere.

16, Mais un premier pas conduil a ansecond, et nous ne tarderons
Pas a voir que cetle équation peut se simplifier beaucoup encore:
car, au lien d’écrire Dép. tot., on peut se contenter d’écrire d. £,
€t méme lout simplement o, en ne meltant que la premicre lettre
du mot dépense; eteela n’aura pas d’inconvénient si Pon n’oublie
Pas quelle est la signification de ce d.

En partant de 13, nous pourrons représenter I'écot d’un homme
par /%, premicre lettre du mot homme; écot d’une femme par f,
premikre lettre du mot femme; et enfin le nombre des personnes par
2, premiere letire du mot nombre,

Notre équalion prendra alors celte forme Lrés simple:

d—fXn
h—f.

-~ . . . . - 2
Lt de cellte maniére nous en saisirons bien mieux l'ensemble;

X =

nous y lirons plus [acilement les opérations & faire pour résoudre tous
les problemes analogues au probleme originai.

17. Diailleyrs, il est bien clair qu'au lieu de ces letires nous au-
rions pu en mettre d’aulres, en convenant d'avance de ce que nous
Youlions leur faire représenter.




NAISSANCE

Ainsil’écot 'un homme aurait tout aussi bien pu étre exprimé par
a que par /i, Pécol d’une femme par & que par /), el aiusi desuite.

18. Il n’est pas moins évident que puisque nous avons trouvé une
¢quation finale qui peut résoudre nos quatre questions, et hien d’au-
tres encore qu’il serait facile d’imaginer, et que, dans ce résuliat ,
les différentes quanlilés sont représentées par des letires, on aurait
pu nous proposer une question dans laquelle les quanlités auraient
16 immédiatement veprésentées par des letires. Bt sans doute que du
probléme ainsi présenlé nous aurions pu descendre 4 Péquation

linale. C'est ce que nous allons essayer de faire.

19. Quzsrion cENERALE : Un certain nombre connu de personnes ,
hommes et femmes, mangent dans une auberge, et ce nombre est
représenté par n; Pécot d'un homme est de a décimes, Pécot d'une
Jemme est de b décimes, et la dépense totale est de d décimes. On

demande le nombre des hommes et celui des femmes.

Nous avons

L inombre.des Personnessivs s e e Hht s e se i s wlsildl ek 2
L En i O DB s i sl oY Nk S D i M ittt L = a0
ey B T 1 T T T D T B T pa e S SO e S e
Liagdépenseitolalens: San it i e bR i Bt e s B
Nous feronsle nombre des hommes. . . . . . .. . ... ..., a.
Celui des femmes, égal au nombre total moins le nombre des

bommes, sera par conséquent. o« o os sia 2w v e s s o R—aL

La dépense de tous les hommes est égale & @ décimes multipliés
par le nombre absirait v, ou, ce quirevientau méme,elle est égale
a x décimes multipliés par le nombre abstrait .

Mais pour multiplier ~ par 8, nous avons écrit 8 x; et par consé-
quent pour multiplier x par @, nous pourrons écrire @ x, en nous
souvenant que quand deux letires seront ainsi écrites'une a coté de
Pautre, sans aucun signe enlre deux, les nombres qu'elles repré-
senlent devront étre multipliés I'un par Pautre.

Ceci mérite qu'on s’y arréte un peu. Sans la convention, faite en
arithmétique, qu'un second chiffre placé & la gauche d’un premier
prendra une valeur dix fois plus grande que sa valeur propre ou in-
trinseque, le nombre 65, par exemple, se lirait six cing, ou six fois
cing, el vaudrail trenie, et ainsi pour d’autres cas. Mais, par la con-
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vention indiquée, on lit: soixante-cing, ou six fois dix plus cing ;
en sorte que Pon fait, et sonventsans s’en douter, une multiplication
et une addition. Celte convention n’ayant point lieu pour les lettres,
ui pour un mélange de chiffres et de lettres, nous prenons tout na-
turellement 8 pour 8 fois x, et ax pour-a fois x, ce qui peut s'é-
tendre A un plus grand nombre de lettres et de chiffres.

La dépense de tous les hommes sera donc ax.

Pour avoir la dépense de toutes les femmes, il fandra multiplier
I'écot d’une femme, ou b décimes, par un nombre abstrait égal an
nomhre des femmes, ou par n—x; ou, ce qui revienl au méme, il
faudra mulliplier »—a décimes par &, nombre abstrait. Il est clair
que cela nous donnera, d’aprés ce que nous avons yu précédemment
(n>2,¥v; 9, A),bn—"bx.

Ainsi la dépense de toutes les femmes sera b n— b x.

Nous aurons donc alors celle équation (n°g, B),

ax +bn—brx=d;
D’olr nous lirerons d’abord (n” g, c),
(a—0b) at+bn=d,

El ensuite (n° 9,p),

(a—b) x=d—10bn.

Divisant enfin de part et d’autre par a— & (n° 9, £), nous trouve-
rons

d—bn

xX=

a—Db,

résultat qui ne differe de celui dan® 16, que par les leltres que
nous avons substituées a /1 et a f.

Du reste, pour énoncer ce probléeme d’une maniére encore plus
générale, et pour le faire porter sur des nombres abstraits, il faudrait
poser ainsi la question :

Partager le nombre n en deux parties, telles que la premicre étant
multipliée par a, et la seconde par b, la somme des deux produits
s0it d.

Nommant Ja premiére partie x, la secondeserait n— x, le produit
de la premitre par @ serait ax, et celui de la seconde par & se-
rait bn —b x, ce qui donnerait, comme ci-devant, Péquation

ax+bn—bx=d.
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20. Voila ce que cest que PArcisre : cest une arithmétique qui
sert & résoudre des questions générales au moyen de signes géné-
Faux.

On a choisi pour ce caleul leslettres de Palphabet, qui n’ayant
par elles-miémes aucune valeur numérique , sout, comme nous
venons de le voir, susceptibles de représenter toutes sortes de quan-
Lites.

Lorsqu’an moyen de ces signes généraux on a résolu une ques-
lion générale, Péquation finale qui en est le résuliat, méne en
quelque sorte tout d'un coup & la solution de toutes les questions
particulieres qu'on peut concevoir renfermées dans la question gé-
uérale. 11 ne s’agit pour cela que de substituer aux caractéres gé-
néraux du résultat les valeurs numériques particuliéres qui leur sont
attribuées par la question particulitre, et d’effectuer les opérations,
qui ne sont, au fond, qu'indiquées dans Péquation finale, quoi-
qu’elles y soient réduiles au plus petit nombre possible.

Drailleurs, cetle équation (0™ 14, 16, 19) peut se désigner par le
nom de formule ; car on appelle rorMULE toute quantité algébrique
qui représente un calcul & Jaire, et qui en donne en quelque sorte
la forme.

Le célebre Euler étend méme celle expression jusqu’anx quantités
numériques : suivant lui, non-seulement « + 6, a=b, etc. sont
des formules; mais il en est de méme de 8§45, 8 —5, ete. ( Voyez
son dlgébre.)

NOTE
Relative aux questions contenucs dans ce chapiire.

Je voudrais engager Ies commencants a véfléchir sur les translo:
malions que subissent ordinairement dans le calcul les nombres
coucrets (n° 1), qui deviennent, ou des nombres abstraits, on des
nombres concrets d’une autre espéce , suivant ce qu’exige la marche
raisonnée des opérations. L’arithmétique fournit de nombreax exem-
ples de ces changemens, dont le calculateur ne se doute pas tou-
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jours, ce qui heureusement ne empéche point de parvenir a son
but, §il obéit aux régles que preserit la science. Mais pour ceux qui
veulent avoir des idées nettesde ce qu’ils font, il importe d’examiner
les choses de plus pres.

Prenons pour exemple notre premicre question (n° 2), et rap-
pelons-nous bien, 1% qu'on ne pent faire d’additions et de soustrac-
tions quen opérant sur des quantités homogenes ou de méme na-
lure, qu’on ne peut ajouter des hommes avec desarbres; que d’une
somme d’¢cus on ne peut dter des aunes d’étoffe, ete. elc.; 2°. que,
dans loute multiplication, le multiplicateur est toujours abstrait;
el que le produil est de méme nature que le multiplicande. (4rit.
n® 4ag, 430.)

En appelant donc x le nombre des hoinmes, et en prenant 20 —x
pour le nombre des femmes, nous pouvons dire que ces trois nom-
bres, x, 20, et 20 — x, sont homogénes, si nous les considérons
comme exprimant des personnes, qui sont des hommes ou des
femmes, mais qui sont loujours des personnes. Sous ce point de
vue, la soustraction indiquée par 20 — x est légitime.

Maisquand, pour avoir I’écot de lous ies hommes, nous disons qu’il
est égal a x fois 8 décimes, nous faisons de x un muliiplicateur abs-
lrail; eten ajoutant gu’on peut aussi représenter cel écot par 8 fois
x décimes, 8 devient alors nombre abstrait, et x exprime des dé-
cimes. Dans les deux cas, le produit équivaut a 8x décimes.

On peut faire les mémes observalions sur la maniere de caleuler
I'écot de toutes les femmes, exprimé en décimes par 120 — 6y
(n°* a, g, ®)

Enfin, il est bien évident que I’équation 8 x 120 — 6 x =130,
ne porte que sur des décimes, puisqu’elle exprime que la dépense
des hommes, plus celle des femmes (tant de décimes pour les uns,
lant pour les autres), forment la dépense totale de 130 décimes.
Or, cette équation, aprés plusieurs simplifications, qui ne changent
point sa nature, se réduit enfin a celleci: x=05 (n®2, L); ce qui
signific proprement que x décimes égalent 5 décimes.

Mais, comme tout le calcul a été fait dans la supposition que x,
quelque transformation qu'il pit subir pendant Popération, était un
nombre égal au nombre des hommes, il est clair que la quantité «
hommes égale 5 hommes.




CHAPITRE IIL.

Naissance des Quantites direcles et des Quantités

1iverses.

21. Tr est un moyen assez simple de faire rentver dans nne ques
g tion générale cerlaines questions particuli¢res qui sembleraient d’a-
bord ne pouvoir pas 8’y rapporler. Nous allons espliquer cela par
I’exemple suivant:

992, Civquitme QuesTioN : Dix tuyaux de fontaine, les uns de fer
t ¢t les autres de fonte, communiquent avec un méme réservoir; cha-
: que tuyan de fer rovmwir 8 hectolitres d’'cau, pendant que chaqgue
| tuyaw de fonte en 4BsoRBE 5 ; alors le réservoir est plein , et contient
41 hectolitres. On demande le nombre des tuyaux de fer, et celui des
tuyaux de fonte.

On voit bien que cetle question a beaucoup de rapport avec les
précédentes; mais elle en différe en ce que les tuyaux de fonte ab-
sorbent de I'eau au lieu d’en fournir.

En la généralisant comme nous avons généralisé les autres dans
le n°® 19, eten Employzmt les mémes caracléres, on trouverait qu’au
liea d’ajouter & ax lavaleur bn—>bx, il faudrait de ax retrancher
cette méme valeur bz —bx, qui exprime ici 'eau absorbée.

Or, si de'@x on retranche b7n, on a ax—>bn ; mais en retran-
chant br on a trop retranché, puisquil ne fallait retrancher que
bn—Dbx:cest donc bx qu’on a retranché de trop; il faut donc re-
: mellre celle valeur dans le résuliat de la soustraction, afin d’avoir
; le véritable reste, qui se trouve ainsi exprimé par

ax—bnbx=d.
i De 14 on tirera d’abord (n° g, ¢),
(a-+b) x—bn=d.
Ajoutant b n dans les deux membres, on aura
(a+b) x=d-}bn.
Divisant enfin de part et d’autre par (a-b) (n® 8, &), on trou-

veéra

] d-+tbn
X =
a-}-b.
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23. Dans le cas particulier dont il s’agit ici, celle formule donne
4r—+5 X 10

845.

24. Dailleurs, elle ne differe de la formule dun® 19, qu’en ce que

I

=7

les termes qui contiennent & ont icl un signe opposé a celui qu’ils
ont |4, i

En y rélléchissant, ce changement de signe paraitra trés na-
turel , puisque le symbole b (%) exprimait d’abord de Peau fournie,
et qu'il exprime actucllement de Pean absorbée ; or, Vellet de 'une
ne peut quétre contraire a l'effet de Tautre, du moins relative-
menl aux additions et aux soustractions de ces quantilds.

Quand les tuyaux de founte versaient de I'eau dans le réservoir,
celle eau s'ajoutait  celle des tuyaux de fer : il y avait la addition.
Maintenant les tuyaux de fonte absorbent de I'eau; cette eau sort
donc du réservoir, et il y a dans ce cas soustraction. Ainsi donc
Peau des tuyaux de fonte est une quantité qui, en allant de la
premiéré question a la seconde , passe de I'addition a la soustrae-
tion, et qui, en allant de la seconde a la premiére; passerait de
la soustraction i 'addition. i

Mais nous avons appelé zermes les quantités séparées par les
signes -+ et —, qui sont les signes d’addition et de soustraclion.
Done ces signes doivent changer quand les quantités conlenues
dans ces termes changent de Paddition a la soustraction, et récipro-

quement; le + devient —, et le devient 4. Sur quoi il faut
bien remarquer que ce ne sont pas tonjours tous les sigues d’une
formule qui doivent changer , mais seulement ceux des termes
qui conliennent les quantités qui ont passé de 'addition & la sous-
traclion , et réciproquement. Ainsi, dans nolre exemple, les ter-
mes — b7 et — b ont changé de signe, et sont devenus |- bn et
- b&; tandis que les termes @ et d n’ont point varié, et quiils
nauraient subi aucun changement lors méme qu’ils auraient été
précédés d’an signe.

11 faut encore observer que, dans le terme —bn, le symbole »
n’a eu aucune influence sur le changement de signe, parce que

(*) Yappelle ‘Symbole lalettre quireprésente une quantité,
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la quantité qu'il représente, savoir le nombre total des tuyaux,
n’a point passé de I'addition 4 la soustraction, ni de la soustrac-
tion a Paddition : dans les deux questions, le symbole 7 est pris
toul-a - fait dans le méme sens. Dans le terme bn, leau des
tuyaux de fonte b est prise autant de fois qu’il y a de tuyaux en
lout, c'est-a-dire n fois. Or, si une fois b se prend en sens con-
traire (*), n fois & doivent aussi se prendre en sens contraire, ce
qui peut s'appliquer 4 tous les cas du méme genre.

Tl faut observer enfin que, dans le cas d’une quantité qui se pré-
sente d’abord comme additive, la marche du calcul peut cependant
amener des termes soustractifs contenant celle quantité; c’est ce qu’on
voit au n° 19; et que, dans le cas d’'une quantité qui se présente
d’abord comme soustractive, le calcul peut amener des termes ad-
ditifs conlenant celle quantité, comme au n° 22. Or, dans ce cas-1a
méme, lorsqu’une quantité a passé de P’addition a la soustraction,
ou réciproquement, les signes de tous les termes qui contiennent
celte quantité doivent changer, cest-a-dire que toute addition de
celte quantité doit devenir une soustraction, et que loute sounstrac-
tion de la méme quantité doit devenir une addition.

25. Ces observations font voir qu’on aurait pu, danslecasactuel ,
lirer immédiatement la valeur de & de la formule dun® 19, et qu'il
aurait suffi pour cela de changer dans cette formule les signes des
termes qui conliennent b, ce. qui peut sappliquer 4 tous les cas sem-
blables & celui-ci. Et voild Partifice que nous avons annoncé au
n° 21, et qui donne aux formules algébriques une généralité qu’elles
nauraient pas sans lui.

26- Mais il faut observer, a cel égard, que s'il se trouvait dans
un lerme d’une formule deux symboles multipliés oun divisés Pun
par l'autre, comme ¢v ou :7,' et que dans tel ou tel cas particulier il
fall (1a chose étant supposée possible) prendre ces deux symboles
tous deux dans un sens contraire a celui quils étaient supposés
avoir en établissant la formule, alors le signe de ce terme devrait

(*) Quand nous parlerons , dans cette matiére , de sens contraire, de sens op-
posé. on voudra bien se souvenir (l(l’il s’agit tou]au]'s d’addition et de soustrac-
tion ; le sens contraire de 'addition , c’est la soustraction, ct réciproquement.
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rester le méme; car aprés I'avoir changé pour l'une des quantités,
il faudrait le changer de nouveau pour autre, ce qui le raméne-
rait a ce qu'il était d’abord.

La méme regle s'observera si, au lieu de deux symboles de celte
espece, il y en a quatre dans le méme terme, ou six, ou huit, etc.
en un mot si ces symboles sont en nombre pair.

Cependant, remarquons-le bien, il ne faut faire entrer dans ce
comple des letires paires ou impaires, que celles qui se rapportent
dux quantités qui ont changé de P'addition a la soustraction, et ré-
ciproquement, et point du tout les autres lettres qui pourraient se
trouver avec celles-la. Ainsi, le terme —2&n de notre premiére for-
mule est devenu - bn par le changement de b, et de b seulement
(n” 24). Le nombre des symboles influents de ce terme est impair,
puisqu’on n’en comple qu’un seul de ce genre.

Observons encore que, s'il fallait faire varier une formule qui

contint quelque terme composé, comme — (g £ k), ou— g_’hj il
faudrait, pour ne point courir le risque de se tromper, opérler les
changemens sur les signes des termes partiels, et non sur le signe
général du terme composé. Par exemple, dans ces deux formules,
si la quantité % variait, on les écrirait ainsi: — (g—Ak), el —

g+ h : eite 2Ny - .
‘“—f; ; etsi la quantité g variail seule, sans que % variit, on aurait
I
— (—g+hE), et— _gﬁ, etc. Mais les connaissances que nous
P

allons bientot acquérir, nous mettront a Pabri de loute erreur pos-
sible.

27. Du reste, il est bien évident que si la question du n° 22 eiit ét1é

dt-bn
la question originale, et que de la formule x == ———— relative &
@

cetle question , on eiit voulu tirer une formule immédiatement
applicable au probléme du n° 7, il et aussi suffi de changer

d-+tbn

o+

dans la formule » =

supposée primitive, les signes des

b d — bn
termes qui contiennent b, ce qui aurait donné x = 3
a —b

28. 11 résulte de tout cela que les quantités en algebre peu-
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veul élre comparées, non-seulement sous le rapport de leur gran-
deur, mais encore sous le rapport de leur influence sur les
signes | ¢t — d’une formule considérée comme primitive , et que
l'on veul rendre applicable & tel ou tel cas particulier. Toute
quantité qui est prise dans le sens primilif de son symbole, comme
de Peau fournie lorsque le symbole exprime de l’eau fournie, ne
change rien aux signes de la formule primitive; mais toute quan-
lité qui est prise dans un sens opposé au sens primilif de son sym-
bele (n° 24, note), comume de l'ean absorbée quand le symbole
exprime de P'eau fournie, change les signes dés Lermes qui conlien-
uent ce symbole, cest-a-dire le }-en—, et le —en |

29. On peut done dive que Pelfet de ces secondes quantités est
inverse de l'effet des premitres, ou que ces quantités elles-mémes
sont inverses des aulres, qui par opposition pourroul élre nom-
mees directes.

Ainsi, (iuand un symholc représentera de 'eau fournie, toute
cau fournie, considérée comme valeur particuliere de ce symbole,
sera une quantilé directe ; et loule eau absorbée , considérée aussi
comme valeur particulitre de ce symbole , sera une quantité
inve:se.

En revanche, quand un symbole exprimera de l'eau absorbée,
toute eau absorhée , considérée comme valeur particuliere de ce
symholec, sera une quantité directe ; et toute eau fournie, con-
sidérée aussi comme valeur particuliére de ce symbole , sera une
quantité inverse.

La méme chose se dira des biens et des dettes, des gains et
des pertes, d’un chemin fait dans un sens et d’un rebroussement
en sens conlraire ; elc. ele.

La méme chose se dira aussi, dans les calculs de nombres
abstrails, des quantités additives et des quanlités soustractives.

30. En général , toute quantité prisc dans le sens primitif de son
symbole est DIRECTE, el foule quaniité prise dans un sens contraire

aivsens primitif de son symbole est 1NvErsE. ( Voyez la note du
n? 24 ().

(*) Tai le premier propos¢ ces démonstrations dans mon Introduction & I'Al-
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31. Mais aprés avoir considéré les quantités inverses parmi les
connues d’'un probleme, il importe de les considérer parmi les
inconnues; c’est ce que nous allons voir dans la quesuon suivante ;

Un joueur, ayant d’abord n francs dans sa [Jourse, perd m
parties valant chacune b francs; combien lui reste-t-il alors?

En nommant « la quantité que lon cherche, ou le bien du
joueur aprés les m parlies, il est évident qu'on aura Péquation
générale

= n — mb.

32. Maintenant il est bien clair que ce cas en renferme encore
plusicurs autres : car si md est plus pelit que 7, il restera quelque
chose au joueur; si m b est égal & n, il ne lui restera rien ; et si md
est plus grand que 7, le joueur aura perdn tout son avoir, et se lrou-
vera encore chargé d’vne dette.

Examinons celte dernitre supposition, et posons en fait que
la quantité mb surpasse » de la quantité ¢, ou que lon ait
mb=n-4ec.

Au lieu deretrancher m &, on pourra retrancher 7 et ¢, et la for-
mule deviendra x =n — n — ¢, ou, parce que » — n se réduit a
zévo , elle deviendra

X=—0—=.

Ce résultal serait absurde si on voulait le considérer comme in-
diquant une soustraction, parce qu'il est impossible de retrancher
quelque chose de rien. Mais il faut observer qu’on ne I'a obtenu
qu'en appliquant 2 une formule dans laquelle « était supposé ex-
primer un bien réel, un cas particulier dans lequel x devait ex-
primer une dette, c'est-a-dire une quantité inverse.

Ce dernier résultat indique donc que le joueur, au lieu de posséder
¢, n’a rien et doit encore c.

33. En d’autres termes, Pexpression o — ¢ fait voir que la ques-
tion qui demande le bien du joueur apres les m parties, est mal

gébre , publie en 1799 Carnot, & qui j'avais remis mon ouvrage , les adopta dans
sa Corrélation des figures de géométrie qui parut en 18or. Dis lors elles lui
sont généralement attribudes, de méme que toute la théorie qui sy ratlache, et
qui en est, & ce quil me semble , une conséquence assez immédiate. ( Poyez la
préface de cette Algebre.)
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posée relativement 3 la double supposition que les m parties sont
perdues, el que mb = n -} ¢ : en sorle que celle question, dans ce
cas, aurait du éire énoncée en sens inverse, et qu'on aurait dit
demander ce que redevait le joueur aprés les m parties.

On aurait eu alors x = mb — n; car il est évident que le
joueur redoit ce quil a perdu, moins ce quil a payé, cest-a-dire
moins ce quil avait en commencant de jouer.

Et en mettant dans cette équation, i la place de mb, sa valeur
supposée n - ¢ (n” 32 ), on aurait trouvé

x:n—}—c——nzo-]—-c:c.

34. 1l faut observer ici que notre question s'est facilement rec-
tifiée, parce que nous savions d’avance que le joueur, dans la
supposition que nous avions faite, devait étre chargé d’une dette :
cette rectification ne serait peut-étre pas dans tous les cas aussi
facile; mais on peut comprendre qu’en général lorsqu’on arrivera
4 une expression comme celle-ci,

¥ = 0 — @,
celte expression ne pourra étre considérée comme une véritable
équation, parce qu’il faudrait pour cela admettre une chose absurde,
c’est-a-dire qu’il est possible de retrancher quelque chose de rien.

On peut d’ailleurs faire sentir d’une antre manicre Pabsurdilé
de ce résultat pris 4 la letire, cest en ajoutant @ aux deux mem-
bres de la prétendue équation; car elle deviendra ainsi :

a -+ x = o.

Or, il est impossible que la somme proprement dite de deux
quantités soit nulle.

Mais comme on suppose qu'on ne s’est point trompé dans le
calcul, la derniére équation étant absurde, il faut que Ia pre-
miere le soit. Fentends par premiere équation celle qui est im-
médiatement tirée de I'énoncé du probleme.

Si donc on rend exacte la premiére équation, touates celles
que l'on en tirera jusqu'a la dernitre. seront exactes aussi; et
réciproquement , si I'on commence par rectifier la derniére équa-
lion, en corrigeant d’aprés celle-ci les précédentes, on naura
que des équalions vraies.

r, il est manifeste que pour rectifier la derniere ¢quation, il
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faut; au licu de xr=0— a,
écrire x=0 -+ a,
d’ott Von tirera » en retranchant de part et d’anlre @, v — g = o,
Or, cette équation supposant @ égal a =, elle ne differe pas de
celle-ci
@ —x—20,
qui, comparée avec 'équation fausse @ + x = 0, montre qu’il fal-
laiy simplement changer le signe de & dans cette derniére.
Mais, au lieu de changer le signe de x dans le résultat, on aurait
pu le changer dans Péquation primitive,

35. Clest donc li ce quiil faut faire lorsqu’on est conduit A des
expressions comme celles que pous venons d’examiner; il faut
changer le signe de linconnue dans Péguation primitive, c’est-a-
dire que si celle inconnue est ajoutée, il faut la retrancher, et
que si elle est retranchée, il faut Pajouter : bien entendu qu'on
fera ce changement dans tous les termes qui renfermeront I'in-
connue, et que s'il se trouve des termes qui contiennent un nombre
pair d’x multipliés ou divisés lesuns par les autres, comme xx,

xax X . -
XXX —— ™ o =
> %, xxx, ©lc. on ne changera point les signes de ces ter

mes (n° 26 ).

L’équation primitive élant ainsi modifiée, fera voir si Ion peut
modifier la question d’on cette équation était dérivée , et quelle doit
étre dans ce cas cetle modification.

36. Par exemple, l'équation de la question. précédente était
¥=n —mb, quirevient A m b} x=n, comme on le voit en
ajoutant de part et d’autre m b.

Or, celle équalion

mb+4+x=n,

en y supposant m b = n -}- ¢, nousa conduits aun résultat absurde
x=0—c;

changeant donc le signe de x dans I'équation primitive m b -

x = n, elle deviendra
mb —x=n;

ce qui nous apprend que si Pon retranche x de la perte du joueur,
on a pour reste un nombre égal au bien qu’il possédait d’abord ;
d’ou il résulte que sa perte excede de x ce bien, et que par con-
séquent il redoit .
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Nous verrions donc par la, lors méme que nous ne le sanrions

pas déja , que la question, an lien de demander quel était dans

cas le bien du joueur aprés les » parties, aurait dd demander

quelle élait sa delte.

Prenons encore un (‘xcmple, el supposons qu’nn nous propose

celle question particuliere, portant sur des nombres abstraits (n® 1) :
I » P )

Tronper un nombre tel qu’njmffmzt son triple & 68 , la somme soil

égale & Go diminué du numbre cherché.

Soit ce nombre x, on aura I'équation
68 -[- 3x—4o — x.
Ajontant & dans les deux membres, on obtiendra
68 -} 4 x = 4o
Divisant tous les termes par 4, pour simplifier équation , elle
deviendra
: 17 -} x = 10.
Eofin, retranchant 17 des deux cilés, on lrouvera
xr=10— 17,
x =10 — 10 — 7 (Arith. n° 119, 120, 121),
x= 0— 7.
Ce résultal élant inverse, nous remonlerons a I'équation primi-

3

tive , et nous lui appliquerons la régle du n® 35. Elle sera changée

en celle-ci:

68 —3x=4o -+ =;
et elle nous apprendra que le nombre 7 répond a la question, ainsi
modifiée :
Trouver un nombre tel que retranchant son triple de 68 , le reste
soit égal & 4o awgmenté du nombre eherché.
Et en effet 68 — 21 = 4o -} 7, comme on le voit facilement.
D'ailleurs, pour résoudre P'équalion modifiée, écrivons-la d’a-

bord aibsi:
4o x» =68 — 3.

Ajoutant alors 3« des deux cdlés, puis divisant lout par %, et
retranchant 10 & droite el & gauche , nous aurons successivement

4o 4- 4 x = 68,
104 & = 17,
x = 7.
37. Quel que soit pour une question effet du changement de
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signe de x dans les équations résultantes de cette question, ce
(:llal‘lgf‘menl , lorsqu’il devient nécessaire, prouve que la quantité v
Ou sa yaleur @, est inverse relativement a ce qu’on Pavait supposée.

. Or, comme la nécessité de ce changement est indiguée par le
Signe — de Iexpression x= 0 — a, on peut dire que ce signe in-
dique, dans ce cas, que la quantité qu'il précede est inverse.

Je dis la quantité qu'il précede, car de ¥ =0 —a, on lire,
en ajoutant @ de part et d’autre, @ 4 x = o0, comme nous la-
vons déja vu, et de @ 4-x =0, on lire engore en retranchantx
de part et dautre, @ = 0 — «; en sorte que le signe — pré-
cede @ ou préctde .

Si, au lieu de x = 0 — @, on avait x = 0 -} @, ou, ce qui est
la méme chose, x=a, ces deux derniéres expressions indique-
raient comme la premiére que x a pour valeur a; mais tandis
que la premiere expression conduit & changer le signe de x, les
denx dernitres conduisent & laisser subsister ce signe tel qu'il est;
cest pourquoi I'on peut dire que, dans ces circonslances, une
quanlité qui n'a point de signe ou qui a le signe 4 estdirecte.

38. On voit par la quen algébre les signes |- et — ont un usage
double. 1ls peuvent dans celte science, comme dans Parithmétique,
indiquer l'addition et la soustraction ; mais dans ce cas ils ne sont
jamais placés qu'entre denx quantités dont il faut trouver la
somme ou la différence. Ils peuvent aussi dans Palgebre servir a
désigner les quantités directes et inverses, et se trouver par con-
séquent au devant de quanlités qui n’ont qu'nn seul terme. Ainsi
les quantités 0 4@, o— @, n'ont qu’un seul terme: car, si 'on
supprime le zéro, qui n’a aucune valeur, ces quanlités se ré-
duisent 2 + aet & — a; c’est du moins ainsi qu'on les écrit ordi-
nairement.

Nous apellerons le signe -}, lorsqu’il sera pris dans cetle ac-
ception, signe de direction, et le signe —, dans les mémes cir-
conslances , signe d’inversion.

39. D'aprés tout ce que mous venous de dire, on doit se faire
une idée nette de ce qu’il faut entendre par quanlités directes et
inverses. Ces quantilés, considérées en elles-mémes , ne sont point
distinctes les unes des autres , et elles ne le deviennent que rela-

4
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tivement au point de vue sous lequel on lcs enyisage , ou au réle
qu'on leur fait jouer.

NAISSANCE DES QUANTITES

Plusicurs quantités homogenes élant données, on peut les ajouter
les unes avec les autres, ou retrancher les plus petites des plus
grandes, et I'on aura ainsi-des quantités que 'on pourra nommer
additives et soustractives, mais qui n’auront point dans le fait
changé de nature.

Cela posé, qu’une partie de celles qui étaient additives devien-
nent soustractives, et qu'une partie de celles gui étaient soustrac-
tives deviennent additives, toutes les quantités qui auront subi cette
espece de changement seront inverses de ce qu’elles étaient , et toutes
celles qui ne Pauront pas subi seront directes ; mais ce seront toujours
les mémes quantités, remplissant tantdt une fonction, tantdt une
autre, et étant tonjours par le fait ou ajoulées ou retranchées.

40. 11 faut encore observer qu’une formule étant donmée, si
on voulait se contenter &’y rapporter des cas ol les quantilés
qu'elle contient ne changeraient point de I'addition a la soustrac-
tion, et réciproquement , on n’aurait aucun besoin de parler de
quantités directes et de quantités inverses. C'est ainsi que les ques-
tions des n** 2, 5, 6 et 7, peuvent se résoudre par la formule
dun® 19, sansqu'elle ait subi aucune modification , et sans qu’il
soit question de quantités directes et inverses. Mais, si on ne vou-
lait pas sortir de ce cercle, on ne donnerait pas a l'algebre toute
la généralité dont elle est snsceptible (n® 21).

41, Dés qu'on admet la possibilité qu’une formule g'étende a
des cas ou les quantités qu’elle contient changeraient de Paddi-
tion 2 la soustraction, et réciproquement , on est conduit a la con-
sidération des quantités directes et inverses. Toutes celles qui ne
sont pas inverses sont alors directes par opposition aux autres.
Ainsi toutes les quantités qui entrent dans Ies questions des n* 2,5,
G et 7, étant rapportées & une méme formule, clest-a-dire a celle
du n° 19, se trouvent directes du moment oli nous avons admis
qwelles auraient pu étre inverses ; tandis qu’avant cette supposition,
ces quantités étaient absolues, comme en arithmétique (n° 4o).

42. 11 n'est pas moins essentiel de remarquer que , quoique dans
les quantités d’un seul terme les directes soient sans signe ou aient
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le signe |- et les inverses le signe —, cela n’est pas mécessaire-
Ment ainsi dans les quantités de plusieurs termes; tout dépend
de Ta formule qui est considérée comme primilive.

Ainsi, dans la question da n° 19, d’oit on tire la formule

d—bn
*=_———, cette formule étant considérée comme primitive ,
a—0b
loutes les quantilés quelle contient sont directes , quoigue la
Yuantité b ait le signe —. Et si 'on rapporte a cette formule le
cas n° 22, la quantité b est alors inverse, et preml cependant le
signe -

43. Mais, dans le calcul des nombres absiraits, on a trouvé
moyen de rendre directes toutes les quantités sans signe ou avec
le signe 4 : pour cela une formule, ou une quantité algébrique
¢élant donnée, on la rapporte 4 une formule semblable , dont tous
les termes sont addilifs, et que I'on considéere comme primitive.

Dot il résulte alors que dans la formule proposée tous les termes
adcitifs sont directs, et tous les ltermes soustractifs sont inverses.

44. Cependant, daus les différentes applications des principes
abstraits de I'algebre , on ne peut guere éviter de regarder comme
primitive telle ou telle formule qui a des termes soustractifs.

¥ k5. Tout cela posé et bien compris, voici quelques consé-
quences auxquelles ces principes pourront quelquefois conduire ,
et diflérents points de vue sous lesquels les quantités pcuvent élre
envisagées en algehre :

Formule (X) .. ... a}btc}d.
Formule (Y) .. : .. a—b-4c—d.
Formule (Z} .. ... a-}b—c—d.

Etant donnée la formule (Y), si on la rapporte a la formule (X)
considérée comme primilive, les termes @ et ¢ de la formule (Y)
seront directs, et les termes b etd inverses. Etant donnée la formule
(Z), sion la rapporte ala formule (Y), considérée comme primitive,
les termesa et d de la formule (Z) seront directs, et les termes b et ¢
inverses.

Mais si on rapporte la formule (Z) & la formule (Y), en rappor-
tant en méme temps celle-ci ala formule (X)), on verra:
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1°. Qu'un terme comme @, qui, pris dans la formule (Z),sera di-
rect relativement au terme a déja direct dans la quantité (Y), sera
aussi direct relativement au terme correspondant de (X): ce que l'on
pourra exprimer ainsi, e direct du direct est direct ;

2°. Qu’un terme comme b, qui, pris dans la formule (Z), sera in-
verse relalivement au terme b déji inverse dans la quantité (Y), sera
direct relativement an terme correspondant de (X): ce que lon

_ pourra exprimer ainsi, J'inverse de Uinverse est direct ;

3°. Qu'un terme comme ¢, qui, pris dans la formule (Z), sera in-
verse relativement au terme c direct dans la quantité (Y), sera in-
verse relalivement au terme correspondant de (X):ce que l'on
powrra exprimer ainsi, Uinverse du direct est inverse ;

49, Qu’un lerme comme d, qui, pris dansla formule (Z), sera di-
rect relativement au terme  inverse dans la quantité (Y ), sera in-
verse relalivement au terme correspondant de (X): ce que l'on
pourra exprimer ainsi, le direct de Uinverse est inyerse.

* 46. Voict encore quelques points de vue différents sous lesquels
une méme formule, comme ¢} b —c— d, peul élre envisagée.

1°. Si le cas permet que 'on mette de co1é la considération des
quantités directesetinverses, la formule @ -}- b—c —d sera composée
de quantités absolues additionnées et soustraites, et les signes écrits
seront ceux d’addition et de soustraction.

2°. Si l'on veut considérer les quantités @, b, ¢, d, comme des
quantités directes ajoutées et retranchées, on écrira ou I'on sappo-
sera éerit a la placeded, 045, a la placede ¢,04-¢, et 3 la place
de d, o-}d (n° 37), la formule en question prendra alors cette
forme ,

a+(0 4> )—(o-4c)—(o+d),
dans laquelle les signes qui sont immédiatement avant les letires,
sont signes de direction (n° 38), et les autres sont signes d’addition
et de soustraction,

3. Silon veut considérer les signes écrits comme signes de direc-
tion ou d’inversion, on mettra ou 'on supposera gu’on a mis un
zéro précédé du signe d’addition -}- au devant de chaque signe de
la formule, qui prendra ainsi cette forme,

a+4-(0+b)4(o—c)+ (o —d),
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dans laquelle les signes qui sont immédiatement au devant des
letires sont signes de direction ou d’inversion (n° 38), et les autres
sont signes d’addition.

* 47. Du reste, sous ce dernier point de vue, quand les signes écrits
dans la formule sont les uns -} et les autres —, on est conduit a des
opérations mal présentées ou inexéculables; car, rigoureusement
parlant, on ne peat ajouter le direct avec l'inverse oul'inverse avec
le direct, tout comme an ne pourrait retrancher Tun de Pautre.

Dans tous les cas, il faut passer de ce point de vue qui conduit a
des choses impraticables, & unautre point de vue ol le méme incon-
vénient ne se rencaontre pas.

Jappliguerai cela & un exemple;

d—bn
* 48. En considérant la formule du n° 19, ¥ =——— comme in-
a—b
diquant quelques opérations sur des quantités absolues, on trouve
que le dénominateur du second membre se forme en retranchant de
la quantité a la quantité b.

Or ,si en appliquant i cette formule le cas du n° 22, dans lequel la
quantité b est inverse, on veul suivre larégle que nous venons d’in-
diquer, on sera conduit 4 retrancher d’une quantité directe @ une
quantité inverse b, ce qui est impossible en soi-méme, et rigoureu-
sement parlant (n° 47 ).

Mais nous savons d’ailleurs (n° 25) qu’il faut dans ce cas changer
le signe de b, en sorte que le dénominateur au lien d’étre a— b, doit
devenir dans celle occasion @b, ce qui est une véritable addition
de b avec a.

On peut done dire que soustraire linverse du direct, c’est ajouter
le direct au direct. Il v’y a la qu’une seule et méme opération dési-
gnée de deux manicres différentes, mais dont I'une est impropre , et
Pautre exacte.

¥49. Tous les cassemblables d’opérations mal présentées, se rec-
tifieront de méme au moyen des principes que nous avons posés aux
n® 25 et 26, relalivement au changement de signe des quanlités
qui deviennent inverses. (Foyez du reste la Métaphysique des quan-
tités positives et négatives, ou Introduction & I’ Algebre , 1 vol. in-8°.)
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CHAPITRE IIL

Notions préliminaires sur le but de toute opération de
calcul, et sur les équalions.

50. Lg but de tout calcul, comme on le sentira d’abord, est de
déterminer telles ou telles quantités inconnues, au moyen de cer-
taines relations qu'on leur sait avoir avec des quantités connues;
ainsi lorsqu’on nous demande la somme de deux nombres, ou leur
différence, ou leur, produit, ou leur quotient, ete. cette somme,
cetle différence, ce produit, ce quotient, etc. sont des guantités
inconnues; les nombres sur lesquels il faut opérer sont des quantités
connues, et les opérations a faire montrent quelle relation il y a entre
les connues et les inconnues. Cetle relation est telle, par exemple,
que Pinconnue sera égale a la somme, ou & la différence, ou au
produit, ou au quotient , ete. des quantités connues.

51. Ces rapports des quantités connues aux quantilés inconnues,
fournissent toujours des équations qui servent & les exprimer.

Si ’on demande, par exemple, la somme, ou la dilférence, ou le
produit, oule quotient, etc. de deux quantités a et b, que I'on sup-
pose connues, on pourra désigner I'inconnue par x, et 'on aura

x-:-_a—l-b,oux=a-—-b,oux=-ab,onx$g,ctc.

52. On remarquera que, dans Loule équation, lorsqu’une inconnue
sera seule dans un membre (n° 2, 1), et qu’il n’y aura dans Pautre
que des quantités connues, il ne restera plus, pour trouver la valeur
de linconnue, que d’effectuer les opérations sur les connues qui se-
ront indiquées dans le second membre. Dis que Vinconnue est ainsi
seule dans un membre de I'équation, on dit que I'équation est
résolue,

Quelquefois 1’équation est résolue dés qu’elle est posée, et nous
en avons eu un exemple an n° 31; quand on prévoit cela, on ne s'at-
tache pas méme a représenter l'inconnue par un caractere, et a po-
ser I'équalion; on se contente de faire immédiatement les opérations
qui doivent donner la valeur de Pinconnue.



NOTIONS SUR LES EQUATIONS. 3

Dlautres fois, lorsque I'éguation est posée, il faut tirer de celte
Premiere équation une seconde équation, puis une troisieme, elc.
pour parvenir enfin & n’avoir plus qu’une inconnue seule dans un
membre de équation, et des connues dans Pauntre : c’est ce que l'on
appelle résondre Péquation. Nous en avons eu des exemples dans le
Premier chapitre de cet ouvrage.

Mais dans ce cas-la, soit pour établir les équalions, soit pour les
résoudre, il faut en général savoir opérer par addition , soustraction,
multiplication, division, ¢lévation aux puissances, et extraction de
racines, sur des quantités algébriques quelconques.

Et d’ailleurs il faut souvent, dans 'un et Pautre de ces cas, con-
naitre les caleunls algébriques, pour pouvoir déterminer la valeur
Q’une inconnue lorsqu’elle est seule dans un membre, et que les
quanlités connues quisont dans Uautre sont exprimées par des carac-
leres généraux.

Nous allons nous occuper d’abord de ces opérations fondamen-
tales, sans nous arréter a faire décounler chacune d’elles de telle ou
telle question particuliére.

Si 'on veut des probléemes, nous en choisirons un quirenfermera
lous ceux qui pourraient se présenter dans cetle matiere, et nous
Pénoncerons ainsi : Ztant données des quantités algébriques quels
conques, trouver les sommes, les différences , les produits, les quo-

tients , les puissances et les racines qu’elles peuvent donner.




PREMIERE PARTIE.

DES EQUATIONS QUI SONT RESOLUES DES QU'ELLES SONT
POSEES, OU DES OPERATIONS FONDAMENTALES.

SECTION PREMIERE.
Des opéfations sur les quantités simples.

53. JFappelle QU ANTITE SIMPLE une quantité algébrique qui n’a
{ qu’un seul terme et qu'une seule lettre , comme -} a,—b, ete. Toules
" les aulres quantilés algébriques sont compostEs, comme -+ a - b,
+a—b—e,+ab, —aa, + %, ete.

Dlailleurs, pour savoir faire en arithmétique toutes les opérations
de calcul sur des nombres concrets, on apprend a les faire sur des
nombres abstraits. Nous suivrons la méme marche pour P'algébre,
et d’aprés lobservation du n® 43, nous appellerons dés a présent
L DIRECTE fonte quantité abstraite qui raura point de signe 0w qui
il aura le signe -, et INVERSE loute quantité du méme genre qui aura
i le signe —.

4 11 résultera de la quétant donnée une quanlité directe isolée,
nous pouvons 2 volonté, ou lui bter son signe -, si ‘elle I'a déja,
ou le lui donner, si elle ne Ia pas. (Consultez encore les n™ 37

et 38.)
5% Cela posé, ajouter - b avec + a, clest ajouter ¥ a a pour
! avoir @ - b, ou + a4 b.
: Reuwrancher + b de -+ a, cest retrancher b de a pour avoir a—Db,
oun + (7 e b.

Muldiplier - a par -+ b, c’est muliiplier @ par b pour avoir ab,
ou -} ab.
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Divise ke 1B v eatrdivis ar b S %
ser 4 a par b, cest diviser @ par b pour avoir < on

+ a par 4- b, r @ pardp L

95. Nous aurons done quatre formules générales pour Paddition,

la Soustraction, la multiplication et la division de deux Guantilés

diregies proposées - a et - b.

al F3 * Y} Hi g @ —
Formule générale pour 1 addition, &=—4a-lp
Lormule générale pour la soustraction, & -]L a— p.
Formule générale pour la multiplication, ¥ = + ab.
’ . [33- 508 @
Formule générale pour la division . v =-} =

56. En supposant ensuile, 1% que g et b deviennent.lous deux

'Nverses comme quantités proposées, 2°. que @ reste direct, et (ue
b devient inverse; 3°. que @ devient inverse, et que b reste direct , et
changenm convenablement dans nos formules générales les signes

des termes qui contiennent les quantités devenues inverses, et cela

d’aprbs les regles des ho* 25 et 26, nous obtiendrons les résultats

Suivants :
10' 20. 30.

o — ~ — - -
Quantités proposées, — a | —b |4+a|—0b | —a | 4 b.
Addition , el ] [ R S R -+ b.
Soustraction , —a +b[+a +b|—a —b.
Multiplication,, 4 ab —gb | — ab

CR a | a a

Dipision , + - — 'z R

97. En comparant les signes des quatre additions (n 55, 56)
dvec ceux des quanlités proposées, on verra que dans celte op'éra-
lion les signes ne changent point,

Lin comparant ceux des quatre soustraclions avec cenx des guan-
lités proposées, on verra que les signes des quantités & soustraire ont

Clé changés.

98. En comparant ceux des quatre multiplications avee ceux des
‘Mantités proposées , on verra que le produit s'est trouyé direct lors-
9ue le multiplicande et le multiplicateur avaient le méme signe, et
qWil gest trouvé inverse lorsque le maultiplicande et le multiplicateur
Avaient des signes contraires.

Enfip , on trouvera pour la division la méme loj que pour la mul-
tiplicatjon,

39. On pourra done poser les regles suivantes, relatives a Pemploi

des signes dans les principales opérations de calcul sur les quanlités

5
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d’un seul terme, les quantités qui w’ont point de signe étant suppo-
sées avoir le signe -}-:

 Pour additionner les quantités algébrigues , il faut les éerive de
suite avec leurs signes (n° 57 ).

Pour soustraire les quantités algébriques les unes des autres, il faut
les cerire de suite en changeant les signes de celles gui sont & sous-
traire (n° 57).

Powr multiplier ou diviser l'une par Pautre deux quantités algébri-
ques, it faut, lohs“qu,’elles ont le méme signe , donner au produit ou au
guotient le signe -, et lorsqu’elles Bnt des signes contraires, donner
au produil ou au quotient le signe — (n* 57,58 )%

N. B. Sonvent les quantités gr’on veut additionner on soustraire, se
placent les unes sous les autres dans des colonnes verticales.

60. 11 est d’ailleurs facile de voir que, de cette maniére, ce que l'on
présente comme une addition sera souvent une véritable soustraction,
et que ce que I'on présenle comme une soustraclion sera souvent
une véritable addition; car rigoureusement parlant, l'inverse ne
saurait ni s'ajouter avec le direct ni s’en retrancher, tout comme le
direct ne saurait ni s’ajouter avec inverse, ni s’en retrancher (n” 47).

Ces opérations mal présentées proviennent de Papplication que
Pon fait des formules générales i certains cas particuliers qui ne s’y
rapportent point directement, mais seulement & la faveur d’un chan-
gement de signe; en sorte qu'il est tout naturel que ce qui était addi-
tion devienne soustraction, et réciproquement (n** 24, 25, 48).

Du resle, on peut toujours, avec un peu d’attention, découvrir quel
est le véritable élat de la question, et quelles sont les opérations
rigoureuses qu'elle demande (n° 49 (*).

61. Si les deux guantités sur lesquelles on doit opérer sont égales
entre elles , et qu'on les désigne par @, on obtiendra,
Pour leur somme, a-ta;
Pour leur différence, : a—a;
Pour leur produit,  aea;
a

Pour leur quotient, : =

(*) Ceux qui voudront connaitre plus i fond cette matidre, pourront lire la
Mémphysique des quantités pge:‘h’ws et négatives, ou Introduction & ' dl-
gébra, ouvrage que J'ai d¢ja cité dans lanote du n° 3o, et danslen® 4q.
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Mais on voit d’abord que a— a==0, €l que z == quelle que
50it la valeur de a.

62. Si Pon continuait d'ajouter des @, de retrancher des a, de
Wuliiplier par des a, de diviser par des @, on aurait ces résultats ,

Par addition , a-}-a-ta+tata--etc.;

Par soustraction , @ —a — a — a—a —eic. ;

Par muliiplication, acaaa etc.;

a

Par division, ———
aaaq eics

63 Eno examinant ces opérations algébriques, on veit bientds
qu’elles peuvent étre simplifiées.

Il est évident, par exemple, quau lieu de @ -|- @, on peut écrire
2a; qulau lieu de @ 4 @ -} a, on peut écrive 3a; qu'au lieu de
a -} a-a-a, on peut écrire 4 a, et ainsi de suite.

De méme au lieu de — a — a,on peut metlre —2 a; au lieu de
—a—a —a, on peul mellre — 3a, el ainsi desuite. (Arith. 0 119,
120, 121.)

Cetie espece de simplification s’appelle réduction, parce qu'elle
réduil plusieurs termes i un seul.

64. Quant aux expressions aa, gaa, aaaa, etc. on. doit bien
pouvoir les représenter au moyen de la lettre a et des chiffres 2, 3,
4, elc.; mais, si 'on placait ces chiffres comme les précédents, on con-
fondrait alors des choses qui ne doivent pas étre confondues; car il
est évident que a4 a4 @, par exemple, n'est pas la méme chose
que aaa, ou gue an X a. Si avaul2, a-f-a-a ou 3a vaut
24 2 + 2 ou3 X 2 oub, tandis que waa vaut 2 X 2 X 2 —8.

On ne peut donc pasa la place de aa écrire 2 a; et Pon ne pour-
rait pas non plus écrire @ 2, parce qu'il est convenu que loutes les
quantilés qui s'écriront de suite sur ‘une méme ligne et sans inter-
Position de sigue, seront multipliées les unes par les autres; ensorle
quega—aX2—121Xa=2a.

Ne pouvant donc écrire pour aa, ni 2 @ ni @ 2, On est convenu
@écrire a?, en mettant le chiffre  droite de la quantité, mais un peu
Plus haut. En sorte que aad ='a’, que aaaa=a", et ainsi de suite.

65. 11 faut bien observer que ma désigne que la quantité a est

ajoutée i elle-méme, et qu'elle est m fois dans la somme, ou en
,. . . - ¢ "
d'autres rermes qu'elle est multipliée par m, tandis que a™ désigue
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que la quantité « est multipliée par elle-méme, et qu’elle est m [ois
facteur dans le produit, ou en d’autres termes qu’elle est élevée & la
puissance m ( Arith. n* 76, 77) : aussi prononce-t-on alors @ élepé
& m. :

N. B. Pour lire les formules suivantes, a?, a’, a*, a®, ete. on
peut donc dire @ élevé & deux, a élevé & trois, a élevé & quatre,
@ élevé & cing, elc.; mais ordinairement, quand lexposant est un
nomhre, on simplifie 'expression en disant @ deux ou @ carré
trois ou a cube, a quatre, a Cinq, ele. Mais pour lire a» . on ne
pourrait prononcer a emme, parce qu'il y aurait équivoque, et qu’on
confondrait @” avec am; tandis qu'un chiffre ne se place guere 4
la droite d’un autre sans étre exposant: a deux ne peut pas éire
pris pour @ 2; car cette dernitre quantité se prononcerait @ multi-
plié par deux, et vaudrait 2 a.

5 G

66. Parce que ma=am, ou parce qu’on obtient Ie méme résultat”
en prenant a m fois, ou en prenant m « [ois (Arith. n° 79), on
considere la quantité m comme entrant dans e produit de méme
que la quantité ¢, ou comme concourant avec elle 4 le former,
on dit en conséquence que m est le coefficient de a.

L.a méme chose n’ayant pas lien dans 'expression am
P

et

» qui n’est
. point en général égale A me , on ne considére pas la guantité m

comme entrant dans le produit, ou comme concourant i le former,
et on désigne cette quantité m dans ce cas par le nom d’exposant (¥).

67. On appelle donc corrriciest dune quantité algébrique sim-
Ple ou composée (n° 53), une autre quantité souvent numé

rique
placée au devant de la premiére sur la méme ligne,

et que l'on con-
sidére comumne son mulliplicateur ;
EL Zon nomme xxvosast d’une quantité algébrique simple ou com-

posée, une autre quantité souvent numeérique , placée & droite de la

premiére sur une ligne un peu superwcure, et qui uzdagzze la puissance

a laguelle elle est élevée.
Quelquefois on donne un exposant aux quanlités numérigues,

comme nous allons le voir dans le numéro suivant.

(*‘) (',,.:ﬁ[:-jpn,' vient de cum , avec, et d'efficere, faire. E-‘rpowmf vient de ex
pour extra, en dehots , et de ponere, poser , placer, meiue.
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(i8. Du reste, on ne saurait trop inviter les commencants a hien
dislingucr les coefficients des exposants, carils sont portésia les con-
fondre. Les quantités ma et @” sont toutes deux des produils; mais
dans le premier de ces produils 7 est lui-méme factear, dans le
second m indique simplement combien de fois @ est factear.

Tout cela deviendra plussensiblesi I'on sghslime des chiffres aux
letires. Ainsi 3 X 2 =6, 32 =294 3= 19, $ =2 G nnGi g
2'==16,3 X 5=15, 3° =243, elc. ete. (n°65).

68 bis. La multiplication répétée d’un nombre par lui-méme, vient
denousconduireaux puissances. Or, on sait queopération contraire,
ou celle par laquelle on revient des puissances aux racines, sappelle
extraction des racines ( Arith. n® 76, 77). Nous dirons a4 cetle oc-

casion que pour indiquer Pextraction dela raciue du degré n d’une
n
quantit¢ représenlée par a, on écrit J”a, et que 'on prononce ra-

cine n iéme de a. Quelquefois cette extraction est possible: il est clair,

J
par exemple, qu'on a /"8 =12, parce que 27 ='8. On a aussi
2 5

V"9 =3 parce que 37 =g, et |/ 32 =2 parce que 2° =32, elc.

Du reste, le signe 7 qui est une » dont on a un pen changé la
forme, s'appelle signe radical, et le chiffre ou le symbole qui est a
Pouverture de ce signe, se nomme Vexposant du signe radical. On
voit que le mot exposant est pris ici dans un sens différent de celui
que nous lui avons donné au n° 67.

(9. Nous voyons par tout cela comment les quantités algébriques,
de simples qu’elles étaient d’abord , deviennent composées (n” 53 ).

Quand les quantités simples que P'on ajoute les unes aux autres,
ou que Pon retranche les unes des autres sont différentes, les résul-
lats se trouvent composés de plus d’un terme (n° 2, 1), Les quantités
®un seul terme s’appellent des monomes, celles de deux des bino-
mes, celles de trois des trinomes, el en géuérnl celles de plusieurs
lermes des polynomes.

Quand les quantités simples que I’on ajoute les unes anx aplres,
%u que I'on retranche les unes des autres, sont égales entre elles,
les différents termes qui résultent de-ces opérations, el qui geraient
reslés distincls et séparés si les quantités eussent été dillérentes, se

éduisent dans ce cas a un seul; et la quantilé qui a é1é ajoutée plu-
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sieurs fois & elle-méme, ou retranchée plusieurs fois d’elle-méme,
se trouve précédée d’un coefficient qui trés-souvent est en chiffres,
parce que le nombre des termes qui se sont réduits & un seul est
trés-souvent déterminé. On voit que cette réduction et ce coefficient
numérique indiquent qu'une partie de Vopération n’a été autre chose
qu'une opération arithmétique, parce qu’il est resté quelque chose
de particulier dans le cas que 'on a examiné. Du reste , celle obser-
valion peut s'étendre aux autres opérations algébriques.

Quand les quantités simples que l'on multiplie ou divise les unes
par les autres sont différentes, il en résulle des monomes composés
de plusieurs letires et sous la forme entitre ou fractionnaire.

Quaand ces quantités sont égales, il en résulte des monomes affectés
d’exposants et sous la forme entiére ou fractionnaire.

Les quantités simples forment donc par leur addition, leur sous-
traction, leur multiplication et leur division, des quantités compo-
sées, qui a leur tour peuvent étre additionnées, soustraites, multi«
pliées, divisées, etc.




SECTION II.

Des opérations sur les quantités composées,
monomes et polynomes (n° 53).

CHAPITRE PREMIER.

Obseryations préliminaires.

70. Nous avons donné, au n° 5g, des régles pour Pemploi des
signes |- et—, dans les principales opérations de calcul des quantités
d’un seul terme, considérées comme direcles ou comme inverses.

Or, comme les termes des polynomes peuvent étre pris un & un,
L que, d'aprés 'observation du n° 43, on peut considérer comme
direct tout terme qui a le signe 4 ou qui est supposé Pavoir, et
Comme inverse tout terme qui a le signe —, il en résulte que les
régles du n° 59 s'appliquent aux quantités de plusieurs termes
Comme a celles d’un seul terme.

Du reste, les polynomes peuvent recevoir la forme de monomes
en les écrivant entre parenthéses, ce qui fournit un moyen d’indi-
Guer les opérations de calcul i faire sur ces quantités combinées
entre elles ou avec des monomes. En voici des exemples:

Additions indiquées, (a®*b - 5 ed) ~+ (3ab?® —2mn),

«voe (Beftgh) ik, ... . 5/°m* - (2a°b—7ac).

Soustractions indiquées, (@®b4-5cd) — (3ab3—amn),

vooe (Geff-ghy—ik, ....52m* —(2a*b—7yac).

Multaplications indiguées, ( a®b-}-5cd ) X (3ab? — 2mn), ou
(@*6--5¢d). (3ab2—amn ), ou plus simplement encore (a®b}-5¢d)
(3“5”-—271373) +ouo (@abFed—ef) X mPn,ou (ab-]—-cd-—-.a:f). min,ou
(ab -i-—cd—an) m?n (n** 2,¢c, 19).

Divisions indiguées. (a-fb—c) i (e=~d), vor. (@f-b—c): mn,

v &%k (m4-n—p).
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Puu.sances indiguées, (a4-6)2, ... (a—0b)® .... (4a*b—3ab?)*,

e a”’-i—()"—-cﬁ)k(n”65)
5
Racines m(izg:.:res ]/(5(1“5-—-8(1"52—]—0) cee T (7a%0°

4a®b?),.. V'(S c2d -t 7c3d2) ... V'\a"—]—2 ab + 42) (n° 68 bis).

On peut remarguer sur toul Ccla,

1% Que — (3ab?—amn) — — 3ab®}-2mn, que — (2a?b-4-7ac)
=—2a?b—7ac;que — (—d’¢—2g) = -]~ d%¢}-2g, el, en géné-
ral, que le signe —misan devant d’une parenthése, change lessignes
des termes contenus dans la parenthese ;

2° Que souvent, dans un caleul, on indique les multiplications
au lien de les effectuer, pour ne pas perdre de vue les facteurs ( Arith.
n® 69), dont les produits seraient composés.

3°. Que souvent méme, quand un produit est donné, on cherche
a découvrir quels sont ses facteurs, pour pouvoir exprimer le produit
au moyen de ces mémes facteurs : C’est ainsi qu'en arithmétique on
peut écrire, au lieu de 12, (4, 5) o DR GTTTO TE o

4°. Que si ’on a un factear monome, smlple ou composé, et qu'il
n'ait poiut de signe, on peut éviter de le metire entre parentheses,
comme nous venous de le voir dans nos exemples de multiplications,
et comme nous l'avions déja yu aux n® 2, c et 19.

5°. Mais que si le monome multiplicateur avait le signe —, ou
qu'ayant le signe -}~ on vouliit le lni conserver , on ne pourrait éviler
de le mettre entre parentheses qu’en le plagant au devant du poly-
nome de cetle maniére .« - ... —m?n (ab-cd), + np ( gh-}-ik) :
car si on le placait a la suite du polynome, on n'aurait plus qu’une
soustraction ou une addition. Il est évident que (ab}-cd) — m?n=
ab-t-ed—mn, et que (gh-}-ik) + np=gh-tik +np;

6°. Que les parentheses sont méme nécessaires pour indiquer la
multiplication des quantités simples, quand celles-ci ont des signes
et qu’on ne veut employer ni le point, ni le caractere X. Ainsi
(+a)(—b),on .... 4 a(—b), indiquent la muliplication de
~+ @ par — b, tandis que. ... (4- @) —2b, ou -~ @ —0, ne sont que
des soustractions.

7°. Que dans la division, lorsqu’on I'indique par un trait horizon-

“tal placé entre le dividende et le diviseur, on peut se passer des

parenthéses , comme nous 'avons vu aux n®* 2 E et 19.
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Ainsi (a--5) : (c—-d)=a+3, cwolatb—c)imn=

O

H+b—0 a‘kﬂ
e —p)——tb
) gh® i (m+-n—p) s

Du reste, quand les divisions sont mises sous la forme de fractions,

on peut les lire de deux manieres : a—'_? selit a -}~ b divisé par c—d,

C—(
oua--b sur c—d, comme nous le sayons déja ( n° g, &, note),
a+ph—c % v i 3
— 2" % lit a -6 —c divisé par mn, on a-b—c sur mn; —5
mn m—+n—p

se lit g7 divisé par m~-n—p, ou gh sur m—-n—p ;

8°. Que dans les racines on peut remplacer les parenthéses par un
trait horizontal, qui recouvre toute la quantité, en partant du signe
radical. Ainsi, lesracines indiquées plus haut pourraient s’écrire de

celte maniére:
3 ¢ [

J
V'5atb—8a’t e, .... ¥V 7a%° +4a°03, ....

n
V502£1—|—7 Elda s atsete.
9° Que ces formes de monomes données "aux polynomes per-
mettent d’appliquer a ees derniers les régles qu'on donne pour les
Opérations a faire sur les premiers , comme nous aurons occasion de
le voir par la suite.

CHAPITRE IL

De Paddition, de la soustraction , et de la réduction des
quantités composées.

71. On a démontré (n* 59 et 70) que pour additionner les quan-
lités algébriques, il faut les écrire de suite avec leurs signes, et
que pour lessoustraire il faul aussi les écrire de suite en changeant
les signes des quantités a soustraire. Nous allons appliquer cette régle
a quelques exemples de polynomes, les monomes ne pouvant souf-
friv aucune difliculté.

6
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Exeurre I*%. On propose d’ajouter 3a°b--ac —d avec 2a°b-4-7ac;

on aura,
3a?b + ac —d-} 24’0 + 7ac.

Exemere II. On propose d’ajouter 5abe— 2ad avee 2a°d — 5abe

et avec a-}- b;onaura,
Sabe — 2a?d + 2a’d — 5abe 4 a 4 b.

Exgmrre III. On propose d’ajouter 4 ‘-t—g — 6afb3cavee “;:1 -+
i 5a3b3c; on aura,

acd acd
LR S SR 552 PR 5.3
I‘m, Gal;c-l—m—-}-ﬁabc.

Exemrre IV. On propose de soustraire 3a°4%c? 4 2ae de 4a’h’c?
" —3 ac; on aura,
4a®b%?— 3ac — 3a®l%c® — 2ac.
Exemere V. On propose de soustraire a®b 4 6¢d de a’b 4 2cd ;

on aura, J
a’b—+ 2 ed— a®h — 6ed,

b3c cd
Exemres VI. On propose de soustraire 7 —~ — 57~ — 8ae de

e
j b3e cd
7',,,__5»—3_8‘”;
on aura,
‘ }'3 d I)ﬁ d}
i 7:....":.._.5 L—Bae——7—-‘f+50 + 8 ac.
B n m n m

72. Mais il est facile de voir que le résultat du premier exemple

se réduit a
5a% + 8 ac—d,

parce que 3 fois a®b et 2 fois a®b équivalent ensemble i 5 fois a25,
‘ ou a 5a? , quelle que soit la valeur de a?, et parce que 1 fois ac,
I et 7 fois ac, équivalent ensemble & 8 fois ac ou a 8 ac, quelle que
i soit la valeur de ae.
I De méme le résultat du second exemple se réduit a
a0,
parece que 5 abec — 5 abe et 2 a3d — 24°d se réduisent égale-
ment a zéro, quelle que soit la valeur de abc et de a®d.

De méme encore, l¢ résultat du troisitme exemple se réduit &

acd

5 —— a’b%,
m
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acd  acd acd

Parce que 4— + — =5 —, et parce que 5a° 4% —
m m L

8a%%e = 54%%¢ — 5a%h% — a%h% = — adb%,

Enfin , le résultat du quatriéme exemple se réduit 3 o%55¢ —
5 aec ;
Celuiducinquiéme e L L R S R S
Oolthi:dw eixibmeld: .5 ovatamey SRV TR

Cette réduction de plusieurs termes 4 un seul , qui s'est effectuge
dans tous ces exem ples et qm est ordinairement une opérauon arith-
Métique (n° 69 ), ne peut avoir lieu que sur des TERMES SEMBLABLES,
Cest-a-dire sur des termes composés des mémes lettres affectées des
Mémes exposants, quels que soient dailleurs leurs coefficients et
lenyg signes. 1l est évident que les termes de la quantité 3 a2b
mn—5cg 4+ 3 di, ne sont suscepub[es d’aucune réduction
lant que chacune des lettres qui la composent n’aura pas pris
une valeur en chiffres. Il faut méme observer que Pexpression
3a% 4 2ab — abe + be ne peut point se réduire, parce que ,
quoiqu’il y ait des letlres communes a plusieurs de ses termes,
celles un terme ne se trouvent pas toutes dans un autre terme ,
ou n’ont pas les mémes exposants dans I'un que dans l’antre.

7

Pour réduire & un seul plusieurs termes semblables, il faut done,
S ces termes ont le méme signe , donner pour coefficient au mou-
veaw terme la somme de tous les coefficients , avec le signe com-
Mun ; et si les termes semblables ont des signes différents , il faut
Jaire la somme de cogfficients directs et celle des inverses (n° 53),
Yetrancher la plus petite de la plus grande , et donner pour coef-
Jicient au nouveau terme la différence de ces deux sommes, avec
le signe de la plus grande.

73. On remarquera ici que retrancher un nombre & d’'un nombre
@, c’est en d’antres termes chercher le rappore de différence ou le
rapport excédentif des deux nombres @ et & et si'on trouve a—15
=c—d, on pourradire quea.b c. d (Arith. n°* 534, 535). Alors
Sionaa>b,a—b est direct, ainsi que c —d; mais si on a @ <
b, a— b est inverse , ainsi que c—d (n° 53).

Dans I'un et Pautre cas, si 'on ajoute b et & aux deux membres
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de ’équation a—b=c—d,ona a—b+4-btd=c—d|-b}d,
ou en réduisant @ 4 d = ¢ }- b, cest-a - dire que dans expression
@.bc.d,lasommedes deux termes extrémes est égale  la somme
i des deux termes moyens, comme nous avons démontré dans Iarith-
“ mélique (ALrith. n° 584 (¥).
i T4. Si Yon ajoute} un nombre @ un nombre d pour avoir a--d,
qu’a celte somme on ajoute encore d pour avoir a-{-2d, etque 'on
conlinue ainsi d’ajouter & & chaque somme que 'on formera de celte
manicre, il en résultera la progression (Arith. n° 542),
Taatda-+t2dat3dat4bd ete.
i Si la différence d est directe (n° 53), la progression est croissante ;
I mais si celte différence est inverse, la progression est décroissante
CArith. n> 543, 544).
' Et il est facile de voir qu'un terme quelconque de cette progres-
sion vaut le premier plus la différence multipliée par le nombre qui
exprime combien il y a de termes avant celui dont il sagit ( Arith.
n° 661).

75. Nous ne nous arrélerons pas davantage sur celte maliére, que
nous avons développée dans Parithmétique, et nous terminerons ce

chapitre en observant que si 'on ajoute successivement un méme
nombre & lui-méme, l'addition devient multiplication, et que si lon

TR

3 Fan

souslrait successivemenl un méme nombre d’une quantité donnée,

la soustraction devient division. Nous allons examiner ces deux opé-
rations.

. ¥ (*) Le mot ferme, quand il s’agit de proportions ¢l de progressions

» désigne
les parties séparces par les points (n® 2 , 1),




CHAPITRE III.

De Ia multiplication et de la division des quantités

composées.

1°. Des monomnies.

76. Une observation assez essenlielle & faire avant de commencer
Cet article, c'est que les régles relatives aux opérations sur les mo-
Nomes peuvent s’appliquer aussi aux polynomes, en donnant a ces
derniers la forme des premiers, au moyen de parenthéses (fevoyez
fout le n° 70). Ce principe lrouvera encore son application dans les
chapitres VII et VIII, ot nous traiterons de élévation aux puis-
sances et de 'extraction des racines dans les monomes, puis du cal-
cul des quantités radicales.

Tout monome algébrique, §'il est simple, ne conlient qu’une lettre,
Outre le signe qui est au devant de celte lettre , on quon peut y sup-
Poser. §’il est composé, il Pest, ou par une letire avec un coeflicient,
Ou par une lettre avec un exposant, ou par plusieurs lettres , ou enfin
Par la réunion de ces divers éléments.

Cependant tout monome qui n’a point de coefficient numérique,
€5l censé avoir pour coeflicient 1, et toute lettre qui n’a point d’ex-
Posant, est supposée avoir Pexposant 1. Ainsi, @°0 est laméme chose
que 1 a®b!, et a®bc équivaut & 1a?b’c’, etc. etc. De méme le po-
lynome 706" —m'n - ,ele. mis entre parentheéses, et considéré
alors comme monome, a pour coeflicient général 1, et pour expo-
sant général aunssi 1, c’est-a-dire qu’il vaut 1 (7({5115——?11.“12—]—-810.)4.
Tandis que si on avait 3 (7({2153 —m*n -} ete.)®, le coeflicient géné-
ral serait 3, et Vexposant général 5.

11 faudra donc, dans1a muliiplication et la division des monomes,
Considérer les signes, les coefficients , les lettres et les exposants,

77. Or, nous connaissons d¢ja la loi des signes (n® 5q et 70), et
nous avons plusieurs données qui peuvent nous diriger dans la re-
cherche des autres lois.

1. Nous savons que plusieurs leltres écrites de suite , sans inter-
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position de signe, sont multipliées les unes par les autres (n°

19),
et qu’il en est de méme d’un mélange de quantités numériques el de
lettres, quand ces quantités et ces lettres sont écrites sur une méme

ligne (n* 19, 64),

2°. Nous savons que deux ou plusieurs nombres multipliés entre
eux dans un ordre quelconque, donnent toujours le méme produit
( Arith. n> 10, 111, 112 ), ce quinous fournira la facilité d’élablir
entre les lettres d’un monome Pordre alphabétique , qui en facilite
Ia lecture, et de placer au commencement de ce monome loules
les quantités numériques, quand le mélange indiqué ci-dessus aura
lieu.

Du reste, on intervertit quelquefois Pordre alphabétique des let-
tres quand on veut faire pressentir qu’une ou plusieurs de ces lel-
tres jouent le réle de coeflicient, comme 7 dans Pexpression mab
(n® 65, 66, 67).

3°. Nous savons de plus que si 'on divise un produit par un de
ses facteurs, on a pour quotient Pautre facteur (Arith. n* 69, 161,
164, et que si on divise les deux termes d’une fraction par.un
méme nombre, la fraction change de forme sans changer de valeur
(Arith. n° 274). Arrétons-nous un peu la-dessus.

Les vacrevrs d'un produit sont les nombres qui ont été multipliés
entre eux pour former ce produit, Ainsi, les facteurs de 3 abc sont le
chiffre et les trois lettres , ce qui fait quatre facteurs ; mais on peut
toujours, en les combinant, les considérer comme ne formant que
deux facteurs : par exemple, si 'on divise 3abe par le facleur 3, on
a pour quotient le facteur composé abe. Si Von divise le méme pro-
duit 3abc par 3a, on a pour quotient bc, ele. etc.

Appliquons & quelques exemples les deux principes énoncés dans
Yavant-dernier alinéa ; le premier nous donnera

ab ab % i
— - =da, elc.
% 2oy 2

Le second, combiné avee le premier, nous conduira  ceci :
ab b a 1
—_— =, — == 7,
ac ¢ ab b
parce que ab divis¢ par ¢ donne b, que ac divisé par a donne ¢,
que a divisé par @ donne 1, et que a b divisé par « donne b,

Avant d’aller plus loin, tirons de ces quatre formules une regle
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qui pourra nous étre fort utile par la suite : elle se trouye démontrée
par les formules mémes.

Lorsquil y a des facteurs communs & un dividende of & son divi-
eur , on peut les supprimer de part et d’autre sans altérer Jo quotient,
Pourve qu’on écrive Funité au dividende, dans le cas of ;] 'y reste-
rait rien par la suppression des facteurs, Sur quoi il faut remarquer
quil n’y a pas besoin d’écrire P'unité aun diviseur , lorsqu’il n’y reste
rien par la suppression des facteurs, parce quun-nombre divisé par 1

2 a
ne change pas. Ainsi —:3,——;_—..(;,

4. Avec le secours de tous ces principes, et la connaissance que
nous avons des propriétés des exposants, propriéLés qui ont été déve-
loppées dans les n> 64, 65, 66, 67 et 68, nous passerons A la re-
cherche des lois d’aprés lesquelles on peut multiplier et diviser les
monomes algébriques les uns par les autres.

Loi des signes.

78. Répélons cette loi déja connue. Pour multiplier ou diviser
Cune par Pautre deusx quantités algébriques, il fuut, lorsqu’elles one
le méme signe , donner au produit ou au quotient le signe -, et lors-
qWelles ont des signes contraires, donner au produit ou au quotient
le signe — (n° 59 et 70).

Dans Papplication que L'on fait de celte régle, on s’énonce ainsi,
soit pour la multiplication, soit pour la division :

~+ par +- fait 4, — par — fait -+,
=+ par — fait —, — par -}~ fait —,

Lot des coefficients.

19. Dans la multiplication. 1l est clair que 2a X 3b = 2a3b=2.3ab
=6ab (n" 1 et n° 77, 1°, 2°), et en général que m.a X nb=...
mn.ab; m élant le coeflicient de a, n le coeflicient de b, et mn , ou
le produit de m par #, le coeficient de ab ; c’est- i - dire que les
coefficients du multiplicande et du multiplicateur doivens étre mul-
tipliés Pun par Pautre pour former le coefficient dy produit,

80. Dans la divisision. Faisons les preuves des multiplications
Ci-dessus. Il est évident, par le 0”77, 3°, qu'on a
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6ab 92.3ab Gab 2.3ab mn. ab
3 2

- = = e T e— ] ==nb
2a 2a 36 3b m.a ?
mn. ab
—_— =m. a;
n.b >

cest-a-dire que pour avoir le coefficient d’un quotient, il faut diviser
le coefficient du dividende par le coefficient du diviseur.

I1 faut observer a cet égard, que lorsque la division des coeflicients
ne peut pas s'effectuer, il en résulte, pour le quotient, un coefficient
qui a la forme fractionnaire.

2ab & 2bH
1 Jo— =g = — .A f]. . 4 y
Ainsi 3a 3 b 3 (Arith. n° 254 )
m . ab m m.a
—_— -_— 0 = )'
n.b n n

opérations dont on pourra faire la preuve par la multiplication.
Loi des lettres.

Elle a lieu lorsque le multiplicande et le muliiplicateur, ou le
dividende et le divisear, n’ont aucune letire commune.

81. Dans la multiplication. 1l est clair que ab X ed=abed, que
a’b? X cdd= a®b2c3d ; que ambnct, ete. X dier, ete. = ambretdier,
iy fn® g o et ol c’est-a-dire que, lorsque les lettres du multi=
plicande et du multiplicateur sont différentes, il suffit de les éerire de

suite au pmcluif avec leurs exposants.

82. Dans la division. L’opéralion dans ce cas ne peut que s’indi-
. . r . a . .
quer : pour diviser @ par b, on écrita: b, ou 55 pour diviser a’be

2, 3

E o a?be

ar m*n, on écrit a?be :m'n=——  elc.
m'n

clest-a-dire que , lorsque les lettres du dividende et du diviseur sont
(lfﬂrirentes, il suffit d’écrire eelles du dividende pour numérateur d’une
fraction, et celles du diviseur pour. dénominateur; la Sfraction méme
est le quotient.

83. Clest en effet 12 Torigine des fraciions algébriques que l'on
additionne, soustrait, multiplie et divise, soit entre elles, soit avee
les nombres entiers, en suivant les régles que nous avens données
pour ces opérations dans arithmétique, et en y joignant les principes
particuliers 4 l'algthre, que nous sommes oceupés a développer.
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84. On remarquera qu’une fraction algébrique comme

a
T pourra,
dans tel ou tel cas particulier, perdre cette forme et ce

caraclére
lorsqu’on aura donné & ses termes une valeur numérique qui rendra

la division possible. Si parexemple a devient 6, et que b deyienne 3,
6

(¢4
on aura — — —
b

=5 Mais algébriquement parlang _g_ est une

fraction.

En revanche, les quantités a, b, m®n, 3mp , etc. sont en algthre

des nombres entiers, quoique ces expressions puissent prendre dans
Cerlains cas des valeurs numériques fractionnaires,

Lot des exposants.

Elle a lien lorsque le multiplicande et le multiplicateur,

ou le
dividende et le diviseur, ont des lettres communes.

85. Dans la multiplication. Il est facile de voir que a*b%c X a?be
=a3b2cabe=a3a?b2bcc (n° 77, 1° et 2°)— aaaaabbbce — adb3c?
(n° 64), et en général que a” X a®»=a™ a”. Mais comme Pexpo-
sant m indique que la quantité a est m fois facteur dans le produit,
€t que P'exposant 7 indique que cette méme quantité a est en outre
% fois facteur dans le produit (n° 65), il en résulte que a doit étre
€crit de suite m fois plus 7 fois, ou (m - n) fois (n°* 64, 65).0n a
donc amar—am 41, Cest-a-dire que lorsqu’il y a des lettres com-
unes aw multiplicande et aw multiplicateur , chacune de ces letires
8écrit une fois au produit avec un exposant égal, celui qu'elle a dans
le multiplicande , plus celui qu'elle a dans le multiplicateur.

86. Dans la division. Faisons les preuves des multiplications ci-
dessus. 11 est évident par les n™ 64, 65 et 77, 3°, quon a

a’b3c?  aaaaabbbee

v aabe = a?bc;
adb2c aaabbe

55302 aaaaabbbee 5
a?bve

oot = aaabbc =— a’b3c;

azbe aabe

”m-l»:z A

— 1
am am

am—-n arar
e [ B

ar a»

-1
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Mais le premier quotient a?bc=a’-313-2c2~1; le'second ub2c
=a’-2b%=1c2~1; |e troisitme' a® = am -+n—=m et le quatritme a™
= @™ +n—n,

Done, lorsqi’il y @ des letires communes au dividende et are divi-
seur, chacune de ces letires communes s’écrit une fois au quotient,
avec un exposant égal & celui gu’elle a dans le dividende , moins celui
qu’elle a dans le diviseur.

87. Avant de ‘quitter celte regle; nous ferons observer quielle
renferme trois cas différents; car, ou Pexposant de la léttre commune
est plus grand dans le dividende que dans le diviseur, ouil est égal
dans les deux , ou il est plus petit dansle premier que dans le second.

an - :
Par exemple dans la formule—— = am—n sim >>mn, m—n esl
a’l

direct, maissi m=—n, m—n=—o, el si m<_n, m —n est inverse;
on demande donc ce que signifient ces expressions a® el a—,.

88. Puisque a® provient de —, il est facile de comprendre que
a

a®=1, car lorsque le dividende et le diviseur sont égaux; le quo-
tient est Loujours I'unité. Toute la diflérence qu’il y a entre ces deux
expressions , c’est que le chiffre 1 désigne Punilé d’une maniere plus
vague et plus générale, et que le caratere «® désigue 'unité prove-
nant de la division d’on nombre par lui-méme.

Il faut donc bien se souvenir que foule quanlité qui a pour expo-
sant 0 équivaut & Lunite.

BN . T =5 ., O™ ;
82. Mais si Pon avait 0% celle expression équivalant & — ou a
0”‘

9 sa valeur, considérée d’'une maniére génémle serait indétermi-
née, cest-a-dire qu’on pourrait écrire pour 3 ou o, ou =+ 1 (%), ou
-2, ou =+ 3, ou—+ 7, cette letire V ayant une valeur quelconque;
car la division consiste & chercher un quotient tel que, multiplié par
le diviscur, il redonne le dividende; or, il n’y a pas de nombre qui,
multiplié par o ne redonne 0, donc en général 0° =5=—+ 7"

Cependant, dans bien des cas, celle expression peut avoir une
valeur fixe et déterminée.

(*) Ce double signe |- signifie 4 ou —,
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Par exemple, si une question avait conduit i la formule x =

3(a—b)m ¥ <
T e e B que dans un cas pal‘llculler on eita=—>betm —
(a—byn

e 3 X om 3o
on trouverait x =— g =2, et la valeur de'x paral-
o o .

lrait indélerminée.

Mais en observant, 1°% que dans le cas particulier dont il sagit,
on a m = n; 2° qu'on peut effacer les facteurs communs a un divi-
dende et 4 son diviseur (n° 77,3°), on'sera autorisé & conclure qu'on
aicixzs(a—h)m =— %

(a— b ym

90. Quant a lexpression za—7? (n” 87), elle provient, comme nous
Yavons va, d’un exposant plus grand , retranché d’un exposant plus
petit. C’est la régle da n° 86, appliquée & un cas qui, a proprement
Parler, n’y est pas compris. Elle donne

am
— == g ——P = aP-
amtp
Mais d’un auntre c6té,
am an

am+tr s amap

= — (0°77,3)

1
Ln sorte que généralement a2 = =
Cest-h-dire gu'une quantité quelconque avee un exposant inverse , est
boale’ & Panité divisée par cetle méme quantilé , avec le méme expo-

sant, mais direct.
: b b i b
91. Il résulte de 1a que ba—*¢ = 79 et qu’a la placede = 9D
a a.

‘ b
Peut écrire, si 'on veut, ba—2. Sip =1, on'a, —t;—:ba—".
Cela donne le moyen de faire passer une quanlité de la forme

fractionnaire & la forme entitre.
- ; b 1 iy bat '
On'ivoit aussiique——=>01—'= —1— =—— = bar ( Arith.
a-P afl 1 ar 1
n%3o0, 315).
92. Voici guelques exemples-de multiplications et de divisions de

Wmonomes, sur lesquels on pourra s'esercer :
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-+ 5b%ed? X — 7a?blc = 35a2}8.242.
—12n7p4g6 X — 11 m3np = -}-132 mEn8psagb,
— ambie X+ 3Farbic= —3am+rbntace,
-+ 18 a®b2edy3 6 by?

— 15a%bc2d3y ~  5a2cd?’

— 12 a8b3e5nd 2p—N by

2abcing
—18a?b7endbpttety2 T T 3 bidopt-5y2
Développons la marche du premier exemple de multiplication.
On dira - par —fait— (1 78), 5 fois 7 ou 7 fois 5 font 35 (u° 7g),
b3ed? X a?bic donne a2b5—f—5cl+id2, on a?b8¢2d? (n* 77, 2°,
81, 85).
Développons aussi le premier exemple de division. On dira-}-par
— fait — (n° 78), 18 divisé par 15 donne 1t = £(n" 80).
a’bRedys a3bbedyy 2 by 2 1 4
a%bc?d%y = adahocddty - ated? (W 77, 3 4°).
On aurait pu dire aussi
adh2edys . =
m = ,35—.152—!01720;1_3.},.7_1 —a 2be-td '?.7'2 iS5

e Pa 2
{LE.IJ.E.ZE.y2(n“‘ 86, go) = *

a?cd?’

11 conviendra d’ailleurs, aprés qu'on aura passé en revue les au-
tres exemples, de faire les preaves des multiplications par la diyision
et celles des divisions par la multiplication.

Appliquons aussi les régles que nous venod® de trouver & quel-
ques exemples de polynomes, conformément & ’obseryation conte-
nue dans le premier alinéa du n° 76.

(3a2b—>5cid) (2m—t-n) ‘ :

1% — = 2m-}n (n° 77, 3°).

(3a2b—>5c4d)

2°. 7(2a%—4b) X 5 (2m—n) =35 (245 — 4b) (2m—n) (n° 79).

35(2a% —4b) (Qm-—n}_

38 =7 (2a®—4&b) (0 77, 3°, et 8o).

5 (2m—n)

4% 6 (had—b3yix5 (Bmn—2p)r —.. 30 (4a’b3 )4 (3mn—ap)r
(n® 79, 81).

5%y (3a% —=ab)5' 03 tam'—n)2== 1,

7 (3a2—ab) b
S ro(am—np)?
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(3a2—2ab)>
(2m—n)?
6°. (3a?—2b)> (3@2-—2!))3 (3a2—2b)® (n° 85).

(n® 8o, 82).

(oa2—2/! o bY3 (n°
(.'S_a2——2f;\_) =(3a*—2b)%(n"86).
8. (7ab + c3d—8e®) =1 (n° 88).

1

(7ab + c3d)i0 (n%90).

9" (7ab-+c3d)-10=

93. On remarquera ici que diviser un nombre @ par un nomhre 2,

a@
pour avoir le quotient -, c’est en d’autres Lermes chercher le rappore
/]

de quotient ou le rapport quotitif des deux nombres a et b ; et si 'on

a c
trouve—=—=-, on pourradirequea: b . : ¢ d(Arith.n" 531 . 537).
b-id a ¢
Si Pon multiplie par 2d les denx membres de l’equalmn o

d
on a ad= be,c’est-a-dire que dans Pexpression a5 iie: dle pro-

duit des termes extrémes égale le produit des lermes moyens, comme
nous l'avons démontré dans larithmétique ( Arith. n® 595).

94. Si Pon muliiplie un nombre @ par un nombre b pour avoir
ab, qu’on multiplie encore ce produit par b pour avoir ab?, et que
Pon continue ainsi de multiplier par b chaque produit que I'on for-
mera de cetle maniére, il enrésulterala progression (_Arith. n° 542)

2= qgtab tab? vabd i abt t ete. Bkt

Si la raison & est plus grande que 1, la progression est croissante;
mais si 5 eft une fraction, la progression est décroissante ( Arith.
no 543, 544 %

Et il est facile de voir qu'un terme quelconque de cetle progres-
sion vaut le premier multiplié par la raison élevée & une puissance
marquée par le nombre des termes quil y a avant celui dont il s'agit
( Arith. n° 668 ).

95. Sia=1, la progression devient

TE1:52 52 B3 b4 ete.on
TEH0LbY 2 625 7 L b4 L e, (02 786,88)
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dont les termes sont en progression quolilive; tandis que les expo-
sanls sont en progression excédenlive.

Sile premier terme était b7, et que le quotient fit £7 , la progres-
sion d,viendrait,

& - O e g by ®
= hm shm—t-ns fm - 2us hm-3a s bm +hint ele.

Par ot l'on voit généralemet que lorsque plusieurs exposants d’'une
méme quantité forment une progression excédentive, les puissances
de cette quantité marquées par ces exposants, et prises dansle méme
ordre qi’enx , forinent une progression guotitive.

96. Si, dans notre dernicre progression, on fait m = o, elle

deviendra
S b0 hn s b2y h3n s bhn s hin s G hTns h8n s ele,

L’on aura ainsi une suite de termes en progression quotitive dont
lIe premier sera Punité, et les exposants de ces termes formeront
une progression exeédentive commencant par 0. Alors chaque expo-
sant sera le logarithme du terme auquel il correspond, c’est-a-dire
que 0 sera le logarithme de 4", que 7 sera le logarithme de 47, que
an sera Ic logarithme de 424 et ainsi de suite (Arith. n°>686,687).

97. Tl est facile de voir; 1° que pourtrouver le produit de deux
termes ‘de celte progression, comme celui de /27 par bén, il suffit
de prendre le terme correspondant i la somme 6 # des deux expo~
sants: (n° 855 «Apich, n? .681,685);

2" Que pour trouver le quotient de deux termes, comme celui
deb3% par /6, ilsuffitde prendre le terme correspondant i la diffé-
rence 27.des deux exposants(n° 86) 4ritk, n*° 682,685 ).

Et comme les élévations aux puissances ne sont que des multipli-
calions répélées, et que les exiractionsde racines sont les opérations
contraires des tlévations aux puissances (Arith: n? 74477 )y il ne
sera pas diflicile de faire aussi ces opérations par le méyen des loga-
vithmes. Da reste, cetle matiere a été développée dansl.Arithmétique
& Limile ; et nous supposons ici-Ja connaissance de cet ouvrage.

2° Des polynomes.

De la mulliplication des polynones.

98. Pour multiplicr un polynome), veprésenté par a—-5--c |- ete.
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par un monome, représenté par 2z, il est évident qu'il faut multi-
plier successivement et dans un ordre quelcongue tous lestermes du
polynome par le monome,

De méme, pour multiplier le polynome a—}b--c-}ete, par le
binome 7 --n, il est encore évident qu’il faut multiplier Pun aprés
Paulre et dans un ordre quelconque, tous les termes du polynome
multiplicande, d’abord par m, et ensuile par 2, on d’abord par n,
€t ensupite par m.

Pour multiplier.a--b—}-c-|-etc. parm +n-}p,il faut multiplier
a-- b -+ e} ete. par chacun des termes du trinome m-+n-p.

En général, pour multiplier un polynome par un autre, il faut
muliiplier tous les termes du multiplicande par chaque terme du
muliiplicateur; et cest ce quion peut tres-facilement exéculer au
moyen des régles que nous avons obtenues pour la multiplication

d’un monome par un autre, ou d’un terme par un aulre lerme.

99. On doit observer i cet égard que les quantilés algébriques
nayant point, comme les chiffres, une valeur dépendante de leur
place ou de leur colonne, il n’y aura rien 4 retenir en allant d’un
lerme & un aulre, ce qui permeltra de commencer la multiplication
par la gauche ou par la droite, i volonté ( Arith. n> 88 a g&).

On peut remarguer encore quc, non-seulement l'ordre des lettres,
dans chaque terme, est en lui-méme indifférent, quoiqu’on préfere
en général Pordre alphabétique (n° 77, 29), mais qu’encore l'arran-
gement des termes enire eux peut varier sans changer la quantité,
puisque la valeur de ces termes, comme nous venons de le dire,
n'est en aucune maniere dépendante de leur place.

100. Dureste, si le multiplicande et lemultiplicateur sont d’avance
réduits 4 la plus simple expression (n® 72), el que ces deux quan-
lités n’aient aucune letire commune, il est clair que le produit ne
pourra contenir des Lermes semblables, et qu’il ne pourra par consé-
quent subir aucune réduction. Dans ce cas, le nombre des termes du
produit sera égal a celui des termes du multiplicande multipli¢ par
celui des termes du multiplicateur. Par exemple, en multipliant

a4 cdparm +-n--p, on aura un produit total de douze

lermes.
Mais si le multiplicande et le multiplicaleur sont tels qu’il puisse
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se trouver au produit total des termes semblables, ces termes se ré-
duisant alors entre eux, le nombre des termes du produit définitif
sera moindre que dans le cas précédent, cest-a-dire qu’il sera moin-
dre que le nombre des termes du multiplicande multiplié par le
nombre des termes du multiplicateur. Comme ce cas est le plus im-
portant, nous allons Pexaminer en particulier, d’autant plus qu'il
1’y a aucune observalion i faire sur Paulre.

101. Nous venons de parler de termes semblables; or, ces termes
se présentent sans cesse dans les opérations d’arithmélique; car les
unités sont semblables aux unités, les dizaines aux dizaines, les cen-
laines aux cenlaines, ete. Ne pourrait-on donc former des polynomes
algébriques qui eussent, sous ce point de vue, des rapports plus ou
moins marqués avec les quantités humériques?

102. Pour résoudre cette question, examinons avec quelque soin
les quantités numériques, et séparons les uns des autres les termes
dont elles sont formées; prenons, par exemple, le nombre 52643;
il est évident que nous pourrons Pécrire ainsi:

5000042000600} 40-}-3.

Mais cette espéce de polynome peut encore recevoir les deux for-
mes suivanles (n® 1, 65, 88):

5.10000-2.1000}-6.100-}~4.10} 3.1
S5.10% 42,105 -1-6.10244.10!' 1-3.10°.
EtL comme il serait facile-de décomposer ainsi tout autre nombre
enlier, on en peut conclure
1% Que les chiffres de ces nombres ne sont aulre chose que les
coeflicients des différentes puissances de 10, en commencant par la
puissance o, et s'¢levant successivement de la droite i la gauche aux
puissances 1, 2, 3, 4, etc.
2°. Que dans la maniére ordinaire d’écrire les nombres, on sup-
prime, soit les signes, soit les différentes expressions des puissances
de 10, ces puissances n’étant plus indiquées alors que par les colon-
nes. Ainsi, en allant toujours de la droite vers la gauche, on a
d’abord la puissance o ou les unités, puis la puissance 1 ou les dizai-
nes, puis la puissance 2 ou les centaines, et ainsi de suite.

En résumé, les chiffres écrits sont les coefficients des dilférentes
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puissances de 10, et ces puissances ne sont indiquées elles-mémes
que par les colonnes ou les coefficients sont placés.

1l résulte de ces observalions qu'on ne peut changer la place des
chiffres dans un nombre écrit a la maniére ordinaire, sans clianger
par 12 méme le nombre, tandis que dans les autres manieres d’écrire
ce nomhre, on pourrait, sans le dénaturer, changer Pordre de ses
termes, comme il est facile de le voir (n° gg).

103. Tout cela posé, une quantité algébrique de cette forme
7a%45a%48a? - 3a' }-4a”,
sera lout-a-fait analogue & une quantilé numérique écrite de 'une
des maniéres ou de l'autre, et P'on pourra changer lordre des ter-
mes sans dénaturer la quantité (n°® gg). ;

104. Mais dans les quanltités numériques écrites comme & Pordi-
naire, les chiffres se succedent toujours dans un ordre régulier et
systémalique, d’olt résulte entre autres la maniére d’opérer dans la
multiplication. Or, a part les nombres que 'on retient pour les porter
d’une colonne a une autre, la marche de cette opération ne chan-
gerait point si l'on écrivait ces quantités comme nous l'avons fait
il ya un moment, pourvu du moins qu’on ne dérangeit pas Pordre
de grandeur de leurs termes; et 'on pourrait ménie de celle maniére
commencer par la gauche, aussi-bien que par la droite, sans y trou-
ver plus de difficultés.

Donc les quantités algébriques de la nature de celles que nous
venons d’examiner, pourront aussi se multiplier suivant la marche
employée dans les quantilés numériques, si dumoins I'on ne change
pas non plus l'ordre de grandeur de leurs lermes, ou si Pon rétablit
cetordre quand il aura été changé.

Si, par exemple, on muliiplie la quantité algébrique précédente
Par une aulre de méme nature, avec plus ou moins de termes,
comme celle-ci,

2a% -t} 5a?+}3at |-a%
el que P'on suive dans Popération la marche que l'on suit ordinaire-
ment dans les muliiplicalions numériques, on pourra étre certain
Q’avance qu'on trouvera dans les différents produits partiels des ter-
mes semblables (n° 72), et que si lon écrit ces produits les uns sous
les autres, en les reculant d’une place & mesure qu'on passera d’un
8
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terme a un aulre du multiplicateur, les termes semblables se trou-
veront placés dans les mémes colonnes: car tout se passera la comme
dans la muliiplication des quaniilés numériques.

Diailleurs, les différents coefficients et les différents signes qu’on
pourra donner a ces termes n’influant en aucune manitre sur la
similitude ou non similitude des termes du produit (n° 72), Uordre

de ces derniers n’en sera poinL changé.

105. Avaot d’aller plus loin, essayons en effet la multiplication
des deux quantités précédentes en suivant la marche de Darithmé-
tique, qui se rapporte du reste a celle que nous avons indiquée au
n° g8, Seulement commencons Popération parla gauche, puisqu’clle
ne peal nous offiir ainsi plus de diflicultés. Ce sens est celui quon
prélere, parce que c'est celui dans lequel la lecture des quantités se
fait naturellement. Voici le tableau de cette opération:

7a% 4 5a% | 842 |- 3a' | 4a°

2a% 4 542 3al + a°

1ha’ 1048 16a5 L 6at- 8§as
- 55{&5—|—25a5—+—40a‘5—j—15a5+20a?
+21a5 1504 -+24a’® - ga2-}-12a!
. -+ 7at~4 5a3} 8a2 3a' - Ga°

14a” 4508 46205} 68at |- 5205 }-37a2 154! -+ 4ar.

On a d’abord multiplié tout le multiplicande par le premier terme
du multiplicateur, en disant - par -+ fait | (n° 78 ); 2 fois 7
font 14 (n° 79); a* par a? fait @443, on o7 (n° 85); puis - par -
fait --; 2 fois 5 font 10; a? par &3 fait a%; puis encore |- par |-
fait --; 2 fois 8 font 16 ; a2 par a® fait @®; et ainsi des aulres termes
+3a! - 4e° du multiplicande.

On a eu de cette maniére le premier produit partiel qui occupe la
troisieme ligne du tableau.

On a ensuile multiplié tout le multiplicande par le second terme
du muliiplicateur, pour avoir le second produit partiel qui occupe

la quatrieme ligne du tableau; et on a reculé ce produit d’une place
vers la droite,

On a conlinué de la méme maniére pour avoir-le troisitme et le

quatrieme produit Partiels; et Yon a enfin réduit les termes sembla-
bles , colonne par colonne,

pour avoir le produit tolal,
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On a dit, par exemple (n® 72), -}~ 10a6 43528 — -}~ 45a°, puis
~+16a5 —+25a% | 2145 =624, el ainsi de suile.

IV, B. Lescommencants ne doivent pas confondre la réduction avec
la multiplication. Quand on réduit, la multiplication est déja ache-
Vée, et il ne faudrait pas dire, comme ils le font souvent, |- 1048
+35a6=1350a'2, ou 45a'2. Clesl ainsi que dans la multiplication
des quantilés numériques, on doit ajouter les produits partiels pour
avoir le produit total, et non les multiplier entre eux.

106. Il y a sur tout cela quelques observations & faire encore. Par
exemple, si, sans changer lordre des termes, il s’en lrouve un ou
Plusieurs d’omis entre d’autres dans le multiplicande, il faudra,
Pour obtenir les termes semblables du produit dans un ordre régu-
lier, remettre & leur place dans le multiplicande les termes omis,
en leur donnant o pour coeflicient. Clest ainsi que dans une quantité
Numérique qui n'a point d’unilés, ou de dizaines, ou de centai-

nies, ‘cte. on écrit o dans le rang du chiffre qui manque.

107. Mais si la puissance ou les puissances de @, qui manquent,
e sont point comprises entre celles qui sont données, qu’elles soient
Par exemple 4 la fin du polynome, il est alors inutile de les rem-
placer. Ainsilenombre 430 vaut 400+ 30+ 0,0u 4.100-4-3.104-0,
ou encore 4.10% - 3.10! 4-0.10°, ou enfin 4.102-}-3.10!, le dernier

terme étant supprimé sans aulre.

108. Si c’est dans le multiplicateur qu’il y a des termes omis,
alorsil ne sera pas non plus nécessaire de les remplacer : car, comme
on muliiplie tout le multiplicande par chaque terme du multiplica-
leur, si un de ces termes manque, il suflira, en passant au suivant,
de reculer le produit de deux places au lieu d’une, et ainsi des an-
tres. Cela est analogue a ce que I'on fait en arithmélique, lorsquele
multiplicatenr conlient des o.

109. Voici deax multiplications de ce genre, sur lesquelles on
Pourra vérifier ce que nous venons de dire, en opéranlt comme au
0” 105 :
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3at 4 o0a® — 2a2
4a’ — a2 Ja
122 4-0a® — 8a®
— 3ab — oa®-2at
-+ 15a5 + oat — 10a3
12a7 —3ab -} 745 }-2at — 10403

at— 5a%-24%— 3a

2¢% —  ad¥—lba

2a% — 1008 | bda’ — 6ab
— @’ —4-5af —a2a5 | 3at
— 4a® - 20a% — 8a3 -+ 1242

2a? —10a® |- 3a’ — @b —6a5 | 23a% — 8a’ |- 1242.

110. Tout cela posé, reprenons le produit du n® 105, ou du moins
ses quatre derniers termes, qui seront suflisants pour établir une com-
paraison imporlante entre les quantités algébriques de celte forme
et les quanlités numériques. Ces qualre lermes sont ceux-ci,

52a% 3742 4-15a' +4aC.
Faisons ¢==10, nous aurons
52.10%4-37.102 - 15.10! 4-4.10°. .. .. (a),
ou, ce qui revient au méme,
52000 3700150 --4.

Additionnant ces quatre lermes, nous obtiendrons enfin 55854 ,

nombre équivalant &
5.10%4-5.10%-8.102 - 5.100 - 4.10%. . . .. ().

Ainsi donc les deux quantités numériques () et (s) ont la méme
valeur sous des formes dilférentes; les coefficients de la premiére sont
composés , ceux de la seconde sont simples.

Mais on voit facilement que ces coeflicients composés conliennent
eux-mémes des puissances de 10. Par exemple, le premier terme
§52.105=50.105 4-2.109 =5.101.10% - 2.103=5.10% }-2.105.

En examinant ainsi successivement tous les lermes de la quantité
(a), depuis le dernier 4 droite jusqu’au premier a gauche, et les fai-
sant refluer les uns sur les autres, quand cela sera nécessaire, on
reconnaitra bientdtque, pour tirer immédialement (8) de (a), il sullit
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Lécrire dans chaque terme de (a), outre la puissance de 10 qu’il
conlient, les unités seules de son coefficient , et d’ajouter les dizaines
de ce méme coefficient, comme si elles étaient des unités simples,
au coeflicient qui est a la gauche de celui-1a, puis de continuer ainsi
de terme en terme jusqu’au premier. Mais comme celui-ci a encore
des dizaines  son coefficient, ces dizaines deviendront le coefficient
Q’une puissance plus haute d’une unité. Du reste, ce procédé peut
facilement éire généralisé.

111. Il résulte de la que si on muliiplie entre elles deux quan-
lités numériques de la forme de (8), n'ayant que des coeflicients d’'un
seul chiffre, leur produit pourra cependant avoir des coellicienls
Composés, tout comme celui de deux quantités algébriques du méme
genre, et qu'il ne faudra point, pour comparer ces produits et aper-
cevoir les rapports qu’il peut y avoir entre Pun et Pautre, il ne fau-
dra point, disons-nous, changer la forme du produit numérique,
comme nous l'avons fait pour (a), puisqu’on ne pourrait pas faire
un changement analogue dans le produit algébrique.

112. Appliquons cela a un exemple. Si nous multiplions 242 4
4a! 1 3a° par 2a' - 74°, nous aurons au produit

4a% 4 22a? 4 34a' - 21 a°.

Maintenant si nous faisons @ = 10, le multiplicande deviendra
2.102 -}~ 4101 - 3.10°, et le multiplicateur sera 2.101 4-7.10%
effectuant la multiplication, nous trouverons pour produit

4.10% 422,102 4 340 4-21.10%. ... (A).

Or, ce produit, sous cette forme , sera tout-a-fait comparable au
Produit algébrique ; mais il ne le serail plus si nous lui donnions la
forme qu’il peut recevoir par le procédé du n® 110, comme on le
Yoit ici,

6.10% }5.102 4 6.10! - 1.10%.. .00 (@)

Cependant ces deux produils (a') et (3') ont I'un et Fautre pour
Valeur 6561, ce qui est bien exact, puisque le multiplicande équi-
Vaut & 243, et le multiplicateur 4 27.

* 113. Mais pour savoir plus généralement quand une quantité
“IBébrique multipliée par une autre pourra donner des termes sem-
hlahles, et quelles seront les conditions nécessaires pour que ces
termes semblables se succedent régulierement, multiplions le bi
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nome d’une seule letire @ - a7 par le binome de la méme lelire
a? a1, nous aurons

am -+ a»

a? - at

@t |- artr - amt1 4 ante.

Sil'on supposait m =—n, et p = ¢, les deux facteurs devant se ré-

duire d’entrée et avant la multiplication , chacun a un seul terme,
le produit n’en aurait qu’un seul, et il ne serait plus question de
termes semblables.

Si l'on supposait séparément 7 = n ou p = ¢, un des facteurs
se réduisant d’entrée 4 unseul terme, le produit n’en aurait que deux
qui ne pourraient éire semblables.

Il faut donc que m differe de », et que p differe de g¢.

Cela posé, Pexposant du premier terme du produit ou m—-p,
ne pourra étre égal ni & Pexposant du second terme, parce que m
v’est pas égal & n, ni & l'exposant du lroisieme, parce que p n’est
pas égal & ¢g; mais il pourra étre égal a Pexposant du quatrieme
ou & -} ¢; alors ces deux termes seront semblables entre eux, et ne
le seront pas aux autres.

De méme l’exposant du second terme du produit ou n—-p, ne
pourra étre égal ni a l'exposant du premier parce que 2 n’est pas
égal & m, ni a lexposant du dernier parce que p n'est pas égal
q ; mais il pourra éwre égala I'exposant du troisieme on & m —-g ;
alors ces deux lermes seront semblables entre eux, et ne le seront
pas aux aulres.

Cependant on ne pourra avoir en méme temps le premier terme
semblable au dernier, el le second semblable au troisieme; car st
Pon posait les deux équations m+4-p=n--g,et m—+g=n--p,
comme devant exister ensemble, en soustrayant des deux membres
de la premiére 7 et p, et des denx membres de la seconde 2 et g,

on aurait
m—n=q—p

m—n=—p-—gq,

ce qui ne peut avoir lien en méme temps.
On ne peut d’aillenrs faire aucune autre supposition d’égalité
entre les exposants des qualre lermes du produit, car ceux des denx
derniers ne peuvent étre égaux a ceux des premiers que dans les
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€as que nous venons rl’ind.i(lue:', et ils ne peuvent étre égaux entre
eux, parce que m n’est pas égal a n.

Lors donc qu’on aura placé le muliiplicande et le multiplicateur
comme ils le sont dans notre exemple, si la somme des deux expo-
sants de la premitre colonne égale celle des deux exposants de Ia
seconde, ou si l'on.a m —1—p=n,—-i—q, le premier et le dernier
ferme du produit seront semblables; mais ils ne se trouveront pas
Pun sous Vautre lorsqu’on écrira en seconde ligne le produit du mul-
tiplicande par le second terme du muliiplicateur, qu'on le recule
ou non d’une place vers la droite.

Si au lieu de cela les exposants pris en croix donnent deux sommes
égales, ou si Pon a m - g=n-|-p, le second et le troisitme terme
du produit seront semblables, et ils se trouveront placés I'un sous
Vautre lorsqu’on écrira en seconde ligne le produit du multiplicande
Par le second terme da multiplicateur, et qu’on le reculera d’une
Place vers la droite,

Du reste, le premier cas rentrera dans le second lorsqu’on ren-
versera I'un des deux facteurs.

On pourra vérifier tout cela sur quelque exemple particulier, et
en multipliant si 'on veut a* |- @2, d’abord par @®-- %, puis par
b 7Eﬁ a3,

Maintenant ’'on voit bien que plusil y aura dans les facteursd’un
Produit de termes qui, comparés quatre a quatre, deux dans I'un
et deux dans lautre, offriront les relations que nous venons d’énon-
cer, plus il y aura de termes semblables au produit. Et si 'on in-
troduit dans chaque terme de ces facleurs une seconde lettre 5,
cela ne changerarien aux relations que doivent avoir entre enx les @
Pour donner destermes semblables; mais ces relations devront aussi
€lre les mémes pour les . L’on en dira aulant pour une troisicme
letre ¢, pour une quatrieme d, et ainsi de suite.

Il fandra done en général, pour avoir des termes semblables dans
la multiplication des polynomes, qu’il y aitL au moins deux termes
dans le multiplicande, et deux dans le multiplicaleur, qui renferment
les mémes lettres, et que les exposants d’une méme lettre soient tels
dans les quatre termes, que Pon ait

m—n=p—gq

oum—n=—q—p,
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clest-h-dire que la différence des deux exposants dans le maltipli-
cande soit égale & la différence des deux exposants dans le multi-
plicateur.

Mais pour que ces termes semblables viennent naturellement se
placer les uns sous les autres, il faudra que P'on ait décidément
m—n=p—gq,
soit que m surpasse 7z, et que p surpasse ¢, soit que le contraire ait

lieu.

114. Ainsidone, s'il y a plusicurs termes dans le muliiplicande; et
plusieurs dans le multiplicateur, qui tous renferment les mémes
lettres, et que les exposants de chaque lettre prise 4 part forment dans
lemuhiiplicande et le multiplicateur deux progressions excédentives,
qui soient toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes avec
la méme raison, on aura des termes semblables qui viendront se
placer les uns sous les autres quand on reculera d’ane place les pro-
duits secondaires (n** 73, 74, 93, g4, 95).

Sur quoi l'on ohservera que lors méme que la progression des
exposants serait croissante dans les deux facleurs pour telle ou telle
lettre, elle pourra éire décroissante dans les deux pour telle ou telle
autre lettre, pourvu que les conditions que nous venons d’énoncer
aient lieu.

115. Lorsqu’on arrange de celle maniére les termes d’'un poly-
nome algébrique, on dit qu’on Tordonne ; et quoiqu’il ne soit pas
absolument nécessaire d’ordonner les quantités & multiplier, puis-
qu'on peut sans cela chercher dans les produits partiels les termes
semblables pour les réduire ; cependant 1l est plus commode d’avoir
ces lermes placés les uns sous les autres, et c’est ce qui arrive quand
on a ordonné.

Si on nc peut, dans tous les cas, obtenir la régularité des quanti-
tésnumériques , il faudra du moins en approcher autant que possible.

L’énoncé suivant nous servira de régle pour arriver & ce but, et
on pourra le considérer aussi comme une définition du mot oRDONNER-

On choisira dans le multiplicande et le multiplicateur une lettre
qui se trouve dans les deux , et que lon prendra @ volonté ; on écrire

& la premiére place dans chaque quantité proposée, le terme de cette
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quantité, dans lequel la lettre choiste aura le plus haut exposant; on
éerira & la seconde place le terme de ceux qui resteront ot la méme
lettre aura le plus haut exposant, et ainsi de suité.

Lorsqu'il se trouvera plusieurs termes qui renferneront {a méme
Puissance de la letire choisie, on les ordonnera entre eux relative-

ment q.-une auire lettre.

116. En combinant tout ce que nous venons de dire avec ce que
Nous avons déja vu au n° g8, on peut trouver la regle la plus com-
mode pour multiplier un polynome algébrique par un aatre.

I faut d’abord ordonner, autant que possible , les quantités pro-
Pposées. Ii faut ensuite multiplier successivement de la ganche & la
droite tous les termes du multiplicande par le premier terme du mul-
tiplicateur , et poser ce premier produit partiel ; puis muliiplier encore
tous les termes du mulliplicande par le second terme du multiplica-
teur , et placer ce second produit partiel sous le premier , en le reculant:
Qune ou de plusieurs places , de maniére & écrire, autant que cela se
peut, les termes semblables dans les mémes colonnes. Il faut continuer
de méme en multipliant toujours tout le multiplicande par chaque
terme du multiplicateur, et faire enfin la réduction des différents pro-
duits partiels pour avoir le produit total.

117. Appliquons maintenant cette régle & quelques exemples, et
proposons-nous d’abord de multiplier a2b + 3ab® — 5a%b? par
7aib% | 24505, Voici le tablean de Topération:

3aihd— 5a5b2-a?b
2a5b5 4 7atbt

6a9b8 —10a807 -+ 24700
+-21a8b” —35a7 b0 —|-7a8b5

6% 411487 —33a7 b6+ 70655,

On a commencé par ordonner les deux quantités (n® 115). Ona
ensuite multiplié de gauche a droite tout le multiplicande par le
Premier terme du multiplicateur, en disant: <~ par | fait -5 2 fois
3 font 6;a4b3 par a®0? fait @?08. Puis — par -}~ fait —; 2 fois 5 font
105 qdph2 par adbd fait aBb’. Puis encore + par 7]—- fait ~—i—'7 2 fois 1
font o ,» a2 par a®b5 fait a’ b,

Aprés avoir trouvé le premier produit partiel, on a calenlé de

9
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méme le second, qu’on a écrit sous le premier en le reculant d’une
place.

On a fait enfin Ja réduction des termes semblables dans la seconde
et dans la troisi¢me colonne , en disant (n° 72), — 10a857 214857
=-11a8b7, puis}2a’b% —35a"b% =—33a" £5. Ajoutant & cela
les termes extrémes qui n’avaient point de semblables, ona eu le
produit total (Voyez le n° 105).

Voici plusieurs autres exemples que nous nous contenterons de
figurer :

5ab— 2a3b+4-4a?h?
a’— 4a?bf2 b3

5a7— 2aSb-}-4a5h?
—20a8b}-84562 —16a4b3
100463 —b4a3bt-8a255

5a7—22a8b-+t12a562— 6atb3—4a b4—-8a2b5

a’+3a?b--3ab? b3
a®—3a?h43ab? —b3
ab -{—3a5b-{—5u4b2—|—n5b?_’l

— 3a5b—qa4b2? —qa®b% —3a?bt

+-3aib2 -} ga’h3 |-ga?bt |- 3ab5s
— a3b3 — 3a2b% — 3ab® — bb

ab —3a4h?-3a2b% — b

a’ 4 2a2h - 2ab? b5

a®—2a?b+2ab?—0b5
a8 -2a5b 424462+ a3b3
—2adb—4a b2 —4ad3h5 — 2a2b4

+2a402 - 4adb® |- 4abt - 2ab5

— adb3—20a2b4% —oab5 —b6

ab —pb

b5ad —ha2p —4-5ab2 —3b3
4a?—>5ah J-a2h?
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2045 — 16a4h | 20a3b2 — 12a2h3
—abath -} 20a3h? — 25a2h® 4 15ab%
+ 1043h2 — 8abh? - roabt —65°

20{15—-41a4b+50a352 — 45a25h3 |- 25ab* — 655,

118. L’exemple suivant, quelque simple quil soit, mérite d’étre
Femapque :

a +b

a —b

a?-}-ab

—ab — b2

a2 — b2.

H nous apprend qu'en multipliant la somme de deux nombres par
leur différence , on a.au produit la différence des carrés de ces mémes
nombres.

Soient les denx mombres 8 et 5: leur somme 13, multipliée par
leur différence 3, donne 3g. Or, le carré de 8 est 64, celui de 5 est
25, et la différence de ces carrés est encore 39.

Ce principe est d’un grand usage.

119. Si on nous demandait de multiplier le polynome ce -+ 3a?
— 4bd par le polynome 26d — 7ce — 4a?, ous les ordonnerions,
auiant que possible, d’abord pour la lettre a, et ensuite pour la letire b
(n° 115); puis faisant I'opération , nous aurions le tableau que voici:

a2 — &bd 4 ce
— 4a2 4 2bd -7ee

—12a% | 16a?hd — 4ace
4 6a2bd — 8h2d2 | ahede
— 21a%ce -} 28Dbede — ToeEs

— 12a% -} 20a2hd — 25a%ce -+ 3obede — 7c2e?
—  8b2d=.

Sur quoi nous remarquerions qu’il y a dans la troisicme colonne
unmélange determes dissemblables. Ce mélange w’aurait poiot lieu si
on donnait au multiplicande et au multiplicateur les formes suivantes
(0% 90, 10 4° 88, 102, 103, €1C.):




68 MULTIPLICATION
3a?—(4bd— ce) a° et —4ha? + (2bd—7qce)a’.

Mais le calcul n’en serait que plus difficile.

120. Proposons-nous enfin pour dernier exemple une multiplica-
tion qui ne fournisse aucun terme semblable proprement dil. Prenons
pour multiplicande le polynome 3a2—453 +c¢?, el_pour multipli-
cateur le binome 2m— 5n:

3a2 — 4b% 4 e

oam — 5n

6a®m— 8b3m-t-2c¢im

—15an+4-20b3n—5¢5n

6a2m— 1532n+8b5liz+20b512+ 2¢9m—5edn,

Les quantités proposées n’étant pas, rigoureusement parlant, sus-
ceplibles d’étre ordonnées, on les a écrites Lelles qu’elles élaient. On
a placé le second produit partiel sous le premier , sans le reculer,
el on a fait la somme des deux pour avoir le produit total. Tl est
¢cvident du reste quon aurait pu écrire iMmédiatement le second
produit partiel 4 la suite du premier.

Cependant si on voulait donner aux deux quantilés préeédentes
la forme de quantités ordonnées, on pourrait tes écrive ainsi (Voyez
e n° précédent) :

3a2—(4b3—eb) a® et (2m—5n)a.

Ce qui prouve du moins que le cas oit les quantités sont suscepli-

bles d’éire ordonnées est plus général que Pzutre.

De la division des polynones.

121. Dans la division, on cherche towjours un quotient tel que,
multiplié par le diviseur, il redonne le dividende. I faut donc, pour
que la division soit possible, que le dividende soit un produit, et que
le diviseur soit un des factears de ce produit. Or, comme cela peut
avoir licu sans que l'on s’en doute, on doit en général essayer la
division. Mais, si elle ne s'elfectue pas, on se contente alors de Iin-
diguer sous la forme fractionnaire (n" 70 4° et 82 ).

Cela posé, pour rechercher quelle est ta marche a suivre dans la
division d’un polynome par un autre, il convient de prendre des

exemples qui permettent décidément de terminer T'opération. Clest



DIS POLYNOMES. 6

pourguoi nous nous contenterons de faire dans ce chapitre les preu-
ves de quelques-unes de nos multiplications précédentes. Et du reste;,
C’est en observant ce qui se passe dans la multiplication que nous
trouverons la route a suivre pour exécuter Popération contraire.

122. Le cas le plus général et celui auquel les autres cas peuvent
se rattacher plus ou moins, c’est celui ol les quantités sont suscepti- |
bles ’étre ordonnées (n° 120). Or, nous pouvons voir dans les mul-
tiplications des n™ 105, 109 et 117,

1°. Que les termes du prodait total proviennent, pour Uordinaire,
de la réduction des termes semblables que donnent les produits
partiels;

2° Qu’il y a toujours exception & cette régle pour le premier et
le dernier des termes du produit total ; car, pour obtenir ces deux
termes, on n’a point de réduction 4 faire, puisqu’on recule d’une on
de plusieurs places les différents produits partiels, en les écrivant les
uns sous les autres : en sorte qu’il n’y a point dans ces produits par-
tiels de terme écrit au-dessous du premier, et point au-dessus du
dernier ;

3°. Que le premier terme du produit résulte immédiatement de
Ia multiplication du premier terme du maultiplicande par le premier
terme du multiplicateur, et que le dernier terme de ce méme pro-
duit résulte aussi immédiatement de la muliiplication du dernier
terme du multiplicande par le dernier terme du multiplicateur.

11 suit évidemment de la que, si ’on prend un produit de ce genre
pour dividende, et un de ses facteurs pour diviseur, on sera sir de
trouver un des Lermes du quolient en divisant le premier terme de
ce dividende par le premier du diviseur, ou le dernier par le dernier-.
Alors, si on multiplie tout le diviseur par ce terme trouvé du quo-
tient, et qu’on retranche du dividende proposé le résultat de cetle
opération, il est clair que le reste qu'on obtiendra sera le produit du
diviseur par les autres termes du quotient. En divisant donc le pre-
mier lerme de ce reste par le premier terme du diviseur, ou le der-
riier par le dernier, on aura un second terme du quotient ; et ainsi
de suilte.

123. Ainsi donc, voici la marche a suivre pour diviser un poly-

nome par un aulre :
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1! faut dabord ordonner , autant que possible, les quantités pro-
posées , &aprés larégle et les observations dun® 115 , eny substituant
les mots dividende et diviseur aux mots multiplicande ez multiplica-
| { teur. Il faut ensuite diviser le premier terme du dividende par le pre-
mier terme du diviseur pour avoir le premier terme du quotient, puis
multiplier tout le diviseur par ce premier terme du quotient, et re-
trancher du dividende le produit de cette multiplication. Le reste
étant ainsi trouvé, il faut diviser son premier terme par le premier
terme du diviseur pour avoir le second terme du quotient, puis mul-
tiplier tout le diviseur par ce second terme du quotient, et retrancher
. du premier reste le produit de cette seconde multiplication. Il faut
continuer d'opérer de la méme maniére jusquw'a ce quion ait trouvé
: tout le quotient.




=
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124. Faisons“maintenant, an moyen de cette régle, les preuves de quelques-uns des exemples de multiplication
dun® 117. .
547 — 22a8h - 120562 — 6a%h3 — 4adhé | 8a2b5 | Sa* — 2a%h + 4a?b?
s Sy 6 — haSh2
S5a’ | un.m. hadh % v 4220 Bl b
— 20a8b - 8a%b2 — 6atb3
-+ 20a%h — 84562 | 16a4b3
-+ 102403 — 4a%b* | 8a2?b5
— 10a%b? -+ 4a’bt — 8a?bd

0.

DES POLYNOMES.

Aprés avoir ordonné les denx quantités pour la lettre @, on a placé le diviseur & la droite du dividende sur une méme
ligne. Divisant alors 5a7 par 5a* (n°123), on a dit: | par +- fait 4 (n° 78); puis 51 5=1 (n° 80); puis encore
@’ * a* =a’~% =a? (n° 86). On a donc écrit + 1.a%, ou simplement «? sous le diviseur, et comme premier terme
du quotient.

On a multiplié ensuite tout le diviseur par ce premier terme du quotient, pour retrancher du dividende le produit
de cette multiplication (n° 123). Pour cela on a dit : 4 par + fait -}-; puis 1 fois 5 fait 5; puis encore a* par @@ fait
a%+3 on a’; et Lon a eu-- 5a7, qu'on a écrit avec un signe contraire sous le premier terme du dividende (n** 59, 123).
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Dans la pratique, ce signe contraire, exigé par la régle de lasous-
traction, s’écrit immédiatement avant d’avoir formé le terme méme:
Apres avoir dit - par - fait |-, on ajoute ces mots, j'écris —, et
P’on pose ce — sous le premier terme du dividende. On éerit ensuite
le coefficient , et enfin les lettres avec leurs exposants;

En arrivant au terme suivant ou au second terme du diviseur, on
dira donc dans cet exemple : — par - fait —, j’écris - ; et on met*
tra ce -}~ sous le second terme du dividende. On continuera en
disant, 1 fois 2 fait 2, et on écrira aussi ce coeflicient 2 sous le
second terme du dividende. Enfin, on prononcera @35 par a3 fait
a®h, qu’on placera encore sous le second terme du dividende.

D’aprés ce délail , on comprendra facilement tout le reste de 'opé-
ration. Et quand elle sera finie, comme le montre le tableau, on
pourra diviser aussi le dividende par le quotient pour retrouver le
diviseur.



e
~

as + 0.5 — 3ab? + 0.a3b3 | 3a2bt + 0.abS — 05 | aF | 3aZ - Bab? - b3
— a8 — 3adb — 3atb? — a’b? , b 3% e 57
— 3a5b — 6aib3 — ' @302 -} 3a?b% |- o0.ab5 — b6
© 4 3ah -+ gatdb? |- a®b’ 1 3a?bt

+ 3aid2 4 8ab3 - 6a2bt - 0.abd — b5
— 3a4b2 — ga’b’ — gabh — 3abd

—  ad%b?® — 3a2b% — 3ab’ — b6
+  a%b5 - 3a2b4 + 3ab® 4 b6

0.

DES POLYMNOMES.

Dans cet exemple, on a remis les puissances d’z et de & qui manguaient dansle dividende, mais en leur donnant
pour coefficient o, d’aprés les principes des n* 106 a 109. Nous allons actuellement reprendre le méme exemple
sans user de la méme précaution; il fandra alors chercher les termes semblables pour en faire la réductlion; car
ils ne seront plus Lous les uns sous les aulres.

10
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ab —3a4b2}-3abie= bS5
— ab —3abb —3aib?— a’bs

a3 + 3a2b -+ 3ab2? + b3

3abb—6abb?— a3hi4-3a2bt—
+3a’b4-gaib2}-9a®b3 - 3ab%

b6

3a4b248a5b® 4-6a2bt —

bb

—3a4b2 —ga®b®—galbt —3ab®

@%—3a2b 4 3ab? —b5

— adb3 —=3a2b% —3ab5— b5

+ a3 }-3a2b% - 3ab5 -6

0.

On pourra diviser aussi le dividende par le quotient pour retrouver le diviseur.




75
A O a® - 2ab-}-2ab? 4 b3

- T taet?— ol a®—2a?b -+ 2ab? — b?

DES POLYNOMES.

— 2a5b—2a4b?— a3b%— b®
+aa55+4a452+4a3b3+na2b’*

ga‘ib2—l—5aab3 —{—2&2()" — b
—2a#b? —4adb3 —ba?bt — 2ab°

— a3b3—2a2bk —2ab5 —b°

+ a%b3 42024 +-2ab5 4-b°

0.

On pourra diviser aussi le dividende par le quotient, pour retrou-

Yer le diviseur.




125. L'exemple du n° 119 a ceci de remarquable, c’est que son produit étant ordonné pour une quelconque des
cing lettres qu'il contient, on trouve toujours plusieurs termes qui offrent une méme puissance de la lettre choisie.
Pour faire la division, on pourra, en ordonnant ces termes-la entre eux, relativement & une autre letire (n° 115 ),
Ies placer les uns sous les autres dans une méme eolonne verlicale, comme on le voil ici, ce qui offre quelques

avanlages i
— 122% -} 22a2bd — 862d? -} 3obede — 7c¢2e? =g -+ 2bd — 7ee

2 12
25a%ce + 3a? — 4bd | e

+ 12a% 6a?bd
21ace

1°" produit soustrait.

16a2bd — 8b2d? | 3obede — 7022
4a?ce

DIVISION

1°% reste.

16a2bd |- 8b2d? — 28bede, 2™¢ produit soustrait.

ha2ce + 2bede —  ~c2%2, 2% reste.
+ 4a2ce — obede - 702¢?, 3™ produit soustrait.

o.
Le dividende occupe les deux premitres lignes & gauche. On a divisé =~ 12a¢* par — 4a?, on'a eu = 3a?; on
mulliplié tout le diviseur par - 3a2, et on asoustrait du dividende ce premier produit.
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DES POLYNOMES.

Le premier reste occupe la cinquitme et la sixie
— 4bd ; on a multipli
Le second reste occupe la huititme ligne a

me lignes & gauche. On a divisé 16a?bd par — 4a?,on a cu
¢ tout le diviseur par — 4bd, et on asoustrait du premier reste ce second produit.

.

gauche. On a divisé — ha?ce par —Ga?, on aeu - ce; on a mul-

tiplié tout le diviseur par - ce, etona soustrait du second reste ce troisicme produit.
Comme il n’est rien resté, Popération s'est trouvée finie et le quolient exact.
2L
On pourra diviser aussi le dividende par le quotient pour retrouver le diviseur.
Voici encore une division du méme genre tlirée de Bossut; nous nous contenterons de la figurer:

108% - 112%°b 4 3dab® — 56% 4 15bc3 _ 5a2 - 3ab — 5be

— 15a%c — 19abe | 2a + b — 3¢

— 10a® — 6a?b 4~ 10abe. .. 1° produit soustr.

4 5a% 4 Babd — 5b% + 15b¢?
— 15a% — gabe

— 5a% — 3ab® -+ 5b%... 2% produit sonstr.

1% reste.

— 15a% — gabe - 15bc?. .. 2% reste.
-+ 15a% -+ gabe — 15b¢?... 3¢ prod. souslr-

On pourra diviser

0.
aussi le dividende par le quotient pour retronver le diviseur..
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126. Nous terminerons ces exemples de division par la preuve de
la multiplication du n® 120; et ordonnant pour la leitre m, nous
ferons Topération comme dans le numéro précédent.
6a?m — 15a%n Shin b
86%m - 20b3n

2¢5m — bedn

3a? — 4b5 - cb

== |

— 6a®m -} 15a’n ... 1°* prod. soustr.

8b3m 2007
% + 1°" reste.
20°m — hbetn

||+

863m — 20b%n ... 2™° prod. soustrait.
s

2cdm — 5ednm ... 2% reste.

2¢%m 4 5¢5n ... 3™ prod. soustrait.
1 o.

On pourra diviser aussi le dividende par le quotient, pour retrou-
ver le diviseur.

Du reste, si dans cet exemple on n’eiit pas ordonné, la forme de
Popération n’en eiit été que plus simple, comme on peut le voir ici:

6a?m—15a?n—8bim-|-20b3n-t-209m—>be’n | 2m —bn

—b6a?m--15a°n 3a2—{h3-}-c5

—8b3m--20b3n-}-2¢°m—>5¢°n
~+-8b3m—na0b3n

“+2eim—>5¢5n

2l —ac’m~4-5¢n

0.

ki Quant aux divisions qui ne peuvent s'effectuer exactement et sans

i v reste, on en trouvera des exemples dans le chapitre saivant, et sur-

lout depuis le n° 136, jusqu’a la fin de ce méme chapitre.
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CHAPITRE IV.
Notions sur les séries qui naissent de la dipision.

127. Nous n’avons pas placé parmi nos divisions la preuve de la
multiplication du n° 118, parce qu’elle devait nous conduire a quel-
que chose de plus général, comme nous allons le voir.

Daprés cette multiplication, il est évident que a?—b2=(a+}-b)

a?—b2
(a=—b) (n° 70), doir il résulte que g
nomes a® — b%, at —b%, a®—Db?, elc. sont-ils aussi divisibles par
a—>b? Et quels sont les quotients de ces divisions ? C’est ce qu'il faut

= a -} b. Mais les bi-

examioer.
a’®—b3 a —b
Bt 27
ST a?-f-ab--b*
aQ‘b—- b3
— a®b-}-ab?
(lb‘)—-b?’.
— ab? -7
0
at— b a—>0b
SPTneT : 2
sl i 25+ a2 +-ab? b
—]—a‘"’b-—— bH4
—a’b--a?b?
+a?b?— K
—a?b2 - ab®
F-ab® —b*
—ab? b

0.
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Ainsi done

a—Db

=1
a—b
@22
& gk
(;3-—-63 3 b+ 1’2
g = a*-}-a
at—bh :
—  —a’-a?b - ab? b5,
a —b

On trouverait de méme

Gy 4
a——;:¢4+a35+a252—]-a[:5 b
& —0

ab —h6

> = a5 - atb -+ a3b2 +} a2b5 - abt | b5,

Et 'analogie porterait & conclure que on doit avoir en général

a —

(Formule A.)

am — hm .
———=ar— 't am— b ar —35%, ...
a —b abm—3 4 pm—1,
Pour vérifier cela , nous multiplieronsle quotient par le diviseur,
afin de voir si nous retrouverons le dividende. Voici 'opération :

aﬁ’-—‘—l—a’l—zb—l—am—5b2. e .—I—a[}m——-?_l:_bm—l

a —b
(zm_.[_.am_lb_]_ﬂm__Qj)ﬂl e —{—abm—l

e am = e gm =358, e gbm T irn
am — hm.

On observera qu’en multipliant par @ le terme abm— 2, qui donne
a?bm—2, nous n'avons pas écrit ce produit, parce qu'il tombe dans
la lacune indiquée par les points. De méme, en multipliant par — /7
le terme am =352 qui donne — a7 —"5% nous n’avons pas écrit ce
produit qui tombe aussi dans la lacune.

Mais on voit syflisamment par la marche de lamultiplication , que
chaque terme d’une des lignes est détruit par son correspondant dans
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Pautre ligne, & Pexception du premier de la premiére ligne et du
dernier de la seconde, qui n’ont point de correspondants.

128. Quand on exprime ainsi la valeur d’une quantité par une
suile de termes qui se succedent avec régularité, on dit qu'on déve-
loppe cette quantité, et ce développement ou cellte suile de termes
s’Elppelle une striE, surtout lorsque par sa nature ce développemem
est susceptible de prendre autznt de termes qu'on le veut, comme
lous en aurons bientot des exemples.

129. Du reste, si Fon suppose b=a dans la formule A, le premier

amn — am
membre deviendra 7 =2, et le second deviendra mam— i
car chaque terme sera am—A, et le nombre de ces termes est m,
comme il est facile de le voir. On aura doncici § = ma»—1 (n°8g).
. S o am-{-bm
130. Sion voulaitirouver le développement de — ——, on pour-
a--b
rait Poblenir an moyen de la formule Aj pour cela on remar-
querait qu'en divisant a®—053 par a—0b ou a*—b% par a—Db, elc.
le second terme du dividende, cest-a-dire — 23 ou— 54, elc. n'in-
flue point sur le quotient, et se borne a détruire le dernier reste; en
sorte qu’a parl ce reste, on obtiendrait le méme quotient si l'on se
contentait de diviser a® par a— b ou a* par a —0, etc.
an-}-bm
at-b

formule A, il suffit de supposer que b change de signe dans le divi-
seur, ce qui changera aussi le signe des termes qui conliennent les
Puissances impaires de b dans le quotient. On voit facilement d’aprés
cela quels serout les termes du développement avant la lacune; et
quant a ceux qui se trouvent aprés la lacune, et dans lesquels les

131. Celaposé, pour déduire le développement de dela

Puissances de b sont exprimées en mz, il y aura deux cas a distinguer,
celui ol 72 sera pair et celui ot m sera impair ; m élant pair, Uexpo
sant m — 2 sera pair, et Pexposant m — 1 sera impair, et le contraire
aura lieu si m est impair.

On aura donc

{tm._l_],m

.—!‘:—T—T — gm—1 _—a?"—'gb—i—u”‘—“55’*’....:{:(1[;’11-—-2-.{:.6”’ —i’

( Formule B.)

i1
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le signe supérieur des deux derniers termes répondant au cas oir m
est pair, et linférieur au cas olt m est impair-

Si on multiplie le quolient par le diviseur, on trouvera pour
produit

am i bm

Dans le cas donc ol  sera pair, ce produit sera a7 — b | et diffé-
reradu dividende de laquantité 257 ; car am — b | ofm =qm |-im,
En d’aulres termes, la division ne se fera pas exactement, et donnera
powur reste 267,

Mais dans le cas ou m sera impair, le produit @7 - b7 sera égal
an dividende, et la division se fera sans reste- ’

132. 1l est facile de voir par ce que nous venons de dire, que la

am —. im
formule B pourra aussi représenter le développement ——
[

m étant pair par le produit, @»— b7 sera égal au dividende, et la
division pourra se faire sans reste ; mais m élant impair, le produit
a? U7 différera du dividende de la quantité — 2l , car am-im

—_—ahme—am__ [,

133. La formule A en revanche représentera encore le dévelop-

m_I_.],-m

R - [3 - .
pement de =L le produit étant alors @ — b, soit que m soit
a—

pair, soit que m soit impair, il différera dans!’un et dans Pautre cas
du dividende @ -~ b de la quantité 207, car a» —Ilm |- ofm— am
~}-bm, Sest-a-dire que la division ne pourra point se fairve sans reste.

134. Il est bien rare du reste qu’un dividende donné contienne
exactement undiviseur dorné, et Von n’a pasde moyen desassurer
en général de la possibilité d’une division : il faut commmunément
Pessayer, toutefois aprés avoir ordonné les quantités proposées : car
sans celle précaution, telle quantité, exactement divisible par une
autre, jelterait cependant dans des divisions qui ne finiraient point.

Nous venons de voir, par exemple, que a® — /2 était divisible par
a—+>b (n° 127, 132) ; mais si Pon renverse le diviseur, et qu’on divise
constamment le premier terme du dividende par le premier du divi-
seur, on obtient un quotient auquel on peut donner autant de ter-
mes que l'on veut.
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Voici cette opération,

e e
i an a? a a a’
S e —— —— ele.
b % b9+/)5 b4+L e
as
— —. b2
b
25 ot
-
+ ‘!l; — b2
)
- ad g a’®
h2 b3
s ;L g
):?
a’ ab
tEtn

M

b*

Si Pou fait attention a la marche de cette division, on verra faci-
lement qwelle peut étre continuée aussi long-temps qu'on voudra
et quelle donnera toujours un reste. On verra outre cela que la ré-
gularité du quotient donne la loz de sa formation, et permet d’indis
quer la suite des termies dont il doit éire formé, sans quil soil hesoin
de continuer la division.

Ce quolient parait différer beancoup du quotient exact, qui est
@~—p ; mais il a la méme valeur que lui lorsqu’on y joint le reste
divige par le diviseur. Pour le prouver, nous allons multiplier par
b+t-a les qualre termes écrits an quolient, et nous ajonlerons an pro-

6
. a ates
duit Ie reste 5 — b2; nous retrouverons alors le dividende.
&
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a? a’ at a’
b ?ﬁ_l' P 7
b+ a

i3 ab 5

Gy e kR
b +b2 bhd
a’ ab
e

b*

+ & —

bh

a? — b2,

135. La méme chose arriverait dans les divisions numériques si
Pon changeait Pordre naturel des chiffres; c’est ce que l’on verra si

VPon essaie de diviser 20 4 4 par 2 - 10.

136. On obtient aussi un quotient exprimé par autant de lermes
que I'on veut lorsquon essaie de diviser un nombre par un autre qui

ne le divise pas exactement. Par exemple,
(Formule C).
a4+ btctee a an

m—-]——n—|—p+etc m 2
comme on le voit ici,

a -+ b+ e - ete m -4 n 4 p - ete.

an @
L h) n

— s /5 iy a an an?
7 T —_ — e L
m m? m

e e ete. b 4 ¢ ete.

m m
an an? i

iE L ++ e m2 iz

- ‘E_g_ -+ e —+ etc. —ii.)—etc.—l—b -+ ¢ 4 ete.
m2 m= m
an? an? an?p

_— — —_— 2l
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. TG an an?
Si Pon muluphe————-—-;ﬂ—z - — parm +n 4 p - cte et

I

qu'on ajoute au produit le dernierreste, on retrouve le dividende.

137. Si I'on fait b=0, ¢==0, d =0, efc. et de méme n — o,

. r A b1 a
P=o0, g =0, etc. le quotient se réduit & — et le reste
e

an?p et whe a a g K
— — efe. sanéantit; on a donc alors — = —; ce qui fait voir
m? m m

qu’on ne peut développer une fraction dont les deux termes sont mo-
nomes.

138. Silon conserve a, b, ¢, d, efc. et m, et qu’on se contente
de faire n =0, p =0, g = 0, etc. le quotient se réduira d’abord a

a . :
o5 mais le reste sera b -}- ¢ d -}- ete. On pourra donc continuerla

division, et I’on aura

a+ b+ ¢ 4 ete. =ﬁ—|—-{;_—!—£.—|—etc.
m m m m

le quotient étant formé d’autant de termes qu’ii y en aura au divi-
dende, maisne pouvant pas se pousser an-dela.

139. Silon conserve m, n, p, etc. et a, et que l'on fasse b =o,
¢ =0, d= 0, efc. on aura

a an an?
¥ — = el0.

a
m 4+ n 4 p -+ ete. m  m? m?
Le quotient sera donc le méme que dans la formule générale, et
il pourra contenir autant de lermes qu'on voudra; mais on ne pourra
négliger les restes. Ceux-ci seront aussi les mémes que dans la pre-

miécre formule, excepté qu'ils ne contiendront plus les quantités £,
e, d, ete.

140. Si ’on ne conserve que @, m et n, et qu'on fasse toutes les
aulres lettres égales & 0, on aura

( Formule D).

a a an an?

R T — —elC.

m —+ n m m2 m?

Le quotient sera encore le méme que dans la formule C, et pourra

|
L

i_%
,i
|
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aussi contenir autant de termes que on voudra; mais il faudra en
géneral tenir compte des restes.
En arrétant le quotient au roisieme terme, le reste sera, d’apres
an?

la formule C, — -3’ car tous les autres termes de ce reste seront
L

nuls parce qu’ils conticnnent des lettres égales i o.

—

* 141. Il se présente une objection contre ce que nous avons dit
au n° 137, qu'on ne peat développer une fraction dont les deux
termes sont monomes; car, dira-t-on, on développe en arithméii-
que les fractions ordinaires en fractions décimales, du moins celles
des fractions ordinaires qui ne peuvent éire rédaites en décimales
que par approximation : on trouve alors une suite de termes qu’on
peut continuer tant que F'on veut, et cela a lien lors méme que les
deux termes de la fraction proposée n’ont chacun qu’un seul chiffre
(Arith. n° 4og ). Mais il faut observer que ce développement nlest
autre chose que la solution de ce probleme : Réduire par approxi-
mation une fraction proposée en dixiémes ; prendre le reste, qui sera
nécessatrement fractionnaire, et le réduire en centiémes ; prendre en-
core le reste, et le réduire en milliémes , et ainsi de suite.

Ce probleme en renferme, comme on voit, plusieurs autres ; mais
ils peavent tous se ramener a celui-ci ; Réduire par approximation
une fraction proposée & un dénominateur donné.

Or, pour réduire une fraction 4 un dénominateur donné, il faut
que ce dénominateur soit différent de celui de la fraction proposée,
sans quoi elle serait toute réduite. Ce dénominateur sera done plus
grand ou plus petit que celui de lafraction. Cela posé, représentons

a, : ;
la fraction par—et le dénominateur donné par m, on aura g —

m -, n élant la différence directe ou inverse des deux nombres et
m, selon que m sera plus petit ou plus grand que g.

a
1 - n"

d’ott Pom voit que l'on peut toujours considérer comme binome le

@
La fraction proposée — sera donc aussi représentée par
B

dénominaleur des fractions ordinaires que Pon propose de réduire
en décimales.
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X

142. Si apres avoir réduit par approximation au déno-

m—-n
Minateur m, on voulait réduire le reste au dénominateur m2, puis
le nouveau reste au dénominatenr m9, et ainsi de suite, il est clair
qw'on waurait qua prendre la formule D, qui donnerait la solation
de ce probleme ; et si dans cetle formule on faisait m = 10, on aurait
le cas particulier des décimales. .
* 143. On pourrait aussi résoudre ce probléme et trouver la for-
mule en raisonnant comme on le fait en arithmétique pour réduire
les fractions en décimales ( Arith. n° 392 et suivants). i
Je veux diviser @ par £, et trouver un quolient qui ait pour déno-
Winateur m : je commence par mulliplier @ par m ou par g — n =
m (*);’ai le dividende aB — an qui est m fois trop grand ; faisant la

division, j'ai le quotient a et le reste —an, I'un et Pautre m fois trop

S : e e an
grands; le véritable quotient est donc —, et le véritable reste — =

m
e an 2 T
Je veux diviser — — par #, et tronver un quotient qui ait m? pour
m
» - . R T an
dénominateur : je commence par multiplier —— par m?2, et pour
T

cela je supprime d’abord le dénominateur m, et je multiplie encore
~—an par m ou par f— n; jai le dividende — anp -}~ an?, qui est
m? fois trop grand; faisant la division , j'ai le quotient — an et le
reste 4~ an?, Pun et Pautre m? fois trop grands; le véritable quotient

ot ik pe an?
de cette seconde division est donc ——, et le véritable reste - —.
m=2 4 m

an?

Je veux diviser par A, et trouver un quotient qui ait m° pour

m=2
de = 2 e N 3
énominateur : je commence par multiplier — par m?, et pour
m?

cela je supprime d’abord le dénominateur m?, et je multiplic en-
Core an? par m ou par f — n; jal le dividende an?g — an3, qui

—

(*) Nous savons que f = m -}~ 7; vetranchant 7 des deux membres de I'équa-

Uon ; nous aurons £ — 12 = .
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est m? foistrop grand; faisant la division , ai le quotient an? et le
reste — an®, 'un et Iautre m3 fois trop grands; le véritable quotient

SERIES NAISSANT

i el an? s ]
de cettetroisitme division estdoncmj, et le véritable reste — ~——
m

En continuant de méme, et réunissant les différents quotients
trouvés , on aura la formule D.

* 144. Si dans cette formule D, on fait m — 10, on lrouvera

2 5
i a a an an an

| e e e ete.
i P 10 .-|— n 10 100 1000 10000

lif a 1 n n?

| m ——=gqg| — —=——— — elC.

L 10 -+ » 10 100 ' 1000

formule au moyen de laquelle on pourra réduire par approximaltion
une fraction ordinaire en fraction décimale (n° 142), n étant un
nombre direct ou inverse, suivant que le dénominateur de la frac-
tion proposée sera plus grand ou plus petit que 10.

A 11 convienidra du reste de préparer la fraction proposée de maniere
a rendre 7 le plus pelit possible, cest-a-dire & faire que le dénomi-
" nateur de celte fraction differe aussi peu qu’on le

pourra du nom-
bre 10. '

Si I'on propose, par exemple, 1, on fera L =2, et I'on aura g —
Setn=-—1,cequidonneral=3=3 (15 + 155 + o855 + 7560
-ete. ) == 0.5333..:

j‘ On verra aussi par 13 que 2 = o. 6666.. ., que §==0. 1111+,
que 3 =o0. 2222.. ., elc.

o ) . —_ p— Yo 1 1
Si P’on propose 4, on aulaniﬂ1@3[72,_1,(1“ﬁ e &
1 1 — it 2y TS
- To5o 15600 T 84 =155 + Too50 T €lc- =o. 090G0g. . .«
S 1 " 1 ) (B, | 1
Sil'on propose ¢, onobserveraque L =1 X 1 =1 x o, 3333...

=0. 1666....

' : Du reste, cette formule nesera pasen général aussi commode dans
la pratique que le procédé arithmétique ordinaire, et nous ne Vavons
; donnée qgue pour faire voir la liaison qui existe entre les calculs géné-
i raux et les caleuls particuliers. Nous proposerons cependant de ré-
i duire encore par ce moyen 1 en décimales.

il == = : i Gt 5 9 __
ICIIO‘la“—'lyeln_.—b’, ce qui ulonnc,__ﬂm—l_T(_)‘_J o5

o055+ Tootos -+ €for
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Ces termes peuvent s'écrire en colonne, en observant que le der-
nier chiffre de chaque numératear doit étre plus reculé d'une place
vers la droite que l¢ dernier chiffre du numérateur précédent; on
8ura ainsi

2y
8i
243
729
2187
6561
19683
5qolg
177147
531441
1594323
4782969

ect. elc.

1= o0, 144857140807299
ele. ete.

Mais en observant quapres le sixicme chiffre lés deux premiers
reviennent, sans pouvoir éire modifiés par les nombres qu’on devrait
Continuer d’ajouter, on en conclura que ces nombres raméneraient
augsi le troisieme chiffre et les suivants jusqu’au sixieme; pour en
former une période; on écrira done

1=o0. 142857 142857 142857 elc.

* 145. Si dans cet exemple, insi que dans d’attres qué nousavons
déiil yus ou qui pourraicnt se présenter encore, la formule ne donne
Pas immédiatement chaque chiffre du quotient, c’est qu'en opérant
8énéralement comme nous Vavons fait an n® 143, les quotients par-
tigls que Pon oblient ne peuvent pas répondre dans tous les cas aux
quotients partiels gue 'on (rouve lorsqu’on divise des quantités nu-
Mériques,

12
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Par exemple, en divisant a8 —an par @, nous avons eu pour quo-
tient @; mais si lonfait e=1, 8 = 11 et == 1, comme il le faut
lorsqu’on veut réduire 1 en décimales, on aura af—an =10, qui
divisé par 11 donnera o, aulieu de 1 qu'indiqgue le quotient général a-

Par exemple encore, en divisant — ang |- an* par £, nouns avons
eu pour quotient — an; mais si lonfait g =1, =7 et n = —3,
comme il le faut lorsqu’'on veut réduire + en décimales, on aura
— ang+an*=30, qui divisé par 7 donnera 4, au lieu de 3 quin-
dique le quotient général — an.

* 146. Sil'on suppose qu’on opére sur des quantités numériques
ol . S a a s . .
pour rédaire une fraction donnée — ou———— & un dénominateur
& " mfn

: donné ), le resle au dénominateur m?, et ainsi de suite (n° 142

J 2 ?
qu'on raisonne comme au n° 143, et qu'en prenant dans chaque
i division partielle le quotient entier le plus exact possible, sans qu’il
o péche jamais par exces, on représente ces quolients successifs par
g, ¢', ¢", elc. on aura un résultat de cette forme
| a q
Bnriin + + = + + ete.

mh

v . » - a r .
Si l'on fait m =10, on aurala réduclion de & 0 décimales; et si
Pon fait m égal a 2, ou a 3, oud 12, elc. on aura la réduction

a . . . . g
de Zen fractions binaires, ternaires, duodécimales, etc.

147. Si dans la formule D on fait @ = m, elle devient
(Formule E).

n n* nh

:l.—;?:—{—; LJ—[—-—,F-——L?J!C.

m
m4n
148. Si dans celle-ci on fait =1, on a
( Formule F).

1 1
i b e L — — elc.
i m‘l’l - + m mh

149. Silon N fait au contraire n = — 1 ,ona
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( Formule G).
m 1 1 1 I
IR T e -
m— 1 m m* m mh

150. Si dans la formule D, on faita—=netm=1,o0na

n .
—_— =n——n"—[—n3—n4+n°-—-etc.
1+ n
On a donc aussi:

(Formule H).

m
" —m—m 4 mP— mt - m®—etc.
1+ m
151. Si dans la formule D, onfaita —=netm = —1, 004
13
- — — 51— n® = n3 — nbt— n¥ — ete.

—1+n
On a donc aussi
( Formule 1).
m
—14m

152. Rapprochant ces quatre dernitres formules

-'—"'nl——i—-i——l = l_.—{—et(.‘. ...... (E),
m

m? m?

— —— m — m* — m3 — mi — ete.

m
m -1

m gk g A i ete e (G),
m m* m?

nm— 1

L e e — ‘mh | m5 — ete. (H),
1 —’(— b
e

-—1+m

. uy . 7
0n remarquera d’abord que, quoique la premiére fraction

n
m— 1

soit égale

soit ¢gale a la troisieme , et que la seconde ——

m
1+ m
4 la quatrieme m’ les développements de ces quanlités égales

sont bien différents; mais on neé perdra pas de vue qu'ils ne peuvent
A alds . 2, .
Clre égaux aux quanhiles mémes quautant que l'on y ajoute le reste

divisé par le diviseur.
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Si on arréte le quotient apres le troisitme terme, le reste se dé~
3
. ;. an
terminera facilement au moyen du reste — 7 delaformule D, en

donnant aux lettres @, # et'm, les valeurs qu'elles devront avoir.

On peut aussi tronver ces restes en divisant immédiatement les

dividendes de chacune de nos fractions —E-, i , ete. par
m 1 m — 1

leurs diviseurs, comme nous P'avons fait pour a formule C; et si

Pon donpe un pew d’attention & la maniére dont les quotienls

partiels naissent, ainsi que les restes, on pourra aisément savoic

d’avance ce que devront étre ceux - ci apres tel ou tel terme du
quotient;

153. Tt est évident que si 2 est plus grand que 1 dans les séries
du n° précédent, les lermes des deux premiéres iront sans cesse en
diminuant, tandis que ceux des deux dernitres iront sans cesse en
augmentant, et que le contraire aura lien si m < 1.

On nomme séries convergentes celles dont les termes deviennent
de plus en plus petits, et séries divergentes celles dont les termes
deviennent de plus en plus grands.

154, Plus on prend de termes dans une série convergente, plus
on approche de la valeur de la fraction qui par son développement
a donné lasérie : car ces termes ne vont en diminuant que parce que
les dividendes partiels ou les restes vont en dimin uant; en sorte que
plus on prend de termes, plus la différence que Uon néglige est
petite.

Chacune de ces séries donne donc par approximation la valeur
de la fraction dont elle dérive, et celte fraction est considérde comme
la limite vers laquelle tend la série, sans jamais pouvoir y arriver.

, L'approximalion devient utile lorsque , comme il arrive souvent,
on connait la série sans connaitre la fraction, et qw’il importe de
trouver la valeur du moins approchée de celle-ci.

Ce probleme, qui est celui de la sommation des séries, et qui est
Tinverse de celui que nous venons de résoudre dans ce chapitre,
demande trop de connaissances pour que nous nous y arrétions dans
cet ouvrage.

155. Plus on prend de termes dans une série divergente , plus on
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#¢loigne de la valeur de la fraction qui par son développement a
donn¢ la série; car ces termes ne vont en augmentant que parce
que les dividendes partiels ou lesrestes vont en angmentant: en sorte
que plus on prend de termes, plus la différence que Pon néglige est
grande.

Dans ce cas, comme dans Pantre, mais surtout dans celui-ci, on
0'a la valeur exacte de la fraction par son développement : qu’en
arrétant la série & un terme quelconque, et en lui ajoutant le reste
de la division divisé par le divisear.

Mais comme une méme fraction peut donner naissance i unesérie
divergente el & une série convergente (n° 152), l'art consiste, lors-
qu'on veut sommer une série divergente, a Lrouver la série conver-
gente qui dépend de la méme fraction.

156. Pour danner quelques exemples de ces différents cas, qu'on
suppose d’abord m = 2, la formule F donnera 3=1—3{ 4 —¢

= — ele.

En prenant le premier terme, les deux premiers, les trois pre-
Iiers , etc. on aura des valeurs tantdt plus grandes, tantét plus pe-
lites que la fraction 2, mais de plus en plus approchées.

La formule H en revanche donnera 2 = 2 — & -}- 8 —16 |- etc.
et les valeurs du premier terme, des deux premiers, des lrois pre-
Iiers, etc. s'écarteront toujours plus de la véritable valeur de la
fraction 2.

La formule G et la formule I donneront dans la méme suppo-

sition
2= 1443+t e
2=—=—2—4—8— 16 —elc.

Ce dernier résultat est aussi absurde que le second ; mais si, dans
Pun e dans Pautre, on Lient compte des restes, tout rentre dans lor-
dre, comme on pourra le vérifier (n° 152).

8i on fait m =}, les formules F et H donnent
=1—2-}4—8 1 16 —elc.
=§— ¢+ =15 T Clc
et les formules G et I donnent

—1=1-+2-}+4-+8+4 161 etc.

asge 1 1 1 1 5 b g
g el o ol G e

o= wl=
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résultats dont deux sont manifestement absurdes, et sur lesquels en
général on fera les mémes ohservations que sur les précédents.

157. Sil'on faisait m =1, les formules F et H donneraient deux
développements de 4 ; mais les formules G et I donneraient
t=1-+4+141+141-4ete
=—1—1—1—1—c¢lc
développements qu'on ne peut mettre ni dans la classe des séries
divergentes, ni dans celle des séries convergentes, puisque leurs
termes n’augmentent ni ne diminuent, mais sont conséants.

Cl= of

Si Pon fait attention que le premier de ces développements provient
de la division de 1 par 1 — 1, et le second de la division de 1 par
— 1| 1, on verra que, dans I'un et dans lautre, tous les restes sont 1;
en sorte que, multipliant le quotient 1 -+ 1 - 3 -} 1} 1 par le divi=
seur 0, ou le quotient — 1 — 1 — 1—1— 1 par le diviseur 0, on
aura au produit zéro; et ajoutant & ce produit le reste 1, on retrou-
vera le dividende 1.

Plus généralement, si dans la formule D on fait m —= 1 et 2 =
— 1, on aura

%:a—}—aﬂ—a-}—a—k—ﬂ-f-ef&

En multipliant alors a4 @+ a -} a-- a par o, on n’aura que 0;
mais ajoutant i ce produit le reste, qui est toujours «, on retrouvera
le dividende.

. . . @
158. Du reste, cette singuliére expression — se rencontre souvent

dans le calcul , et mérite une cerlaine allentlion.

Le zéro n'est point une quantité; mais on peut le considérer comme
la limite de tout décroissement dans la quantité. Or, l'on sait que
plus le dénominateur d’une fraction est petit, plus la fraction est

* 2 @
grande. Et Pon peut conclure de ce double principe, que > n’est
point une quantité,, mais la limite de tout I'accroissement que peut

prendre a élant divisé par des quantités de plus en plus petites. Ainsi

< vaut la moiti¢ de a, { vaut a tout entier ;
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I
8
Il
...}_
\'&

I
-y
|
8
1+
8
4
8

wi=l @ wl- &

ba=a-tata-ta;

l

sl

La
I
I

1000 a;

=
o

——== 1000000 a;

T060000
gza—[—a—}—a—]— a+ta-a-}a-| ete. ete.

Je réptle donc que £ est la limite vers laquelle tend la série @ -}-

@ -} a-+ a-}-a-}- efe. sans cependant y arriver jamais: c’est la limite
de tout laccroissement dont la quantité a est susceptible en 'ajoutant

sans cesse a elle-méme.

159. On a donc

=14+1+1-+4+141+} et
=2a-}2-+4+2+42424 et
=34 3434343+ etc.
=i+4+i+3+ it

=i+ititit it

elc. etc.

C tual= € fiol= Oka Ol cl=

En comparant ces différentes expressions, on voit facilement que
l'accroissement dont est susceptible une certaine quantité qui aug-
mente d’apres une certaine Joi, peut étre double, triple, etc. sous-
double, sous-triple, etc. de celui d’une autre quanlité qui augmente
dussi par la méme loi.




CHAPITRE V.

Des fractions continues.

160. En partant de ce principe, qu'une fraction ne change point
de valear lorsqu’on divise ses deux termes par un méme nombre
( Arith,n®274), on peut donner aux fractions numériques une forme
assez remarquable, et qui offre divers avantages.

Soit proposée pour exemple la fraction & Divisant d’abord 69
par 69, nous aurons pour quolient 1, et divisant aussi 151 par 69,
nous aurons pour quotient 2 13, en sorte que la proposée vaut 1 sur
2443 (n° 70, 7°).

Mais 43 devient & son tour, par le méme procédé, 1 sur 5 %,
el % devient encore 1 sur3 - §:

C’est-a-dire que nous avons

69

e R R 4
[U. 9 fomerms gg =T

1 i 1

ak il PSRl T B EY

Ainsi donc on peut donner a la proposée la forme suivante
6g 1
151 1

-

1
5 f —m8—
1
3
1 &
dans laquelle on peut encore raccourcir les traits horizontaux , pour

qu’elle devienne enfin

69 —

I
1.5 T ;_1_ i 5
5w
3 +_-
4
Mais il est bon d’observer que celte expression ne peut élre assi-
milée a la suivante
' 1 1 1y 1
2 & 5 = 3 )
i a une tout antre valeur , comme il est facile de le voir.

On pourrait opérer de la méme maniére sur la quantité fraction-

Xn : : o= ol
naire 15> Divisant d abord 151 par 151, on aurait pour quotient 13

qu
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et divj . . . .
divisant aussi 69 par 151, on aurait pour quotient 0 -~ 5% en
S0rle que la proposée vaudrait 1 sur 0 - £
Mais ayant déja trouvé ci-dessus la valeur de 15T, On pourrait
donney ala quantité fractionnaire proposée la forme que l'on voit ici,
151755 1
69 o-4— 1
G
i o
3 Pt e
4
Du reste, en omettant le zéro, ce méme développement peut en-
Core s’écrire de celte maniere,

"——1——._.21:—1--—-:-3»: & '_":2+e£c.=2+elc‘.
I 2 -1 etc, 1 "2 efe. I

——

2 - ete.

(Arigh, nos 300, 315), dol il résulte qu’on a aussi

1

3 —

LB
e 1 . . r
“est-a-dire que ces deux derniers développements ont la méme
Valeur, savoir LY

: G : Lo P
Soit en général — une fraction numerique ou une quantité frac-
7

UYonnaire telle que n ne divise pas m exactement et sans reste. Di-
Visany 7, par sz, nous aurons 1, et divisant 2z par m, nous aorons un
QUotient entier que nous désignerons par @, et un reste que nous

Lo h r
d'351{;nemns par r, ensorle que Ia proposée vaudra 1 sur'a -+ —.
X Fei

et . o £
Considérant a part la fraction —, dans laquelle r<_m, parce que
m

€ resie r est plus petit que le diviseur 7, nous diviserons r par r pour
ayo: = . . .
Yoir ; » et nous diviserons aussi m par 7 pour avoir un nouvean quo-

U : : T Z
'ent enyjer B, et ¢'il est possible, un nouveaureste ' , en sorte que—=
J
Vaugp, ?
1 sur ——
Wt
~-.~-~-~—_

* . 3 . 2
(*) On pourrait éure tenté de croire que cela w'est pas possible, & cause de Ia

ara 1 Ficdy 1 : ’
Slandeyy g, 0 (n° 158) ; mais il faut observer que le dénominatenr de 1 n'est pas
» mais o augmenté de la valeur de tout ce qui suit, ce qui rend la frac-

petile,

0 sou]mucm
14.011 ]’llls

134
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) e Al
Prenant encore a part la fraction —, dans laquelle # < r parce
=

que le second reste 7 est plus petit que le premier r, nous divise-

rons 7’ par 2/ pour avoir 1, et nous diviserons par 7' pour ayoir un

troisitme quotient enlier v, et §'il est possible, un nouveau reste i,
7 r

2
en sorte que — vaudra 1 sury +T’ ete. ele.
= :

Nous aurons donge

b 1 r 1 r! 1

2 e e — == ————— g,

= ;) 2
n r 7 J rr
ot
m

m ¥ r r
% e iy

et la proposée prendra cette forme

m 1
Ao nta
B+ — 1
% —J‘—-I— ete.

Mais comme les restes r, ', 2"/, etc. sont enliers, et vont toujours
en diminuant, il faudra qu’il y en ait enfin un qui soit 0; alors le
développement s'arrétera, et sa valeur sera exactement celle de la
proposée.

Du reste, st m >>n, e premier quotient « sera 0, et le développe-
ment, d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, prendra l'une ou

Tauntre de ces formes,

161. On appelle fraction continuetoute expression de celle forme-
la, ol plus généralement de celle-ci

a

i b
-+ — c
te42, d
¥ j: T ] y o g
- ete. (n° 89, note. )
Uhne fraction continue est donc une fraction dont le dénominated”
est composé d’un nombre entier plus o moins une fraction, qui a elle-
méme pour dénominateurun entier plus ow moins une fraction, formeé

& son tour de la méme maniére que les précédentes , et ainsi de swibé:
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Du reste, nous désignerons sous le nom de fraction toule guantité
qui aura la forme fractionnaire, que son numeérateur soit plus grand

ou plus petil que son dénominateur, ou que les deux soient égaux.

162. Mais nous ne considérerons que les fractions continues dont

tous les namérateurs sont égaux a unité, et nows supposerons dail-
‘leurs que tous leurs dénominatenrs sont directs.

Cela posé, pour réduire le procédé du n® 160 a ce qu’il a de plus
liilllple, nous remarguerons ,

1°. Que les numérateurs de toutes les parties de ia fraction con-
linue devant toujours étre Punité, parce qu’un nombre divisé par
lui-méme équivaut toujours & 1, nous n’aurons pas besoin de recher-
cher ces numératenrs;

2°, Que la fraction continue dépend absolument des quotients
48, 5, 4, elc. qui forment les dénominateurs de ses différentes par-
lies : en sorte que toute Vopération se réduit A trouver ces quolients.

Ces observations nous conduiront évidemment & larégle suivante,
applicable & Lous les cas dans lesquels on aura une fraction numéri-
que ou un nombre fractionnaire & réduire en fraction continue de
Ft‘spécc de celles que nous voulons examiner.

Divisez dabord le dénominateur de la fraction proposée par son
Rumérateur, et nommes le quotient o ; divisez ensuite le numérateur
par le reste, et nommes le quotient f; divises aprés cela le premier
Teste par le second reste, et soit le quotient y ; continues ainst en di-
visant toujours Lavani-dernier reste par le dernier, jusqw'd ce que
Yous parvenies @ une division qui se fasse sans reste, ce qui doit né-
Crssairement arriver puisque les restes sont tous des nombres entiers
qui vont en diminuant ; vous aures la fraction continue générale du
n° 160, qui sera égale & la fraction donnée.

Du reste, si le numérateur de la proposée était plus grand que le
dénominateur, le premier quotient « serait égal a 03 et d’aprés ce
(ue nous avons vu, on pourrait douner au développement deux

formes différentes, représentées aussi au n° 160
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163. En suivant cetle régle, on trouvera

21 1 68 157
Al x I ot B
g e Ao
905 : 157 68
Ta R piD 0 157 St
12 2 4 2_1_;_ r— 2 =

8 1 68 | a1

— = X —_— 1 Siiriace pn

157 1 21 [ 5

-f:2—|— L

68 3-}—@_{_% ORI 4

1

£

i
(o}

Nous avons figuré les divisions relatives.a la dernitre fraction , et
supprimé les autres.

164. 1 serait facile de conclure de 14, sans un nouveau calcul,,

les valeurs des fractions renversées 317 % 5572 Examinons d’abord
le cas des véritables fractions,, plus petites que Punité, comme les
deux premiéres du n°

précédent. Les développements de 2! et de i
FaineEE
Peuvenl S ¢cerire ainsi

21 1 5 1
& 1 Rl S e
7 2 T+l 24+ 1
4= 5 >
5 +2
et en les renversant, on a
47 1 12 1
— =2 - L] e o oy —_ I
21 T f}-{»'g; 5 5 2 -f-;,

©€ar on peut supprimer, au-dessous de ces deux derniers. développe-
ments, le diviseur ou le dénominateur 1.

165. Examinons encore le cas des nombhres fractionnaires plus

grands que Punité, comme ceux du n” 163. Les dév

eloppements de
¢ et de 15 peavent prendre certe forme,
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e s
RS = L
1 X
et en les renversant on oblient
& I 68 I
§21+L 1 TS_7'= Tioe
'+ aks i

¢¢ que I'on peut finalement éerire ainsi

e i 68" v otuse
T s
R e 547 2
e e

Du reste; soil pour ce cas, soit pour le précédent, il sera facile,
dans la pratique, d’abréger Popération du renversement, et d’arriver
tout d’un coup au résultat cherché. Celan’a pas besoin d’explication;;
un coup d’ceil suffit pour apercevoir la simplification du procédé.

166. 11 y a quelque chose a dire encore sur le cas d’une fraction
dont le numérateur est plus grand que le dénominateur ; car le déve-
loppement peut recevoir alors deux formes différentes, comme nous
1.5
[

Payons dit an n® 160, pour la proposée 5L Qr, il est facile de voir

@ 1
quen prenant ce développement sous la premiere forme T
o--etc.

on peut alors le retourner, précisément comme on relourne ceux
des fractions proprement dites, dont le numérateur est plus petit que
le dénominateur (n® 164).

On a par exemple

e
Goeee +1 p
Ty
SR S

qui devient par le renversement
69 1

Bacte e e PN
151 2+ :
5+ = 1
+J—|—'&_.




102 DES FRACTIONS

: - . 3
On obtiendrait le méme résultat en renversant le développement de
151 .

63 Pris 50us sa seconde forme.

Mais comme cela peut facilement se généraliser, on trouve 14 une
nouvelle preuve de Iégalité de valeur des deux développements de

.
~ donnés dans le n° 160 pour le cas olt m ==

167. On peut observer sur le développement de § (n°165), qu'on
peul écrire ainsi,
i 1
TR e
e
s
1 1 1 1
— T et e
11 -y g

En général, quand le dernier terme d’une fraction continue sera

parce que

3, on pourra le décomposer comme nous venons de le faire : ce qui
aurait lieu, par exemple, dansles développementsde £, de 2 et de
12 (163, 164).

168. Maintenant que nous savons développer une fraction ordi-
naire en fraction continue, proposons-nous le probleme inverse:
Etant donnée la fraction conlinue, trouver la fraction ordinaire,
qui a la méme valeur quelle.

Celle opération deyra se faire en remontant des derniers termes
de la fraclion: continue jusqu'aux premiers, et en cherchant ainsi
successivemenl leuys valeurs. :

Pour faciliter ce caleul aux commencants, il'sera bon de leur fuire

) a . . .
remarguer que - lorsquele premier trait horizonlal est plusgrand que
)

d ik 1
le second, vaut a 2 JI,' = il“- . —){ — ‘: (Aritle.n® 300, 315), el que
(4 [¢

» quand le trait du milies est plus grand que les autres, vaut

a ¢ ad A o . . a - P
P D'oti il résulie quau lien de_,r—" on peut immeédiale-
o 7’

8 d
AT ad 3 % “f}‘ . . ye v e
ment éorwe —-, et quian lien de -2, on-peut immédiatement éerive
b b

a
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ad G AT vk Shaals
= En général, le plus grand trait indique la division principale,
Lod

Cela posé, pour trouver la fraction ordinaire égale i cette fraction

continue (n° 160),

on cherchera d’abord ce que valent les deux derniers termes, et 'on
aura '

Done toute la fraction continue vaudra
1 Iy L 09
el

Il sera facile de s'assurer que le chemin inverse ne conduirait pas
au véritable résultat , c’est-A-dire qu’on ne peutrésoudre le probléme
en descendant des premiers termes de la fraction continue aux der-
niers.

On pourra s’exercer sur tous les autres exemples des n** 160, 163,
164, 165, et l'on remarquera que les deux développements qui re-
présentent chaque fraction ordinaire dont le numérateur est plus
grand goe le dénominateur, conduisent au méme résultat, ce qui
acheve de démontrer leur identité (n® 160, 167).

169. Nous venons de voir qu'en remontant des derniers termes
d’une fraction continue jusqu’an premier, et qu’en les sommant sue-
cessivemenl, on retrouvait la valeur exacte de la fraction ordinaire
qui élail supposée avoir fourni par son développement la fraction
continue. Mais si on négligeait le dernier ou les derniers termes de
celle-ci, il est clair qu’on n’aurait qu'une valeur approchée de la
fraction ordinaire ; el cette valeur serait probablement d’autant moins

approchée, gu’on négligerait un plus grand nombre de termes.

7 : 1 /
En prenant donc d’abord le premier lerme — du développement
o

m : : -
de — (n™ 160, 162), puis les denx premiers, puis les tois premiers,
I
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et ainsi de suite, on forme une suite de fractions ordinaires gui doi=

m At .
vent étre convergentes vers la fraction —. Voici le détail du calcul:
n

5 vt : - 1
La premitre fraction ordinaire de la suite en guestion sera —»
o

comme nous l'avons dit.
La seconde exprimant la valeur des deux premiers termes du dé-

veloppement vaudra
X

1 B
1 abtr abfa.
T e

La troisitme {raction convergente , devant exprimer la valeur des
trois premiers termes du développement, se calculera en remontant
du troisitme au premier, et 'on aura d’abord

1 1 Y =
FET e B
i Y
1 By}

1
Al =y faty abyFatr
By 41 By 1

La quatrieme fraclion convergenle, égale a la valenr des quatre

premiers lermes, se trouvera ainsi,

Real sl dabile ; puis
1 ¥ +1 ¥yt
v +'}' L
1 1 Lty yd' —!" 1 = v
R e S T R
B+ ]‘J' -i—— 1 "_)'J\ + 1
; 1 e By d-B1-4
i ekitebted i b1 abydfabfal it
AT e, YR

et ainsi de suile. ;
. . an ;
Or, il est facile de voir qu'on peut douner a la troisieme fractior
convergente cette forme-ci

By -1 — By 41 !
;Gy%—y-—ﬁ—u By (c.,@a}-]);u%—a.’
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ce que Pon reconnaitra en divisant d’abord les deux premiers termes
du dénominateur par y pour avoir le quotient =8 - 1, puis en indi-
q?anh par une parenthese, la multiplication de ce quotient par le
diviseur y (n° 70).

De méme on peut changer aussi Ja forme de la quatrieme fraction
Conyergente pour avoir

gyt o8 iz (By-+1)d8 B

aﬁy$—~1—7&‘+dd‘+uﬁ+1 o (aﬁy—}—y—i—a) J‘+ﬂ-ﬁ—|—1.

170. Cela posé, si Pon écrit sur une méme ligne horizontale les

quolients «, 8, 7, 4, etc. et qu'on place au-dessous les fractions con=
Yergentes que nous venons de calculer, on pourra faire une obser~
Valion imporlanle,
« ] 6; 7 3\
it g (By+1) (Byt+1)d-B
2

o aﬁ+1’ (aﬁ+l)7+u,(mﬁ7+y+m)3‘—|—u;@—!—l"

3 - ¥ . e
Cest que chacune de ces fraclions, dés la troisiéme , peut se for-

mer de cette maniére : il faut multiplier le quotient écrit au - dessus
@elle par le numérateur de la fraction précédente, et ajouter aw pro-
duit le numérateur de Lavant-précédente, ce qui forme le numératewr
de la fraction dont il sagit. Le dénominateus de cette fraction se
caleule de la méme maniére par le quotient écrit au-dessus d'elle , et
par les dénominateurs des fractions précédentes.

171. Ayant vérifié cela jusqu’a la quatrieme, voici comment nous
Pourrons démontrer que la méme propriété aura lieu dans toute la
suite, quelque grande qu’elle soit. Nous représenterons d’abord la

@ G c = e
Seconde fraction par —-, la troisieme par —, la quatricme par 7
et la cinquitme, quelle que soit sa composition, encore inconnue,

T .
Par i;_ Nous aurons ainsi la suite
L
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oy B Yy P e

I a

¢ g
b ol Yivds o ey
dans laquelle il nous faudra examiner la composition de P
Nous observerons que
o Loy 1
i
Te+ .
g
et qu'on doit avoir

P -I—
+‘)‘+J\_I_,_

or, il est clair que pour obtenir cette dernitre valeur, il suffit de
mellre dans la précédente J‘+l a la place de 4.

Cela posé, puisqu’on a par Vobservation - —f— alina (n° 170),

dJ‘+b
A
s d(&+l)+fﬂ zdd‘e—f-cl-{—be

on aura

=]

('J‘s-]—c—l—as_ (0J+a)s—f—c_es+c_
ddet+-dtbe  (dotDb)sfa  fita’

ce qui démontre que la composition de la fraction ?1 est analogue
(4

a celle des précédentes, et Pon prouverait la méme chose de celles
qui viendraient ensuile, si le développement avait un plus graud
nombre de termes.

La régle du n° 170 est done démontrée, et il en résulte d’abord
que les numérateurs des fractions conver gentes vonlt en augmentant,
ainsi que leurs dénominateurs.

172 En appliquant la regle des deux numéros précédents a la

fraction %% (n” 160), el en nous souvenant que les deux premieres
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- » 5 I
fractions convergentes sont représentées par — et par
[ -3

g
PR , nous
dlurong
2 5 3 4
IR U S
2 L1 55 161"
En Pappliquant & la fraction &% (n° 165), nous trouverons
2 3 g 5
: 35 o6

2

==

=i

0. 15
Pour appliquer la méme régle aux fractions dont le numérateur
&t plus grand que le dénominateur, il suffira de remarquer que

)

dans ce cas ona w=—o0 (160); en sorte que la_premiére fraction con-

’ 1 .
Vergente, égale en général 3 —, devient §, et que la seconde, re-
o

B B
Présentée par , devient
par r@—[-
Si.donc la proposée est 15t (n“ 160), on aura.

(o) 2 5 3 4

1 3y i1 g5 181
0 1 5 16 LY
Si la proposée est 13- (n® 163), on trouvera
o 2 3 4 5
1 2 7 50. 157
0 1 5 3 68"

173. On observera que dans tous les cas la dernicre fraction con-
Yergenle est loujours égale i la proposée, ce qui ne peul élre autre-
Went puisqu’elle est la somme de tous les termes du développement.

On observera encore que lorsqu’on a trouvé les fractions conver-
8eutes vers une proposée, il suffit de renverser chacune de ces frac-
Uous pour avoir les convergentes vers la proposée retournée. Voyez
deyyx exempics de cela an numéro précédenl dans les proposées *1"5—“-,‘
€LIEL | et dans les proposées %% et 1

On ohservera enfin que si Uon cherche les fractions convergentes
Vers des proposées du genre de celles du n° 167, on en aura une de
Woins ou une de plus, suivant qu’on écrira le dernier quotient 2,
94 guw’on le remplacera par deux quolients 1 el 1. Voyons cela dans

Y nouvel exemple, et prenons pour proposée la fraction 57
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En suivant la régle du n° 162, nous trouverons les quotients sui<
vants, 0, &, 3 et 2, ¢t en laissant ce dernier quotient tel qu'il est,
nous anrons les fractions convergentes qu’on voit ici,

0 & 3 2

1s
3

(6]

[SIES

50
Tl

Mais en écrivant au lieu du quotient 2, les deux quolients 1 et 1,
nous trouverons

o 4 3 1

1
B s s Sy
1 g

3

Sl

174. Appliquons encore la théorie des fractions convergentes 2
une proposée qui ait un grand nombre de chiffres a chacun de ses
deux termes, par exemple a la fraction £2222009,

Cherchons d’abord les quotients par la régle du n® 162, et pour

cela disposons ainsi la suite des divisions (Arizh. n° 226) :

$0000000[55882353] 1 = «
50000000

" 5882353|50000000] 8 = @
47058824

- 2941176/5882353| 2 = »
5882352

-

2941176/2941176 = &
2941176

o.
€es quotients élant treuvés, nous aurons

1 ) 2 2941176
I 8 17 50000000
3 9 19 55882353.

175. 11 est facile de voir que 17 est a trés-pen de chose prés la

valeur de la fraction proposée £2909999. car si I'on réduit ces deux
fractions au méme dénominateur, et que on retranche alors la

seconde de la premitre, on trouvera que 17 ne surpasse la proposée

que d

1
U e el 6 i es-pelite quantité.
19X 55882353 ’ e qul est une lres-pelite gu e

176. Cette observation fera juger de l'utilité des fractions conli-
nues, lesqucllcs donnent les moyens d’exprimer avec peu de chiflres
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et d’une manitre trés-approchée, des fractions. ordinaires qui con-
liennent un grand nombre de chiffres.

177. Mais puisque nous avons été conduils a cette observation en
calculant la différence qui se trouve entre une des fractions conver-
gentes et la proposée, nous yoyons qu'il cenviendrait de rechercher
quelle est en général la différence qui existe d’une fraclion conver-
gente 4 antre, et de celles-ci a la proposce.

178. En reprenant la svite du n® 171
o o m A S ey, BLOx

1 a ¢ e g

S e s

s 14 . c &
et calculant, par exemple, la différence des deux fraclions —et —,

d
¢ e cf—de : : % 4
Dous aurons —; — AT Mais comme il est évident que le

dénominateur de chaque différence sera toujours égal au produit des
dénominateurs des deux fractions que l'on voudra comparer, nous
ne considérerons que les numérateurs de ces différences. Celui que
nous venons de trouver est ¢f—de, dans lequel nous pouvons mel-
tre i la place de f'sa valeur dd+-0, et a la place de esa valeur cd+-a;
ce numérateur deviendra ainsi ¢ (dd-4b) —d (¢d4-a) = cdd+be
— ¢dd — ad = be — ad = — (ad — be),, cest-d-dire que nous aurons
-+ ((f;-—de) = — (ad —be),

ce qui nous fait veir que le numératenr de la diférence des deux

fractions :T ot — est égal au numérateur de la différence des deux
d

. a C . . .
fractions a et —» mais avec un signe contraire.
G
On prouverait de méme que le numérateur de la différence des

. e A : i :
fractions 7 et if— est égal an numérateur de la différence des frac-
(]

tio £ e . - 3
ns =7 ct —f, mais avec un signe contrawe.
[

3 . A . a C
Enfin, on prouverait encore la méme chose des fractions — et ok
) ¢

co : s 1 a :
mparées aux {raclions — et — , et de toutes celles que l'on pren-
= b ] I

drait au-dela de %
(3
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; ; gBs @il
Or, eomme le numérateur de la différence des fractions — et

i a b

/<] :
o — el ;13_4——1' est égal & af--1—aB ou a 1, il enrésulte que Pon

a pour- tous les cas :
W — ga ==+ 3
ad— be = — 3

. o= o
4 eh — fo = —1

b elc,
179: On.-voit donc, 1°% que Fon a toujours — > f— » puisque Ia

seconde de ces deux fractions retranchée de ia premiére donne un

reste divect; mais qu'en revanche on a T < ?, parcequ’ici le reste

est inverse. On.a de méme % > — et — 7 < » el ainsi de suite.

i 180. On voit, 2". que quoique ces fracuons soient alternativement
) plus grandes et plus petites les unes que les autres, il 0’y en a point
qui soient égales entre elles, parce que les différences vont toujours

en diminuant; par exemple, quoique la fraction T soit plus petite

1 ¢
que les fractions — et — 25 entre lesquelleselle se trouve, onn’a pas.
&

1 [H 1 a 1 cC a 1

= = g Barce que— T tandis que P e » Or,
db
db>ab,car d>a, done - < X,
db ab’

En général, les dilférences vont en diminvant, parce que leurs
numérateurs sont loujours 1, et que leurs dénominateurs vout en
augmentant {n° 171, 178).
bt 181. On voit, 3°. que les numérateurs des différences étant Punité,
ces différences ne pourraient devenir plus petites que par augmen-
' tation de leurs dénominateurs. D'od il résulte qu’en descendant de

la fraction —  Ia fraction ‘g‘: on n'en pourrait lrouver aucune qui
@

it plus papprochée dL ~ que ne Pest
I Pl 1

= a moins que le dénomi

v
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nateur de cette fraction supposée ne fit plus grand que b; quen
C

A . :
montant de la fraction b la fraction —, on n’en pourrait trouver

. ! a o
aucune qui fitt plus rapprochée de —- que ne Pest 2 & moins que

le dénominateur de cette fraction supposée ne fit plus grand que 2,
el ainsi de suite-

182. On voit, 4°. que toutes ces fractions sont réduites a leur plus
. 3 s s oA
simple ‘expression ; car si a et b, par exemple, dans la fraction 3
. - c . - .
ou c et d dans la fraction = avaient un diviseur commun, ce méme

nombre diviserait aussi ad—be; mais celte quantité étant égale &
Punité (n° 178 ), n'est divisible que par Punité.

1l en résulte que si Pon développe en fraction continue une frac-
tion ordinaire qui ne soit pas réduite i ses moindres termes, lorsqu'on
voudra sommer la fraction continue , on ne trouvera que la plussim-
ple expression de la proposée.

Par exemple, ¢ donne les quolients 0, 2, 2, 2, et 'on a

0 2 S 2
1 2 2 13
o 1 2 5

Cesl-h-dire que la somme de toute la fraction continue est 12=4%,

183. On peut faire encore sur tout ceci une cinguiéme observation,
que nous allons développer enreprenant nos fractions convergenles
des n>* 171, 178,

L g g e
g @ 1 pprs 1
Nous savons que —5<: , et que leur différence est— (n° 178,
1 1

179), ce qui donne %: T

e @ a Bt 1 P
Nous savons que ——l~ > T’ et que leur différence est m, ce quu
[¢

a
domne . — . 1 Mettantici i la place de — sa valenr trouvée
d b s bd I b

d o .y 0 L
ans le précédent alinéa, on a e
[ o

1 1
vy i
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En continnant de méme, on trouverait
e 1 I I 1
TR ety
B

1 1 1 1 1
R — Lo L ale et
e e s bd G{f—f—flz’
Mais comme la dernitre fraction convergente est égale & la pro=
. . 2 _ m ;
posée (n° 173), si on représente celle-cip ar W o aura

1 1 1 1 1
——:E,—I—BE—?—I-}Z—ER.

m———
Mo -

Cependant, si le numérateur dela proposée était plus grand que son
3 3 1 1 s Ty
dénominateur, on auraila==o0et — == —, quantlité sigrande (n° 158)

(-2 (0]

P . o 1 .
que sa différence avec la snivante, savoir =, se lrouverait encore -
-4

En sorte que les deux premiers termes de la formule précédente de-
venant L —L, et se réduisant & rien, la suite en serait altérée. Celle
premiere fraction }, qui est souvent supposée commencer la série
des convergentes, doit donc dans ce cas étre supprimée, et la série
en question deviendra par la

a C e 8

Td O h

Du reste, ce rejet de § revient & prendre le développement de la

proposée plus grande que 1, sous la forme la plus naturelle ou sous
sa seconde forme (n® 160, 162), qui donne pour premier terme de

: . B i
la suite des convergentes 8 ou —, qui est dans ce cas la valeur de
1
= o
TR

e a 1
Maisg‘: e -+ 7 comme nous I’avons déja vu, de plus—} =
c

L. done
3 ;z]—_’(ol'l
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. 1{ 4
Done pour ¢ce cas, en nommant la proposée ~.» on obtiendra

a X 1 1 y
= = - . — ele.
T g
Appliquons la premiére formule aux fractions convergentes vers

6 -
Vo) qui sont (n° 172)

yee s bR

g o f Bt 16y
Observant que «==2, que b =7, que d==30, et que == 157, nous
aurons '
68. .1 __+ e
157'—2 7. 50 ~ 30.157’
e qui est bien juste, comme on peut le vérifier.
Appliquons la seconde formule aux fractions convergentes vers
&+, qui sont, en omettant § (n° 172),
27 8o 157
B G50 B8
Ohservant que @ == 2, gue b== 1, que d =13, que f'==13, et que
% = 68, nous trouverons
157 e S
6 T +;3 T3 1 568’
e que T'on pourra aussi vérifier.
184, Comparons maintenant chaque fr aclion comergieme avec
la proposée (n® 177 ), et pour cela considérons la fraction continue

v I : fo Stz mptd
Si P'on ne prend que —, qui est la premiére fraction convergente,
(-4

0 a un dénominateur Lrop petit, puisqu'il devrait étre =, plus Lout
e qui suit; ainsi la fraction est trop grande.

Siv i Fiss 4 , qui est la seconde fracti y
on prend b ,ou = +r; I 10N conver-

- I
genle , le dénominateur B élant Lrop petit, g, esttropgrand, deméme
I

i s £ E .
que o 45 done +é, ou " » estune [raction trop petite.

15
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Tn continaant de raisonner aiusi, on verra que dans tous les ca?
les fractions convergentes sont alternalivement plus grandes et plus
petites que la proposée, et cela jusqu’a la dernitre fraction de I2
suite, fraction qui est égale a la proposée.

185. Il enrésulte que celte derniére fraction, du la proposée, est
toujours comprise par sa valeur entre deux fractions consécutives
quelconques de la série, ce qui est possible parce qu’elle a un dé-
nominateur plus grand que tous les autres (n” 181).

186. Il suit encore de la et de ce que nous avons dit au a® 181,
que chacune des fractions convergentes exprime la proposée plus
‘exaclement que ne le ferait Loute autre fraction qui aurait un déno-
minateur plus pelit ‘que celui de la fraction convergente qui vient
ensuile.

La fraction —?—,par exemple, approche plus de la proposée que
' .

toute autre fraction dont le dénominateur serait plus pelit que d.

186 bis. Mais quelle est exactement la différence qui existe entre
la proposée et une des fractions dites convergentes, comme par exem-

ple i/ dans la suite dumn” 1717

Pour résoudre cetle question, reprenons la suite dont il sagit avec
les quotients placés au-dessus.

PSR ENS P oy g LG

-

! & o S
a’l‘z’([’f’k’

& es-§~c

Nous savouns que dans celle suite - =

h fi

o
celte méme fraction T" et la proposée sont aussi egales aux deux frac-
2

efe.

(2™ 170, 171). Mais

liens conlinues que 'on voit ici

1 e 1

b _ 1
o —— 1
“‘+ 6_{_—_1_ g + l@—l—— 1

En sorte gue

o m
2 deviendra ¢égale a la proposce —,sion met dans
{ "
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la valeup de celle-1a ¢-}-etc. i la place de « simple. Faisant donc

LS o (e S
celle substitution dans la premiére valeur de s, indiguée ci-dessus,
el représentant pour abréger, ¢ +-elc. par «'; on aura pour la valeur
'
oo
de la proposée celle expression assez sim plej )
{4

e
Cela posé, désignant toujours la proposce a2, e Sl

. e esf +o e i of — efil -—de f—de_

T —— —— —

a f*.fe'+ct_-fl FUE+d) T ()
FED

Voili la différence cherchée.

. A e (&
On prouverait de meme que la différence de la proposée avec =
=ik
el égale 3 ————-
6 d(dd" 4= b)
Mais dapres tout ce qui précéde, on peut aussi exprimer cette
dilférence comme on le voil ici,

m ¢ elte ¢© ded fed—cfd!—ed _ (de—cf) ¢ \

n EZIEr'—l“J*Q— d(ﬁ +d) d (f¢ ’+d)

r

—_—

d(fe'+ aifiray

3 [Ts a1 €
Maiotenant comparons cetle derniere dilférenceavec celle de —,
€l nous aurons celle proporlion,

(rZ 4) (n j) “d i+ ,(f):f'(jjr—:‘—d)‘

Faisant abstraction des signes des deux derniers termes de la pro-
Portion , et multipliant ces mémes lermes par df (f¢ +-d) (Arith.

n® 547, puis effucant les faclears communs au numérateur et au

dénominatenr de chaque nouvelle fraction (n° 77, 3°), on obliendra

e c 5 : f.
(a-——f!’ \H />"j

Or, comme f>>d (n” 171}, €t que d’ailleurs ¢ =¢—-ete. qui
West jamais < 1, 1! st évident que J¢ >>d. En généralisantcela on
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voit que tes différences des fractions — , —, SR

s’ b'd’F
posée vont toujours en diminuant, abstraction faite de leurs signes;
¢t que ces fractions sont réeHement convergentes vers la proposée
(n® 169).

187. Les fractions convergentes étant alternativement plus petites.
et plus grandes que la proposée, il en résulte gu'on peul séparer ces.
fractions et en former deux séries, dont I'une comprendra les frac-
tions plus petites que la proposée, et Pautre. les fractions plus gran-
des; la fraction proposée terminant cependant Pune ou Pautre de ces
séries, puisqu’elle est toujours la dernizre des fractions convergentes-

Sil'on prend alors les dilférences qui auront Keu entre Jes frac-
tions consécutives des deux suites, on verra que les numérateurs de
ces dilférences ne seront pas towjours égaux a Iunité. Lors donc
qu'un de ces numérateurs ne sera pas 1, c’est-a-dire orsqu’il surpas-
sera 1, on pourra insérer-entre les deux fractions qui ont fourni cette
différence, d’autves fractions.intermédiaires, qui lieront celles de la.
suite, et participeront a leurs propriétés.

On verra tout cela d¢veloppé am. long dans les additions de La-
grange a ]’Alsébre d’Euler, et 'on y wouvera aussi des applications
fort intéressantes de ces principes.

» ete. avec fa pror

188. Du reste, cette théorie, gelle du n° 146, et d’autres encore
relatives aux fractions numériques, peuvent étre rapprochées et en-
visagées sous un méme point de vue en se proposant ce probleme :
Transformer par approximation une fraction en une autre dont le
numérateur ou le dénominateur soit donné. Clest ce qu’a fait voir
Lagrange dans le cinquitme eahier du Journal de I'école polytech-
nique. ‘



CHAPITRE VL

Du plus grand commui diviseur et de la. plus grande
commune mesures.

Premicres notions: sun les incommensurables.

189. I est évident que la régle du n° 162 pour réduire une frae-
Mon ordinaire en fraction continue, n'est autre chose que celle du
u° 227 de UArithmétique &’Lmile, pour trouver le plus grand com-
mun diviseur de deux nombres. En sorte que la recherche du plus
grand commun diviseur de deux quantilés se lie immédiatement aux
objets dont nous venons de nous occuper.

190. Comme les caraciéres algébriques sont susceptibles de rece-
voir différentes valeurs numériques, on ne peut guere dire, en com-
parant les quantités algébriques, lesquelles sont les plus grandes et
lesquelles sont les plus petites. '

Par exemple , a? sera plus grand que a, si @ est un nombre en-
tier ; mais le contraire aura lieu si @ est une fraction : @-}- b sera plus
grand que a si @ et b sont directs; mais il sera en revanche plus petit
que a si a est direct et b inverse.

Parmi les quantités littérales, celle gu'on appelle ta plus grande,
est gelle dans laquelle les lettres qui la composent ont le plus haut

exposant, ow dont chaque terme renferme un plus grand nombre de
Jacteurs.

191. Cela posé, soient A et B les deux quantités dont on veul avoir
le plus grand commun diviseur, et soit A >> B.

Il est clair d’abord que Je diviseur cherché ne pourra élve plus
grand que Bj; or, B se divise lui-méme : 87l divise donc A, il sera le
Nombyre cherché; maissi , outze le quotient «, on a un reste I, le divi-
seur sera plus petit que B.

Or, on a A ==« B-}-R: donc lediviseur doit diviser B et « B-}-R;
done il doit diviser 1. '

Mais R sc divise lui-méme; sil divise donc B, il sera le nombre
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cherché; mais si, outre le quotient £, on a un second reste R', le
diviseur sera plus petit que R.

Or, on a B=g R4 R’: donc le diviseur doit djviser 8 R +R";
donc il doit diviser R'.

192. En continuant de raisonner ainsi, on verra qu’en algébre,
comme en arithmélique, pour trouver le plus grand commun divi-
seur de dewx quantités données, il faut diviser la plis grande par la
Plus petite, ensuite la pius petite par le premier reste s depremier reste
par le second reste, le second reste par le-troisiéme reste, et ainsi de
suile , - jusqu’t, ce qu'on arrive & une division sans reste; alors le
dernier diviseur est le plus grand commaun diviseur-des deuy quan-
tités proposées ( Arith. n°* 224, 227).

Si on veut chercher le plus grand commun diviseur de plusieurs.
quantités A, B, C, D, ele. il faudra d’abord chercher celui de A et
de B; et, le désignant par «, on cherchera celui de « et de C,et,le
désiguaunt par 8, on cherchera celui de 2 et de D, et aiosi de suite.
Le dernier divisear communsera celuide A, de B, de C, de D, etec.

N. B. 1l conviendra d’arranger les quantités propesées A, B, C,
D, ete. de maniére 4 commencer par les plus simples, pour s'élever
graduellement & celles qui le seront le moins.

193. « Avant de melire en pralique la régle précédente, nous
ferons une observation qui peut en faciliter usage : ¢’est qu'on ne
change rien au plus grand commun diviseur de deux quantités
lorsqu’on muliiplie ou qulon divise Vune des deux par une quanlité
qui v’est pointdiviseur de lautre, et qui n’a aucun commun diviseur
avec celle aulre. Par exemple, ab et ac ont pour commun diviseur « -
si je multiplie ab par d, il viendra abd, qui v’a avec ac d’autre corn-
mun diviseur que @, c'est-a-dire le méme qui ¢lait enlre ab et ac,
el réciproguement.

« Concluonsdela, 1°que, si, en cherchant le plus grand commun
diviseur de deux quautilés, on slapercoil, dans le.cours des divisions

que lon fera suce

ssivement, que le dividende ou le diviseur ait
un fucteur ou un diviseur qui né soit point facteur de Vautre, on
pourra supprimer ce faclear;

0 Nnt e : ' 2 e | = b

2% Quon pourra multiplier Punc des deax quantiés par tel nom-

bre qu'on voudra, pourvu que ce nombre ne soit point diviseur de
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Paatre quanlilé, el n’ait aucun facteur commun avec elle. » (Lacroix,
Algehre, 2m¢ édit.)
194. Sapposons qu’on demande le plus grand commun diviseur
de a2 3ab 4202 et de @®— ab—202:

ExEMPLE 15

q* — 3ab -} 20° @ =— ab — 2b*
= g* 4 ab -} 2l? '

1
- 2ab 4 40>
e a 4 2b
a® — ab— 2b* —a- ab
— a* - 2ab S ot &
ab — 20b?
— ab - al?
o

En divisant @2 23ab —+-2b2 par a? — ab — 252, le quotient est 1,
et le reste — 2ab -}~ 402, quise réduit A —a -} 20, en supprimant le
facteur 20, qui ne divise pas a2—ab—2b2, et qui n’a point de di-
Viseur commun avec cetle quantité.

En divisant ensuite @2 —ab— 252 par — a-- 20, le quolient est
—a—b, et le reste nul : en sorte que le plus grand commun divi=
seur est— @20, ou a—2b, ce qui est le méme nombre pris avec
un signe contraire. L'une de ces valeurs divisant les quantités pro-
Posées, lautre les divisera aussi.

195. 11 faut observer que, si, an lieu de mettre deux termes au se~
cond quotient, on n’en elt mis qu'un, cela n'aurait pas empéchéde
rouver le plus grand commun diviseur.

Le reste étant alors ab—202, et se réduisant & @— 20 parla sup-
Pression du facteur b, si Pon eiit divisé — @20 par a—20,

— a - 2b a— 2b

o M

' —1

0

On aurail en — 1 pour quolicnt, el 0 pour reste : en sorie que a—2b
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elt €té le plus grand diviseur commun, on wa-}-2b, qui est Ia
méme quantité prise avec un signe contraire.

11 ne faut donc pas craindre de tomber en erreur en ne mettant
pas au quotient tous les termes qui pourraient s’y trouver.

196. 11 faut encore observer qu’aprisavoir trouvé le premier terme
——a dua second quotient, et le reste ab — 252, on aurait pu réduire
ce reste avant de continuer la division : cela aurait changé le quotient,
mais non le plus grand commun diviseur, seule quantité qui importe
ici. Voici la forme de la seconde division dans ce cas =

a® — ab — ab> —a-2b
-— a* -}~ 2ab

—( w—

ab — 2b*
a — ab
— a -+ 2b

0.
197. 11 faut enfin observer que I'on pourrait changer les signes
de l'une ou de 'autre des quantités, on de leurs restes, sans changer
Ie plus grand commun diviseur.
En divisant par exemple a* — ab—2b* par a=— 25, aulien de — &
—+ 20, on aurait
a* — ab — 2b* ‘ a — 2b

— a* -} 2ab ' 2k

ab — 2b*
— ab -} 2b*

0,

ce qui donne également @ — 20, ou — a +- 25, pour le plus grand
diviseur commun.

198. Du reste, les observations desn™ 193 4 197 inclusivement ne
sont pas particulicres aux quantités algébriques, et peuvent s'appli-
quer aussi aux quanlités numériques, comme on le verra facilement.

199. « Proposons-nous pour second exemple de trouver le plus
grand commun diviseur des deux quantitéssa® =~ 18a*b -} 11ab”
— 663 et 7a? —23ab -}-6b2,
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EXEMTLE II.

5a* — 18a*b 4 112b — 603 e

3543 — 126a2b | 77ab* = 420 | < anb.—l— 6b*
~35a® + 115a*b — 3oab’ fa — 11

— nath 4 byabr — 42b’

— 110’ + 47(1‘-6 - hab?

— 77a® 4 329ab — 294n*
+ 774> — 253ab + 665"

76ab — 228b*

a — 3b
7a* — 23ab - 6b* | a— 3b
=7a* 4 21ab 5= b
~ 2ab -}- 6b*
+ 2ab — 6b*
0.

& 11 faudra done diviser 1a premiére de ces deux quantités par 12
Seconde; mais comme 5 ne peut étre divisé exactement par 7, jé
uliiplierai la premii‘are par 7 , qui, w’étant point facteur de tous
les termes de la seconde, ne peut rien changér aa commun divi-
Seur: j'aurai 5543 —126a% - 77ab* = hab® a diviser par 7a*=23ab
+6b2, En faisant la division, jé trouverai 5 pour quotient , et pour
Yeste-= 1 ya*h -} 47ab* — h2b?. Comme exposant de @, dans celui-
Ci, est encore égal 4 celui de @ dans le diviseur, i_e p'u‘is continuer
la division; mais j'observe quil fandra encore, par la méne raison
Que ci-dessus, multiplier par 7; d’aillears, je remarqie que je puis
Ster b dans tous les termes de=~11a%b-}-47ab*— 4253, parcequil West
Point facteur commun de tous les termes dit diviseur ya* == 43ab
+ 66%; jaurai donc, .d"aprés ces observations , — 77e* - 3’29&!)
“~2g4b* i diviser par 7a* = 23ab - 66 : faisant la division, jal
=11 pour quotient, et 76ab—-228b* pour reste. Je vais done divi:
Ser g2 — 23ub -}-6b*, qui m’a servi de diviseur jusqu’ict; par le Fesie
78ab — 228b%, ou plutdt par 764 = 228b: Pour que la division pit
8¢ faire,, il fandrait multiplier 1o premiére de ces deux guantités par

16
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76; mais, avant de faire cette multiplication, il faut savoir si 76 n'est
pas facteur de toute la quantité 76— 2285, ou s'il n’a pas quelqu’un
de ses facteurs qui en soit factear commun. Or, je remarque que 76
est trois fois dans 228 ; et, comme il n’est pas facteur de 7a*>— 23ab
-+ 602, je supprime dans le diviseur 76a — 2285, le facieur 76, et
jai 7a* — 23ab -}- 6b* a diviser par @ — 3b seulement; la division
faite, il ne reste rien : d’olt je conclus que le commun diviseur des
deux quantilés proposégs esta—23b. » (Lacroix, Algtbre, 2™ édit.)

9200. Il est du reste bien essentiel de remarquer que les procédés
du n° 193 pourraient quelquefois se trouver en défaut.

Soit proposé, par exemple, de chercher le plus grand commun
diviseur de ces deux quantités:

EXEMPLE I1II.

3.5a%5 —3.18a%0* - 3.11ab® —3.6b4.... (A),
g.7a*bh* —q.23ab® }g.6abt....v.viiiiil (B);

on ne sera point autorisé par le n° 193 a diviser (A) par ses divi-
seurs monomes 30, 3, et b, puisque ces valeurs divisent aussi (B)-
On ne sera pas plus autorisé a diviser (B) par gb*, ni par les facteurs
de gb?, puisque ces facteurs se trouvent aunssi dans (A). Enfin ,on ne
pourra pas, pour rendre possible la division de (A)- par (B), multi-
plier (A) par'3.70, parce que cette quantité 3.756 a un diviseur
commun avec (B). Que faudra-t-il done faire?

Remarquant que les quantités proposées (A) et (B) ont un facteur
ou diviseur monome 34 commun & toutes deux, on le supprimera
dans tous leurs termes, et on le metira en réserve comme devant
servir de multiplicateur au plus grand commun diviseur, que les
quantités proposées auront alors sous leur nouvelle forme. Or, cette
nouvelle forme sera celle ci,

5a® — 18a*b + 11ab* — 6b3.... (A'),
3.7a*b — 3.23ab* |- 3.6b3%.... (B').

Maintenant, pour chercher le plus grand commun diviseur de
(A') et de (B), on divisera (B') par 35, qui n’est pas diviseur de (A"),
et qui n’a:avec (A') aucun diviseur commun. Cela fait, les deux quan-
lités seront les mémes que dans I'exemple deaxieme. On aura don¢,
comme dans cet exemple, a — 35 pour le plus grand commun divi:
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seur de (A’) et de (B'), et par conSéquenL(a—Sb) 3L =3ab—qgb*
pour le plus grand commun diviseur de (A) et de (B).

901. 1l résulte de la que la premitre opération a faire pour trou-
ver le plus grand commun diviseur de deux quantités algébriques,
est d’effacer dans tous leurs termes le facteur monome commun
qu’elles pourraient avoir. On procede alors a la recherche du plus
graud commun diviseur des quotients, puis on multiplie ce diviseur
par le facteur monome mis en réserve.

202. 1l y a encore une observation & faire qui pourra servir &
simplifier, dans bien des cas, la recherche du plus grand commun
diviseur.

Soient proposées les deux quantités

665 - 15b4a — 4bic* — 10b%ac*.... [A),
gbla—27b'ae — 6bac* +-18ac®..... (B),

nous verrons d’abord qu’elles ne renferment point de facteur mo-
flome commun A toutes deux dont on puisse les débarrasser (n° 201);
Wais on pourra, d’aprésle n° 193, diviser la premiere par b*, el la
seconde par 3@, sans changer le plus grand commun diviseur. Elles
deviendront par la,

663 + 15b*a — 4be* — 10ac?.. . . (A",

343 —glbe — 2be? —+ 6ecdnn.e (B');
et lear plus grand commun diviseur, gl existe, pourra se lrouver
immédiatement par le procédé ordinaire.

Mais comme la lettre @, qui se trouve dans (A"), manque absolu-
ment dans (B'), le diviseur commun de ces deux quantités, s'il existe,
Ne pourra point contenir 'z, ou, comme on dit, il sera INDEPERDANT
@’a. Cela posé, il est probable que ce diviseur sera commun aussi au%
deux parties de (A'), dont une contient a, el non l'autre, savoir :

(150> — 10c?) a el (66° — Gbe?) a®;
Cest-a-dire qu'il sera le plus grand commun diviseur de ces deux
Quantités et de (B').
Avant de nous assurer de Ja vérité de ce privcipe, essayous-le sw

I txemple en uestion.
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EXEMPLE 1V.

15b* — 10¢? 603 — hbe>

3b* — ac? 302 — ac?
____ 362 g ‘.10’ I z —
Q

3b3 — gb*c — 2bc* - 63 3b* — ¢
—— 353 + 260’

- gbc : + 6¢3
+ gbe — 63

b-—-3¢:

0,

On a cherché le plas grand commun diviseur de 155 — 10c* et
del6b3 — 4be>, qu'on a trouvé étre 35* — 2¢2. On a ensuite cherché
celui de 362 —2¢2 et de (B') (n° 192), qui s’est trouvé le méme. En.
sorte que 35° — 2¢ est bien le plus grand commun diyiseurde (A’)
et de (B"), et par conséquent de (A) et de (B).

Pour s’%en assurer mieux encore, et pour comparer en méme temps
les deux méthodes, nous allons rechercher ce divisenr par le procédé
ordinaire. Voici Popération figurée :

60° 4-15bia—4h3c? —10b2ac? |gbda—agbac— Gbac* 4 18ac?

603+4-150*a=—=4bc* —10acr  [3b%— gbrc— 2bor |- bed
—6b634-18b2¢ - 4bc* —1203 I 2 : -
: 156%a—+-18b*c—10ac® —12¢3 .

(6a—+-6¢) 3b* —(5a-6c) 2c*

3b* — 20>

3b3wgb’c—2bc’+6'ca 3b* —ac>
— 353 —+2b¢?

- 9b2c— 6

0.

b—3¢
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203. Essayons maintenant de légitimer le procédé abrégé du nu-.
wéro précédent , et de le généraliser.

Nous avons eu un plus grand commun diviseur qui ne contenait
point d’a, ou qui était indépendant de a, quoique ase tronvat dans.
une des quantités proposées. Mais il peut arriver qu'une lettre soit
dans les deux quantités proposées, et que cependant le plus grand:
comman diviseur soit indépendant de cette lettre, ou ne 1a contienne
pas. On peut prouver cela en formant ces quantités de facteurs choisis.
dans ce but. Par exemple, les deux produits suivants

(2a—>b) (b—1) et (3a*}-b) (b—1)
auront évidemment »—1 pour plus grand commun. divisear, et c&
diviseur sera indépendant de @, sans que @ manque ni dans 'un ng
dans Pautre des produits; car, effectnant les multiplications, on aura,

aab—b?—2a-+b et 3a2b4-b*—3a*—b.

Comment sassarer, dans des cas semblables, que le plus grand
commun diviseur est indépendant de a ) :

Représentons par i

Ra® +Sa* +Ta+4VU...... 6,95
Sta>4-Tla}-0"...... 0T

deux polynomes ordonnés pour la lettre a, et dont les. goeflicients;
R,S, T, U, S", T, U, ne conliennent point d’a.

Supposons de plus que ces polynomes n’aient aneun facteur mo-
Nome commun, parce que sils en avaient en un d’entrée, on les en,
aurait débarrassés (n° 201).

Imaginons enfin qu'ils aient un diviseur commun D, qui ne con-
lienne point d'a. Ce diviseur, d’aPrés ce que Nous Venons de dire,
8era polynome.

Dailleurs, puisque te quotient de (X) par D doit redonner (X)
quand on le multipliera par D, qui ne contient point d’a, il fandra
{ue ce quotient renferme les mémes puissances d’a que (X), onqu’it
%0it de la forme ra’-}sa* -} ta-}-». On aura ainsi

Ra?4Sa*+ Ta+U=rDa’-} sDa*+4-tDa-|uD;
retranchant alors des deux membres de cette équation tous les ter-
mes dy second, il ne restera rien dans celui-ci, et Pon aura
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+ Ra¥4-8a* } TFat U 2
—rDa? —sDa* —iDag — uD j 200

ou, en réduisant colonne par colonne,

R—7rD) a3 (S—sD) a*4 (T—¢D) a-+(U—ubD)=o.

Or, comme tout ce premier membre doit se réduire i zéro pour
une valeur d’aq.ue]conque, ou pour chaque valeur particuliére qu'on
voudra donner a a, il faut que Pon ait séparément

R—rD=0,85—sD=0, T—¢D=o0, ele.
el par conséquent
rD=R, sD=S, D=T, elc.
d’olt P'on tire, en divisant par D les deux membres de ces égalités,
R S
:B, .9=§, tsz, ele.

cest-i~dire que D divise sans reste el séparément chacun des coefli-
cients R, S, T, ete. de (X) ; et on prouverait la méme chose de ceux
de (Y).

Done ces coeflicients R, S, ete. divisibles par un polynome D,
sont eux-mémes des polynomes.

204%. Cela posé, imaginons qu’on ait ordonné pour la lettre a deux
quantités dont on demande le plus grand commun disiseur, qu’on
les ait aussi déburrassées du facleur monome commun qu’elles
pouvaient avoir, et qu’on les ait simplifiées par le n° 193. 1l est clair,
par ce qui précede, que si quelque puissance de la leure a a, dans
Pune ou dans autre des quantités proposées, un coefficient monome,
ou, ce qui revient au méme, si chaque puissance d’a n'est pas répé-
tée dans deux ou plusicurs termes en y comprenant a®, ces deux
quantilés w'auront point de diviseur commun indépendant de @
( Voyez les exemples 1 et 1), On pourra dans ce cas chercher leur
plus grand commun. diviseur par le procédé ordinaire; ou hien on
pourra voir si, en ordonnant pour une autre leitre, il serait possible
qu’elles eussent un diviseur indépendant de cette nouvelle lettre-la.

Du reste, cette observation qui n'exige qu’un simple coup d’eeil

(¥) On comprend que de "équation 648 —1—2=—=74-143, en peut tiver ,
en retranchant des deax ciiés tout le second membre, 6 8 —1 — g — 7—1
—3=o.
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peut donner de Passurance dans la marche que Yon suit, Ainsi, dans
le second calcul de I'exemple 1v (n° 202) , remarquant que les mé-
mes puissances de b ne sont point répétées dans plusiears termes, on
en conclura que les quantités proposées n’ont point de divisear indé-
pendantde b, ou que b doit se trouver dans leur plus grand commun
diviseur , en sorte quayant mis le reste de la premiére division sous
celte forme (5a -+ 6¢) 367 — (5a-}-6¢c) 2¢*, on ne craindra point de
le diviser par 5a+4-6c. En d'autres termes, on sera certain que 5a-|-6e,
qui divise ce reste, ne divise pas Pautre quantité 36° —gb?c—2be?
+6¢c?; car autrement les quantités proposées auraient un diviseur
Sa-}-6ec indépendant de b, ce qui ne peut pas éire.

205. Si, aprés avoir ordonné pour @, on remarque que tous les coef-
ficients des puissances de @ sont polynomes, il sera possible alors que
leg quantités proposées aient un diviseur commun indépendant de a,
e qui n’aura pourtant pas toujours lieu.

Mais nous avons vu que D ne divisait (X) et (Y) qu'en divisant
leurs coefficients; donc il faudra chercher le plus grand commun
diviseur de tous ces coefficients polynomes (n° 192), et, 'il existe, il
sera le diviseur indépendant de a.

206. Si en suivant cette marche on tronve un diviseur indépen-
dant de a, il faudra en général diviser par ce facteur les deux quan-
lités proposées, puis voir si les quotients n’auraient point encore quel-
que diviseur commun dépendant de @ ou contenant a. Si cela ne
doit pas avoir lieu, le procédé ordinaire conduira bientdt a un reste
Sans @, et ’on en conclura, 1° qu’il n’y a point de diviseur com-
Wun dépendant de cette letire; 2°. que le diviseur indépendant déja
rouvé, mulliplié par le facteur monome mis en réserve au commen-
Cement de Popération, est le plus grand commun diviseur cherché.
Mais si I’on trouve au contraire un diviseur dépendant de a, il fau-
dra le multiplier par le facteur indépendant et par le facteur monome,

207. Dansl’exemple 1v du n® 202, ot les quantités proposées élaient
Apres les simplifications,

(15b*—10¢?) a 4 (663 — bbe*) @,
(3b3 —qb2c —abe* 4-6e%) a”,
"Ous avons trouvé 362 —2¢* pour diviseur indépendant d’a. Mais

Nous étions strs qu'il 0’y en avait point de dépendant de cette letire,
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puisqu’elle manquait absolument dans la seconde quantité simplifie:
Et d’ailleurs, nous n’avions point eu de diviseur monome comman:
en sorte que 352 = 2¢* était bien le plus grand commun diviseur cher-
ché. On fera la méme remarque sur plusieurs des exemples qui vont
suivre.

208. Si en cherchant un diviseur indépendant de @, dans le cas
ol on pourrait soupgonner son existence (n® 205), on n’en trouvait
point, ou, ce qui revient au méme; si les coeflicients polynomes
des puissances de’a dans les deux quantités proposées n’avaient point
de diviseur commun, on ¥e ‘conténterait de chercher e diviseur dé-
pendant d’z, et on le multiplierait, s'il y avait lieu, par le facteur
monome ‘commun, mis enréserve au commencement de I'opération.

209. Nous allons terminer par quelques exemples, auxquels on
appliquera tous ces principes.
EXEMPLE- V.
2ab-}-2a%b —a*bd—ab*d | 3a® 4 3a*b - hab® 4= 4b3
2a*= 2a°b — abd-= b*d :

6a®4-6a*h —3abd—3b*d
«= 6a®-—6ab—8ab* — 8b*

— 8ab*—Babd—~86'—3i*d
= (852 4-3bd) a=— (81> - 3bdl) b
g
3a® +3a*b - bab* - 4b3 | a2
S 34 L
o o 4 | 3o

babr - 4b3
s bt b3

0.

Si on et ordonné pour d les déux quanlités propdsées, la pre=
miere aurait pris cette forme (ab - b*)d— (2a° - 2a%b), et la
seconde serait restée la méme. Cherchant alors le plus grand com-
mun diviseur des coéfficients ab -} b* et 2a* -} 2a2h, on aurait trés=
vite trouvé @ --b, Cherchant ensuite le plus grand commun diviseur



COMMUN DIVISEUR. 129

de a -+ b et de la seconde quantité proposée, on aurait reconnu
que c’était @ -}-» méme (n° 205).

Voila le diviseur indépendant de &, et il n’y a pas lieu & chercher
un diviseur dépendant de cette lettre, puisqu’elle manque absolu-
ment dans la seconde quantité (n® 207 ). Done a—+-bestle plus grand
Commun diviseur; car on n’a point séparé de diviseur monome
Commun.

EXEMPLE VI

Tiré des Lecons de mathématiques de Marie.
3beq -} 3omp -} 18be + Smpg|atad — 7fgq — 4afg -+ hadq
(3be +5mp) q + 18be - 30nzp. (4ad—1fg) g+ (bad — 7f3) 6
~ (3bc -} 5m, —18be — 30
(3bc +-5mp) g — 18be L T

S

0 3bc 4 Smp.

Si on efit ordonné pour b (cette letire étant une de celles qui
Manquent dans la seconde quantité), on n’aurait eu qu’a chercher
le plus grand commun diviseur de 3cg - 18c et de Smpg + omp,
ou ensimplifiant, de ¢+ 6 et de ¢ -6, qui est ¢ 46 méme. Or, ce
binome divisant aussi la seconde quantité proposée, est le plus grand
Commun diviseur cherché (n° 207 ).

EXEMPLE VII

Tiré de PAlgebre de Clairaut.

a2d? —a?c? ot — c2d? b4a2d— 2ac?— l'}([cd—}-v' 203
(d2 —c?)a? -}t — e2d? ada? —(c?+2ed) a--c®
—— =

(d? — ¢?)ada? -2ctd —202d’ |(d? —c?)
~(d2—¢2?)2da?+(d?*—c?) (r-2+:accl)sa
— (d2—c?) 3

—— '
(~ct— 209d - 02d? +20d?) @—(—c* —203d + e2d? | 2ed? ) ¢

a—¢~e

2da? —c2a-—=2cda 4¢3 | a—c
— ada? —+2cda ada — 2
—ec2a -} c?
+ ¢2a — £Y
o 17
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Clairant a opéré, dans cet exemple, précisément comme nous vé~
nons de le faire ici: mais si Pon ordonnait pour d, les denx quantilés
proposées deviendraient :

(@2 —e2?) d? — (a2c2 —c*) et (4a?—bac) d—(2ac? —2c).
Cherchant alors le plus grand commun diviseur des quatre hinomes
renfermés entre les parenthéses, on lrouverait @ — c presque san$
calcul. Voila le diviseur indépendant de 4.

Divisant les deux quantités proposées par @ — ¢, on aurait les deux
quolients suivants, (d2—c?)a-}+(d? —¢?) ¢ et bad—2c?, que l'on
yerrait bientét n’avoir point de diviseur dépendant ded, ou n’avoir
plus de diviseur commun (n° 206). Donc a — ¢ serait le diviseur
cherché,

EXEMPLE VITL.
5bm2a® - 10bmna® - 5bna2 -+ 5bm2a--5bn2a--5bm-1-50n...(A),
1580m2a—15bn2a-}- 250m?3 4 75bm2n —- 75bmn? - 25bn3 . . . (B).

On cherchera d’abord si (A) et (B) n'ont point de divisenr com-
mun monome, et si cela est on le séparera. On ordonnera ensuite
les quotients pour une des letires, comme a, puis on cherchera s’ils
n’ont point de diviseur commaun, pour avoir ainsi le diviseur indé-
pendant de @ (n° 205); on continuera comme il est dit au n° 206.

Le plus grand commun diviseur sera 50 (m—-n).

EXEMPLE 1X.
lima’® —hna® |- 12mba? —12nba? 4 12mb2a — 12nb2a -+ hmb3
—bnbd.... (A),
épag-l-figa?—l—gbpa—i— 8bga-|-4b2p -|-4b3g. ... (B).

On séparera le diviscur monome commun; on cherchera le divi-
seur indépendant de @, on n’en trouvera point.

On simplifiera les quotients déja ordonnés pour a; et on cherchera
leur plus grand commun diviseur par le procédé ordinaire.

Celui des deux quanul:.s proposées sera 4 (a? 4 2ab- 52) =
4(a-t-b)?

EXEMILE X.
3a2b5m 3a5b3m—3a2b5n—3a5h3n-+-3b5cm--3a’biem
—3bien—3adbicn.... (A),

15a20%m -+ 15b%em — 15a2h3n — 155%cn — ga’b?m — qabZcm
—ga®b2n-|-gabcn. . . ).
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On séparera le diviseur commun monome 352, on ordonnera pour
‘i", el on cherchera le diviseur indépendant de @, qulon trouvera
elre m — n.

On divisera. par m— 7 les deux guantités (A) et (B), aprés quon
les aura débarrassées dufacteur commun monome. Lesdeux quotients
ne contiendront plus que les letires a, b et ¢ ; et Pon chercherasi ces
quotients n’ont point de divisear commun dépendant de @.On trou-
Vera, a2 |- c.

Alors on multipliera entre eux ces trois diviseurs pour avoirJe plus
grand commyn divisear 362 (m— n) (a?4-¢).

91(). Nous saurons donc, d’apres tout cela, trouver le plus grand
tommun diviseur de denx quantités littérales , lorsque ces quanlilés
De seront pas premicres entre elles (Arith. n°®229); mais quand elles
Wauront point de diviseurs. communs, on ne pourra pas le recon~.
Naitpe dans tous les cas aussi facilement.qu’en arithmétique , ou les
resies diminuant sans cesse, il s’en trouve enfin toujours un égal &
Lunie,

Quelgueloison pourra voir immédiatement que Tes quantités pro-
Posées n'ont point de diviseur commun, et Tessai que l'on en ferait
Wapprendrait rien de plus. 11 est hien clair, par exemple, que at-b
€l c}-d sont dans ce cas.

Dautres fois ce ne sera.que par. l'essai que I'on pourra sassurer
de la non-existence du diviseur; et cel essai sera d’autant plus né-
tessaire que-lon aura moins Ubabitude du calcul,, et la connais-
sance dela composition des quantités algébriques.

Si I'on demandait, par exemple, le plus grand divisenr commun.
d? a? -} 2ab |- b2 et-de a—»b, et que Von ne pit pas prononcer.
Pavance sur. ce diviseur on opérerait ainsi:

ag—{—nab—’i—bz. a—'b
— a2+ ab T AT S

; a-}-3b

3abL b2
— 3ab--3b2

e

4h2.
Parvena 13, it faudrait diviser a—>b por 4b2, ce quel'on voit bien

n'!‘!‘
tre pas possible.
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Mais, par Jes observations du n° 193 on peat, sans changer le plus
grand commun diviseur, diviser le reste 452 par lui-méme,, puisqu'il
ne divise pas a—b, et qu’il n’a point de diviseur commun avec a—b -

‘cerestese réduisant ainsi A 1, on n’aura plus & diviser que @— b par 1,

et la division se faisant sans reste, 1 sera le plus grand commun
diviseur. 3

Ce procédé généralisé conduirait tonjours, comme en arithmé-
tique, au diviseur 1, lorsque les quantités algébriques seraient pre-
miéres entre elles ; mais il n’aurait aucune utilité, puisqu’il fandrait,.
pour le metire en pralique , avoir déjareconnu que la quantité qu'on
voudrait diviser ‘par elle-méme, ne saurait diviser Fautre quantité,
et n’aurait avec elle aucun divisear commun.

211. Quand on a trouvé le plus grand commun diviseur. de deux
quantités, on peut exprimer de la manicre la plus simple le rapport
que ces quantités ont entre elles; il faut pour cela considérer le plus
grand commun diviseur comme une nouvelle unité a laquelle on
rapporte les quantités proposées.

Sachant par exemple que le plus grand commun diviseur de gt
el de 294 est 7, on trouvera que le rapport de g1 4 294 égale celui
de 13 & 42, parce que la nouvelle unité 7 entre 13 fois dans g1, et
42 fois dans 294.

Le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités n’est autre
chose, sous ce point de vue, que leur plus grande commune mesure.
Aussi emploie-t-on en géométrie laméthode du plus grand commun
diviseur pour chercher la plus grande commune mesure des lignes.
8i F'on propose, par exemple, deux lignes A et B, on porte la plus
petite Bsur la plas grande A autant de fois que possible; s'il y a un
reste R, on le porte sur B autant de fois que possible; sil y a un
second reste R', on le porte sur le premier autant de fois que possi-
ble; on continue ainsi jusqu’a ce qu'un des restes soit contenu un
nombre de fois juste dans le précédent, et ce reste ainsi contenn
dzns lautre est la plus grande commune mesure des lignes A et B

Mais on démontre en géométrie qu'il y a des lignes qui, quoiqu’on
puisse les mesurer sépﬁrément, n'ont point entre elles de commune
mesure. Si Pon méne, par exemple, d’un angle & autre dans un carré
une ligne droite qui traverse la figure, cetle ligne, quon appelle
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diagonale, n’a point de commune mesure avec le cO1é du carre; on
peut pourtant partager chacune de ces lignes & part en autant de
parties égales qu'on le voudra; mais quelle que soit la parlie qui
entre un cerlain nombre de fois juste dans une des lignes, elle n’en-
treva pas un nombre de fois juste dans V'autre, et laissera toujours un.
reste plus petit qo’elle: Voila ce que démontre la géomélrie, et ces.
lignes comparées entre elles sont dites incommensurables. L diago-
Nale, par exemple, est incommensurable avec le cOté du carré, et
éciproquement.

Dans le calcul, nous n’avons pas encore ea d’exemples de nom-
bres incommensurables, car lorsque nous avons dit gue deux nom-
bres n’avaient point de commun diviseur, nous avons seulement
voulu dire qu’ils n’en avaient point d’autre que Punité. Tous les nom-
bres entjers ont au moins pour commune mesure Funité, et il est
facile d’assigner la commune mesure des fractions entre elles et avec:
Punité : il suffit pour cela de réduire tous ces nombres au méme dé-
Dominateur.

Ainsi, en réduisant %, § et 1 en douzitmes, on a 15, 75 et 13,
nombres dont la commune mesure ou l'unité commune est 5 (Arith.
n° 255, note ). :

Mais comme on démontre encore en géométrie que, sile coté du
carré est pris pour unité, la diagonale est égale a la racine seconde
de 2 ou au nombre qui, multiplié par lui-méme, donne 2., il faut
rechercher quel peut étre ce nombre, et s'il a upe mesure commune
avec P'unité. Plus généralement, ik fant examiner si les racines se-
condes, troisiemes, guatricmes, eLe. de nombres quelcouques sonk
commensurables entre elles et avec Punité.

Cela nous raméne a traiter de I'élévation aux puissances et de I'ex~
traction des racines (n® 65) ( Arith. n** 74 & 77).




E€HAPITRE VII,

De Uélévation, aux puissances et de Uextraction des.
racines dans les monomes,

Nouveaus details sur les incommensurables.

212. Les mathématiciens sont coNwENUs dappeler pv is-
s4NcE Niéme diune quantité quelconque. s, directe ow inverse, le
produit dans lequel cette quantité, prise avec son. signe, est n._ fois
JSacteur, n étant un nambre entier direct et plus grand que 1; et d’ap-
peler racine niéme de ce produit la quantité méme qui a servi. a le
former (n° 65.) (Arith.n° 76),

Ainsi - A X 4 A = - 42 est la seconde puissance ou le carrd
de -}- 4, et cette quantité méme est la racine seconde ou carrée de
+ A X - a==-} a2 ( Arith. n° 74 avec la note).

Ainsi —A X —aA X —A=-— a3 est la traisiéme puissance on la
cube de — ., et celte quantilé: méme est la racine troisiéme ou cu-
biquede —a X — A )X — a==~— A% (Arith.n® 75), el ainsi de suile.

On peut dong dire aussi que la racine n™¢ d'une. quantité quel-
conque ., directe ou inverse, est une seconde quantité qui, élevée & la
puissance n%, ou prise n fois comme facteu-, redonne la premicre s.

213. Pour indiquer Pélévation & la puissance n™ de la quantité
= A, on écrit (4-4)7, et I'on prononce - 4 élevé @ n (n° 65).

Pour indiquer Vextraction de la racire n™ de la quantité + 5, on

n
¢crit, commenous le savons déja, V—_j?:, et 'on prononce racine n™*
de -1 (n® 68 bis). Mais lorsque n= 2, on éecrit simplement Vi_—p;;
en supprimant dans ce cas le chiffre 2, qui est.censé écrit 4 Pouver-
ture du signe radical, et I'on prononce racine de - ».

214. Sila quantité 4 est directe , il est clair qu'on aura (J-a) =
==}~ a7 , quele que soit la valeur de n; c’est-a-dire qu’une puis-
sance que]conque d’une quantité directe est direcle, parce que des
facteurs directsne peuvent donner qu’un produit direct.
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Maissi la quantité A est inverse, on aura (—aA)» =-a7 , le signe
supérieur répondant an cas oul 1 serait pair, et le signe inférieur a
celui o 7 serait impair; car un nombre pair de facteurs inverses
donne un produit direct, tandis qu’un norabre impair de ces facteurs

donne un produit inverse.
B n
215. 1l résulte de 12, 1° que}” 15 =)/ 8 si nest pair, et

} n
que ;}iﬁ:+V’nsi n est impair (¥); Cest-a-dire que générale-
Ment parlant une racine paire d’une quantité directe est ambigué,
et quelle peut étre indifféremment affectée du signe - ou du signe
=, si rien dans la question qui a conduit & cette racine ne déter-
ine lequel des deux signes doit étre préférd, mais qu'une racine
impaire d’une quantité directe est nécessairement directe.

n
916. Il résulte de la, 2° que V% ne désigne aucune quantité
Sin est pair, parce quil n'y a aucune quanlité directe ou inverse

qui étant facteur ua nombre pair de fois dans un produit, rende ce
n

n
Produit inverse , et que V — 3 = —V 5 sin est impair : ¢’esl-a-

dire qu’une racine inverse est nécessairement inverse.

217. Apres avoir examiné ce qui a rapport aux signes, nous en
ferons abstraction, et nous examinerons ce quia rapport aus quan-
tités 4 et n supposées monomes; 7 élant d’ailleurs toujours un nombre
enlier direct, et plus grand que 1 ( Relisez n° 70, g°. et n° 76, pre-
Wigr alinéa).

on

[

0.

I

218. Sia==0, 0naa”

219, Sia=—1,0na A% == 1% = I.

220, Si a est un entier plus grand que 1, A? sera uti entier d'au-
lant plus grand que zZsera plus grand.

221. Si s est un nombre fractionnaire plus grand ou plus petit

} g o ¢ A
que 1, keprésenté par i ct 8 élant des entiers, on aura

e S

¥ i i ;
A ( ) Dans les seconds membres de ces deux équations 5 est sup}mse’ n'avoir aucun
Sig . P 2L {

8¢ sous le radical, et on y considere cette quantité d'une meniére absolue,

Co i ar p
Mme ep arithimétiques

a’
!
5.
‘g-
i
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a \” a a & aaz elc. an
AP = — = X M X et =,

( B ) B B B PBB efe.  pn»
: = an ¥ g e 5
i “Jr, la derniere valeur o se lire immédiatement de la premiere

? (-4 ] -

i (‘é—)“ , ¢e qui donne la régle suivante (¥):

Pour élever un nombre fractionnaire & une puissance n, il faut
dlever & cette puissance le numérateur et le dénominateur du nombre
fractionnaire.

Alors, si @ >> B, le résultat sera d’antant plus grand que » sera
plus grand. Mais si & <8, le résultat sera d’autant plus petit que 7
sera plus grand.

(3 =N=14t (=1
. (%)==h‘i4'_—%5(%)3=5217k'

999, Nous n'examinerons pas le cas ol A serait une somme ou uné
différence , parce que nous voulons, pour le moment, rester dans
les monomes, ou du moins dans les quantités qui en ont la forme.
~ Mais si A est un produit représenté par 2£;4, etc., on aura a» =
(uByd ete.)n=afyd elc.) (afyd elc.) («fyd elc.) elc.==aac ... . BBB
cees Yy eess 8P L. ele.==an B2 37 dnelC.

Or, la derniére valeur se tire immédiatement de la premiere, et
donne la régle suivante (n® 221, note ) :

o Pour élever un produit & une puissance n, il faut élever & cette
puissance chaque factenr du produit proposé.

Sur quoi il faut ohserver que, sile produit a un coefficient numé-
rique, ce coeflicient élant aussi facteur et pouvant étre représenté
par «, il est soumis & la loi que nous venons d’énoncer.

(2ab)i==16a4 b4; ( 5abe)*=3125ab5c%;

- 5 f 5 2 4
5_(:) :EEL, (_7_ a!:) __—,__-_‘i aht,
50 3125 b5 11 121

223. Si 4 élait un quotient, ce serait le cas du n° 221.

i 5 (*) Une régle est Vindication du chemin le plus court ou du procédé le plus gé-
néral pour arriver & un vésultat cheiché. Pour découvrir cette régle; on passe son=
“ vent par divers intermédiaires , qu'il faut ensuite franchir pour avoir I'énoncé de la
ségle. C'ést ce qui est bien sensible ici, et dont nous anrons de fréquents exemples

dans ce chapitre et le suivant.
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Mais si A est une puissance déja formée et représentée par &=, on
dura AT () == 7B, o, a”, ele. = am-tir—tmt- etc. — mn .

Ce qui fait voir (n° 221, note) que, pourélever & une puissance n
Yne quantité qui a déjé un exposant, il faut multiplier cet exposant
Par celui de la puissance demandde.

Remarquez que (@)1= (o )n=— a®n, :

(23)2= (2)0 =(2°)° =64, et en effet 2°==8 et 82 = 64; de

méme, 22=—4%4 et 43 = 64.

224. Si a était une racine allectée du signe radical (n° 213),
P
“omme } «, et qu'on vouliit I'¢élever i la puissance 7, figurée ainsi,

? .
(Va!}", ce cas appartiendrail au calcul des quantilés qui sont expri-
Mées au moyen des signes radicaux , et dont nous avons [ait un cha-
Pilre 4 part, qu’on {rouvera a la suite de celui-ci.

Nous devons donc nous occuper actuellement des différentes va-

n

leyps particuliéres que peut prendre la lettre 5 dans la formule s
(n° 217 )

Mais avant cela appliquons a quelques exemples un peu com-
Posés les régles des trois derniers naméros :

(2(;‘_’.”!26‘) b = 16al )B4 5 Cablem)n = anrliacmn ;
(ba?brmeptd)® == 8125a3h°omedp4-5d%,

(7abrocimdsn—4)2p — 72pa2pb20per o mpdbnp—5p

GdBepx T 64d32chpxh

(3(1,‘?;](-;7:*9»\4 81a8b4cim—38n

On a aussi (n* 70, 9°; 76, 217):
(3(121'1-—-'56)" (3a?h—5¢) 4

20— 12 (2m —n) *

((3:19/) —~+ded) (m-}- n))s = (302 }-4ed)> (m—-n)° ;
9 7
((3325 —5e--d) ’) — ((S{rsf_b —5c -}~ :Z)-") =(3a?b—bc--d)53,

225. Reprenons mainlenant la formule générale de Pextraclion
n

deg racines, 1 5, en faisant toujours abstraction des signes -}~ ou
=, el supposant que n soit un nombre entier direct et plus grand

Que 1 (n” 217).

—,y
o
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n n
Sip=o0,0nal 1=} 0=o0; el cn effet 0» = o (n° 218)-

n n
226. Siz=1,mal s=P 1=1; et en effet 1» =1 (n°219)
227, Si »'est un nombre entier plus grand que 1, il peut arriver
deux cas:
1°. Ce nombre 5, dont il faut extraire la racine n7¢, peut étre tel
que celte racine soit aussi un nombre entier, comme s'il fallait, par
exemple, extraire la racine seconde de 81, qui est g, ou la racioe
troisieme de 125, qui‘esL 5, ele.
2°, Le nombre proposé peut étre tel que sa racine demandée ne
soit pas un nombre entier, mais qu'elle tombe entre deux de ces
nombres, comme si on demandait la racine seconde de 7, qqui est
évidemment plus grande que 2 parce que 2°—4, et plus petite que 3
parce que 3*==g, ou la racine troisieme de 30, qui est plus grande
que 3 parce que 3*=27, et plus petile que 4 parce que 4°—=64, elc:
Danps le premier cas, » sera égal & la puissance »7¢ d’un autre nom-

n
bre entier, cest-a-dire qu'on aura 8 = a7, Alors on trouvera }/ 1=

p
V et =a, ce qui est évident par la définition des puissances et des
racines; el en eflfet («)? = a? = 5.

Dans le second cas, » ve sera égal & la puissance 77#¢ d’aucun
autre nombre entier. Quelle sera donc la valeur de I'expression
»

V" n?cest ce quil fant examiner. :
n 2

228. Silon faisait n=2et e==2,0naurait " 3=} 2=} 2
(n™ 211, 213), et cela désignerail le nombre qui, muliiplié par lui-
méme, doit donner 2.

Or, ce nombre est plus grand que 1, puisque 1 X 1=, ,etil est
plus petit que 2, puisque 2 X 2=4. 1l parait donc qu’il doit éLre
égal a Vanité plus une fraction.

o

s O

X 3=1, ce qui est trop
grand de §; mais 1 L ou § donnerail & X §==1%, cequiest trop petit
de ;5 en prenant 1 § ou L1, on trouverait X =12, ce qui

s
64 ?
esl encore trop petit de .

Si nous essayons 1 L ou £, nousaurons 2

("

11 est clair qu’en conlinuant de tAtonner ainsi, on pourrait appro-
cher toujours plus du nombre cherché; mais la question est de sayoir
si on y arriverail enfin.
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-
n
Pour généraliser celte recherche, observons que 7~ 5, dans le cas

3 e . y .
Jue nous supposons, ne peut, comme NoOUS I'avons dé¢ja dit, désigner
. 5 n

aucun nombre entier; carsi on avail V" ==, cetle leltre étantun
enlier, on aurail B =u", C€ qui est conlre notre supposition.

n

Si D'expression }” 5 ne peut désigner un entier, elle semble donc
devoir désigner un nombre fractionnaire; mais ce nombre élevé a
la puissance z devrait redonner B, qui est un entier plus grand que 1.
Il faur done voir si un nombre fractionnaire multiplié par lni-méme
une fois , deux fois, trois fois, etc. peut donner un produit enlier.

or " -2 - .
229. Représentons par - un nombre fractionnaire quelconque

véduit 4 sa plus simple expression: « sera un entier égal'a un nom-
bre premier (Arith. n° 106) ou & un produit de nombres premiers,
et il en sera de méme de #; mais aucun des nombres premiers fac-
teurs de « ne se Lrouvera parmi les facteurs de £, et réciproquement:

- @ I3 . r - -
car nous ayons supposé que la fraction s était réduite & sa plus sim-
ple expression.

n
. o ol 5
930. D’'un autre cilé, comme on a (——) = — (n° 221), il fan-
n 8 el
-3 - - 3 -
dra pour que (-ﬂ—> soit un nombre entier, que «” soil exaclement

divisible par 7, ou que £* soil facteur de a”.

931. Or, il ne peuty avoir dans«» d’autres nombres premiers que
ceux ui sont dans e, ni dans g2 d’aulres nombres premiers que ceux
qui sont dans f; seulement chacun des nombres premiers qui sont
dans « , sera répété comme facteur dans «* deux ou plusieurs fois
suivant la valeur de n, et il en sera de méme des nombres premiers
de 5 ot de 27 Aucun des nombres premiers qui sont facteurs de «7,
ne sera done facteur de g7, el réciproquement (n® 229).

232. Cela posé, désignons par p,p", p, P!, ete. les nombres pre-
miers égaux ou inégaux facleurs de «» , et nous aurons,

ol pp'p ! ete.
Rebig A T

el pour que " soit facteur de o , il faudra que £ sOIt égal ou A un
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des p, ou au produit de deus p, ou au produit de trois p, ou, el
(Arith. n® 219).

233. Mais, 1°. 87 qui est un produit ne peut étre égal & un nombre
premier seul, comme p ou p' ou p”, ete.

2°. Onne peut avoir % égal & un produit de deux ou plusiears p+
car si on avait, par exemple,

Br — pp'p' ete.

on en lirerait, en divisant les deux membres par p,

B
—=p' p eto.
P

; ; ety : gr 2
mais p’ p' etc. étant un entier, il faudrait done que — {itt aussi ul
I)

enlier; il faudrait done que p divisit exactement 87, ou fut facteur
de £, ce qui n’est pas. '

234, Hrésulte de Ia qu’un nombre fractionnaire, mu[tii‘j!ié par lui-
méme une fois, deux fois, trois fois, ele. ne peut donner un produit

entier, et que la racine »™ d’un entier (0° 217), ne saurait éire une
fraction.
7t
235. Or, nous avons vu que /" © ne pouvait désigner un entier
(n® 228 ). Celle expression n’étant done ni celle d’un entier, ni celle
d’une [raction, semblerail n’avoir aucune valeur, el cependant nous
avons aussi va (n® 228 ) qu'en faisant des suppositions particuliéres

pour & et pour 7, on arrivait a des résultals qui pouvaient étre con-

b
sidérés comme valeurs approchées de 3/ n,

236. Tout cela prouve que j,nf 1, dans notre supposition actuelle
(n® 228), est une quantilé qui n’a aucune commune mesure ni avec
les entiers ni avec les fractions, et par conséquent aucune commune
mesure avec Punité (n® 211) : clest ce que l'on appelle dans le calcul
une quantité incommensurable ou irrationnelle, celte dernitre ex-
pression faisant entendre qu’on ne pent assigner exactement le rap-
port ou la raison qu'elle a avec unité,

Les nombres entiers et fractionnaires s'appellent, par opposition
a ces derniers, des nombres rationnels oa des quantités rationnelles.

3 3 3 & 4 4 &
V2,V 3,1V 51 2173, V4,1 2,173,174, 175, cte.sont

des quantités incommensurables ou irrationnelles.
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MalsVl_l,V4—=,V9~—5 V8~n V27

V 16 =2, ]/81 +— 3, etc. sont des quanules rationnelles.

En algtbre }7a, V75, V757, ng VC; Vﬂ V“"’ sont
réputées incommensurables, parce gw ‘on me peut extraire ces ra-

cines qu’en donnant aux lettres telles ou telles valeurs particuliéres.
3 4 n
En revanche " a?=ua, } a*=a, V ai= a V  an—a sont

réputées rationnelles, quoique dans tel os. tel cas parliculier a lui-
méme puisse avoir une valcur incommensurable, comme si 'onsup-

Posaita =}/ 2, on a= V: ou a==1"5, ete. (n° 84).

937. 1l faut bien comprendre que lesnombres incommensurables
ont une valeur trés-réelle, quoiqu’on ne puisse exprimer exactement
celte valeur en unités et parties de 'unité; car ces incommensurables.
peuvent se représenter trés-exactement par des lignes.

Par exemple, si Yon représente Punité par une ligne d’une lon-
gueur prise & volonté, la diagonale du carré construit sur celle ligne
comme c61é, désignera la longueur exacte de 7~ 2, mais ne pourra
éire traduite en nombres quau moyen d’une approximation, ou du
signe 7, ou de quelque chose d’équivalent (n° 211).

238. Si » est un nombre fractionnaire -i;—, plus grand on plus.

pelit que 1, on aura
n 7t

n o ]/,z.
vo=Vi=:

Ve

car extraction des racines est le contraire de élévalion aux puis-

sances.
n n
n ( )3'1"
ol o - o 2 . 7o
Et en effet L/_- =_I/- (n® 221)=—, ce qui est Cvi-
n n . 14
Ve (7 #)
dent d’aprés la dcﬁmuou des puissances el des racines.
On voit par la que pour exfraire une racine n d'un numb.le’jj ac-
lionnaire, il faut extraire cetie racine du numérateur et du dénomi-

nateur du nombre proposé (n° 221).
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7
. (-

Alors celle fraction K-._ gardera sa forme, ou prendra I'une ont

n

e
ESB :

Yaaire de celles-ci, S, V_E__, suivant que ses deux lermes se-

T

¢

VB
ront irrationnels ou ralionnels, ou que le numérateur ou que le
dénominateur seront seuls rationnels.
3

3 145 4
V=751 =1, %?—,,f =10
V7 5

25 5

Faites aussi les preuves des opérations du n° 221.
P

239. Voulant rester dans les monomes, ou du moins dans les
quantités qui en ont la forme, nous n’examinerons pas le cas oli 5
serait une somme ou une différence proprement dites,

n
Mais si 5 est un produit représenté par afyd elc. on aura /" n ==
n n '3 77 n
V abyd ele. =1/ a ) B} v}/ 4 elc.: car Pextraction des racines
est le contraire de I'élévalion aux puissances.

n n i 7

n 7 n
Eteneffet (15 a ) 8} vV dete)r= (L <) (L B)» (J 7 )"

n
(V7 4)» ete. (n” 222) = aByd ele. ce qui est évident parla définition
des puissances el des racines.

Onvoit par la que, pour extraire une racine n d'un produit, il faut
extraire cetle racine de chacun des facteurs du produit donné (n° 22 2):

Sur quoi il faut observer que si le produit a un coeflicient numé-
rique, ce coeflicient étant aassi facteur, et pouvant étre représenté
par «, il est soumis a la loi que nous venons d’énoncer.

Du reste, on toutes les racines pourront s'extraire, ou aucune ne
le pourra, ou quelques-unes senlement le pourront, ce qui modi-
fiera la forme du résuliat.

3 3 5 R b b
| 78 27a>b3c® —=3abc ; V qab=1"71" el b;
V IG(LQ(JCZ-’:H.V(;V(::_ ial” be.
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N. B. Celte dernitre forme peut avoir lieu parce qu’on peut con-
sidéree (he) comme un seul factenr, dans Pexpression /" 16a%bc.

Faites aussi les preuves des opérations du n® 222,

240. Si B élait un quotient, ce serait le cas du n” 238,

Mais si » est une puissance représentée par un exposant effectif,

n n T

Comuie, par exemple, «”, on aura 1/ 5=} wr=a" :carlexirac-
tion des racines est le contraire de U'élévation aux puissances.

m \n mn "

Lt en effet (m B} ==t (n®22f)=—mw

Ce qui fait voir que, pour exiraire une racine n d’une quantité

qui @ wn exposant, il faut diviser cet exposant par celui de la racine
demandée (n° 223 ).

Alors, si Pexposant m de la puissance «™ est exactement divisible
. r m F
par lexposant 7 de la racine demandée, Vexposant — du résultat
13
. . . . sw mn
sera entier; mais si m nest pas divisible par n, Pexposant — sera
i)

fractionnaire.

3 9
} 8abbi 2¢d =3 23ab0612e5 = 2a?bie
s S
3 atbio==a2bia:
1V 9a2b10c5 =173 2a2b10e5 = 3abic?.

Faites aussi les preuves des opérations du n” 223, et enflin celles

=

des opérations du n® 224,

241. Du reste, les exposants fractionnaires nous ramenent a l'exa-
men des exposants en général, examen qui d’ailleurs devait natu-
rellement suivre celui des signes et celui des valeurs des quantités
A et 3 (n° 217). Et nous n’avons point 4 examiner le cas ou » serait

de la forme ],J:"B, qui donnerail ];"n:]} ]P/B » puisque ce cas est
renvoyé an chapitre suivant (n° 224).

Cependant nous invitons les lectenrs a faire, avant d’aller plus
]°ill, el au moyen des régles des trois derniers numéros, les preuves
des élévations aux puissances contenues dans le n° 224,

242, Les exposants qui rappellent véritablement Pidée des puis-
Sances et des racines, sont les exposants2, 3, 4, 5, 6, ele. (n®212);
) . * o » » r N

Ce n'est que par extension que 'on dit qu'une quantité est élevée &
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la premiére puissance ou élevée a 1 lorsque son exposant est 1, qu’elle
est €levée & o, élevée & — 2, élevée 3 1, ele. lorsque son exposant
est0,—2, 2, etc., et de méme pour les racines.

243. Nous avons déja vu précédemment que @' ==a (n° 76), que

a®=1 (n°88), et que a 2 .—_—'—P(n“ go)
& a

244. Quant aux exposants fractionnaires, ce que nous avons dit

au n°® 240 doit nous faire comprendre qu'ils indiquent des racines 2
m

n L
exlraire : car, puisque J” a”=a » , il est clair que réciproquement
m

aT: ]}L‘L”’ :

Ce qui fait voir que lorsgu'on a une guantité avec un exposant
Jractionnaire, on peut, au lieu de cela, écrire ceite quantité sous le
signe radical, en mettant & Pouverture de ce signe le dénominateur
de lexposant fractionnaire, et en faisant servir son numérateur dex-

pesant pour la quantité sous le signe radical , et reciproguement.

- [
Ainsi, (3a%)° = V (3a2b)3;

-

7 7)
V 5a4b2 =1}/ (5a4b2)! = (5a4b2)7 ;

5
(2(1551)—702(3)5.."——..}8/‘(2(:5[1—70263)5;
i m 1
V 2a3b — 7¢2d = }/ (203 — 7¢2d)" = (2a*b — 7e2d)m .

(Poyez n™ g0, g%, 76, premier alinéa , 217).

Cette régle, qui en renferme deux, la directe et la réciproque,
mérite une attention particuliere, parce qu’elle est d’un grand usage,
et quelle peut entre aulres résoudre la plupart des difficuliés que
présente le calcul des quantilés affectées du signe radical (n°* 68 bis,
213). Nous pourrons nous en convaincre quand nous en serons au
chapitre suivant. En atlendant, continuons examen des esposants.

n
245. Si dans la formule générale deTextraction desracines /" s,

7 1 L
1
on suppose n==1,0na }  s=1 " s'=8 ==
Cest-a-dire que dans ce cas le radical peut tout simplement se
supprimer.

7 o L
246. Si l'onsupposen:o, ona]/n:VB’ =" (n” 240 ) —

sibrtibib i ete (n 159).
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n - 1
Si 'on suppose n==—m, ona }” 8= }J” 3=3" » (n° 240)
! m m

: 1 : 1
< 3 (0 goy= (v ash) =K (@0 226) = \/-l (n° 238).
B V g VB B

(3

& 4 I
A - ? —_— P ey _L-P —_—
247, Silon suppose n = 5 oma Jn= VB = Bimz==

m
V wp (n° 244).

L4d [
(8]

Alorssip=o0,0na ) B= e R

248. Maintenant, puisque nous avons découverl des quantilés qui
he peuvent s’exprimer exactement qu’au moyen des signes radicaux
ou des exposants fractionnaires, on sent qu'il peut éire nécessaire,
dans bien des cas, de savoir opérer par addition, soustraction , mul-
tiplication, division, etc. sur ces quantités-la. Nous allons nous occu-
per de ces caleuls dans le chapitre suivant, comme nous 'avons déja
annoncé aux n°* 224, 241, aprés avoir cependant liré de tout ce
qui précede deux oun trois conséquences qui pourront nous étre fort
utiles.

Du reste, les quantités affectées de signes radicaus (n® 68 bis,
213) sont elles-mémes désignées par les noms de quantités radicales

7z
ou de radicarnx. Ainsi 37«7 est une quantité radicale, ou simple-

ment un radical; - est lesigne du radical; 17 est le signe radical
(n° 68 bis); « est la quantité sous le signe radical; n est Lexposant du
signe radical (n° 68 bis), et la letire m est enfin Pexposant de ia
quantité sows le signe radical.

Voici maintenant les conséquences ou les corollaires dont nous
venons de parler :

? n n
249. Premier corollaire («) n— V (em)r (n® 244) == amp

il or 5
(n° 223): o (n"" 2.’;.0, 2’1/}) — am » (Arr:iz. n’ 25"})-

i it :

Or, cetle équation (&) * == &, fait voir que la regle du
n° 093, démontrée pour le cas des puissances enlidres, s’applique
aussi au cas des puissances fraclionnaires.

19
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250. Second et troisicme corollaires:

n m

Vd_nﬁm—-]/an VCm(no 239)—-— ;zﬁn
(n° 240)4&}3'1h~u Vﬁm (n 244). Done
Va-”ﬁ’” 1V"(gm

el, en renversant cetle C(luclll()ﬂ 3

o 1;-6’” F— l} w3,

Or, la premitre de ces deux formules fait voir qu'on peut quel-
quefois sortir un facteur de dessous le signe radical pour Péerive an
devant. Cela a lieu quand ce facteur est élevé a une puissance du
degré de la racine a extraire. 1l faut alors faire cetle extraction.

La seconde formule indique que Uinverse est Lonjours possible;
c’est-a-dire que si 'on a un facteur an devant d’un radical, on peut
faire passer ce facteur sous le signe radical , en Pélevant & une puis-
sance ¢gale au degré de la racine & extraire. (Cela aurait déja puse
conclure du n° 239. Voyez ce numéro en entier).

Da reste, ce facteur, quand il est an devant du radical, sappelle

n
le coefficient de celui-ci; a est le coeflicient de « 37" @».

Appliquons ces deux fommles a quclques e‘emplcs !
3 5

Sun ant la premiére, J7 64c®d3e = 4d /" cbe, et V 1 igth =
f 25*1/ 7h. £ ;
3 t
Suivant laseconde, 3i%k " 402 =)/ 108i0 k312, et 7pmgr J/ Sens
= V5.7f11)’”f¢f"lv’!x.
On a aussi (n® 70, g% 76, 217),

5

V32 (2a%b -} 4r:d)~‘ (m —— iz.) =2 (2a%b + 4ed) ' m— n;
3 (a-}-b) l/a-——d— ]/'81 (atb)s (c—d).

On pourra faire les preuves par les réciproques.




CHAPITRE VIIL

Des opérations sur les quantités radicales et sur celles qui ont des
exposants fractionnaires.

251. Pour rechercher Ies régles propres & ces opéralions, nous
supposerons d’abord que les quantiiés écrites sous les signes radicaux
sont monomes; mais ces régles pourront aussi s’appliquer aux poly-
tomes, lorsqu’ils auront la forme de monomes, comme nous Tavons
déjh vu dans plusicurs occasions (n* 70, 9° 76, 224, 244, 250).

Puisqu’un radical peut, sans changer de valeur, prendrela forme
d’une quantité affectée d’un exposant {ractionnaire (n° 244), il est
évident que les quantités radicales doivent avoir de grands rapporls
avec les fraclions.

Ainsi, tout comme on peut réduire une fraction d’une expression
plus composée & unc expression plus simple, en divisant ses deax ter-
mes par un méme nombre lorsqu’ils ont un facteur commun (Arith.
n° 2749, de méme on deit pouvoir réduire un radical d’une expres-
sion plus composée a une expression plus simple, en divisant par un
méme nombre exposant du signe radical et celui de la quantité
sous ce signe, quand ces deux exposanls ont un facleur commun :
car, qu'on le remarque bien, ces deux exposants deviennent les
deux termes de la fraction, quisert elle-méme d’exposant & la quan-
lité sous sa seconde forme.

6 9 5 2
Par exemple, 7 2?=o® =a*=]"a%, el celle derniére valeur
durail pu se tirer immédiatement de la premitre, en divisant tout

@’un coup par 3 les deux exposants 6 et q.
8 2.4 2.4 rro gt
Par exemple encore, 1/ aigee = L0 @Brhphedk = 7 (a%B5)4
L M B 2 oy AP
LD 9299, 2’)3):’:1“,6-’) 2:4 :(a"ﬁ Y );’=V(u°ﬁ")| == Va"’ff-’, et
celte dernitre valenr aurait anssi pu se lirer immédiatement de la
premibre en divisant par 4 les Lrois exposants 8, 12 el 20.

nr nr

r
Plus géncéralement, 7 anrBeryl = V/ (amBpya) == (amBryd )nr =
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n n
(a”Bry1) » — V7 («mBeye )t = V7 amfiryt, et toujours ce dernier ra
dical aurait pu se tirer immédiatement du premier, en divisant par #

les trois exposants mr, pr et gr.

1
»

Donc un radical peut étre réduit dune expression plus eomposée
& une expression plus simple , lorsque dexposant du signe radical et
ceux des quantités multipliées entre elles sous ce signe, ont un facteur
commun. Il faut pour cela diviser tous ces exposants par: leur fac-
teur commun. Alors le radical change de forme sans changer de
valeur. :

V. B. Si les quanlités sous le signe wétaient pas multipliées entre
elles, et qu’elles fussent ajoutées ou soustraites » la régle ne pourrait
s'appliquer i ce cas. Par exemple, on ne pourrait pas faire

8 4
Vv a*+4b%—cb égal a Va+ b —e?
8
Mais si I'on avait V (a-b)4 (c—d)5, ce radical pourrait se ré-
4
duire & " (a-0)* (c—d)3.
8

&

A 9
G i ak S . a*
Si Pon avait \/Z"G’ on pourrait écrire au lien de cela \/— »

8 8
5 f 7 A 2
parce que on a vga.z ‘/—(;jg) S

b3
Appliquons ce principe a un excmple un peu composé:

4
]}25(136”‘6‘([5" = ]/%' 5a%b5ed5”.

Nous avons tronvé ce résultat en suivant la regle précédente, et
€n remarquant que 25 = 5. Mais si nous eussions voulu nous passer
de la régle, et suivre en détail les diverses transformations de la
quantité proposée, nous aurions opéré ainsi,

4 2.9

L 25a801002d6n =" 5%a*4b2*5prg> 3% —

22 2
V(Sa‘i&‘a(‘cls")?:(56'2550(15?1)W=

(5ab5¢d3 =2 (5abbSedd) —

- ]
V5a%b5ed5®, comme nous 'ayons va ci-dessus.
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252. Des qu'on peut diviser tous les expesants d’un radieal mo-
home par un méme nombre, sans changer la valeur de ce radical,
il en résulte qu’on peut aussi multiplier tous ces exposants par un
méme nombre, sans changer la valeur de la quantité radicale. Evil
est clair que par ce moyen on pourra réduire deax ou plusieurs ra-
dicaux différents 4 la méme expression ou an méme degré, cesi-a-
dire & une forme telle qu'ils aient le méme exposant a 'ouverture du
signe radical: car cela est Lout-a-fait analogue & ce qui a lien dans
les fractions, lorsqu’on multiplie leurs deux termes par un méme
nombre, et qu'on les réduit ainsi an méme dénominateur (Aritk.
0 244, 289, 294).

n r v
. m r ot 20y 3 g
Si ’on a, par exemple, 1"« 17y ¢, et} "%, en multipliant
tous les exposants du premier radical par rv, tous ceux du second
Par ny, et tous ceux du troisieme par nr, on aura

nry n

1% P ITIRPTY == Vra.mﬁp,
nry r

a0, Y ynsvgntv — 1/ 7, ! (n® 251),
nry v

30, I/'.er.\'éur_y S V"ii’-‘c}'

et les trois radicanx proposés seront réduits a la méme expression.
ou au méme degré.

‘Du reste, les transformations que viennent de subir nos radicaux
auraient pu se légitimer en opérant d’une maniére directe , comme
Tous allons le faire pour le premier,

n mip. mry  pry
Ve Bl = arpn (0° 240) = anrv grurv (Arith. n° 274) —
=2t sy nry 1 nrv
(aﬂtrl"ﬁrﬂ‘l')lllv (n° 2{‘9> P V(mmrl‘ﬁpr:') (n° 2!,14) ez 'am.n.'glru‘('_

Et comme Lout cela pourrait facilement s’appliquer & un plus grand
Dombre de radicaux, on voit que, pour réduire deux ou plusieurs ra-
icauy & la méme expression ou aw méme degré, il faut multiplicr
ous les exposants de chaque radical, cest-c-dire celui du signe ra-
dical et cenx des quantités multipliées entre elles sous ce signe , par
le produit des exposants de tous les aulres signes radicaux (Voyez le
N. B. du numéro précédent ),

stesGunes i

TR s ey

e




OPERATIONS

Par exemple, les trois radicaux suivants,

3
V7adb, " 5ed?, i,s/e,
réduils au méme degré d’aprés cetle regle, deviennent,
30 3o 3o
I//'/?Iﬂa.iﬂbx::, l/5|ucxod.'0, L8,

Cependant, lorsque les exposants des signes radicaux anront des
multiples communs & tous (Arith. n° 105), plus petits que le produit
total de ces exposants, on pourra troaver pour les radicaux réduils
au méme degré des expressions plus simples que ne les donnerait
la régle précédente, si elle n’élait point modifiée. Mais pour que ces
expressions soient toul d’un coup les plus simples possibles, il faudra
que leur degré ne soit pas plus élevé que le plus petit multiple des
exposants en question. Or, ce plus petit muliiple se trouve par la
regle donnée au n° 296 de PArithmétique d’Emile. Un exemple
éclaircirace que nous venons de dire :

Les deux radicaux L;'a“ et g,;lﬁ, réduils an méme degré par la
regle précédente, deviennent L,./ai‘"’ et ]/‘/694, landis qu’aprés avoir
trouvé le plus petit multiple de 12 et de 20, qui est Go=5.12==
3.20, on peut multiplier les deux exposanis du premier radical par’5,

Go 6o
et ceux du second par 3, pour avoir 7 a5 et L7521,

253. Si Pon veut ajouter unradical avec un autre, ou le soustrajre
d’un autre, il est clair qu’il faudra les réunir en ohservant la loi des
signes, lelle quelle est pour ces deux opérations. Mais la réduction
ne sera possible que lorsque les radicaux seront semblables, c'est-a-
dire qu’ils ne différeront que par le signe exiérievr -}~ ou —, et par

le coeflicient placé au devant du radical.

3 3 3
Par exemple, |"a*+21 @ =3]"a%;

4 4 4
5763 —31"a*b—2) "a*b—o;
717 ale—8 L ale—q L alc—=—10}" abe.

Mais |~ a-}-1-"b—1c ne peut pas se réduire.
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Par exemple encore,

5 5 5
3V arbt-cidr 7V arb|-cid: —4V atb e

—G V" a*b--cid*;

P P P
m V' at--20 —]—nf/ at--2b—p Vv at—1-2b

IJ
—=(m-+n—p) I/a4+2b;

e
-

5 3
7V at-bt2V c—b—1 d--gest irvéductible.

—

¥ 954.0n pourrail soupgonner que, pourvu que les quantités sous

]Ossignes radicaux fussent les mémes, on rendrait les radicaux sem-
blables en les réduisant & la méme dénomination.

Pour rechercher ce qui a lieu dans cetle occasion, supposons qu'on

n I?
Veuille ajouter I a” avec o', on aura
n P ’Ti? RP

Va” - Va'=1"d" —+ P a" (n° 252 e
Mmais ponr que les radicaux fussent semblables, il faudrait que I'on
UL mzp — ng,ounp.im’q (Arith.n® 6oo).

Or, si 'on suppose que p divisé parr égale 7, on aura aussi ¢ di-
Visé par m égal & r - d’ottil résulte que p = nr, el que g= mr. Les

7 nr

deux radicaux proposés sont donc b a” et} a™. Mais le second
st semblable au premier, comme on le voit en divisant ses deux ex-
Posants par » (n° 251). La rédaclion au méme dezré ne peut done
Yendre les radicaus semblables que daus le cas olt 'on obtiendrait
la méme chose par la réductiona laplus simple expression.

T e

255. Essayons maintenant de multiplier un radical par un aulre,
el supposons d’abord qu’ils sont du méme degré.

e’ f mpyg T s o i
L <IN AR e :
amgp XV}?‘N — el Pt = s R B — (u: 'B[J;«qd‘r) 2

n

= n
(n° 2,“) ) s V (“mﬁf‘jl'?é\") i V‘amﬁp) qu.

e

R——

T

i
il
{
t

g Sy

oy

St i

Sy e ey
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Or, la dernitre valeur se tire immédiatement de la premiére, et
donne la régle suivante :

Pour multiplier un radical par un autre radical du méme degré, il

13 BN

Jaut multiplierla quantité qui est sous le signe radical du multipli-
cande par la quantité qui est sous le signe radical du multiplicateur,
et affecter leur produit du signe radical commun,

Si les radicaux proposés ne sont pas da méme degré, on commen-
cera par les y réduire (n® 252), et 'on opérera ensuite comme nous
venons de lindiquer :

n 7 7
81V (a}8)* X5V (e-}-d)* = 4oV (a}-b)* (e-}-d)*.
3
ml 2a7b"e? X n V 265" d =
6 6
m V(a1 637 X nl (2)rarobincrrdr =

6
= V__j,ﬂ_,“:ixb5!ll+212 2P 9,75,

1125

; - 9
3Va3br XV arh? X 7 [/5(1..7)(;:
B 4l oot gt Bl 36 36
3 [/‘a"’-’l““ ¢ !_/a;%z? X 7 V’sf,a.f,b.qc.f, — 921 ]//Sla'-‘;b”ﬁ”'i.
956. Essayons aussi de diviser un radical par un autre radical du

méme degré :
n n A 1
Va'n'e[’ g V (amﬁp) (mmﬁp) n
RIS 120
Ve V(')

n ~
(d”’ﬁp \\:;-: 5% o B 1_ am Bl
}_qJ‘r ) }(‘;-},r i T }.;IJ"

Or, la derniere valeur se lire aussi immeédiatement de la premiere;

el fournit la régle suivante:
Pour diviser un radical par un autre radical du méme degré, il

; 2 " i
Jaut diviser la quantité qui est sous le signe radical de dividende

par celle qui est sous le signe radical du diviseur, et affecter Let?
quotient du signe radical commun.

Si les radicaux proposés ne sont pas du méme degré, on commen”
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Cera par les y réduire (n° 252), et 'on opérera ensuite comme nous
venons de l'indiquer.
Pour s'exercer, on fera, d’apres cette regle, les preaves des mul-
liplications du n® 255.
257. Voyons maintenant ce qu’il faut faire pour élever un radical
2 une puissance.

¥ ™ pr L g
ll/ct”‘ﬁp) ( "5" = gpmps (“WBP’ =V «""Bpr

b}
r::l/(a.’”ﬂi”) l/a’”FP

La derniére valenr résulte du n® 247, et elle résulte aussi du
n° 251 : car, par ce numéro-la les deux exposants d’un radical,
savoir celui du signe radical et celui de la quantité sous ce signe,
peavent se diviser par un méme nombre, soit que cetle division
puisse s’effectuer, soit qu’elle ne le puisse pas.

Du resle, chacune des trois dernieres valeurs de notre radical peut
s lirer immédiatement de la premiére ou du radical proposé, cé qui
nous donne les trois régles suivantes, qui conduisent au méme bul:

Previtre REGLE. Pour élever un radical & une puissance, il faut
multiplier les exposants des facteurs écrits sous le sighe radical par
i’e.rposmzt de la puissance déemandée.

SrcoNDE REGLE. Poiur élever un radical & une puissance, il faut
élever & la puissance demandee la quantité qui est sous le signe ra-
dical, sans toucher & celui-ci.

TrowsiiMe rREGLE. Pour élever un radical & une puissance, il faut

diviser lexposant du signe radical par Lexposant de la puissance
demandée.

1 P
(l//(a—i-b)ﬂ (c+([)4) =" (e-}-b)? (eshd)ir=

LV (a~}b) (e-}-d)yr:
A7v3a5bmc3> =l \[Btagﬂb'mc"ﬂ:
be2fn 6258 "

o 34151)”'0“

Yy 0 Ve

Se2f ™

T

o L ST R,
e — e —

e e
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258. Si dans la formule générale du naméro récédent » — 7;
g

on aura tout d’un coup par la troisieme reégle

(L am)n = | ams — amt (n° 246):

Clest-a-dive que lorsque Pexposant du stgne radical est égal d
Vexposant de la puissance & laguelle on veut élever le radical, on @
pour résultat la quantité méme qui est sous Je signe radical : ce qul
est d’ailleurs évident, d’aprés la définition des puissances et des ra-
cines, comme nous 'avons déja dit plusieurs fois,

n

259. Il résulte de l que (l/_-——(—:,)" == ~— @, que n soit pair ot
impair.

n

Or, comme nous avons vu que " — a ne désignait aucune quan-
tité lorsque # élait pair (n" 216), les commencauls pourraient croire
quil y a ici une espéce de contradiction ; mais elle nlest qu’appa-
rente.

Supposons qu’on demande & quoi se réduit Pavoir d’un joueur quj
ayant d’abord 10 franes en poche, perd 5 francs dans une partie,
%4 dans une aulre, et 1 dans une troisitme, il est évident que cet
avoir se réduit i rien, ou A o.

On voit par 12 qu’ane question trés-bien posée, et quine renferme
en soi rien d’absurde ou d’impossible, peut conduire & o; et I'on

comprend qu’ane question qui, au lieu de conduire 4 o conduirait
P ] ) P

aV —a, par exemple, devrail renfermer en elle-méme quelque

chose d’impossible ou d’absurde, parce qu’il est impossible d’extraire
la racine carrée de — 1.

n
Ainsi donc, quoique " —ane désigne aucine quantité lorsque

n n
7 est pair, on ne peut pas faire ' — g = [ @, dans ce cas;
est un symbole d’impossibilité, o n’est point un semblable symbole

n
o est la limite de tout décroissement dans la quantité, ' — g nlest

point une limite.

n
Il ne faut done pas étre sarpris si lon a !/——a)" =-——a, tandis
qu'on a o = o,

T e
Dailleurs, il ne faut pas considérer (!/—-—a " comme une puis-
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sance; il faut bien se dire que ce n’est autre chose gu’une maniére
3 - -
dexprimer 1a quantité — @, tout comme nous avons yu

I
O e Tl "
a’*"=—=1, a == u,etc.

260. 11 se présente ici une objection : (3 —@,*, dira-t-on, égale
sans contredit ¥ —a XV —a, et par la régle du n° 255 cette
quantité égale V —aX—a=V -+ a*=-a;ensorle qw’on doit
Pouvoir prendre pour la valeur de (1" — a )* aussi bien+-a que—a.

La réponse est fort simple : nous avons dit que généralement par-
lant 1a racine de 4 a2 est -}- @ ou — a, parce que |- a? provient
ou de |- @ X +}a, ou de—a X —a; lors donc qu'on ne sait pas
laquelle de ces deux multiplications a donné - @2, laracine est am-
]nguﬁ; mais il ne peut pas en éire de méme lorsqu'on a une expres-
sion qui montre celle des deux racines qui est & préférer; et clest
Précisément le cas de la formuleV —a XV —aou (V' — a)?; sa
Valeur est déterminée et ne peut étre que — .

961. Cetle observalion conduit aussi & la véritable valeur de
V' —ax V' —b: daprés la régle du n° 255, celte expression de-
viendrait 1" ab =" ab ; mais ce double signe ne peut avoir
lie que lorsqu’on ignore si -}-ab provient ou de—-a X -6, 0ude
—a X —b; or, ce n'est point le cas ici; on sait que -~ ab proyient
de — g 3¢ — b; d’olu il résulte que l'on a décidément

V—a+4V —b=—1"ab ()

262. Nous venons de voir que les symboles d’impossibilité, en se

Combinant entre eux, pouvaient perdre leur caraclére primitif, et

désigner alors des opérations possibles et de vérilables quantités. En
conséquence on les admet dans le calcul, et 'on est méme allé jusqu’a
leur accorder le nom de quantités : cest ce que l'on appelle des
Quantités imaginaires, les autres s'appelant alors, par opposilion,

des quantités réelles, qu'elles soient rationnelles ou non.

(*) Voici une autre démonstration de ceprincipe V' —a=71a. — 1 et }'—b—=
o ; donc le produit des deux quantités proposéesest égala . . .. v 0 e

Ve v — 1 Va ¥ b=—1Vab=—Fab.
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263. Voyonsenfin ce qu'il faut faire pour extraire une racine d’un
radical, c’est-a-dire pour exlraire une racine d’une quantité déja
affectée d’un signe radical :

¢ n Py PP Ll TR
]/'l/l.d-”‘ﬁi':l'/“nﬁﬂ ____d_izrﬁnr:(mrﬁr )uzl./’n.’"ﬁ'",
(AL R n ]; nor
Mais L'« 8" =" (omg0) =" “amgp,
3 1

Enfin 1; (a’”,BP)F::: (ampr)™ — [:rf’m”‘.@[’.
Rapprochons ces trois résultats; nous aurons
e RaR n 7 nr

V T BT =LV wmBp == ampp.

Or, chacune de ces trois valeurs peul se lirer immédiatement du

radical dont an a demandé d’extraire la racine, ou de lexpression
T n

L} @78y, ce qui nous donnera les trois regles suivantes, propres &
résoudre la question

Premibrg riore. Pour extraire une racine d'un radieal , i) faut
diviser les exposants des facteum éerits sous le signe radical par ex-
posant de la racine demandse, '

SecoNDE nEcLE. Pour extraire une racine d'un radical, il faut ex-
traire la racine demandde de la quantité gui est sous le signe radical s
sans toucher & celui-ci.

TroisitME REGLE. Pour extraire une racine dun radical, il faut
wmultiplier Uexposant du signe radical par Pexposant de la racine
demandie,

Remarquez que, d'apris ta seconde régle, 1’/1‘"}’,4:& 'lr/'a. (Voyesz
une rcmall'que analogue v 223), :

Pour s’exercer, on fera d’apres ges regles les pr
yations aux puissanges du n° 253,

euves des élé-

264. Maintenant, si ’on reprend les quantités a et 5 du n°213, ek
gquau lien de les supposer monomes ou ayant la forme de monomes,
comme on ’a fajt jusqu’ici, on les suppose composées de deux ou de
plusieurs termes non réunis en un seul, on sera conduit s'occuper
des puissances el des racines des polynomes. Clest ce que nous allans
faire dans le chopitre suivant.




CHAPITRE IX.

De Pélépation aux puissances et de Uextraction des ra-
cines dans les quantités de deux ou de plusieurs ter-

R —

mes ; de la formule diw binome.

=

S—

265, D’anorn, si nous muliiplions « -} 8 par « 4~ 8, nous aurons
la seconde puissance, ou le carré de -} B;

a-}8
a—l—ﬁ

dg—i—-aﬁ
+ af B2
a? - 2af - B2,

La muliiplication faite, nous trouverons ( « - )2 == a2 248}
I 1
£2, c’est-a-dire que le carré d'un binome contient Lrois termes,

N—

I

|

savoir le carré du premier terme de la racine, le double produit

des deux, et le carré du second.

266, 1l est facile de voir que si les deux termes du binome étaient
inverses, tons les termes du carré seraient directs, comme lorsque
les denx termes du binome sont directs, ce qui est d’accord avec ce
que nous avons ditque-}-a X a=—a X —a.

Mais, s’il n’y avait qu’un des lermes du binome qui fiit inverse, le

* terme du miliea daps le carré, ou 2453, serait seul inverse. Dans ce
cas, si Pon supposait, 1° « =@, la racine se détruirait, et le carré se
détrnirait anssi, puisqu’on aurait «f=—a?, «8=0(2, et par consé-
quent 245 — a2 -2, clest-a-dire la partie inverse égale & la parlie
directe. Si I’on supposait, 2° que « el G fussent inégaux, la racine se-

rait direcle ou inverse, suivant que le | emporterait surle —, ou

Sy e = e

le — sur le - cependant le carré serail Loujours direct , puisque —

Par — fait -} tout comme - par 4. On aurait donc 22 452> 2a8.

e

e —
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267. On ne peat donc jamais avoir «? 4243 |- 32 égal a une
quantité inverse.
268. Si 'on multiplie le carré de « |8 par « -3,
a? | 243 -2
a —I—- G
cigd —|— 2?3 -} 232
+ 28 - 248* 463
ed - 3a23 - 38> 3,
on aura (a--8) = &’ -}~ 30’8 }- 332 }- 83, c'est-a-dire que le cube
d’un binome conlient quatre termes, savoir le cube du premier terme
de la racine, trois fois le carré du premier par le second, trois fois

le carré du second par le premier, et le cube du second.

269. En écrivant ce cube ainsi «® 483 348 («-}-B), on verrait
qu’il vaut aussi le cube de chaque terme de la racine, plusle triple
produit des deux termes multiplié par leur somme.

270. Si « et B étaient tous deux inverses, tous les termes du cube
seraient inverses; mais il 0’y avait qu’un des termes du binome «-53
qui fiit inverse, les termes du cube qui contiendraient les puissances
impaires de ce terme inverse seraient inverses, el les autres seraient
directs.

271, Si I'on multiplie le cube de a--8 par a8,
u3—l—3u*B—l—3aB" _I__Bs
« 1 8
abt-Bu3B 3073 |- o8
+ a3B}34787 - 3aB3 -4

a‘—l—éuﬁ@-—l— Gazﬁ“+4m'33—|—34,
on aura (a-}-8)4=at | 438 -} 622> |- 4a3-L4; et si « et B soni
inverses, tous les lermes de la quatrieme puissance seront encore
directs; mais s'il n’y a qu'un des termes du binome «-}- qui soit
inverse, les termes de 4 - 4e33 -, efc. qui contiendront les puissan-
ces impaires de ce lerme inverse seront inverses, et les autres seront
directs.

272, On trouverait de méme
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: : ; WL
(a}6)5—=a’ -5t} 104382 1104283 4-5ei -5,
(et-B)6—=eob} 6a'B4- 154562 1 20a33° |- 152234 |- 6a0° }-£F, ete.
273. En rapprochant les puissances que nous venons de calculer,
et les éerivant sans coeflicients, comme on le voit ici,

31
' g0+
2 151 0,2
a*f0—-a'p' o'
2 OA3 :
2?0 a2 4-a' p2-ap’
3 3_y.,0p4
2t B0 —-a®p B a! B 4-a" "
5 3 E 045
d.mﬁt)_t“d&lgi_l_datg?__}_dQBo__i_alﬁé_'__m B:
ele, ete.
on ohservera que tous les termes de chaque puissance conliennent
a et 3, que dans le premier « a pour exposant I'exposant méme de la
puissance, et que G a pour exposant 0; qu'ensuite les exposants dea
vont en diminuant d’une unité d’un terme & l'autre, et ceuxde Ben
augmentant d’une unité, ct que la suite s'arréle lorsque P'exposant

de « se lrouve étre 0, et que celui de B se trouve étre égal a Fexpo-
sant méme de la puissance. 3

974. De lail résulte nécessairement qu’il y a toujours a chaque
puissange un terme deplusqu’il n’y a d’unités dans I’exposant de celte
puissance ; car les exposants de 3 sont dans la premiere puissanceo, 1,
dans 1a seconde 0, 1, 2, dans la troisitme o, 1, 2, 3, dans la qua-
tritme 0, 1, 2, 3, 4, dans la cinquieme o, 1, 2, 3, 4, 5, elc.

275. On observera encore que la somme des deux exposants de &
et de 8, dans chaque terme d’une puissance, est tonjours égale a l'ex-
posant de celte puissance; que si la puissance est paire, et par con-
séquent le nombre des termes impair, les exposants des deux leltres
dans celui du milieu sont égaux, et qu’en général les exposants des
deux lettres sont les mémes dans le premier et le dernier terme,
dans le second et Pavant-dernier; et ainsi de suite; mais que ces
exposants sont placés dans un ordre inverse, c'est-a-dire que celui
de « dans un des deux lermes que nous comparons, apparlient 4 3
dans Pautre, et réciproquement. ;

276. 11 est facile de voir que toules ces lois ont licu dans une
Puissance entiére quelconque du binome « - 8;
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Car d'abord les quantités & multiplier pour la formation successive
de ces puissances, sont telles que les tlermes semblables des produits
se trouveront placés les uns sous les autres en reculant chaque se=
cond produit d’une place vers la droite (n° 114).

Cela posé, prenons une puissance quelconque déja formée et dans
laquelle on observe les lois indiquées, et multiplions-la par 28
pour former la puissance suivante; le premier produit sera celai de
la puissance choisie multipliée par «, et il est clair que cette mulii-
plication ne fera quaugmenter d’une unité I’exposant de & dans cha=
que terme du multiplicande; en multipliant ensuite ce multiplicande
par 3, ou formera un second produit dont le premier terme sera
semblable au second terme du premier produit, le second au troi-
sicme, et ainsi de suite jusqu’au dernier, qui n’aura point de corres
pondant daps la ligne supéricure, et qui ne contiendra que 3 avec
un exposant d’une unité plus grand que celui de la méme lettre dans
le dernier terme du multiplicande.

277. Il serait donc bien facile de former la puissance #™° du hinome
« -8, s'il ne sagissait que des lettres et de leurs exposants, et il est
clair qu’abstraction faite des coeflicienls, on aurait

“p:,_}_uu.J ‘g__l_,‘n—-gg 2+u"_3ﬁ 3+ o +mﬁﬁx~ 5_]_,1 ?[3;1—2‘1_“3);—{ +.@n,

978.En observant que dans le premier terme on a 8 élevé 4 o et
a élevé a n — 0, que dans le second on a £ élevé a1 et « élevé 2
n—=1, que dans le troisitme on a8 élevé & 2 et = élevé an—2, et
ainsi de suite, on comprendra que daxs le lerme donl le rang serait
marqué par 7z, on aurait 8 élevé & m=—1 eta élevé A n——(m —1),
c’est-a-dire que ce terme serait, a part le coefficient ;. c.oovvuin..s
an—(m—1)pm—1; etilest a remarquer qu'il donnerait tous les au-
tres, en faisant successivement 7 égal 4 1, 4 2, 4 3, ele.

279. Quamaﬁx coeficients, comme ceux du binome & -}- £ sont 1
et 1, en multipliant par -5 une puissance déja formée pour trou-
ver la puissance suivante, il est évident que les coefficients des deux
produits partiels seront les mémes que ceux du muliiplicande; en
sorle quwon trouvera toujours les coefficients d'une puissance en écri-
vant deux fois sur deux lignes superposées les coefficients de la
puissance précédente , ayantsoin de reculer d’une place ceux de la
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seconde ligne, et en additionnant alors ces nombres par colounes.

Par exemple, les coefficients de la troisitme puissance étant 1, 3,
3, 1, on trouvera ceux de la quatrieme par cette addition,

e Budng
3 VS 5e g
Ly iy iyl

980. 1l serait plus simple encore de n’écrire quune fcis les coefli-

cients de la Lroisitme puissance,
PR A PR P |
e R SR LA R |

et, en additionnant le premier avec le second , de placer la somme 4
dans Vintervalle de ces denx nombres, mais sur une ligne inférieure;
de faire 1a méme chose pour la somme 6 du second et du troisieme,
pour la somme 4 du troisitme et du quatricme, et d’écrire Punité
avant et aprés les nombres trouvés 4, 6, 4.

En passant ainsi de la puissance o a la premiére puissance, de la
premiére A la seconde, de la seconde a la troisieme, de la troisieme
i la quatrieme, etc. on formera le tableaun suivant,

3R 145 O owpt Pl BN
elc. elc.

et on observera, 1° que le coefficient du premier el du dernier terme
dans chaque puissance est 1; 2° que ces coeflicients vont en aug-
mentant depuis le premier jusqu’au milien de la suite dans un sens,
et depuis le dernier jusqu’an milieu de la suite dans Pautre sens, en
sorte que si le nombre des termes est impair, celui qui est au milieu
est le plus grand de tous, et qu’en général les coeflicients des lermes
également éloignés du premier et du dernier, dans chaque puissance,

sont égaux.

981. SiTon fait attention i ce que notsavons dit au n” 279, sur
21
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Ta maniére dont les coefficients d’une puissance donnent ceux de
la suivante, et que P'on ne perde pas de vue que les coefficients de la
premitre puissance sont 1 et 1, on comprendra que les propriélés
des coeflicients que nous venons d’énoncer (n° 280) appartiennent i
toutes les puissances entieres du binome « -2, en sorte gu’il serait
facile de former les coefficients de'la puissance ™, si l'on avait
déja ceux de la puissance 7 — 1.

982. Mais comme il serait & désirer que Pon pit les former immé-
diatement, nous devons chercher & décounvrir s'il n'y a point quelque
loi d’apres laguelle ces coeflicients naissent les uns des autres dans
une méme puissance.

283. Or, on voit au n°® 272 que si 'on prend le coefficient du
second terme du développement de (2 £)%, qui est 6, qu'on le
multiplie par exposant de « dans ce méme tlerme, ou par 5, et qu’on
divise le produit 3o par le rang de ce terme, ou par 2, on trouve le
coefficient 15 du troisicme terme; que si Pon prend a son tour cé
coefficient 15, qu'on le multiplie par 4, exposant de « dans ce terme,
et qu'on divise le produit 6o par le rang de ce méme terme, ou par 3,
on trouve le coeflicient 20 du quatrieme terme.

On peut faire la méme observation sur tous les autres termes, soit
de celte puissance, soit des aulres puissances que nous avons cal-
culées, et voir que loujours, dans ces puissances-la, on trouve le
cocfficient d’un terme quelconque, & lexception du premicr, en mul-
tipliant celui du terme précédent par Pexposant de e dans ce méme
terme , ¢t en divisant le produit par le nombre qui marque le rang
du terme sur lequel on opére.

284. Mais cetle loi, observée dans les six premitres puissances,
s'étend-elle & toutes les aulres? Nouspouvons le présumer d’aprés
les réflexions du n® 281, et, si cela élait, on anraiten général,

n(n—1) nm—1i)(n—2)

a_u—:ﬁl _]l___ :
2.

u""";ﬁ—{-,elc.. B A L

(ot oy =t a6

n(n—1)(n—2) (n—23)

2

em—3@5__}_ el

Cependant on ne peut pas admetire cette formule sans une dé-
monstralion rigoureuse. . -
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Or,d’aprésle n°277,il ne peut y avoir aucun doute sur les letires
« el g et sur leurs exposants; nous n'avons donc & nous occuper que
des coeflicients.

Quant i ceux-ci, ilssont faciles i trouver pour une puissance quel-
congue quand on a ceux de la puissance moins élevée d’une unité
(nes 279, 280, 281). On pourrait done former ceux de la puissance
7~ 1 avec ceux de la puissance:n, en supposant.ces derniers connus,
Mais si, dans celle supposilion , on pouvait prouver que les coeffi-
Cients de la puissance z-}-1 sont composés en n -1, précisément
comme ceux de la puissance » sonl composés en 1, on €n conclu-
rait que la loi en question ayant lien pour une puissance quelcon-
que, elle a lieu aussi pour la puissance d’'une unité plus haute que
celle-la. Or, ajoulerait-on encore, la loi est vraie pour la sixieme
puissance (n° 253), done elle est vraie pour la septieme; et élant
pour la seplitme, elle Pest aussi pour la huilitme, et ainsi de suite
pour toules les puissances entitres et directes.

Admettons done pour un moment que les coefficients de la puis-
sance n soient tels que les indique la formule du n°® 284, et calcu-
lons ceux de la puissance n -} 1 par le procédé du n° 279, en
écrivant, '

¢lc.

nin—1)y | nfn—1)(n—2)  n(r—1)(r—2)(n—3)
A 2 + 2.3 T 2.3.4 +

s E el n(n;— 1) CE rr(n—-;)‘;n——ﬂ) +; ele.

Puis, en additionnant colonne par colonne,

Nous aurons d'abord 1 et z - 1 pour les deux premiers coefli-
cients de la puissance 2 --1. Quant au troisitme, an quatritme, au
cinquieme, etc. il y aura des réductions 3 faire (*).

—

(*) Pour faciliter I'intelligence des calculs dont neus allons nous occuper, 3
sera hon de donner guelque altention aux formules snivantes :

1% am - bm—cm=m (a+b—c) (n® 70).

2°, mla+b) —m{c—d) = ?Il((a+ b) —(c— ) =m(a+b—c+d).

3°. (m—n) (a+ b)+F(m—n)(c—d}= (m—mn) ([a.-[— b))+ (e— (I)) =

(m—mn) (a+b+c—d)-
4. (m—n) (pq) la+b) +{m—n) (p-+ q) (c—d) =
(m—n)(p+q) ((a+(=) 4+ (c— u’)) =(m—n) (p4q)latbtc—d-
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Par exemple, le troisibme sera
n(n—1) Jien n{n—1) T an n{n—-l}—}-an: n(n—-:‘*—ﬂ);
9 2 a 2 2

n(n-|-1) sF (n—+ 1)n: (1) ((n4-1)—1),
2

a 2

Le quatriéme se calculera en suivant la méme marche, et donnera

n(n—1)(n—2) | nn—1) nr—1)(r—2) , n(n—1)3 g

2.3 ok o + 2.3

2 2.3

n(n—1) (n—2)-L-n(n—1)3 __ n(n—1) (n—24-3) A n(n—1)(n+41)__

2.3 2.3 2.3
(1) () (n—=1) _ (n4-1) ((n-1) —1) (1) —2)
2.3 s 2.3 i

On aura pour le cinquitme,

n(n—1) (n—2) (n—3) n(n—-:)(u—n)_

2.3 e 2.3 i
n(n—1)(n—2) (n—3)-}-n(n—1) (n—2)4 _ n{n—1) (n—2) (n—3-}-4)
2.3.4 S 2.3.4
_n{p—1)(n—2) (n-|1) _(41)n)(r—1)(n—2) e
iz 2.3.4 = 2.3.4
(r1) (4 1)—1) ((af-1)—2) (2 1)—3)
a3 4

en sorte que les cing premiers coeflicients de la puissance n | 1
seront réellement composés en 7 -} 1, comme les cinq premiers de
la puissance z le sont en 7. Ponr rendre la chose plus évidente , rap-
prochons ces coeflicients eut les écrivant sur deux lignes horizontales,
et mettons dans la seconde »’ a la place de » |- 1, nous aurons ce
petit tableau,
nn—1) , n(ln—1)(n—2)  #2ln—1) (n—2) (n —3)
R e ami R G| Chanl =
2% 2.3.4

' —1)_ R —1) (' —2) | n'(n'—1) (n'—2) (n'—3)
b 2 2 + 2.)3n r+ 2(.5.4 ;

Tais il reste i savoir si ce résultat aura lieu pour deux coefficients
de rang quelconque. Pour nous en assurer , laissons de cété les deus
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premiers, puis comptons le rang des autres, depuis le troisicme,, par
les nombres 1, 2, 3, etc. comme on le voit ici:
3.
n{n—1)(n—a)(n—3),
2.3.4

5 2.
n (n-:_l) n(n—1)(n—2

ui b
Puissancen.... —_ - 2.3 “+

Nous remarquerons alors que le dernier facteur de chague numé-
rateur est égal & 7 moins le rang du terme, et que le dernier facteur
de chague dénominateur est d’une unité plus grand que ce méme
rang: en sorte que le terme dont le rang est p vaul évidemment

P-
n(n—1)(rmea).. . . -(n—(p—1) ("—p).
RN, SN r (p—-]—- 1)
On voit aussi que le terme précédent dont le rang est p—1, et

qu’il faut ajouter a celui-ci pour avoirle terme de rang p de la puis-
sance n-}-1, vaut
p—1.
n(n=—1) (n—2)«««-- (rz—-(p—-g)) (n—(p-—!)).
2.3.4....(p—1)p

Maintenant, pour ajouter ces deux termes , réduisons-les d’abord
au méme dénominaleur en multipliant le numérateur et le déno-
minateur du second par p-}- 1, puis faisons P'addition des numéra-
teurs; nous aurons
n(n—1)..- .(n—(p—1)) (n—p)F-n (n—1). - . .(n-—-(p—-:)){p—]—l)__

234 ..p (p+1)
n(R=—1).ee. (n—-{p—ﬂ) (n—-—p—}—p-[—l)__n(n—-l Yoo (n-—-(p-—-l)\,(n—}—'l)
2.3.4...p(p+1) =3 2.3.4..p(p+1)
)@= (r—(p— 1) v
F 2.3.4..p(p+1) et
(e 1) ((r ) —1) ((r 1) =2 (2 D=P) _
2.3.4..pp+1)
n! (n—1) (n'—2)...(n"—p)__ n!(n'—1) [n.’-—-a).....(_u' —(p.-_l})cul__;})
2.3.4..p(p+1) 2.3.4..plp41) d

Nous avons donc pour les deux termes du rang p, dansla puis-

sance 7 et dans la puissance n-}-1 ou ', ces deux valeurs,
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Pl e n(n—1)(n—2).... (n-—-(p-__l))(,z_.f,)'

2.3.4.. p (p—i——l)
P R TN e o
- Puissance . . . ot abid e 1)) o ).

2340 p(p-f1)

Or, le second est évidemment composé en 7' ou en n-+1 comme

le premier Lest en n : d’ott il résulie que tous les termes de méme
rang sont composés de la méme maniére dans les deux puissances,
et que la loi du n” 283 ayant lieu dans une puissance quelconque;
elle a lieu aussi dans la  puissance plus élevée d’une unité, ce qui
compléte la démonstration de la formule.

Du reste, cest une formule qu'on appelle e binome de Newton,
et elle est d’un si grand usage dans toutes les parties des mathéma-
tiques, qu’il importe de se la rendre bien familitre.

285: D'ailleurs, en reprenant les coeflicients. 1 et # des deux pre-
miers termes de la puissance n, le rang du terme quelconque que
nous avons désigné par p deviendrait p-}-2. Faisant P+z2=—m, on
aurailp==m—2, el p -4~ L =m — 1; et subslituant ces valeurs dans
le terme en queslion, en y remeltant d’ailleursles letires et @ avee
leurs exposants, comme nous l’avons yu an n° 278, ce terme de-
viendrait

L

n (n—1) (n—2)- . - .(n— (m—2))

9,34 (m— l) n— (m—r) BP—Ta

De ce terme, exprimé ainsi, et que 'on appelle le terme général,
dérivent Lous les autres, excepté le premier 1, en faisant successive-
ment m égal a 2, 2 3, a4, ele.

286. Si les deux termes du binome « -}- 8 étaient tous deux in-
verses, et que 7z it pair, il est facile de voir que tous les termes du
développement seraient encore direcls, mais que, ces deux termes
élant inverses, si » élail impair, tous les termes du développement
seraient inverses.

Si un seul des deux termes du binome était inverse, les termes du
développement qui contiendraient les puissances impaires de cetle
parlie inverse seraienl inverses, el les autres seraient dirccts.

287. Au lieu d'écrive les coeflicients des premitres puissances
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Comme nous Pavons fait au n° 280, si on les écrivait en colonne, les
Premiers sous les premiers, les seconds sous les seconds, el ainsi de
Suile, on formerait le tablean que voici :

TERMIS.

S e ——TTR——
18 gme Smc fme 5mc Gme’ ete.

L8] I

i | o &

2\1!0 I 2 1

Puissances { '3™° g s 374

gme e €l L R

57 4} aiush oo Sl

Gis 1 3i6iiaabitinoy 18] =6ima

elc. ele. etc,

288. Et 'on remarquerait, 1° que les premiers termes des puis-
Sances successives ne sont autre chose que la suite des nombres con-
Stants 1,1, 1,131, 1, elc.

289. 2° Que les seconds termes forment la suite des nombres na-
torels 1, 2, 3,4, 5, 6, etc.

290. 3° Que les troisiemes termes forment la suite des nombres
1,3, 6,10, 15, elc. que 'on appelle nombres triangulaires, parce
qWon peut les arranger en riangles de cetle maniere

ele.

291. 4° Que les qualriémes termes forment la suite des nombres
1, 4, 10, 20, elc. que I'on nomme pyramidaux, parce qu’on peut
les arranger en pyramides.

292, 5° Qu’en général les premiers termes, les seconds, les troi-
Sitmes, les quatriemes, les cinquiemes; ete. forment les dillérentes

Suites connues sous le nom générique de nombres figurés.

293, 6° Que le premier terme de la seconde suite correspond au
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second dela premitre, le premier de la troisitme au second de la

seconde, le premier de la quatricme au second de la troisieme, et

ainsi de suite.

994. 7° Qu'un terme quelconque de 'une des suites est égalala
somme des termes supérieurs de la colonne précédente.

Ainsi 15, dans la troisitme colonne, équivaut aux nombres 5 +
4434241dela colonne précédente.

De sorle qu'en remontant de colonne en colonne, on peut tou-
jours exprimer un terme d’une colonne au moyen de ceux de 12
premiére, ce qui résulte de ce que les coefficients des puissances suc”
cessives sont formés des coefficients de la premiere puissance (n° 279)-

995. 8° Que la somme des coefficients de la puissance o est
1=2°; que la somme des coefficients de la premitre puissance est
1} 1=2=2'; que la somme des coeflicients de la seconde puis-
sance est 1 -2} 1==">4=2*;que la somme des coefficients de I2
wroisieme puissance est 1 -3 -3 1=8= 23; que la sommé
des coefficients de la quatrieme puissance est 14461441 = 16
=24, et ainsi de suile.

Pour prouver que cela doit éire ainsi, il suffit de faire dans la for-
mule « = 8= 1: car elle devient alors

n—1 nn—1 —
o= D I
ntn—1) (1= (1 —3)

2.3.4 el

en sorte que la somme des coefficients de la puissance 7 dea—+8

est égale a 27, ce qui généralise nolre observalion.

996. Si nous savions donc calculer un terme quelconque pris dans
une quelconque des suites des nombres figurés, nous pourrions deé-
terminer la valeur du coefficient du miéme terme pour la nidme puis-
sance du binome a8 (Foyez le tableau), et nous vérifierions ainsi
le coeflicient du terme général donné au n° 285. Mais ces calculs
onl peu d’utilité.

297. Cependant ces observations seules prouveraient, non-seule-
ment quele coefficient du premier terme de la niéme puissance est 1y
parce qu’il est dans la suite des nombres constants 1, 1, 1, 1, elC-
mais encore que le coefliciert du second terme ést 7z, parcé qu'’il est
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dans la spite des nombres naturels 1,2, 3, 4, ete., et que le premier
terme 1 de cette suite correspond a la 1™ puissance, le second 2 a
la 9= puissance, le troisitme 3 a la 3™ puissance, etc. etlen™ na la
n™e puissance.

298. Nous pourrions méme trouver facilement le coeflicient du
troisieme terme de la puissance n™°, car il doit étre égal (n° 294)
i la somme des termes supérieurs dans la colonne précédente du 1a-
bleau, c’est-a-dire qu’il doit étre égal & 14-24-3+ b ete. .
(ne—1).

Or, ces nombres forment une progression escédentive, dont la
somme se trouve en ajoutant les extrémes 1 et —1, et multipliant

o da n —I
leur somme 7 par la moitié du nombre des termes, ou par

(Arith. n° 666). Ce coefficient est donc L:]) (n” 284).

999. Maintenant, pour faire quelque application dela formule du
binome, supposons qu’on veuille élever par son moyen la quantité
25— y-a la cinquiéme puissance, on aura

5 Sili
(25 —p)° = (22) | T (@) (—p) + 7 (2P —9P +

5.4.3 5.4, 3 5 3.2.1
A & et S @ (0 s

— (2x)° (—¥)%

ou, en effectuant les opéralions indiquées, et en supprimant d’abord
les facteurs communs au numérateur et an dénominateur de chaqueé
coefficient,

(22 —y)5 = 3255 — Boxby - 8ox?y? — boxy? 4101y —y°.

Si Pon veut élever 222 — 3 & 3 la sixitme puissance, on aura
z

-\ 6.5
(w 98 "7) — (2226 f & (257)F (.._ 3;) 4 2= )l
a 4 3 6.5.43
("‘3:1—) +65 l<2x3)3(—-3l> +123:’(2 :) (__3 >+

6.5.4.3.2 & ¥ 6.5.4.3.2a i,
MEap i (—3 ) F A aae <—3‘{> ’

ou, en effectuant les calculs,

o]
(-
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2 J h o g 2 3
(2-’5 —-3—;) = G&x"—576x“’. ?+216015.‘:—:;-—45:o;;5_‘:—3-+

yﬁ

250

x4 i
4860z4." - — 291627, — - 729.

300. Si I'on voulait ¢lever le trinome @ + b - ¢ i une puissance
quelconque, par exemple 4 la troisitme, on le pourrait au moyen
dela formule du binome: car,faisante—aet g— 5 -} ¢, on aurait

[a4(b+)P=0a’13a* (b4c) -+ 3a (b ¢ + 4.

Mais la formule donne (b 4-¢)* = 0>+ 2be -2, et (b }-¢)* =
b* - 3b2c - 3be* - e et substituant ces valeurs dans Péquation
trouveée, on a
(a+b ) = a® +3ab+-Bae 4 3ab* |- 6abe -} 3ac* + b3 4

3b2e - Bbe - e3, .

Si Pon voulait élever le quadrinome a5 - ¢ d d une puissance
quelconque, par exemple alaseconde, onle pourrait aussi an moyen
de la formule du binome : car, faisant a=—=aget g — b+4-c4-d,on
aurait

[ad- @+ c+4d)] =a* 4 2a( +etd) @+ ct-ade.

Pour trouver (& c--d)?, on ferait de nouvean a =05 ¢t g — ¢

-+, et I'on aurait

[o4tct+ D] =0b*Fablc+d) 4 (c L+ ).
Mais la formule donne (¢~ d)* = ¢* -}- 2cd 4 d*; en sorte que
Fon a
b+ dy? =b*+-2bc | 2bd+¢* 4 2cd 4 d*;

et, substituant cette valeur dans la premitre équation, on obtient

(a+b~+-c+-d)*=a*-}-2ab |- 2ac + 2ad -} b* J-2bcf-2bd ¢
~+ 2ed--d>.
Ces exemples font assez voir comment il faudrait opérer en gé-
néral pour élever, au moyen de la formule du binome, un polynome
quelconque a une puissance entiere et directe quelconque.

301. Du reste, au lien de faire « égal au premier terme du poly-
nome propose, et £ ¢gal a la somme des aulres, on pourrait faire #
égal a la somme de tous les termes, excepté le dernier, et 8 égal au
dernier : le développement serait le méme, mais autrement ordonné-
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302. Tout ce que nous venons de dire des quantités algébriques
s'applique nécessairement aux quantités numériques. 11 est facile de
Voir, par exemple, que si Pon éléve au carré un nombre composé
de dizaines et d’unités, ce carré contiendra le carré des dizaines, le
double produit des dizaines par les unités, et le carcé des unités
(n° 265); que si I'on ¢leve un semblable nombre au cube, ce cube
contiendra le cube des dizaines, trois fois le carré des dizaines par les
unités, trois fois le carré des unilés par les dizaines, et le cube des
unités (n° 268) ; et ainsi de suite.

303. Si ce nombre, i élever aux puissances, contenait plusde deux
chiffres, on pourrait le comparer aux polynomes que nous avons con-
sidérés dans le n® 300, et faire 2 égal au premier chiffre & ganche de
ce nombre, et 8 égal A tous les autres; ou, d’apres le n° 301, faire
« égal & la somme de tous les chiffres, excepté le dernier & droite,
el @ égal & ce dernier. Puis, décomposant successivement et de la
méme manitre les parlies qui contiendraient encore plus de deux
chiffres, on raisonnerait sur ces nombres comme sur les polynomes
algébriques, et U'on verrait que les puissances des uns sont compo-
sées comme les puissances des autres.

30%. On pourra done élever les quantités numériques aux puis-
sances, soit par la multiplication immédiate, soit avee l'aide de la
formule du binome.

Mais le moyen qui sera le plus prompt et le plus commode dans
le cas de puissances plus ou moins hautes, ce sera d’opérer par lo-
garithmes, d’aprés les principes expliqués dans I'Avithmétique dE-
mile. Finvite les commencants a s'exercer beaucoup a ces calculs.

305. Apresavoir examiné en détail les puissances des polynomes,
il faut parler de lears racines.

. b3
Si dans notre formule |3, la quantité & exprime un polynome,
il y aura deux cassbien distincls i considérer, eelui oti le polynome
serait une puisszmce pm'l"aite du degré de la racine qu’on veul ex-

traire, ct celui ol le polynome ne serait pas lel que nous venons de
,, :

le dire. Dans le premier cas, 7 & serait une quanlité ralionnelle;
dans e second, ce serait une quantilé irrationnelle (n° 236).

306. La formule du binome fait voir que pour trouver la racine
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nme d’'une puissance parfaite du degré z d’une quantité composée de
deux parties, il suffit d’opérer sur les deux premiers termes de cetle
puissance; car si I'on sait que ces deux premiers sont «»}-na""'8;
ayanl extrait la racine » du premier, on aura «, qui est le premier
terme de la racine; élevant alors 2 a la puissance z— 1, et multipliant
celle puissance par n, on aura n«"!, quantité par laquelle on divi*
sera le second terme de la puissance, ou na""'g, pour avoir le quo-
tient 8, second terme de la racine. L’élévation de a-{-B & la puis-
s2nce 7 fera voir si ¢'est bien i la racine cherchée.

5
307. Exemrie I. On demande la valeur de | ( 324° — Soxiy 4
8ow3y? —hox’y? - 1oxyé—y*).
Ayant ordonné la quantité, on extraira la racine 5™ du premier
terme, laquelle est 2x; on élevera 2x a la 4™° puissance, qui est

_16a%; et, multipliant ce nombre par 5, ou aura 8ox4, quantité par

laquelle il faudra diviser le second terme — 8oxéy de la puissance
proposée : le quolient — y sera le second terme de la racine. Déve-
loppant alors (2x—y7)%, on verra que c’est bien la la valeur cherchée
(n® 299).
308. Exewrre IL Quelle est 1a valeur de 'expression

§ y r iy 4

| 64x1? —576xr°. — - 21605 — — 432025, - 4860x4. =
z z z

z

a ,,5 yﬁ 2
— 2916x .;—{—799 zﬁ)'

Le premier terme est 64x?%,dont laracine 6™° éga]eizx’ (n°® 215)s
la puissance 5™ de 7= 2x2 est 7= 32x°, qui, multipliée par 6, devient
=+ 192%'°; en divisant par celte quantité le second terme

j et

— 576x1°. L, on trouve le second terme de la racine x i
z F4

sorte que cette racine est T ogo +3 1, out (:z_ﬁ_b’l), ce
z Z
que vérifie Pélévation a la 6™° puissance (n° 299).
309. Exevere 1IL On demande la racine cubede 29x37--54.x2my?

4 36xmy2p - 8y3p..
La racine cube de 27237 est 37, qui doit étre le premier terme
de la racine; 33 élevé au carré donne 947, qui, multiplié par 3
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devient 2727 ; divisant par ce nombre le second terme 54x°myP, on
a pour quotient 2y?. La racine cherchée est donc 3xm -2yr, ce que
confirme I’élévation au cube.

310. Exemrce IV. On demande laracine seconde de gx>7-1 227y
~+4y2».
12x7) P
V gxm = 3m; :t(Zx”‘)' Xa2= =+ 62m; __I_J:S::,, =t ap.

Donc V7 gx*» -} 12xmyr - 4y*? — -t Zum—t opp =1 (Bamt-2yP);
et en effer (= 3am = ayr)> = gatm - 12amyp A by?P.

311, Exemrere V. On demande la racine troisicme de @ + 3a%b
+ 3arc43ab* - 6abe -+ 3ac* |- b3 +3b2c+43be* -2

Comme il y a ici plus de quatre termes, il y en aura plus de deux
4 la racine (n° 274); mais on réduira ceux-cia deux en considérant
le second et les suivants comme n'en faisant qu’un (n° 300). Ayant
donc ordonné d’abord pour une des letires comme a, puis pour une
seconde comme b, on aura a® + 3a*(b -}- c) -+ 3a(b? + be-- c'-‘)+
(b3 4-3b2c -} 3be* ), et on traitera ce polynome comme n'ayant
que les quatre termes figurés au moyen des parenthéses. On prendra
donc d’abord la racine cube du premier terme ?; élevant cetle ra-
Cine @ au carré, et multipliant par 3, on aura 3a* pour diviseur du
second terme 3a? (b-}-c), etle quotient sera (b--c). En sorte qu’'on
aura @ - (b4-¢), ou a -+ b-4-e, pour la racine cherchée, ce qui
se vérifie en élevant celte quantité au cube (n° 300).

319. Exesrre VI. On demande la racine seconde de a* -|- 2ab
+ 2ac -+ 2ad 4-b* 4 2be + 2bd - ¢* 4~ 2ed + d*

Comme il y a ici plus de trois termes, il y en aura plus de deux
& la racine (n° 274); mais on réduira ces derniers a deux en consi-
dérant le second et les suivants comme n’en faisant qu’an (n° 300).
Ayant donc ordonné d’abord pour ude des letires comme a, puis
Pour une seconde comme b, elc. on aura a* +2a (b+-c-d) 4
(b2 2be 4 2bd + ¢ -+ acd 4 d*), et l'on traitera ce polynome
Comme n’ayant gue les trois termes figurés au moyen des parenthe-
ses. On prendra donc la racine seconde du premier terme a?; éle-
vant cette racine a i la premiére puissance, et multipliant par 2, on
aura 2a pour diviseur du second terme 2a(b-}c--d) el le quotient
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sera b - ¢ 4-d. En sorte qu’on aura a4+ ¢4 d pour la racine
cherchée, ce que confirme I'élévation au carré (n° 300).

313. Dans ces deux derniers exemples, nous avons considéré tous
les termes de la racine, excepté le premier, comme n'en faisant qu’an;
nous aurions pu, au lien de cela, considérer Lous les termes de cetle
racine, excepté le dernier, comme n’en faisant qu’un (n° 301); et
cela nous aurait conduits & un procédé d’extraction un peun différent
de celui que nous venons d’employer, mais moins simple que lui
dans le cas des quantités algébriques. Nous le supprimons done pour
abréger; d’ailleurs, nous aurons occasion de le mettre en usage pour
les quantités numériques, dans lesquelles il réussit mienx que celui-
ci, et nous laisserons aux lectenrs le soin de les essayer I'un et Pautre
dans les différents cas, et de reconnailre ce qui fait la plus grande
facilité de I'un en algébre, et la plus grande facilité de Pautre en
arithmélique.

314. Passons a l'extraction des racines des qaantités numériques.

Le plus petit nombre de deux chiffres est 10, que Pon éleve [aci-
lement aux différentes puissances entitres en y ajoutant un zéro
pour la seconde, deux zéros pour la troisicme, trois zéros pour la
(uatritme, et en général n—1 zéro pour »™°. Or, comme le nom-
bre 10 s’exprime an moyen de l'unité suivie d’un zéro, la puissance
n™ de 10 Sexprimera par unité suivie de 7 zéro; en sorte quelle
contiendra n-}-1 chiffres.

315. 1l résulie dela, 1°. quesi un nombre contient moins de -1

chiffres, sa racine 2™ sera au-dessous de 10, et n’aura par conséquent
qu’un chiffre.

Il 0’y a pas de régle pour trouver la racine dans ce cas: c’est une:
affaire de tdlonnement et d’habitude. Mais si la racine 4 extraive est
d’un degré éleve, et si par conséquent le nombre proposé est con-
sidérable, puisque nous ne parlons ici que des puissances parfaites,
il sera plus simple d’opérer par logarithmes (n° 304).

316, 1l résulte de 1a, 2°. que si un nombre contient au moins n--1
chilfres, sa racine »™ aura plus d’un chiflie; mais que les chifres
compal'ah]t‘s au premier terme de la puissance, ¢’est-a-dire les chil-

fres significatifs de la n™¢ puissance des dizaines de la racine, ne s€
Rel 2
1
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trouveront jamais dans les » derniers chiffres vers la droite du nom-
bre proposé.

Par exemple, le carré des dizaines de la racine ne peut se trouver
ni dans les unités, ni dans les dizaines du carré total; le cube des
dizaines de la racine ne peut se trouver ni dans les unités, ni dans
les dizaines , ni dans les centaines du cube total, et ainsi de suite.

Il w'est pas moins évident que les chiffres comparables au second
terme de la puissance, Cest-a-dire les chiffres significalifs de la
(n—1 )™¢ puissance des dizaines de la racine, ne se trouveront ja-
mais dans les n—1 derniers chiffres vers la droite du nombre proposé.

Ainsi, dans le carré, les chiffres significatifs de la premiére puis-
sance des dizaines ne pourront se trouver dans les unités; dans le
cube, les chiffres significatifs de la seconde puissance des dizaines
ne pourront se trouver ni dans les unités, ni dans les dizaines; et
ainsi de suite.

317. Cesobservations conduisent au procédé qu'il faut suivre pour
extraire les racines des quantités numériques; mais c'est par des
exemples qu'il convient de l'expliquer aux commencanls.

318. Exsmrre I. On demande d’extraire la racine carrée de 3364.

Ce nombre contenant plus de deux chiffres, en a plus d’un a sa
racine (n° 316).

Mais pour avoir les dizaines de cette racine, il faut extraire la ra-
cine du carré des dizaines (n°® 302, 306); et ce carré ne peut élre ni
dans les unités, ni dans les dizaines (n° 316).

On séparera donc deux chiffres sur la droite du nombre proposé,
€n celte maniére , 33'64; et 'on extraira la racine du plus grand
carré contenu dans la partie de gauche. Ce plus grand carré est 25,
dont la racine est 5; et ce carré 0té de 33, on a le reste 8, a coté
duquel il faut abaisser le premier chiffre 6 de la tranche suivante
pour avoir le second terme 86 (n° 316).

Tilevant le chilfre 5 a la premiére puissance, et le multipliant par
2, ona le nombre 10, par lequel il faut diviser le second terme dela
Puissance (n®* 302, 306), ou 86; et le quotient 8, écrit a lasuite du
chiffre déja trouvé 5, devra composer avec lui la racine demandée,
qui sera donc 58, ce quil faudra vérifier par Pélévation au carré.

Voici comnzent on dispose 'opération que nous venons de faire:
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3364 | 58 58

25 58

86 | 10 464
290

3364

N. B. 1l y a une marche un peu plus courte que celle-ci pour
extraire la racine carrée; mais si on voulait Pappliquer aux puis-
sances plus élevées, elle donnerait quelque embarras. Nous croyons
que les régles lesplus générales sont les meilleures, surtout pour les
commenganls, dont il ne faut pas surcharger la mémoire.

319. Exemeik 1I.' On demande la racine carrée de 361.
En opérant et raisonnant comme dans le premier exemple, on
trouvera | 361==1g. Voici le tableau de I'opération:

19
361 | 19 19
i

171
26 In 19

361

On observera quen divisant 26 par 2, le quotient qui se présente
est 13, mais qu'on ne peut écrire plusde g 4 laracine, parce que les
dizaines ont déja été déterminées. Ce qui fait que le quotient parait
devoir étreaussi grand, c’est que le carré des unités étant 81, il se trouve
8 dizaines de trop dans ce que nous avons appelé le second terme.

320. Exemrre III. On demande la racine carrée de 549g025.

Puisque le carré de 1000 est 1000000, nombre plus petit que le
proposé, et que le carré de 10000 est 100000000, nombre plus grand
que le propoasé, il est clair que la racine cherchée sera entre 1000
et 10000, c’est-a-dire qu’elle aura quatre chiffres; mais, d’apres 'ob-
servation du n° 313, nous considérerons tous ces chiffres, excepté le
dernier, comme ne formant qu’un terme, qui sera celui des dizaines

En raisonnant alors comme dans le premier exemple, on sera con-
duit & séparer deux chiffves sur la droite du nombre proposé 5499025,
et & chercher la racine du plus grand carré contenu dans la partie
de gauche ou dans 54940.

Considérant donc pour un moment le nombre 54990 comme celui
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qui a é1é proposé, on sera de nouveau conduit 4 en séparer deux
chiffres sur la droite, et & chercher la racine du plus grand carré
Contenu dans la partie de gauche, ou dans 549.

Séparant encore deux chifires sur la droite, et opérant comme
dans les exemples 1 et 2, on trouvera 23 pour laracine du plus grand
carré contenu dans 549; faisant le carré de 23, et le retranchant de
S4g, on aura le reste 20, & la suite duquel on éerira le premier chif-
fre g de la tranche suivante, pour avoir le second terme 209 (n°316).

Considérant alors le nombre 23 comme exprimant les dizaines
de la racine de 54990, on élevera 23 4 la premiére puissance, et on
multipliera par 2, ce qui donnera 46, nombre par lequel on divisera
le second terme de la puissance, ou 209, et 'on aura le quotient 4,
qu’on écrira & la suite de 23.

Faisant le carré de 234, et le retranchant de 54990, on aura le
reste 234, & la suite duquel on écrira le premier chiffre 2 de la tran-
che suivante, pour avoir le second terme 2342 (n® 316).

Considérant le nombre 234 comme exprimant les dizaines de la
racine de 5499025, on élevera 234 & la premiére puissance, et on
muliipliera par 2, ce qui donnera 468, nombre par lequel on divi-
scra le second terme de la puissance, ou 2342, et 'on aura le quo-
tient 5, que P’on écrira a la suite de 234.

Faisant le carré de 2345, et le retranchant de 5499025, il ne res-
lera rien, ce qui prouvera que 2345 est la racine demandée.

L’opéralion principale peut éire figurée ainsi :

puissance 5'4g'gof25 | 2345 racine.
—_—
1* reste... 14 4 1°7 divisear.
— 529
2™ resle... 209 46 2™ diviseur,
— 54756
3me reste.. . 2342 468 3™¢ diviseur.
' _ 5lggoa5
4™ rest@e .. 0

23
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321. Exemere IV. On demande la racine cubique de 34012224

Ce nombre contenant plus de trois chiffres, en aura plus d’un asa
racine cubique (n° 316). Mais quel que soit ensuite le nombre de ces
chiflres, nous les considérerons tous, excepté le dernier, comme né
formant qu’un terme, qui sera celui des dizaines (n° 313).

Pour trouver ces dizaines, il faul extraire la racine troisicme de
cube des dizaines (n°* 302, 306); et ce cube ne peut étre ni dans les
unilés, ni dans les dizaines, ni dans les centaines de la puissance
(n° 316).

On séparera donc trois chiffres sur la droite du nombre proposé,
en celle manitre 34012'224; etil faudra extraire laracine lroisicme
du plus grand cube contenu dans la partie de gauche, ou dans 34012-

Considérant pour un moment le nombre 34012 comme celui qui
a éLé proposé, et raisonnant comms on vient de le faire, on sera de
nouveau conduit & en séparer Lrois chiffres sur la droite, et & cher-
cher la racine troisitme du plus grand cube contenu dans la partie
de gauche, on dans 34.

Ce plus grand cube est 27, dontlaracine troisitme est 3, et ce cube
oté du nombre 34, on a le reste 7, i la suite duquel on écrit le pre-
mier chiffre o de la tranche suivante, pour avoir le second terme 70
(n° 316).

Faisaut le carré de 3, qui est g, et multipliant par 3, on aura
encore 27, nombre par lequel on divisera le second terme, ou 7o0-
Ayant lrouvé le quotient 2, on Péerira 4 la racine a la suite du 3 qui
y est déja.

Faisant le cube de 32, qui est de 32768, on le retranchera du
nombre proposé, et Fon aura le reste 1244, & la suite duquel on
abaissera le premier chiffre 2 de la derniére tranche » pour avoir le se-
cond terme 12442 (n° 316).

Faisant le carré de 32, qui est 1024, et multipliant par 3, on aura
3072, nombre par lequel on divisera le second terme de la puissance
ou 12442. Ayant trouvé le quotient 4, on Pécrira 4 la racine & la
snite des chiffres 3 et 2 qui y sont déja.

Faisant le cabe de 324, et le retranchant du nombre proposé, il
ne resterarien, en sorte que 324 sera la racine cubique cherchée.
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L’opération principale peut étre figurée ainsi:

puissance 34'012'224 | 324 racine.
— 27
1°F reste.... 70 27 1°" diviseur.
— 32768
2™ reste... 12442 3072 2™ diviseur,
— 34012224

3me reste. .. o

322. En général, pour extraire la racine n™* d’un nombre ex-
primé en chiffres, il faudra , 1° partager ce nombre en tranches de n
chiffres , en allant de la droite vers la gauche Jusqu'd une derniére
tranche gui pourra contenir moins de n chiffres ( nous désigne-
rons ces tranches, comptées de gauche a droite, par les letlires
A, B, C, D, etc.); 2° extrairc la racine n™® de la plus grande puis-
sance n™® contenue dans la tranche A, racine qui n’aura gqu'un
chiffre,, qu'on metira en réserve, ci que j’appellerai a; 3° fuire la puis-
sancen du chiffre a, et la retrancher de la tranche A; 4° a c6té du
reste de la tranche A, abaisser le premier chiffre de la tranche B, pour
avoir le second terme de la puissance A, B; 5° élever le chiffre a a la
Puissance n—1 , multiplier cette puissance parn, diviser par ce produtt
le second terme de la puissance A ,B; et, ayant trouvé le chiffre b pour
quotient , Pécrire & la suite du chiffre a; 6° faire la puissance n du
nombre exprimé par les deux chiffres a et b écrits de suite, et la re-
trancher des deux premiéres tranches A et B; 7° a cdté du reste,
abaisser le premier chiffre de la tranche G, pour avoir le second terme
de la puissance A, B, G; 8° élever le nombre a, b, & la puissance
0 — 1, mudtiplier cette puissance par n, diviser par ce produit le se~
cond terme de lapuissance A, B, C, et, ayant trouvé le chiffre ¢ pour
quotient, Uécrire & la suite des chiffres a, b; 9° faire la puissance n
du pombre exprimé par les chiffres a, b, ¢, et la retrancher des trois
premicres tranches A, B, C; 10° @ ebté du reste , abaisser le premier
ehiffre do la tranche D, pour avoir le second terme de la puissance
A, B, C,D; 11° élever le nombre a, b, ¢, & la puissance n—1,
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multiplier cette puissance parn, diviser par ce produit le second terme
de la puissance A, B, C, D, e, ayant trowvé le chiffre d pour quo-
tient, Uécrire & la suite des chiffres a, b, c; 12° Jaire la puissance
0 du nombre exprimé par les chiffres a, b, ¢, d, et la retrancher des
Guatre premiéres tranches A, B, C, D, et ainsi de suite Jusqili ce
qu'il nly ait plus de tranches et plus de restes. Alors les chiffres
a, b, ¢, d, etc. exprimeront la racine demandée.

Cette régle est fondée sur les observations des n°* 302, 303, 306,
313, 314, 316, et les exemples précédents Péclaircissent.

323. Du reste, quand la racine a extraire sera d’un degré un peu
élevé, ou quele nombre proposé sera considérable, il sera plussim-
ple d’opérer par logarithmes.

324. Pour extraire la racine n™ d’une quantité fraclionnaire, il

fandra extraire séparément celte racine du numératear el du déno-
minateur de la fraction, et diviser le premier résultat par le second-

n
325. Si le polynome représenté par 5 dans Pexpression |~ 5 n’était

pas une puissance parfaite du degré », la quantité ]/n’n serait irra=
tionnelle (n° 305 ), et l’on pourrait alors ou lui laisser la forme ra-
dicale, ou lui donner celle d’une puissance fractionnaire (n* 240, 244),
ou enfin chercher a développer la quantité irrationnelle, c’est-a-dire
a trouver sa valeur par approximation (n°* 228, 237).

Si Pon a, par exemple, 3=a--B-|y-| efc. on posera
n n
on VB:V(::—}—B—!—?—{— ete.)
n 2
ou L/B——-(z—!—ﬁ—]—y—]— ete. )
ou Pon cherchera la valeur approchée de ces expressions.

326. Le premier moyen qui se présente pour développer

n
V a8 7+ ete. clest d’essayer d’y appliquer la regle du n° 306.

327. On trouverait, par exemple, d’aprés cette regle,

ST & B g [ B4
Vatb=laty 4t b s

L e ete.
W ey L4 e

Voici comment on procéde: on extrait la racine de «, quiest | 2}

on l'éleve au carré, et on soustrait ce carré « du binome proposé; il
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reste alors 8, que l'on envisage comme formant le reste du carré.
Alors on divise ce reste par 2}/« pour avoir le second terme de la

ou st _f3_ On fait de nouveau le carré du bi-
o 2 V“-

racine, savoir
2

T B . S

Dome ([/.; +— l—;—), binome que l'on considére comme monome,
2 @

el comme représentant le premier terme de la racine. Ce carré est

1 £ 3 :
“+3—|—-J_;; —, que I'on soustrait de « -}~ 8 pour avoir le reste —

1 8 A 5
7 = On divise ce reste par le double de la racine, ou par 2}/«
(-

2

: LI ve - 0
l‘;»—, el 'ona — i pour iroisicme terme de cette racine. On
a -3y 3

continue de la méme maniére, en poussant l'opération avssi loin qu’on
le veut.

328. Maintenant, si = est un carré comme A%, la suite n’aura plus
de radicaux, et la formule deviendra
g B

S R Y
T35 .7 1

série d’autant plus convergente que A* surpassera davantage £.

329. « On voit par la qu’il n’est aucun nombre dont on ne puisse
extraire la racine carrée de la méme maniére, puisque lout nombre
peut se décomposer en deux parties dont unesoil un carré représenté
par A%

« Si I'on cherche, par exemple, la racine carrée de 6, on fera 6
=4 -2, et par conséquent A*=14, r=12, B=2, d’ou résullera
V6=2-}Li—L L — 5L ecw Silon voulait ne prendre que
les deux premiers termes de celle suile , on aurail 2 1—=2=,dontle
carré Z7 estde ¢ plus grand que 6 ; mais si I'on considére trois lermes,
on a 2 5 =7%%, dont le crrré L32L est encore de 13 trop pelit.

« Puisque dans cet exemple £ approche beaucoup déja de la vraie
valeur de }6, nous prendrons pour 6 la quantité équivalente 23 —1,
Nous aurons alors A?=2%, A= 3, B==—1; et calculant seulement
les deux premiers termes de la nouvelle suite qui résulicra de la,

Nous (rouverons | 6=%-1%

talo
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carré de cette fraction élant 2L ne surpasse que de -1 le carré de

100
6.

IOU

Faisant maintenant 6 = 2:0L — 1. Je sorle que A = 42, et
B=— 5, et ne prenant encore que les deux premiers termes
ZEile 1
oy A 1. .900___ a9 1L '4Q0:. &9
de la suite, on aura 6= $3-} 1 —99=—=42 1000 42 _

L 2304060 - . A .
7950 = To¢5> dont le carré est 33040601 Oy | § réduit an méme dé-

1 235049600,
nominaleur vaul <=6+

(Euler, Algebre.)

(=9

b
erreur n'est donc plus que de 537555+

330. Oa trouverait aussi, d’aprés la régle da n° 306, et en opé-
rant d’une maniere analogue & celle du n° 327,

3.4 OSE 3 8 e 2 g3
Va—i—ﬁ:;/ar{—v-;-?-——% 3 +B—I 3 e _.]— —l—etc.
sz Ot-i/,ot‘ a*L” o 3l//

331, Ensorle quesi« est un cube comme 2% la suile ne contiendra
plus de radicaux, et 'on aura

5
3
3 ______ i 10
"‘J['IG"—')‘"I“‘S +UI 343 lT,"!"e‘fc'
série d’autant plus convergente que A? surpassera davantage 8.

332. « Voila donc une formule au moyen de laquelle on pourra
trouver par approximation, comme on dit, la racine cubique d’un
nombre quelconque, puisque tout nombre peut se partager en deux
parlies dont la premiére soit un cube.

« On voudrait, par exemple, déterminer la racine cubique de 2:
on représenlera 2 par 1 -} 1, de fagon que A=—=1¢etf=1, etl’on

3 -
aura par conséquent 1/2 =1 -|— -3; —-,T; +'r:—1 —, etc. Les deux pre-
miers termes de cette suite font 1 =, dont ]e cube 5 est trop
grand de 13; qu'on fasse done 2 == §} — 3, on aura A=7 et g =—17,
(5] =73 0

et par conséquent |2 = £ -} ;. —+L, ces deux termes font{ —

o

2&: ainsi Perreur est de

@

164
324

s =21, dontle cube est Z53574; or, 2 =7
7225, erreur que Pon pourra diminuer eucoreen suivant le méme

procédé, et Pon approchera d’autant plus vite de la valeur qu'on

4

cherche, que ’on prendra un plus grand nombre de lermes des suites
qui Vexpriment. » (Ealer, Algebre )
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333. On pourra opérer de méme pour les puissances plus élevdes.

334. Mais en observant que VA“—I—ﬁ*" (A’—I-ﬁ) ,si 'on essaie de

développer (A* -+ ,3)-5 an moyen delaformule du binome, et quel’on
fasse pour cela n=1, on retrouvera la suite du n° 328, et bien plus
facilement par ce procédé que par le précédent.

On retrouvera aussi tres-vite la sene du n° 331 par la formuledu

binome, en faisant n=1, parce que VA'—}—B —'(A3+5)
El ainsi des autres puissances.

* 335. A. L’accord de ces résultats avec cenx que donne l'extrac-
tion immédiate des racines, nous portera i soupgonner que la formule
du binome, dont nous n’avons établi la 1égitimité que pour le cas des
Puissances enlitres et direcles, peut s’appliquer aussi au cas des puis-
sances {raclionnaires, et peut-étre & celui des puissances inverses.
Clest ce qu’il s'agit d’examiner. 7

B. Divisons d’abord le second membre de la formule du binome
(n° 284) par «?; ce second membre deviendra

58 ';“j ete.

1+ +n(n-—l a2 +n(n-——1(u—-2) A3

a?
Divisons ensuvite le premier membre de cette formule, ou («-8)»,
par la méme quantité «7; ce premier membre deviendra

(,,_ B)» a-p\n B \#
-—-_—I—H— :(-——I——) z(l-—,—'—q);
al [-3 -2
. B
faisant alors — =1, on aura
[-3

n(n— l) n(n=—1) (n—2) |

B b B o e i

et si Pon démontre la vérité de celle équalion pour tontes les valeurs
quelconques de 2, on aura aussi démontré la vérité de la formule

/4
générale pour toutes ces valeurs: car remeltant ~ Poury, et mul-

tipliant de part et d’aatré par «» , on retrouvera la formule.
C. Or, nous savons que la suite
, q
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1-}ny4 e ) Tt e A y* - etc. (H)
s 2.3
équivaut & (14 7)" lorsque # est un nombre entier direct ; mais nou$
ne savons pas encore quelle est la valeur de cette suite lorsque nn’est
pas entier et direct.

Cependant, quelle que soit la valeur de r, le réle que celte lettre
joue dans la suite (H), ou la fonction qu’elle y remplit, est la méme,
c’est-a-dire qu’elle ne se trouve point dans le premier terme de la
suite, que dans le second y est mulliplié par n, que dans le troisieme 7

{n—1)

S o n 5 .
est multiplié par , etc. Nous exprimerons cela en disant que

dans tous les cas la suite (H) est une méme fonction de n.

D. En général, nous appellerons fonction d'une quantité, toute ex-
pression de caleul dans laquelle cette quantité entrera d’une maniée
quelconque ; et nous désignerons ces fonctions par f, ', 1, etc. F,
F!, T, elc. 9, ¢, ¢'', ete.

Ainsi (), ' (2), F (2), F' (%), etc. indiqueront des fonctions de *
différentes, c'est-d-dire des expressions de calcul dans lesquelles la
quantité x enlrera de différentes manieres.

En revanche { (x), £(), ou {' (%), ' (y), ou ete. indiqueront
des fonctions semblables de « et de -, ou des expressions de calcul
dans lesquelles les quantités x et y entreront, chacune a part, de la
ax-+b

=

O

méme maniere. Telles seraient, par esemple, les fonctions

‘i)’_'i_‘j:, etc.
c—Y
E. Cela posé, il est clair que, quelles que soient les valeurs de n et
de m, on aura
nin—1) (n—

1-+4+ny n(n:‘)w‘—l— — 2)73+elc.=f(n).

1 my | m(m: 2 g - i _;_)5(”1_#9)7“*[* ete. =f (m,
et par conséquent (1 - ny tete) (1 4my | ete)=£n) X f ().

Mais, quelles que soient les valears de n et de m, le produit de
1+ ny 4 ete. par 1 4 my - etc. avra toujours la méme forme
générale. 1l suffira donc de connailre celle forme dans un cas, pour

savoir ce qu’elle sera dans tous les autres.
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Or, dans le cas obt n et m sont des nombres entiers, on a

1-ny - ete. = (14-9)7, et 1+ my |- ete. = (14~ 3 )m, et par

Consgquent
(1cbryinfe, ate.) (1pmr-sete) = (14 (142 = (1t =
1} (n-Fm) - (i—}——i\(;if:‘—‘ ¥ ete.

Donc, laméme forme a lieu dans tous les cas, on pour toutes les
valeurs de n et de m, cest-a-dire que le produit en question est com-
posé en n--m, comme ses facteurs le sont, lunen z et laulre en m:
en d’autres Llermes, fim)X [ (2;==f(n-}m), et par conséquent

{(n--m) = f(n) X {(m).
Faisant m=a--b, celle équalion devient f(nf-at-b)=f(n) X ['(a_l_'b);
mais par ce qui précede f(a—--b)="F(a) X £(b), d’ot il suit
f(n+at-b)y==£(m) X [ (@) X £().
En continnant de méme, on trouverait
f(nt-a-+-b-}- ete) =1£(n) X f(a) X £(b) X ete.
Maintenant, si I'on suppose n —=a —b—=eic. z];—, % et £ étant des

; : h ;
entiers direcls, et—- une {raction, on aura

(b )i (B) () i) x

: e )y T Ay j I N\
eLmlafmcuonTestrcpeleeli'ms,onobuendraf(_z)z {71 ),

{
ou f (%) =<f(7{'.>> ; lirant de part et d’autre la racine du degré/,

4
(f(k))“ e f(-%‘)
h(h—1)
2

on lrouvera

Mais £ (hy=1-+Ar+ »* - ete. et comme dans ce cas

% est un nombre entier direct 1,+ hy 4 E;f' = (1 47k, ce qui
r t T

donne (=G 4"; (F() =0+4nT; et, par conséquent,

h
(rfy)l = f(i;-), cest-a-dire que
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A b ? i;'_‘) '
e st A LS SR |

2
comme nous pensions le trouver.

* 336. Mais I’équalion f(n-}Fm)=F(n) X f(m), nous conduira
encore & un autre résultat: carsi Pon suppose m — — 7, elle deyient
f(0)=1(n) x f{—-n);

olo—1)

et comme f(0)=1--07 -}

p ¥ et —="1,'0n4a

E IZf(n)Xf(mn),
d’ou Pon tire

mais nous avons vu que 7 étant un nombre direct entier ou frac:
: : : Rty 1 I

tionnaire, on avait f (7) = (1 - 5)# ; d’otril résulte —_——

2 ) Wi fm)  (1tqp

= (1}-9)— (0 go, 91), et par conséquent

(1+22=f(—n), ou enfin(1 J-y)—» —

1 (—m)y 4 TR0 L,

comme nous pensions aussi le trouver.

337. Nous avons eu, au n° 329, 176 =12, 4 peu pres.

Si nous nous étions propose d’avance d’obtenir celte racine expri-
mée en 20™*°, nous aurions fait 6=2%, et multipliant lesdeux termes
de cette espece de fraction par 20" ou par 400, nous aurions eu |~ 6
=" § =1 2409, extrayant alors la racine du numérateur et du
dénominateur (n° 324), nous aurions obtenu, comme au n° 329,
L6 = 42 environ. 3

=X

898. Nous avons lrouvé, au n° 332, |9 — 31,4 peu pres.

Si nous nous étions proposé d’avance d’oblenir celle racine ex-
primée en 72™*, nous aurions fait 2 égala 3; etmultipliant les deax
termes de cette espece de fraction par 72° ou par 373248, nous au-

3 5 3
rionseu |2 =} F=| 7Zisisc, extrayantalors la racine Lroisicme
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du numératevr et du dénominateur (n° 324), nous aurions obtenu,

-

¢omme au n° 332, }:fgz%environ.

339. En général, si Ion a un nombre enlier e, qui ne soit pas
une puissance parfaitedu degré n, et qu’on veuille avoir par ap-
proximation sa racine #™¢, réduite au dénominateur d, on multi-
pliera ¢ par d#, puis 'on prendra en nombre enlier la racine nme
du produit ed”, la plus approchée possible; et désignant cetie racine

n r
par r, on aura |”e =, a peu pres.

340. Un cas de cette théorie qui mérite attention, c'est celui ou d

serait ou 10, ou 100, ou 1000, ete. car alors la fraction 5 serait

une fraction décimale.

Veut-on, par exemple, la racine seconde de 6 en cenliémes, on
aura n= 2, e= 6, =100, d» = d* = 10000, e X d» = 60000,
dont {la racine seconde la plus approchée en nombres entiers est
245, ce qui donne }/” 6==2.45, comme on le trouverait en rédui-
sant en décimales la fraction 33.

Par exemple encore, veut-on laracine troisitme de 2 en centiemes,
on aura n=3, e =2, d =100, d* = d*= 1000000, " = 2000000,
dont la racine troisieme la plus approchée en nombres entiers est

o

2
125, ce qui donne |-"2=1.25, comme on le trouverait en réduisant

en décimales la fraction 33

341. Si le nombre proposé était fractionnaire , il faudrait extraire
séparément la racine »° de son numérateur et de son dénominateur,
si possible exactement, sinon par approximation (n? 324) : clest ce
qu'on peut dire de plus général*a cet égard.

342. Mais si ni un ni Pautre des deux termes de la fraction
n’élaient puissance parfaite du degré n, on faciliterait Popération en
multipliant ces deux termes par un nombre tel que Pun des deux,
par exemple le dénominateur, devint puissance parfaite L_lu degrén,
¢t il n'y aurait alors qu’une racine a extraire.

Si Yon voulait, par exemple, la racine seconde de 5.123, on
rendrait le dénominateur carré en écrivant au lieu de 5.123, ou
5.1230, ou 5.123000, ou 512300000, ou elc. suivant le nombre
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de décimales qu'on voudrait a4 la racine, et 'on n’aurait plus qﬂgf’
extraire la racine , ou de 51230, ou de 5123000, on de 512300000
ou de etc. Supposons qu’on se soit arrété 4 512%0: la racine la plus
approchée de ce nombre élant 226, on aura /" 5.123 — 2. 26 4 uB
centieme prés.

343. Mais dans ces différents cas il sera souvent plus commode
d’opérer par logarithmes.
i On pourra aussi se servir pour les extractions de racines d’uné
méthode donnée par Halley, et qui offre souvent de grands avanla-
ges : on la trouvera exposée au n° 185 des Lecons élémentaires do
mathématiques par Lacaille et Marie.




APPENDICE

A LA PREMIERE PARTIE.

Des permutations et des combinaisons.

344. A. Ineropucrion. Nous aarions eun différentes fois I'oceasion,
dans le cours de celte premiére partie, d’agiler cette question ; Plu-
sieurs lettres a, b, ¢, d, ete. étant données, de combien de maniéres
différentes peut-on les écrire, soit en les conservant toutes, soit en
les prenant deux & dews, trois & trois, ete. et combien de produits
différents peut-on former avec ces mémes lettres , prises de la seconde
maniére? ete.

Ce probleme , que nous avons craint d’aborder de peur de
mous écarler trop de notre sujet principal, est assez inléressant
pour que nous essayions de le résoudre avant d’aller plus loin,
d’autant plus qu'il pourra nous servir pour ce que nous ayons en-
core a dire.

B. Quand on a plusieurs choses, et qu’'on change successivement
leurs places pour trouver lous les arrangements qu’elles peuvent for-
mer entre elles, 6n dit qu'on les permute, et les arrangements eux-
mémes s'appellent des permutations.

Quand on les prend au contraire denx & deux, trois a trois,
quatre a quatre, etc. pour en former des groupes isolés, on dit
qu'on les combine, et les groupes eux-mémes se nomment des com-~
binaisons.

Il faut observer que dans les combinaisons des différentes parties
d’un tout, le tout est en quelgue sorte démembré pour en prendre
les parties deux & deux, Lrois a trois, ete. landis que dans les permu-
tations de ces mémes parties, le tout conserve Loujours son inlégrité,
et que I'on ne fait que faire changer d’ordre aux différentes parties
qui le constituent.
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Nous allons dire un mot, d’ahord des permutations, puis des cont-

binaisons.

C. Des permutations entre des lettres différentes. Deux lettres a et b
n'ont que deux permutations ab et ba, dont le nombre est done ex-
primé par 2 ou par 1 X 2.

Trois lettres @, b, ¢, donnentsix permutations : car chaque lettre
peut occuper la premiere place, et y rester pendant que les deux auntres,
auront les deux permulations qu’elles peuvent avoir; chacune des
lettres fournira ginsi, pendant qu’elle est 4 la premiére place, deuz
arrangemenls, comme abe, acb, pour a, bac, bea pour b, et cab,
cba pour ¢ : chaque lettre donnant ainsi deux arrangements, et le
nombre des letires étant trois, on aura 3 fois denx arrangements,
c'est-a-dire que le nombre des permutations sera 6, ou 1 X 2 X 3.

Sion a4 l'elLres, a, b, c, d, chacune peut occuper la premicre
place, et dans chacun de ces cas les trois autres peuvent former
1X2X3 dispositions différentes, comme nous venons de le voir.
Le nombre des permutations est donc dans ce cas 1 X 2 X 3 X 4.

En raisonnant de la méme maniére, on verra que le nombre des
permutations de 5 lettresest 1 X 2 X 3 X & X 5, que celui de 6 let-
tres est 1 X2X3X4X5XE, et qu'en général celui de n lettres
est 1 X a X dii X n,

D. Des combinaisons entre des lettres différentes.'Deux lettres ne
peuvent étre combinées que 2 a 2. Trois, leltres peavent étre combi-
nées 2 4 2 ou 3 4 3. Quatre lettres peuvent élre combinées 2 4 2,
343, et hak,etainsi de suite.

Considérons d’abord les combinaisons 2 4 2 de 2, de 3, de 4, et
en général de n lettres. Cela fait, nous considérerons les combinai-
sons 3 a 3de 3, de 4, de 5, et en général de  lettres; puis les com-
binaisons 4 a4 4 de 4, de 5, de 6, et en Sénéral de 7 letires, etc.

E. Des combinaisons 2 & 2. Chercher le nombre des combinai-
sons 24 2 de deux leltres, ce n'est autre chose que chercher le nom-
bre de lears permutations, qui est 1 X 2 (n° C.), ou2 X 1.

Mais trois letires @, &, ¢, combinées 2 & 2, donnent ab, ac, ba,
be, ca, cb, c’est-a-dire qu’elles ont six combinaisons, bien entendu
que dans tout ceci nous admettons les produits semblables ou égaux,
sans admettre les répéLitions de 12 méme lettre.

Pour voir comment se forment, ces combinaisons, il faut ohserves
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que chaque lettre, étant 4 son tour la premitre, se combine avec
chacune des deux aucres, et fournit ainsi deux combinaisons : or,
comme il y a 3 lettres, cela fait 3 fois 2 combinaisons, ou3 X 2.

Quatre lettres e, b, ¢, d, combinées 2 4 2, donneront donc 12
combinaisons : car chaque letire étant a la premitre place, et se
comhinant avec les 3 autres, donnera 3 combinaisons; et comme il
Y a quatre lettres, cela fera 4 fois 3 combinaisons, ou 4 X 3.

En général, n lettres combinges 2 4 2 donneront 7 (2 — 1) com-
binaisons : car chaque lettre étant & la premitre place; et se combi-
nant avecles » — 1 autres, donnera -~ 1 combinaisons; et comme
il y a 2 lettres, cela fera n fois » —1 combinaisons, ou 7 (n—1)-

F. Des combinaisons 3 & 3. Chercher le nombre des combinaisons
3 a 3 de trois lettres, ce n’est autre chose que chercher le nomhre
de leurs permutations, quiest 1 X 2 X 3 (n°C), ou 3 2 X 1.

Maissi I’on a 4 lettres, et qu’on cherche leurs combinaisons 3 4 3,
on verra que, pendant que chaque lettre est & la premiere place, elle
se combine avec toutes les combinaisons 2 & 2 des 3 autres, dont le
nombre est 3 X 2 (n°E). Chaque letire fournit done ainsi 3 X 2
combinaisons; et comme il y a 4 letires, cela fait 4 X 3 X 2 com-
binaisons.

Si T'on a 5 lettres, et qu'on veuille les combiner 3 4 3, on verra
que pendant que chaque lettre est a la premiére place, elle se com-
bine avec toutes les combinaisons 2 & 2 des 4 autres, dont le nombre
est 4 X 3 (n® E). Chaque lettre fournit donc ainsi 4 )X 3 combinai-
sons; et comme il y a 5 lettres, cela fait 5 X 4 X 3 combinaisons.

En général, si 'on a » leires, et qu'on les combine 3 4 3, on
verra que pendant que chaque lettre est & la premiére place, elle se
combine avec toutes les combinaisons 2 & 2 des (m— 1) anlres lettres,
dont le nombre est (2 — 1) (n — 2) (n° E). On a donc ainsi n (n—1)
(7 — 2) combinaisons 3 & 3 pour » lettres.

G. Des combinaisons & a 4.Chercher le nombre des combinaisons
4 3 4 de 4 lettres, ce n'est aulre chose que chercher le nombre de
IEurs permutaﬁons.

Mais si I'on a 7 lettres (n > 4); et qu’on cherche leurs combinai=
sons 4 & 4, on verra que chaque lettre élant a la premicre place elle
se combine avec toules les combinaisons 3 & 3 des (7 — 1) autres
]Ellres, combinaisons dont le nombre ést, d’apres ce que nous venons
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de dire (n° F): (n—1) (n— 2) (—23). On a donc ainsi (n—1)
(n—2) (n— 3) combinaisons pour chaque leltre; et, comme il yan
lettres, cela fait n(n — 1) (. —2) (r — 3) pour le nomhre des com-
binaisons 4 4 4 de n letires.

H. Des combinaisons m & m. Chercher le nombre des combinai-
sons/m a m de m lelires, ce n’est autre chose que chercher le nombre
de leurs permutations.

Mais si on a n lettres (n =>m), et qu’on cherche leurs combinai-
sons m hm, on verra que chaque lettre étant & la premibre place,
elle se combine avec toutes les combinaisons (m—1)a (m—1) des
(n— 1) autres lettres. Or, le nombre de ces combinaisons est (r—1)
(n—2) (n=—=3)- + - « [n—(m—1)] (*). ELcomme il y a n letires, cela fuit

n(n—1) (n—2).... (n—m--1)
pour le nombre des combinaisons de n letires prises m a m.

L. Des produits différents. Quand on a combiné plusiears lettres
242,323,444, e plusieurs des produits formés sent égaux;
on a par exemple abe = ach=—bac— bea— cab — cbha.

1l est facile de voir quesiles nlelires données sont combinées 2 4 2,
on aura le nombre des produits différents en divisant le nombre des
combinaisons des » leltres prises 2 & 2, on n(n—1), par le nomhre
des permutations de 2 letires, clest-a-dire par 1 X 2. Ce nomhre

nin—1)

sera donc

Si les 7 letires données sont comhinées 3 4 3, on aura le nombre
des produits différents, en divisant le nomhre des combinaisons des
n lettres prises 34 3, ou n(n—1) (n—2), par le nombre des per-
mutations de 3 lettres, c’est-a-dire par 1 X 2 X 3. Ce nombre sera

n{n—1)(n—2)

(]OIJC e |,
063

(*) Pour bien comprendre comment nous avons formé la quantité
(n—1) (n—2) (n—3)....[n—(m—1)],
qui exprime le nombre des combinaisons de (n—1 ) lettres prises (m~—1) & (m—r1),
il faut, observer que celte quantité devait étre composée de plusienrs facteurs di-
minuant toujours d'une wnité, que le premier devait étre (m—1), et que leur
nombre devail éure (m—u). Or, puisque le premier facteur égale n diminué de 1,
que le second égale n diminué de 2, ete. il est clair quele (m.— 1}5";’“8 doit éga-

ler n diminué de m — 1.
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En général, si les  lettres dounées sont combinées m a m, on
aura le nombre des produits différents, en divisant le nombre des
combinaisons des n lettres prises #2a m, ou 7 @ —1) (n— 2). . . .
Iy m 1), par le nombre des permutations de m lettres, ¢’est-a-
dire par 1 X 2 X 3 X. . . m. Ce nombre sera. done

n(n—1)(n—2).....(p—mA1),
Toarn BRI SR BESRESEETT

K. Le nombre de tous les produits différents que ’on peut former
avec n letires, en les prenant 2 & 2, 3 4 3, 4 a 4, et ainsi de suile
Jusq’a n a i, cest-a-dire jusqu’a ce qu’on les prenne loutes, sera
done

n(n —1) (n— 2)

g 1) - + ete. 4
2 2.3

ou, parce que le dernier terme, qui a le numératewr égal au déno-

n(n—1)... .(n——n—l—!)’

1200

minateur, équivaut & 'unité, ce nombre sera
n(n — 1) (n—2)
eic. 1.
T —3 +- ete.
Or, si Pon développe par la formule du binome Pexpression (14-1)",

on trouve
n(n—1) (n—a2

tp=14n-4 = - —= )+£’i¢‘-+l;

d’ol1 Von tire, en retranchant de part et d’autre 1 -7,

n(n—1)

nin—1)

nin-—1) n(n—1)(r—2)

e - ete. 4-1.

G s s 2.3

Mais le second membre de cette égalité n’élant autre chose que le

nombre des produits en question, il enrésulle que ce nombre égale
(A4+1)p—1—n, oun 2% —1 — 2. :

Par exemple, avec un seul nombre on peut former 2! — 1 — 1
produits, c’est-a-dire o produits; avec deux nombres on peut former
2% — 1 — 2 ou 1 produit; avec trois nombres on peut former 2 —
1 —3 ou 4 produils; avec quatre nombreson peut former 26—1—4
ou 11 produits, et ainsi de suile.

L. Des permutations lorsque plusieurs lelires sont semblables,
Nous prendrons d’abord un exemple particulier : on demanle le
Nombre des permutations des letires aaabbe. Si ces six leltres étaient
diﬂ‘ércntcs, le nombre de leurs permutationsserait 1 X 2 X 33X 4 X 5

25
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X6 (u° C). Maig plusieurs de ces leltres étant semblables, plusieurs
des permutations indiquées par le nombre 1 X2 X3 X 45X 6
seront semblables; et il est facile de comprendre que commeil y 2

trois @, le nombre total des permutations devra d’abord étre divisé .

par 1 X 2 X 3, nombre des permutations de Lrois letires; maiscomme
il y a aussi deux &, le nombre Lotal des permutations devra encore
étre divisé par 1 X 2, nombre des permutations de deux lettres. Le
nombre cherché sera donc
1.2.3.4.5.6 4.5.6
o iy et

= GO.

On verra clairement d’aprés cela que pour trouver le nombre des
permutations de tant de lettres qu'on voudra, dont plusieurs sont
semblables, il faudra d’abord chercher le nombre des permutations
de toules les leltres comme si elles étaient toutes différentes, puis
diviser ce nombre, 1° par celui des permultations d’autant de lettres
qu’il y en a de semblables a la premiére, 2° par celui des permuta-
tions d’autant de leltres qu'il y en a de semblables 4 la seconde,
3° par celui des permutations d’autant de lettres qu'il y en a de sem-
blables a la troisizme, et ainsi de suite jusqu’a la derniére.

M. Des combinaisons lorsque chaque lettre est répétée autant que
possible. Deux lettres @, b, prises 2 a 2, en admeltantla répétition
de la méme letre, donnent 4 combinaisons, aa, ¢b, bb, ba. Le
nombre des combinaisons est donc alors 22

Trois lettres @, b, ¢, prises 2 4 2, de ]a méme manitre, donnent
9 combinaisons , aa, ab, ac; bb, ba, be; ce, ca, cb. Le nombre des
combinaisons est done alors 32,

En général, p ourformer ces combinaisons 2 4 2, on prendra la
premiére letire a, et on la combinera avec elle-méme et avec les
autres lettres, ce qui donnera d’abord autant de combinaisons qu'il
y a de letires; on prendra ensuile la seconde lettre b, et on la combi-
nera avec elle-méme et avec les autres lettres, ce qui donnera en-
core aulant de combinaisons qu'il y a de letires. On fera la méme
chose avee la letire ¢, puisavec la lettre &, 'il y en a plus de trois,
et ainsi de suite; et & chiaque fois on aura autant de combinaisons
qu’il ya de lettres : en sorte que, lorsqu’on aura fini, le nombre total
des combinaisons 2 a 2 sera égal au nombre des letires multiplié par
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lui-méme, ouau carré du nombre des letires. Sl y a n lettres, il
¥ aura danc n* combinaisons.

Maintenant, si on avait 3 lettres, et qu'on vouldt les combiner
3 4 3, on commencerait d’abord par les combiner 2.4 2, ce qui don-
nerail les 3* combinaisons suivantes, aa, ab, ac; bb, ba, be; ce,
ca, cb. Ensuite on combinerait la lettre @ avec chacune de ces com-
binaisons, en lui faisant occuper la premicre place, puis la lettre &
avec les mémes combinaisons, et de laméme maniére; puis la letire c,
et Pon aurait par conséquent 3* combinaisons pour chacune de ces
lettres; ce qui ferait en tout 32 X 3 =33, comme on le voit ici:

aaa, aab, aac, abb, aba, abe, ace, aca, acb;
baa, bab, bac, bbb, bba, bbe, bee, bea , beb;
caa, cab, cac, cbb, cba, cbe, ccc, cca, ccb.

En général, si Pon avait n letires & combiner 3 & 3, on commen-
cerait par les combiner 2 4 2, ce qui donnerait n* combinaisons;
puis on combinerait encore successivement chacune des n lettres
avec les n* combinaisons 2 4 2, ce qui donnerait z* X 7 combinai-
sons 3 a 3, ou r.

De méme, si 'on avait n lettres & combiner 44 4, on commence-
rait par les combiner 3 & 3, ce qui donnerait n? combinaisons; puis
on combinerait encore successivement chacune desn letires avec les
n* combinaisons 3 4 3, et Pon aurait ainsi »® X » combinaisons 4 a 4,
ou "-:'i‘

En continuant de la méme maniére, on verrait que 2 letires com-
binées 5 a 5 donnent n* combinaisons, que combinées 6 a 6 elles
dounent #8 combinaisons, et qu’en général combinées m a m elles
donnent »” combinaisons.

N. Puisque n letires combinées deux & deux donnent n* combi-
naisons, que combinées trois a trois elles en donnent »? que com-
binées quatre & quatre elles en donnent 74, et ainsi de suite, il en ré-
sulte que le nombre de toutes les combinaisons de ces n lettres, en
commengant par les combinaisons 2 4 2, et en finissant par les com-
binaisons n & n, est égal a (Arith. n° 676)

nt-1 —p2

nz+}13_{_nﬁ+..-..+nn= "

n—q

O. Pour abréger, nous ne rechercherons point le nombre des
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‘combinaisons de 7z lettres, lorsque toutes ou quelques-unes sont ré-
pétées, mais qu'elles ne le sont pas également; et nous ne recherche-
rons point non plus quel est, dans ce cas et dans celui du n° M, le
nombre des produits différents qui résultent des différentes combi-
naisons dont il s'agit, soit ici, soit dans ce numéro-la.

P. Du reste, la théovie qui vient de nous occuper a des applica-
tions nombreuses et fort inléressanles, et entre autres dans le Calenl
des probabilités. Nous allons résoudre par son moyen la question
suivante :

Q. Six personnes doivent se ranger autour d’une table de jew, et les
places seront déterminées par le sort, Deux amants qui se trouvent
parmi ces six personnes , seraient bien aises d’étre lun & coté de
Zautre. Combien y a-t-il de chances pour, et combien y en a-t-il
contre ?

Six personnes peuvent former 1 X2 X 3 X4 X 5% 6=720arran-
gemenis différents (n° C).

Cela posé, désignons les deux amants par 4 et B. Pendant que A
sera & la droite de B, sionles considére comme une seule personne,
on verra que, sans changer leur position respective, on pourra faire
1 X2X3X4EXE5=1920 arrangements qui leur seront favorables.
Et comme il en sera de méme pour le cas oit 4 sera i la gauche
de B, cela fera déja 120 |- 120 =240 arrangements heureurx.

Ce serait 1out si les six personnes étajent placées sur une méme
ligne droite ; mais 4 étant & un bout de la ligne, et B i lautre, si
Pon forme le cercle, comme cela a lieu quand on est aulour d’une
table, les deux amants se rejoindront; or, sans changer cette dis-
posilion, les aulres personnes, qui sont au nomhre de quatre, pouar-
ront former 1 X 2 X 3 X 4=14 arrangements, encore favorables
aux deux amants. Et comme il en sera de méme lorsque A se placera
au bout de la ligne qui était occupé par B, et B i celui qui élait
occupé par A, cela fera de nouvean 24 arrangements favorables.

Les chances pour seront donc an nombre de 240+ 24--24=288,

et par conséquent les chances contre au nombre de 720 — 288
=433,

Il y aura done 432 & parier contre 288, on 3 contre 2, ou1l
contre 1, que les amants seront sépards.




SECONDE PARTIE.

DES EQUATIONS QUI NE SONT PAS RESOLUES DES QU’ELLES
SONT POSEES, ET DE LEUR RESOLUTION.

SECTION PREMIERE.

Généralités relatives aux équations, et chan-
r = Ja ] ¥ i "o
gements preparatoures qu on peut leur faire
subir.

CHAPITRE PREMIER.

Noupeauz exemples de questions qui fournissent des
équations a résoudre, e/ division de ces €qualions en
plusieurs classes et degrés.

345. Nous avons déja vu quelques exemples de ces sortes de ques-
lions dans les premiers chapitres de cet ouvrage; nous allons en
donner d’autres. Nous nous exercerons i exprimer par des équations
les rapports des connues aux inconnues (n° 50, 51) dans les proble-
mes qui nous seront proposés; mais nous n’essaierons point pour le
mowment de résoudre (n® 52) ces équalions; il faudra avant d’en venir
1 poser encore quelques principes qui nous seront nécessaires.

Diailleurs, ceci n’étant en quelque sorte qu'une introduction A la
seconde partie de cette Algébre, les problemes que nous allons propo”
ser seront plutdt arithmétiques qu'algébriques;; il est bon dans toute

¢lude de commencer autant que possible par ce qui est le plus facile-




198

Nous devons averlir encore qu'un méme probleme peut souvent

EXEMPLES D’I!JQUATIONS

étre envisagé sous plusieurs faces différentes, d’olt découlent antant
de maniéres.différentes de le mettre en équalion; mais nous ne nous
arréterons pas pour le moment A tourner el retourner ainsi les
questions qui vont élre soumises 4 notre examen, ce qui nous entral-
nerait a trop de longueurs ; nous réservons cet exercice, trés-utile en
lui-méme, pour une appendice que nous placerons 4 la fin de cette
seconde partie, et qui conliendra d’autres matibtres (que nous avons
jugées devoir aussi étre détachées du corps de ]’auvragc.

Du reste, notre but, en donnant ici tous ces problemes, est de satis-
faire les commengants un peu difficiles, qui n’aiment pas a résoudre
des équalions sans savoir si elles se rattachent & quelque chose de
réel. Je veux leur faire voir que des questions pratiques peuvent con-
duire a des équations de degrés divers. Ceux qui ne seront pas si exi-
geaals, el qui voudront alteindre plus vite le but, pourront passer
immédiatement aux n° 357 et 358. '

346. Prowuive L « Ur pére laisse quatre fils , qui partagent son
bien de la maniére suivante : le premier prend la moitié de Chéritage,
moins 3000 francs; le second prend le tiers duméme héritage, moins
1000 francs ; le troisiéme prend exactement le quart dw bien ; et le
quatriéme prend enfin la cinquiéme partie du bien et 600 francs. De
combien était Uhéritage , et combien chaque fils a-t-il recu? » (Euler.)

Les conditions du probleme sont telles que, si 'on connait 'hé-
ritage, on pourra sur-le-champ calculer les portions de chaque fils.

Soit donc ’héritage ....... x
&5y X

Yainé des filsaura. . . . . — — 3000
2
x

leisacond: St o0 OIS 1000
3
. v
leitroisyemel] R ain oo
4

03 x =
le quatrieme. « . o o .. s 73 —{— boo.

Fit ces quatre parts réunies équivalant a I'héritage méme, I'équation
sera celle-ci,

X X T X
— 3000 + ?—' 1000—{—7}' + —5— —I-‘ 600 = x.

2
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347. A. ProoLiEME 1L « Un homne a deux espéces de monnaic -

7 picces de la plus forte espéce,avec 12 piéces de la Plus faible, font
288 francs; et 12 piéces de la premiere espice, avec 7 de la seconde , font
358 francs, On demande combien vaut chaque espece dz monnaie? »
(Lacroix.)

Je suppose qu’une piece de la plus forte espece vaille x francs, et
qu’une piece de la plus faible vaille » francs.

Sept picces de la plus forte vaudront donc 7 francs, et douze de
la plus faible 12y francs, ce qui donnera celle équation,

7% 412y = 288,

D’un autre coté, douze picces de la premiére espéce vaudront 12z, et
sept de la seconde vaudront 77, ce qui donnera cette aulre équation,
125 4 gy = 358.

B. Pronuime II. Un homme a dewx espéces de monnaie : 7 piéces
de la premiére espéce, avec 12 piéces de la seconde, font 288 francs.
On demande combien vaut chaque espéce de monnaie?

En nommant encore x la valear d’une picce de la premiere espece,
et » celle d’une piece de la seconde, on naura que équation

7% -+ 12y = 288.

C. Prosuiive IV. Un homme a deux espéees de monnaie: 7 picces
de la plus forte espéce , avee 12 de la plus faible, font 288 francs; 12
picces de la premiére espéce, avec 7 de la seconde, font 358 francs ;
enfin la valeur d'une picce de la premicre espece , répétée autant de fois
que lindique la valeur d’une piéce de la seconde, produit 240 francs.
On demande également combien vaut chaque espéce de monnaie ?

En représentant toujours ces valeurs par x et par y, ona d’abord
les deux équations du probleme 2,

7% -} 12y =— 288
120 -} 7y = 358;
mais on a de plus celle-ci,
Ky == 240.

348. Prosrime V. « Trois joueurs qui ont fait une partie se retirent .
le premier avee autant de fois 7 écus que le second a de fois trois deys 2
et le second avec autant de fols 17 écus que le troisiéme a de Jfois
S éeus ; et si Pon multiplie Pargent du premier par Pargent du second,
¢t Pargent du second pur Uargent du troisiéme., et enfin Pargent du
troisieme par Pargent du premier, la somme de ces trois produils est

3830 3. Avec combien d'urgent se retirent-ils chacun?» (Euler.)
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Je suppose que le troisitme se retire avec x fois 5 écus, ou avec
5x écus.

Le second aura donc « fois 17 écus, ou 17x écus.

Quant au premier, il a autant de fois 7 écus que le second a de fois

Lrois écus ; mais le second ayant 17 & écus, a par conséquent e {ois
i L 3
b Irois écus, en sorle que l'argent du premier est exprimé par 7 X

17% 11gx

L 3 3

' 119x

Maintenant, si I’on multiplie 'argent du premier, ou 5~ » par

i
(3 : 2023xx
celui du second, ou par 17x, on aura 55

id Si 'on multiplie Pargent du second, ou 17x, par l'argent du troi-

q sieme, ou par 5x, on aura 85xx.
i Si Von multiplie Iargent du troisitme, ou 5x, par celui du pre~
: 119% 595xx

mier, ou par = on aura ==

Enfin, si 'on ajoute ces trois produits, qui doivent valoir ensemble
3830 2, on aura I'équalion
i 2023xx Ay 5955 Loopia
3 4 &
349. Prosrime VI « Un Lomme achéte un cheval , qu'il vend au
bout de quelque temps pour 24 piéces de 5 francs. A cetic vente il perd
le cheval lui avait coité de piéces. On demande

. autant pour cent gue
§ combien il Pavait payd.» (Lacroix.)

r Je suppose qu'il Vavait payé pieces.

i Puisqu'il perd autant pour cent que le cheval lui a coilté, il perd
x pour 100.

' Mais si sur cha
: payé, cest-a -dire sur x?

On a la proportion 100 : &

que 100 il perd x , combien perd-il sur ce quiil a

s & iun qualrieme terme, qui est par
conséquent ﬁ%; Cest 12 ce que perd 'homme en question,
! D'un autre cdlé, comme il-a payé le cheval x piéces, et quilena
reliré 24, il est clair que sa perte est aussi exprimée par ¥ — 24
On a donc léquation
aXx

) 3
: =g —2ai,
100
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350. A. Prosuiue VII. Trouver deux nombres tels que, st Pon
ajoute leur produil « leur somne, on oblienie 79 , et que, si lon re-
tranche ce méme produit du carrd du plus grand, on ait 18,

Jlappelle x le pluos grand des deux nombres cherchés, et y le
plus pelit, ce quidonne loul de suite les équalions,

x4 ta

xx — xy =18,

B. Proprivr VIIL & Trouver deux nombres tels que, si Lon ajoute

leur produit & leur somme, on obticnne 79, » sans autre condition.
(Lacroix.)

Appelant encore x et ) ces deux nombres, on n’a que la seule

€qualion 4

L o 2 i

C. Prosiivr IX. Trouver dewx nombres tels que, si Lon retranche

le plus petit du plus grand , on ait pour reste 2;; lels encore que., st t'on
ajoute leur produit & lewr somme, or obtienne 795 et tels enfin que,
si Pon retranche ce méme produil dicarré du plis grand, on ait 18,

Nommant toujours « le plus grand, et y le plus petit, on a

X —y=2
atlytwr=79
rx—x)y==18. -

351. Prosrive X. « Quelgues capitaines se frouvent en campagne ;
chacun d’eux commande & trois fois autant de cavalicrs et & vingt
Juis autant de fantassins qu’ils sont de capitaines. Unca valier regoit
chagque niois pour sa paie autant de florins gu'il y a de capitaines,
et wn fantassin la moitié de celle somme ; d'ailleurs , la dépense totale
pour la paie de tous les cavalicrs et de tous les fanlassins, est de
13000 florins par mois. On demande combien il y a de capitaines. »

(Euler.)

1l y a x capitaines; chacun d’eux commande & 3x cavaliers et a

20x fauntassins; il y a doncen lout fois 3¢ ou 3xa cavaliers, et x fois

20x ou 20xx fantassins. Mais chaque cavalier recoil par mois x {lo-
A - st . T, .
rins, et chaque faniassin 3 florins; en sorie que la dépense Lotale est
x o 7.3 ;! aox
de... xfl. X 3xx 4 i fl. X 20x5x, ou de 3:% - 104%, clest-i-dire

qu'on a
353 4 1023 =13000.

L]
&
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352. Pronriue XI. « Quelques négociants ont en commun un ‘capt-

EXEMPLES D'EQUATIONS

tal de 8240 écus; chacun y ajoute quarante fois autant d’cews qu’ils
sont d’associés Stk § gagnent avec la somme totale autant pour cent qu *ils
sont d’associés. En partageant le profit, il se trouve gwaprés que cha=

cun apris dizx fois aulant d’écus qiils sont d’associés , il reste 4 cus
On demande quel est donc le nombre de ces assocics? » (Euler.)

Il y a x associés; chacun d’eux.ajoute au capital de 8240 écus;
4ox écus; en sorte que cecapilal se trouve étre de 8240--bdox X =
8240 - 4oxw.

Ils gagnent avec celte somme x pour cent, de manitre que lear
gain doit se déterminer ainsi 100 : 8240+ tboxx 2 xtun quatriéme

82d0xt-borxx

Zerme, qui est par conséquent o - Dans le but de partager
)

ce profit, chacan des associés prend d'abord 10x écus, ce qui fait
pour tous 1oxx; mais il reste encore 224 éeus : ol il résulte que le
gain monte & 10xx - 224.

On a done Péquation

82hox+loxxx

= 108x |- 224,
100 5

353. Pronrime XII. Trouver dettxr nombres tels que, si aw carre du
premicr multiplié par le second, on ajoute deuzx fois le carré du second
multiplié par le premier, plus trois fois le carré du premier plus qua-
tre fois celui du second , plus diz-huit fois le premier, plus quatre fois
le second., le tout ensemble fasse 144,

En nommant x le premier des deux nombres cherchés, et yle
second, on formera tout de suile cetle équation

aty - oyta 38 by - 18x 4y — 144,

354. Prosuime XIIL Un enfant a 624 jetons : il en met un certain
nombre sur une méme ligne droite, et derricre cette premiére rangce
de ]uto;zs, il en met une seconde ¢ f(z le ¢ la pr r*r;'uu(‘, puu une iroi-
.s-rcnw., purs une (f{{.’;.’f'mme, cle. jm-qn a ce g il ait ‘autant de rangees
gwily a de jetons dans Uune e’ellés ; il place ensuite un jeton au devant
de ce premier assemblage ; ‘enfin , & coté de ce méme assemblage il en
constrieit un second tout pareil , avec son jeton aw devant , puis un troi-
siéme , puis ur.quatriéme , et ainsi de suile , jusqu’ec ce qu’il ait au-

tant d'assemblages moins deuzx qi’il y ade jetons dans Pun ou Pavire
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de ces assemblages ; cela fuit, il ne lui reste plus de jetons. On demande
combien il y en a dans chaque rangee.

Il y a x jetons dans chaque rangée, et par conséquent il y a x ran-
gées dans chaque assemblage, ce qui fait xx jelons pour chaque
ﬂsscmbluge, ou plutot xx-}-1, a cause du jelon quiestaun devant de
chacan.

Maintenant il y a autant d’assemblages moins deux qu’il y a de
jetons dans I’un ou autre de ces assemblages, c'est-a-dire qu'il y a
Xx—|-1—2 ou xx—1 assemblages.

Or, en multipliant le nombre des jetons de chague assemblage par
le nombre des assemblages , il est clair qu'ona le nombre de tous les
jetons, qu’on sait d’ailleurs étre de 624.

On a done (xx—1) (xx—1) = 624, ou, en effectuant la mul-
tiplication (n° 118),

xf—1=0624

355. Prosuime XIV. « Le gouverneur d'une place assiégee voulant
obtenir au plus t6t du secours de son géncral , lui écrit que la garnison
est réduite & autant de centaines d'hommes qu’il y a d'unités dans la

valeur directe de s de Péquation x4—x3—/44x>

gx =245, L'homme
chargé de ce billet est arréte par les ennemis: on le fouille, onvoil lavis
donné au géneral, et Pon nly comprend rien, Si vous eussies ¢lé dans
le camp des assiégeants , quel parti auriez—ous tiré de ce billet? »
(Marie.)

L'équation est déjh posée; nous pourrons y revenir dans le temps:
en allendant, elle nousservira d’exemple. Nous allonsla répéterici:

xh— a®— 4ha? |- hgr=245.

356. Prosuime XV. « Un homme ayant placé une somme a dans
une cnlreprise oiv il perd d’annde en annde, et toujours dans la
méme proportion., il cherche a retirer ses Wi onds ; mats ne Uayant pu
qilaprés la n™ année , il trouve que la somme placée est diminuée de
la qut ntilé b de ce qu’(‘l[c clait af;rés la premiére annde. On demande
& combien pour cent montait sa pert¢ par an. » (Clairaut.)

Il perdait « pour cent par an. L

Calculons d’apres cela a quoi s'est réduite la somme « pendant la
premitre année , ou ce quirestait au prétear au hout de celle année-la.

Si 100 est deveon 100—=#, qu'est devenu @? On le trouvera en
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posant celle proportion : le capital 100 est au capital a comme la
veste 100—x est & un quatriéme terme, on en abrégé

100 ; @, ;100 —x* 4™° ferme,

Ce qualrieme terme , qui exprime ce qui reste au bout de Ia pre-

&

100
nicre année, est donc u,,-) @, et c’esl en méme lemps e capital
100

de la seconde année.
Pour trouver ce qui reste au hont de cette seconde année, on dira:

= 100=—x -
Si 100 devient 100 —ux, que devient (-—~—l * )a:‘ Etl'on posera celte
fa]

proportion : le capital 100 est an capu'al( 4——.1«) a comme le reste
luo

100 — & est & un quatriéme terme, ou en abrége

100 — &
100 ; a;:100—x b 4%%erme.
100

Ce quatritme terme, qui exprime cequireste an bout de la seconde

(!On—g\,\1

kl A -
- ‘e s lemp s
année, est donc e ier ) @; et c'est en méme temps le capital de

la troisitme année.

Pour irouver ce cn.u reste au bout de celle troisieme zmm,e on
fera encore

100 — xN\?
100 ¢ \I @ $7100—x % 4™ ferme;
100

[ 100 — x\3
- ) a.
\ 100
On trouvera de méme, pour les restes au hout de |
de la cinquiéme, et en général de la nme année, les qu

cl ce gualricme terme sera

a qualricme,

antités
100 — x\4 100 — .\ 3§ /100 — x\B
a@, )a, —_—) a.
100 . / 9o "=/ 100

D'un autre co1é, le probléme dit qu’au bout de la n™ année , Ta

somme est diminuée de la quantité & de ce qu’elle élail an ]:oul de

la premiére année. Mais apres la premicre année la somme était

100 =2 3 © /100—%
———— ) a:elle est donc apres la pme a—=b.En sorte
ioo | 100/

quon a Péquation
: (100 — g\n /100 —-.

(oY o ( iy

100 7 100 o
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100 — X x 100 =—2
Or, si ’on ohserve que ———— = 1— ———» On aura
100 100 100
n(n—-—l) ]
_(l___ -;p]..-n—-—-—l- -'——;—-,etc....+
100 100 -

;_U—“- (n™ 284, 335); en sorle que P’équation ci-dessus pourra pren-

dre celte forme ,

by o5 n(n—1 x> xTn
(1—72.-—"L(——). --,ezfc...+—-'—) =

100 gl 2 100? == 100"%
X
[ =—— |a—2D.

357. On voil suflisamment par ces exemples, 1° que les dilférents
pr nl)luncs qu ‘on pcut, proposer C{mrlmsent a des equalmnq qul con-

tiennent une ou plus d’une inconnue; 2° quily a quelqueflvis autant
d’équations que d'inconnues (Voyes les ptomcm(‘s 2¢ety, et tous
ceax qui n’ont donné quune inconnue); 3° que d’aulres fois les in-

connues el les équalions ne sonl pas en méme nombre ( Foyez les

problemes 3,4, 8, g et 12).

358. Mais en considérant i part telle ou telle équation, si celui
de ses lermes qui conlient le plus d’inconnues semblables ou non
multiplices entre elles, en renferme un nombre 2, cetle L(ll.l’lilOD est
dite du ™ degré.

Du reste, on représente ordinairement les connues, lorsqu’elles
ne sonl pas exprimées en chilfves, par les premicres lettres de Ual-
phabet @, b, ¢, &, e, elc. el les inconnues par les dernieres u, x,
Y, 3,4 €lc. :

Exemples déqualions du 1*F degré,

Celles des problémes 1 et 2, et les suivantes

Bxt-br—x+t12=79
X2y —z=4
elc, ele,
Exemples d’éguations du 2° degré.

Celles des problemes 5, 6, 7, 8, et les suivantes

2x? -1—3J;’-—- 6i="1%

1"——}—5.)’."-—-— 5x -—'3JI+7 ‘:_15
xy 42z —3y 4§ =14
axry =38

eie. ele,
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Exemples d’équations du 3° degré.
Celles des problemes 10, 11, 12, et les suivantes
x3 | ax =10
axys - bxy 4ext-dy —e
ele, ele.
Exemples d'équations du 4™ degré,
Celles des problemes 13, 14, et les suivantes
zéppri=gq
xh-parf gr—:.
ay?-L axty +bxy*texy=d
&y +ayy=a.
xyzu—t-3xy+5u=1>
ele. ete.

Exemples d'équations du n™® degré.

Celle du probleme 15, et les suivanles
xr A" 'L Bx"2 L., .. +Kr=L.
,I:)f”-‘l +l‘z‘)/.h"“<_] -]!—‘)'.3./(_:”_3 ) A.
ele, ele.

CHAPITRE II.

Des premiércs opérations sur les équations, et de ryuc/(]zws
) =, . 73 o

changements qu’on peut leur faire subir par Uaddition,

la soustraction, la multiplication, la division, 'éléva-

tion aux puissances et les extractions de racines.

Notions sur la décomposition des éguations, sur leur abaissement,
et sur I'évanouissement des radicaux.

359. Pour découvrir les propriétés des équations, et pour les ré-
soudre, il est souvent nécessaire d’ajouter a leurs deux membres uné
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méme guantité, ou d’en retrancher une méme quantité, ou de mul-
tiplier oun de diviser ces deux membres par un méme nombre, ou
deles élever a une méme puissance, ou enfin d’en extraire une méme
racine.

Ces opérations, tout en changeant la valeur de chagque membre
de l!équaliun , ne détruisent point leur égu]ilé ,elt nedénaturent point
le rapport des connues aux inconnues, exprimé par U'équation méme

{n% 50, 51 ):

360. Si Pon avait, par exemple, 'équation
Lam - grmt — =8 6xm-t —Llam,

[~

i
en ajoutant de part et d’antre § 27, on aurait

h{‘m_!_ apm—1 _.L..!}:SJFGJ_-:"—‘ 3
retranchant ensuite des deux c6lés 6x7~1, on obtiendrait
.1”‘——-'}.1?71"‘ ——(}—:SJ

ajoutant enfin 4 dans les deux membhres, on trouverait

am e— fam=1 — 12,
équation beaucoup plus simple dans un sens, ou beaucoup moing
chargée de termes que la proposée.

En général, si 'ona - b=a, et que l'on retranche & de part
et d'autre, on trouve x==a — b; ou, si I'on a x—b = a, el qu'on
ajoute b des deux cdtés, on tronve z=a-|}0b.

Cela revient évidemment i effacer un terme quelconque dans le
membre ot il se trouve, pour Fécrire dans Uaulre avec un signe con=
traire. Celle regle s'appelle la régle de transposition, parce qu'elle
sert a transposer un lerme d’un membre dans un autre.

361. Il est bien clair que si 'on transpose tous les termes d’an des
membres dans lautre, il ne restera rien dans celui-1a.

Parexemple, notrederniere équation x==a -6, donne x—a—>b=o,
ce qui est du reste évident par soi-méme. L’équation précédente
xm —fam=1 — 12, donne a7 — faxm-1 —12—0.

362. Mais si on transpose les deux membres en masse, on peut

alors changer les signes ou ne pas les changer : *=a--0 donne — o
b =——uax, et donne aussi a-}-b=2x.
363, Celle ehservation fait encore voir (]li'on peut changer tous

les signes-des lermes d’une équation sans les transposer, pourvu qu’on
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les change tous. Car x — a -} b donne —a—b——x, et cette der-
niére équation est la méme que celle-ci,—x=—a —b.

364. Si nous avions les équations

XM  pxm- ! q

@ b c
i X I i3
¢=;+'E+7+3:

et que nous voulussions débarrasser leurs différents termes des divi-

seurs qui 8’y trouvent, nous mulliplicrions la premicre par a, la se-
conde pav mi, la troisitme par abe, el la quatrieme par 28, ce qui
nous donnerait

xm —]—L}': ab

ana® - binx® —cemy =mna

bexm - acprm-\ =abg

28x =14z} 7x -} 4x | 84

Ainsi, pour faire disparaiire les diviseurs des termes d'une équa-

tion, il faut en général mulliplier loule Péquation par le divisenr
qulon vent faire disparaitre, il 0y en @ qu'an dans ce cas, ow par
le plus petit multiple des diviseurs différents, s'il y en a plusieurs.

D’apres cela,

x—|—%}-::a donne x* -y =ax

a b
— i — O A m 8 e a,—b=cx
x =

a b ¢
e e s b=
t 4 l—t i ayie=e

a b ¢

e i T gy

X x &

Aais celle dernitre ne peut rien. apprendre, puisque @, & ctere-
18 P Pl ’
présentent des (uanlités connues (n® 358).
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365. Du reste, il sera bon d’observer que 'on a ici un moyen de
faire disparaitre d’'une équation les exposanis inverses qui pourraient
affecter les inconnues.
Si l'on avait, par exemple,
a-mtar"=1b,
on en tirerait d’abord (n°® go)

1 a
— - —==b;

Tm an
puis, en multipliant par 27 X a7 (n° 364),
aon |- gxm = bami-n.
366. Si nous avions l'équation
arm _!_ boam=1A -JF cam—2 — 7
et que nous la divisassions par a, clle deviendrait
d

am - -‘Z— am=i - -f?;z"-’-‘”gz =

Par ol 'on voit que, pour débarrasser un terme quelcongue d’une
équation des quanltités qiit multiplient Uinconnue dans ce terme, il

Jaut, en général, diviser loute Péquation par ces quantités.

367. Sur quei lon observera que sil se lronve dans lous les termes

de Péquation un méme facleur, et gu'on la divise par ce facteur-la,
elle est ainsi simplifice.

Par exemple, 23 - 4% - 8y = 12 donne lout de suile ry -
a2x -—§~ '1-)' = 6.

368. Si ce facteur, commun a fous les termes, est une inconnue
ala premitre puissance, 'équation est alors abaissée par la d'un
degré.

Ainsi, a3 —ba?=gx devient, en divisanl par &, 82 — Gfx==9-

Ainsi, xy?— qr==2x, équation du 3°° degré & deux inconnues,
devient y*—7 =2, équation du second degré aune seule inconnue,
Pautre ayant €Lé éliminée, c'est-a-dire ayant disparu par cclle opé-
ration.

It 'on voit bien que, ei le facteur commun était un produit de plu-
sicurs inconnues semblables ou non, Péquation serait ainsi abaissée
de plusieurs degrés.

369. Quelquelois le factenr qui peut diviser une équation est po-

' 2
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lynome, el ce polynome, ou ne contient point d’inconnues, on en
contient. Dans ce dernier cas, 'équation s'abaisse, et dans tous les
cas elle devient plus simple.

Par exemple, pour le premier cas,
ar® + bx* + 2ax - 2bx — ha—4b=o0, est la méme chose que
(a0} x*~-2 (a--b) r—4% (a4-b)=o0, équation divisible par
@b, el qui devient, en effectuant la division,

x*+2x—h=o.

Par exemple encore, pour le second cas,
(2—1) (x—3) -+ (2r—1) (x—5)— (x—1) (x4 )=0, est divisi-
ble par x—1, et devient, en effectuant celle opération,

A —1 A==

370. A.Sil'on avait 'équation 1?.1'?1 =a, en élevant chaque mem-
bre a la puissance m, on aurait 2”=—=am, équation qui n’aurait plus
de radical.

Comme on a quelquefois besoin de faire disparaitre les radicaux
d’une équation, nous allons donner ici quelques exemples d’opéra-
lions de ce genre, qui pourront servir de modéle pour des cas sem-
blables.

B. Si l’on avait I’équation

.21‘—-2@:!)—]-—!/&1? 5
laissant le radical seul dans un membre, on aurait
x—2a—b=}" axr;
puis, carrant chaque membre, on obtiendrait
X —lhar4-ba* — 2bx -+ bab -+ o> = ax,
équalion sans radical.

C. Silon avait)"x 4|7y =—a, on ferait le carré des deux mem-

bres, et 'on trouverait
a2 zyty—a2,
d’ol I'on tirerait
&by —ar——al ay,
puis
(xty—a*y =bxy.
3

3
D. SiTon avait] x|y =a, on cuberait les deux membres, et
Pon trouverait
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z+3 lf"x".}’ +3 li’x)"’+)’ =g
, l—!-3l/ff(vr—l—l/f)+f
Mettant @ a la place de !/vf—f-l/,), on obtiendrait
x - SGL/'J.'L}/‘ +y=a

Laissant le radical seul dans le premier membre , et cabant de nou-

Veau, on aurait .
a7adry=(a*—x —y )i

o]
E. Silon avait | "z -} x=a, on en tirerait

S/m:a--[/’x
x—a?®—3a*} x-+3axr — x| >
x=a*+}3axr—(3a*f-x)|
(3> +x) | x=0a*+{Faxr—x
(5a“—{—x)‘.x:(a3——{—3ar-—x)’.

F. Enfin, si Pon avait »--ax | —1=20, on en lirerait

ax) —1=b—ax
—arar=(b—x)".

G. Ces exemples suffisent pour faire comprendre que Ton peut
toujours faire évanouir les rachcaux et les imaginaires qu'une équa-
lion contient.

Mais on observera qu’on a aussi par 14 un moyen de faire dispa-
raitre les exposants fractionnaires, irrationnels ou imaginaires, qui
pourraient alfecter les inconnues d’une équation.

Si l'on avait, par exemp!e,

1
1:3 —|— rh =gy
on en tirerait d’abord (n° 244)
3
l/.Z' + l/’.ll',‘ =a,
puis Pon opérerait comme nous venons de le faire au n° E.

Si Pon avait

‘me?___a,

m étant direct ou inverse, on éleverait chaque membre a la puis-
sance |- m, el l'on aurait (n° 223)

’a
ey = r&’ m,
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Alors, si m était inverse, on opérerait comme au n° 365; et sil
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¢tail fractionnaire, on opérerait comme dans Uexemple précédent.

371. Si Pon avail Péquation

xm._!_ maxm—1 +

m(m — !)

a*zxm—2 L gte. |- mam—1zx
an :(,m)
en extrayant la racine m des deux membres, on trouverait
x4+ a=b,
équation qui, du degré m, est abaissée tont d’un coup au premier
degre.

372. Mais si dans une équation les inconnues jouaient le réle d’ex-
posants, il faudrait avoir recours aux logarithmes pour leur faire
quilter cetle place la.

Pour bien comprendre ce que nous allons dire & cet égard, il faut
se souvenir que le logarithme d’une puissance est égal au logarithme
de laracine multiplié par I'exposant de la puissance ; que, par exem-

ple, log. a”==m log. a ( Arith. n" 697).

Aivsi, @®== b donne log. a*=log. b, puis x log. @ = log. &.
n n
De méme, a* = & donne log. a® =log.5, puis x” log. a=log.b

J. ;
De méme encore, a* = b donne successivement log. a* = log. b,

: e log. b : log. b
it log e =log. b, st — lo: 5 g log. ¥ =log. lo;.ga'
1 SR log. &
R " log. =10 .
S 8 log. a

CHAPITRE IIL
Propriétés genérales des éguations.
Tlonctions symétriques de lewrs soluteurs.

373. Nous supposerons toutes les équations préparées par les pro-
cédés des n™ 365, 370 G, et 372, de maniére & ce que 'inconnue
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ou les inconnues de ces équations n’aient que des exposants enliers
et directs, et que ces inconnues ne jouent pas elles-mémes le role
d’exposants.

Cela posé, une équation auneseuleinconnue, du degré m (m étant
donc entjer et direct), contiendra nécessairement un ou plusiears

oz

lermes, qui renfermeront 27 (n 358), et de plus un ou plusiears ter-
mes qui ne renlermeront poinl d’x, ou qui seronl enlitrement con-
nus (n® 368). Elle pourra contenir aussi un ou plusicurs termes qui
renfermeront 271, un ou plusieurs termes qui renfermeront 2773,
el ainsi de suile, jusqu’a un ou plusieurs termes qui renfermeront =,

Celte équalion élant donnée, on pourra toujours faire passer tous
ses lermes dans le premier membre, pour n’avoir que o dans le se-
conel ( n” 361 ). On pourra ensuite réunir en un seul tous les termes
qui renfermeront 7, en un seul lous ceux qui renfermeront xm=1,
et ainsi de suite (*). Enfin, Pon pourra débarrasser a7 des quanti-
1és qui diviseront ou muliiplieront cclle puissance de linconnue,
et cela en multipliant ou divisant toute I'équalion par ces guantilés
(n°* 364, 366).

Si I'on avait, par exemple, I'équation
axm J-a'am - ete. - bam-t LU em—t L ete. | eam=2 -l wm—2t-ete.

~t-ete. - gx o' v f-ete. - h - M ete.——al xm — b xm—1—

¢! xm—2 — ete. (*¥), on en lirerait

(¥) Ceci est une espice de réduction (n® 72 ); mais pour la faive, on considére
comme semblables tous les termes qui renferment une méme puissance de U'incon-
nue, et cela en rangeant dans la classe des coeflicients les quantilés connues numé-
riques et algébriques qui multiplient ou divisent V'inconnue.

Nous allons en voir un exemple général; en voici un on deux plus particuliers:

L’équation ax—- bx —ecx4- d +e — f=o0, peut s'écrire ainsi: (a+b—c¢) x4
(d+-e— f)=n0; et celte équation est considérée comme n’ayant sous cetle nou-
velle forme que deux termes seulement, parce que tout ce qui est entre deux pa=

renthéses est censé ne former qu'un seul nombre.

1 x
———1)x
il
~+ (m—3)=o0. Nous avons déja vu quelque chose d’analogue dans le n® 9C, et
dans les n°% 19, 70, 369, 370, D, E.

v ; x s R, 400K A5 e
De méme, Péquation ax— E-—x -+ m—3= o0, peut s’écrive ainsi: (a._

Ao ST o b .
(**) On demandera peut-eire commment il arrive gqu'une réunion de termes directs

soic indiquée émale 4 une réunion de termes inverses; mais il faut observer que les
4 o 3
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(ata'~-a”tete.) am - (b--b! bV t-etey am=t 4 (ool f-c et
am=2 +ete. 4 (g4 g' -Fete.) x - (h-}- ' 4-ete.)= o, Faisant alors
ata'4-a"J-ete.—n, bbb +ete.=p, c--c' " f-ete.=q, ete-
&+g+ete.=t, h-- U+ etc.=u, on aurait

nxm - prm=t L gxm-2 L ete. - tr - u=—=o0; divisant par n toute
Péquation, on obtiendrait

= L 7
xm+%xm—‘ —{-:7—5:m 2 I ete. - 5 %t ,-==0; supposant enfin

.%zp, %: Q, elc. ;t = E-:: U, l'équation proposée devien-
drait
axm - P oam-t L Q=2 t-ete. - Te -+ U=o.

374. Dans cette équation, les quantités 22, Q, ete. 7', U, sont ou
monomes ou polynomes, ou égales ou inégales, ou directes ou inver-
ses, ou enliéres ou fractionnaires, ou commensurables ou incom-
mensurables, ou réelles ou imaginaires.

Ces leltres peuvent méme , dans cerlains cas, devenir égales a zéro,
pourvu qu'elles ne le soient pas loules en méme lemps : car alors
Péquation n’existerail plus, on 'on n’en pourrait plus rien tirer.

375. Cette méme formule pourra encore représenter une équation
a plusieurs inconnues; il suffira de supposer poar cela que l'on a
ordonné I'équation pour les différentes puissances d’une méme in-
connue x, et que les lettres 2, Q, etc. 7", U, renferment les autres
inconnues.

Par exemple, 'équation

v -axy* +-bxy - cxty 4 dx - ey=—o,
peul s’écrire ainsi,
@t (ey +dy 22 4 (ap*4-by) 2+ gy =o;
el si I'on représente ¢y 4 d pac P, ay* by par Qet ey par R, on
aura

nantités désignées ici généralement par @, a’, b/, b/, etc. ainsi que Vinconnue repré-
o o ? )
sentée par x, et quelques—unes de ses puissances, doivent avoir, soit les unes, soit
les autres, dans tels ou tels cas particuliers, des valeurs inverses qui rendront in-
I 3

verses une partie des termes qui paraissent directs.
Cette observation s'applique & Véquation suivante, dans laquelle un assemblage
de termes en apparence directs est égal 3 o.
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a3 L Pa? 4 Qu -+ R=o,
¢quation qui rentre dans la formule précédente.

376. Quand on prépare les équations comme nous 'avons fait dans
les n> 373 et 375, cela facilite leur résolution et la recherche de
leurs propriéés.

377. 1l faut d’ailleurs observer que si m désigne la plus haute
puissance de l'inconnue, 27 s'écrit pour Pordinaire a la premiére
place, et s'appelle le premier terme; que Pa7—" g'écril a la seconde
place, et s'appelle le second terme ; que Qxm— s'écrit a la Lroisicme
place, et sappelle le troisicme terme, et ainsi de suite jusqu’au lerme
qui ne contient point d’x, ou qui ne conlient que x° (n° 88), lequel
s'éerit 4 la derniere place, et s'appelle le dernier Lerme.

378. Les quantilés P, Q, etc. s'appellent les coefficients de léqua-
tion (n° 373, note 1™); P est le coeflicient du second terme, Q le
coeflicient du Lroisieme, etc. et la quantité qui ne contient point d’x
est supposée multiplier 2° ou P'unité, et lient en conséquence sa place
parmi les coefficients.

379. Si P esl égal a zéro, le second lerme manque; mais Q vm—2
conserve cependant son nom de troisicme Lerme, quoiqu’il soit alors
€crit & la seconde place. De méme, si Q= 0, le3™* terme manque;
mais /2r7—3 conserve son nom de 4™° terme. En un mot, chaque
lerme conserve son nom, soit que les autres manguent, soit qu'ils ne
mangquent pas.

380. Sitousles termes manquent , excepté le premier et le dernier,
on dit que 'équation est & dewx: termes, et ces équalions méritent
d’étre considérées a parl; nous nous en occuperons bientdt.

381. Si le dernier terme manguait, et que les aulres restassent
tous ou en parlie avec le premier, U'équation pourrait étre abaissée
en divisant tous ses termes par la plus petite puissance de x que con-
liendrait 'équation (n® 368).

Mais alors le coefficient de cette puissance restant par la sans a,

deviendrait le dernier terme (n® 377, 378).

389. Il est facile de comprendre qu’un nomhre quelconque élant

donné, on peut loujours former une équalion en 2, méme d’un
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degré plus élevé que le premier, et dans laquelle x ait pour valeur
ce nombre,

Si, par exemple, le nombre donné est «, en faisant 2m = am, on
x™ — @ —0, el en supposant, poar simplifier, 72 égal & un nomhre
entier plus grand que 1, on a Péquation demandée, qui donne
x=—ua; celle ;]uamilé pouvant élre directe ou inverse, enliere oun
fractionnaire, rationnelle ou irrationnelle, réelle ou imaginaire ().

(¥) Supposons un problémie d’aprés lequel il s'agisse de trouver un nombre ca=
pable de satisfaire & certaines conditions : il est clair que ces conditions pourront
étre telles que le nombre cherché soit nécessaivemnent entier, Mais elles pourront
aussi éure telles que le nombre cherché soit fractionnaire.

Ce n’est pas tout : ces conditions pourront encore élre de nature & ne pouvoir
éire satisfaites que par un nombre irrationnel. Si Von demandait, par exemple, la
grandeur de la diagonale d’un carré dont on connaitraitle cdté, cette quantité serait
incommensurable, comme nous ’avons dit au n° 20g.

Enfin, s'il y avait quelque impossibilité dans ces conditions, cette impossibilité
pourrait se manifester de diliérentes manitres, entre autres en conduisant 4 un
résultat imaginaire ou a un résnltat inverse,

Cela bien compuis , il est évident qu'aprés avoir représenté par x I'inconnue du pro-
bléme supposé , aprés avoir mis ce probleme en équation, et résolu cette équa=
tion, on trouvera, suivant les cas, x égal a un entier, ou i une fraction, ou i un
nombre irrationnel , ou a un symbole imaginaire, et que ces valeurs seront ou
directes ou inverses. Je dis quon Lrouvera x égal & 'un de ces résultats; 4 moins que
x ne disparaisse de lui-méme , ou qu'il ne soit égal & zéro, comme si 'on avait
7x4+2—5x—2 —2x=0, qui se réduit 4 0 = o, ou si Pon avait 5z —3x=o,
ce qui donne 2x==0, et par conséquent x = 0.

Un de ces cas dont la métaphysique embarrasse le plus les commencants, est
eelui ot 'on a x égal & un nombre inverse , comme — ¢ scar, dit-on, a estla
méme chose que 4 &, et il est impossible de faire un nombre direct égal a un
nombre inverse. Mais ce n'est pas ainsi qu'il faut voir la chose; on ne doit consi-
dérer x que comme un signe destiné a veprésenter l'inconnue , et comme I'équivalent
de ces phrases, le nombre cherché, le nombre qu’il faut trouver, etc. Ainsi,
quand on écritx = —2, cen’esl pas poser 2 =— 2; c’est dire d’'une manitre abré-
gée, le nombre que Uon cherche est — 2; ou, pour traduire tout ce quitient anx
signes algébriques, c’est dive, le nombre cherché est 2; mais ce nombre est in-
verse de ce qu’on lavait supposé (n°*50,357).

Du'reste, cette ohservation sapplique aussi aux autres cas, c'est-A-dire i cenx
dans }Ci([”"'is on a x égal i une quantité fractionnaire , incommensurable ima;_:i-
nairve, nulle, quoique ce symbole x ait la forme ou P'apparence d'un nombre entier.
Tinvite los commengaints i méditer sur cette note.
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Mais on peul méme varier I’équation qui doit donuer & Pinconnue
la valeur demandée.

LS

Veut-on, par exemple, une équation qui donne @ = 2, celle
équation sera oa x*==4, ou a® =8, oun xbi=16, ou elc. Et parce
que 'ona 223 X 2—10=0, ou2’—5 X 2*4+3x2-46=—o,
ou etc. Péquation demandée pourra dwwe @' -+ 3x — 10 =0, ou
ad — 5x» -} 3x -6 —o0, ou elc. équations qui sont également sa-
tisfaites lorsqu’on y suppose & = 2.

Veut-on une équation qui donnex =—=-—2 (Voyez la note), cette
équation sera ou &*=4, ou x? ——8, ou x4==16, ou etc. Et parce
que Pon a (—2)* 44 (—2)+4=0, ou (—-é)-” + 3 (—2)2—4==0,
ou etc. Péquation demandée pourra étre x*~} 4e -4 =0, on
¥ 4 Fa? —b4=0, ou elc.

Veul-on une équation qui donne x = L, celte équalion sera ou
a?=1, onad=1%, ou elc. Lt parce que Pona (46 (F)— =0,
on (1) —8 (3?45 (5) —g=0, ou elc. Péquation demandée pourra
e a* }-6xr —12=o0, ou 2’ —8x* + 52 —j=o0, 0u elc.

Veut-on une équation qui donne x=]-"2, cetle équalion sera ou
a?—2,onx?=21"2,onxit=4,o0u x5 =04 2,0oux5=28, ou clc.
Et parce que lona (}72)* 43 L 2—(2-1"18)=0,0u(}"2) +5
(1 2):—2(}"2) —r10=0, ou etc. I’équation demandée pourra étre
ar--3x— (2} 18)=0, 0u 23 f-5x*—2x —10=0, ou etc.

Veal-on une équation qui donne x=|}/— 2, celte équation sera

x?=—w—2, ouxd=—2} —2, ou etc. Et parce que lona (I "—2)?
weg (f—2)+ (a4-1=8)=0, ou (b =2)* —5 (1'—2)+2
(V" —2) —'10 =0, ou elc. Péquation demandée pourra éire

"”“—9*‘"}‘(2"%1/;_35:0, ou &3 — 527 2x—10=0, ou ele.
Veut-on enfin une équation qui donne x=2-1"2, il est clair
que puisqu’on a (2--1"2)* —4(2 +-172)f2=0, I’équation de:
mandée pourra étre celle-ci: @ —bx -} 2—=o0-
383. Cela posé, le nombre, quel qu’il soit , qui, mis a la place ('[.3‘_1;
dans une équntion, satisfait a celte équation, ou la résout, peut
Sappeler le soluteur (*) de Péquation.

(*) Tene puis me déterminer 4 faire usage du mot de racine, admis par tous les
autewrs , parce que je sais gue ¢@ mot , employé dans deus acceptions trés—diffé«

28
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384. Les exemples précédents suflisent pour faire comprendre que
les soluteurs de telles ou telles équations sont directs ou inverses,
entiers ou fractionnaires, ralionnels ou irrationnels, réels ou ima-
ginaires, et que, lorsméme qu’une équation a unsoluteur irrationnel
ou imaginaire, ses coeflicients peuvent dans cerlains cas éire ra-
tionnels,

385. Mais est-ce qu’une équation quelconque , prise au hasard et
formée arbitrairement, sans assigner d’avance aucune valeur 4 ',
peut toujours avoir un soluteur quelconque? On comprendra I'im-
portance de celle question, si I'on observe que les problémes arith-
métiques variant a linfini, ils peuvent conduire a des équations de
toute espece el de loute forme; en sorte que sans sarréier aux pro-
blémes mémes, on doits’atiacher a chercher la solution de toutes les
équations imaginables.

D’ Alembert a démontré dans le tome IT des Mémoires de 'acadé-
mie de Berlin, année 1746, qu'il y avait toujours, soit une quantité
réelle, soit un symbole imaginaire,, qui, mis & la place de & dans un
polynome xm - Pam—t |- Qum—2 - elc. -~ U, rendail ce polynome
égal a zéro, et élait par conséquent soluteur de I'équation.. . .. ...
am e Pam— - Qxm—2 - ete. -} U = 0. Mais celte démonstration
n’étant pas a la portée des commencants, je la supprime et suppose
le principe admis.

386. Cela posé, représentons par « le solutear de 'équalion

am L Pam—i . Qem—2 ., . Tx+ U=o0
(n® 373}, ou supposons que l'on ait lrouvé x = =, nous aurons
an - Pam—r L Qum~2, ., .4 Ta- U=o,
d’ou nous tirerons ‘
= e 77 e Pt — Qum—2. . .= Tu.

Si nous mettons ensuite cette valeur de Ua la place de T méme

dans I'équation proposée, nous aurons

rentes , est pour les commancants Poccasion de bien des idées fausses qu'une ex-
plication ne prévient pas complétement, D’ailleurs , comment dive i un élive : poice
une racine qui w'est pas une racine, et quand j'emploierai ce mot, prenez
bien garde dans quel sens je Pemploie , eic. efc. efc. Le plus simple, le plus
stir et le plns méthodique, est sans doute d’adopter un mot propre i la chose : javais
déja proposé celui-ci en 1799 ( Foyez la Préface).
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am - Pxm—s |- Q;;m—-—a-]- con T
— P e Pa—1 — Qa.m_’-— vive— T } =%
ce qui peut s'écrire ainsi
(.x-m._gm)_l_P(xm-l——a,M")+ Q(am— —am—2)t.. .. 4T
(X—a)==0. : 3

Or, comme nous savons que xm — o™ est divisible par x — «,
(n° 127), il en résulte que tout le premier membre de notre derniére
équalion, considéré méme comme une formule algébrique dont on
ne connait point la valeur, et abstraction faite de son égalité a zéro,
est divisible par x —a.

387. Mais comme notre derniere équation n’est autre chose que
la proposée , on peut dire qu'un soluteur d'une équation quelconque
étant représenté par w, le premier membre de cette équation est divi-
sible par x — a.

388. Pour trouver Vexpression générale du quotient de cette divi-
sion, on prendra I'équalion sous sa dernitre forme (a7 —am)-}- P
(awm—1 —am— ) \-etc. ; et, divisant d’abord 27 — e par x—a, ON aura
e arxm—3 e ete. |- a1 (0% 127 ). Divisant ensuite
P(xm—1 — qm—1) par X — &, 0N lrouvera P (xm—l-}-n.mm—3 4 ete. -}
am—2). Divisant encore Q(x™—? —am—?) par x—a, il viendra Q(xm—3
~+ axm—i 4 eto. 4= «?—). Continuant ainsi ces divisions jusqu'a 7’
(x —e), qui, divisé par x—e, donne 7', et ajoulant tous les quotients
partiels pour avoir le quotient total, on obtiendra enfin

am - Pxm—r: | Qum—4-elc + 7%+ U__

X—c P

am—t o | am—r - at [amEl L - am—r
+P g Pali i P
+Q sigade .-}—-Qmm"“3

389. Faisant & - P —pP; er F Pa+ Q= (', elc. on aura

(¥) Ces traits verticaux tiennent lieu de parenthéses. Ainsila troisitme colonne,

par exemple, ou celle qui coumence par a?, yaut (#* 4 Pe- Q) o
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M??’I+P1rm—l + (?EC‘.: g + P'.Um_’+ O o3 + oto,

o —

d’oli l'on tirera
(am L Pum—1 |- ete, == (x — a) (xm—" | Plam—2 |- Q'xm—3 - ete.)
Mais comme x™ -}~ Pam—3 -} ete.=0, on aura aussi
(.I.'— OL) (xm—’ “]—‘ Plym— + elc.) =05
nouvelle forme de I'éguation proposce.

Maintenant il est bien clair que le premier membre se réduira
3 0, non-seulement quand on aura x — 2=0, ou ¥ ==, mais en-
core quand on aura i —+ Ptym— L Qlam—3 |- ete. = 0.

Cette derniere supposition, qui satisfait 4 la proposée, donne done
une nouvelle équation du degré m — 1; et cette équation ayant né-
cessairement au moins un soluteur (n® 385), ¢u’on peut représenter
par B, sera divisible par x — 8 (n°® 387), et dounera un quolient de
la forme am—=2 |- Pllam—3 - Q! xm—4 - ete. (n° 388), les coellicients
P, Q' etc. élant différenis des coellicients P!, (', ete. et des coeffi-
cients 2, Q, ete.

: S e T S T I oym—3

On aura donc a7~ |- Pfym—3 |- ete, = (x — g) (w»—2 | P!lym
-} ete.), et la proposée prendra la forme

(x — a) (v — B) (am— -} Pllam—3 L ete.) = o.
On verra alors qu’elle peut étre satisfaite , soit que 'on ait 2 —a =0
ou x = a, soit que I'op ait x — =0 ou x =§, soit que l'on ait
am—1 . PHaom—3 L ete. = 0.

Raisonnant sur celle équation comme sur les précédentes, et de
méme sur celles quisuivront et qui seront des degrés m—3,m—4,
m—>5, ete. on arrivera enfin & une derniére équation du degré m —
{m—1), ou du premier degré; et la proposée sera alors décomposée
en m facteurs du premier degré, et prendra la forme

(v—a)(a—B)(x—73) (v—d). ... (x—Ar)=0.

390. Si deux ou plusieurs des lettres «, 8, 7, ete. sont égales, il y
aura deux oun plusieurs des faclenrs ¥ —ea, x— B, x—7, elc. qui se-
ront égaux; mais ces facteurs seront Loujours au nombre de m.

391. Si tous les facleurs étaient égaux, le premier membre de

]’thmlmll serait la puissance m du binome x — a.

392. En supposant les quanlilés' @, B, v, efe. toules dillérentes,
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Péquation se vérifie dem manigres, ¢’est-a-dire lorsqu’on a v—a=—o,
ou lorsqu’on a ¥ —fi—o, ou lorsqu’on ax—y =0, ete. Lt il enré-
sulte que x peut avoir alternativement m valeurs diflérentes dans cette
équalion, c’est-A-dire gu'on a ou x=a, ou ¥ =4, ou x=—,, efe.
On dit en conséquence quune équation du degré m a Loujours mz
soluteurs, et on le dit lors méme que quelgues-unes des valeurs
«, B, y, ete. sont égales, parce qu'alors méme I'équalion est formée
de m facteurs du premier degré ; maison ajoute que 'équation a deux,
ou trois, on qualre, ou etc. soluteurs égaux.

393. Le premier membre de 'équation étant ainsi décompose en
m facteurs binomes du premier degré, x—a, x—8, 1—7,. .- ¥—A,
il est facile de prouver qu’il ne saurait avoir d’autre diviseur binome
du premier degré.

En effet, chacun des binomes x —«, x— 8, v —7 , efc. ne peut étre
divisé que par lui-méme et par Punité : en sorte que si leur produit
(x—a) (5—B) (x—3)- .. (x—A)
élait divisible par le binome v — =, dillérent des autres, il fandrait
que 'on efit v—= égal & un produit de deux ou plusienrs des binomes
& —ua, x—fB, x—7, ele. Or, le second membre de la prétendue

€quation

x—r=(x—a) (—F) -
élant divisible par x—«, par x—8, efc. son premier membre, ou
@ — =, serait aunssi divisible par x—e, par #— f, etc. ce qui est évi-
demment impossible lant que «, 8, efc. different de 7.

ac

394. Donc on ne peut pas décomposer I’équation en facteurs bi-
nomes du premier degré, différents des facteurs dans lesquels elle a
été décomposée.

395. Done elle ne saurait avoir de soluteurs différents desm solu-
leurs «, f, 7, etc. qui sont donnés par les équations alternalives *—a
=0, ou x—fB==0, 00 &— 3y =0, el

396. Il est évident d’ailleurs que si, apres avoir formé le premier
membre de la proposée a7 |- efc. = 0, par la multiplication des m
binomes #— &, ¥—@, x—y, ete. on voulail donner & ce premier
membre un plus grand nombre de facleurs, en répétant un ou pla-
sieurs des facteurs =z —a, ¥ — B, 2 — 7y, ele, il en résulterait un pro-
duit ’'un degré plus élevé que la proposée.
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397. Donc une équation du m™ degré a m soluteurs, et nen a pas
davantage.

398. SiT'onmultiplie deux 2 deux les mfacteurs binomesdu premier
degré, de I'équation 2 |- ete. =0, on formera des facleurs trinomes
du second degré, dont chacun pris & part sera diviseur du premier
membre de la proposée; et il est évident que le nombre de ces fac-
tears sera exprimé par la formule

sk
3
puisque cette formule indique le nombre des produits différents que
Pon peut former avec m letires, en les combinant deux & deux
(n° 344, K).

399. Cependant on doit bien comprendre que, s'il faut mahiplier
entre eux lous les facteurs binomes du premier degré pour former
le premier membre de équation, on n’obtiendrait pas en général
le méme résultat si Pon multipliait entre eux tous les facteurs tri-
nomes du second degré.

Par exemple, Péquation du troisitme degré

(2—a) (x—§) (3—7)=0,
a trois diviseurs binomes du premier degré, qui, muliipliés entre
eux, forment le premier membre de cette équation. Et quant i ses
diviseurs trinomes du second degré, leur nombre est de

3>(z_3
P

3

carelle est divisible par (z—a) (2——8), par (v —a) (x—17), et par
(x=—8) (x—17). Mais si I’on voulait multiplier entre enx ces trois
diviseurs, on obtiendrait au produit

(z=—a) (z—B) (z—2) (x—3) (z—B) (z—7),
quanlité du 6m° degré.

400. Si Pon multiplie trois & trois les m facteurs hinomes du pre-
mier degré de Téquation 27 - efe. == 0, on formera des facteurs
tétranomes du troisieme degré, dont chacun pris i part sera diviseur
du premier membre de la proposée; et il est évident que le nombre
de ces facteurs sera exprimé par la formule

m(m—1) (m—2),

H3
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puisque celte form ule indique le nombre des produits différents que
Uon peat former avec m lettres, en les combinant trois a lrois
(n° 344, K). :

Sur quoi il faut faire la méme observation que pour les divisenrs
du second degré (n® 399)- .
401. On trouvera de méme que le nombre des divisenrs du 4™° de-
gré, du 57 degré, elc. sera exprimé par les formules
m(m—1) (m—2) (m—3)
2.5.4

m(m—1) (m—2) (m—3) (m—4)
2.3.4.5 ;

ete.

402. Nous avons répété plusieurs fois que le premier membre de
Péquation a7 |- ete. = 0, étail égal au produit des m facteurs x—a,
w— @8, x—1y , ele.: O, il est évident que les quantités «, 8, ¥, eic.
jouent dans ce produit le méme role les unes que les autres, puis-
qu’elles entrent de la méme maniere dans les facteurs x—a, x—§8,
«— 7, efe. et que ces facteurs entrent aussi d’une maniére parfaite-
ment semblable dansle produit (z—a) (2 —B)(x—17). . .(2—A),
égal au premier membre de I’équation am |- ete. =o.

En sorte que si I'on sait de quelle maniére une des lettres «,
B, y, ete. concourt a la formation des coeflicients P, Q, R, etc.
on saura aussi de quelle maniére les autres lettres concourent a cetle
formation.

403. Cela posé, si 'on supposait e==f==y ....==A, le produit
(xr—2) (#=—8) (£ —7). . .. (#—21) deviendrait la puissance m du
binome x— «, et il aurait pour expression

m{m—1) a"z‘m—’:——-m( m—1) (m—2) edam—3 4.

2 303

Fam. ... (X)e
Or, la supposition que nous venons de faire n’a point pu changer
les = de notre produit, et il se trouve conlenir en effet les mémes
puissances de I'inconnue que Péquation proposce.

M — marm™—" +

Quant aux coeflicients, ils ont ¢é1é changés par cette méme sup-
position; mais nous les réiablirons sans peine sur leur vérilable pied.
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40%4. Dansle développement (X) ci-dessus, le coefficient du second
~terme est — me., ou
—(etata. ..}
il sera donc, dans le produit cherché,
— (@Bt .. N
car le premier n’étant composé que de m parties, le second ne peut

)5

non plus étre composé que de m parties; et d'aillears chacune des
m letires «, B, v, etc: devant y jouer le méme réle, elles y seronl
toules, et aucune ne sera répétée:

Le coefficient P du second terme dans le premier membre d'uné
équation qzmlcom/zm, dont le second membre est zéro, est donc égal
& la somme des soluteiurs e, B, 7, elc. de cette équation ; mais il a ui

signe contraire a celui de cetle somme.

405. Le coefficient du troisitme terme dans le développement

m(m— 1)

(X) étant «?, C'est-a-dire élant composé de («z) répété au-

tant de fois qu'on peut former de produits différents avec m letires,
en les prenant deax a deux (n° 344 K), le coeflicient du troisieme
terme dans le produit cherché, ou dans I'équation proposée, con-
tiendra les produits des lettres =, 85 %5 ... A, combinées deux 2
deux: car un des za deviendra =2 ou B, un autre deviendra ey ou yz,
el ainsi de suite, en prenant toujours des produits dilférents jusqu’a
ce guil y en ail autant qu'on en peut faire avec les m letires =, £,
iye o w e

Le coefficient Q du troisicme terme dans le premicr membre d’une
équation quelconque dont le second membre est zéro , est donc égal &
la somme des produits différents qu’on peut faire avee tous les solu-
teurs =, By 3, elc. decetle équation , en les combinant deux & deuz.
406. Le coeflicient du quatrieme terme dans le développement (X)

m{m—1) (m—2)

s AR

aulant de fois qu'on peut faire de produits diflérents avee m letires

«?, e’esl-a-dire élant composé de (axe) répélé

en les combinant trois & trois (n° 344 K), et le Lout pris en moins,
le coeflicient du quatritme terme dans le produit cherché, ou dans
I’équation proposce, contiendra les produits des lettres «, 8,5, ... A

combinées trois & trois; et le tout pris en moins: car un des see de-
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viendra By, ou ayB, ou elc. un auire deviendra w24, ou 4B, on ele.
€l ainsi de suite, en prenant toujours des produits difliérents jusquia
ce quiil y en ait autant qu'on peut en faire avec les m letives «, 2,
s+ o oA, en les prenant trois a trois.

Le coefficient R du quatriéme terme, dans le premicr membre dune
équation guelcou-yue dont le second membre est zéro, est denc égal &
la somme des produits différents qidon peut faire avee tous les solu—
teurs a, B, v, ete. de celte dquation , en les prenant trots & trois ; mais
ilaun sighe conlraire & celui de ceite somme.

407. Et ainsi desuile, en observant que le signe du second. terme
de Péquation, celui du quatrieme, celui du sixieme, elc. sont re-
spectivement contraires & celui de la somme des soluteurs, & celui de
la somme des produits des soluteurs pris trois & trois, & celui de la

somme des produits des soluleurs pris cing a cing, elc.

408. Enfin, le dernier terme du développement (X) étant —-a7—
o (x X aXa X ..a),ledernier terme du premier membre de I¢-
Qualion proposée sera == (a X £ X y X ... A), le signe - étant pour
le cas ot m sera pair, et lesigne — pour celui ol m sera impair.

Le dernier terme, dans le premier membre d'une équation quelcon-
que dont le second membre est zéro, est done égal au produit de tous
les soluteurs «, B, v, elc. de cetle équalion, ce produilt étant pris avec
son signe si le degré m de léquation est pair, et avec un signe con-
traire siledegré m est impair.

409. On pourra vérifier tout cela sur P'équation

x% 22 — 23z — Go=0,
dont les soluteurs sont 45, — 4, et — 3; et sur "équation

2 — 3= 722 —l—- x —I— 6==103
dont les soluteurs sont 4~ 1, — 1, — 2, -} 3.
410. En I'appliquant a équation :
a3 — 19‘2:—]—30: 0,
dont les soluteurs sont -2, - 3, et— 5, on observera que le second
terme manque (n” 379) , ou que son coeflicient est 0, parce que I'é-
quation ayant des soluteurs directs et inverses, et la somme degriins
€lant égale a celle des aulres, la somme tolale est zéro (n° 4ok).
411. Siune équation avait un soluteur égal & zéro, le produit de

29
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tous serait zéro, etle dernier terme manquerait dans celle équalion
(n” 377, 379, 381, 408).

Réciproquement si le dernier terme manque, il y a an moins un
soluteur égal a zéro; et si i les n derniers lermes manquent, il y an so-
lutears égaux a zéro.

412. 11 faut observer que si une équation a des soluteurs égausx
(n°® 392), dlotr il résulte que quelques-uns de ses facteurs » —«,
@—B, & — 3, etc.sont egaux (n° 3g0), les soluteurs égaux a d’aulres
doivent cependant étre mis en ligne de compte pour la formation
des coefficients de 'équation (n° 3g2).

Par exemple, dans une équation du quatrieme degré dont les so-
luteurs seraienl «; «, B, £, on aurait

P=—(@tatBfR)=—2(+8);

Q:au +uﬁ+ m.@+dﬁ+uﬁ+ﬁﬁ:¢‘—l—4aﬁ—l—ﬁ";
R = (aaB -} caB-}aBB | «BB) = — 2 (2B af?);
S == aafp = «*B*.

413. Ayant formé le produit des facteurs hinomes
(r—a) (2 —B) (x—7)---- (x—A),
si on le supposail égal & une quanlité Z, qui ne fit pas zéro, les
lettres «, B, 7, - - - A, D€ seraient pas les soluteurs de Péquation qui
résulterait de celle supposition ; mais cela n ‘empécherait pas que les
coeflicients des dilférents termes du produit (x — a) (x — B) ( —7)
. (#— A) ne fussent composés des lettres «, 8, 7, - -+ A, comme
nous Pavons dit dans les n®® 404, 405, 406, 407 et 408; seulemcnt il
ne faudrait pas perdre de vue que ces lettres ne seraient plus les
soluteurs.
Diailleurs, aprés avoir posé 'équation
(z—a) (2—B)(#—1)ss. (2—A)= VA
en retranchant Z de part et d’autre, on aurait
(#—a) (z—B) (.1:—-7). o (z—A)— A—lo:
effectuant la multiplication des facteurs, et réduisant le Lout avecla
quautilé Z, on aurail une équation dont le second membre serait
zéro, et les coefficients du premier seraient composés des.soluteurs
de celle équalion, comme nous l'avons dit aux n"* 404 i 408; ruais
ces soluteurs ne seraient plus les lettres e, £5 75 ... A,
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414. Aprés avoir démontré plusieurs propriélés qui appartiennent
a loules les équalions, il faudrait passer & la résolution de ces mémes
€qualions.

Si étant donnée Péquation générale

1m+ Pam—* + Qam—2 ... —I— Tz + U=—o,

on pouvait en lirer 7 valeurs de =, lelles que chacune fit exprimée
par une certaine combinaison des coeflicients P, 0, . T, U, etde
la lettre m, on aurait le résolution générale des équations : car une
équation plus ou moins particuliére étant donnée, en la comparant
avec Iéquation générale, on reconnaitrait pour ce cas les valeurs
particulieres des quantités désignées généralement par les lettres P,
Q... T, U, m; etsubstituant ces valeurs aux mémes lettres P, Q...
7, U, m,dans les m formules destinées a exprimer les valeurs de
on aurait les 7 soluteurs de 'équation donnée.

11 suffirait méme, pour la résolution générale des équations, d’a-
voir une formule qui exprimdt en 2, Q... 7, U, m, un des solu-
teurs de Péqualion générale : car, ayant trouvé par cette formule un
des soluteurs « d’une équation particuliére , on diviserait cetle équa-
tion par x— e (n° 387), et Pon obliendrait une noavelle équation,
dont le degré serait d’une unité moindre (n° 389). Ayant ensuite
lrouvé par la méme formule un des soluteurs 8 de cette nouvelle
équation, on diviserait celle-ci par = —§, pour avoir une troisicme
équation, dont le degré serail de deux unités moindre que celui de
la proposée ; et Fon conlinuerail ainsi jusqu’a ce que Pon edit trouvé
tous les soluteurs.

Mais les méthodes générales que on a pour Lrouver les soluteurs
(L’une équation quelconque, ne donnent ces soluteurs gu’au moyen
de séries illimitées (*), est-a-dire qu'elles ne les doanent que par
approsimation. (Consultez tout de suite le numéro 630.)

415. Cependant, quoique nous ne connaissions peint les soluteurs
de I'équalion

i + Pam—1 - Qam—2, . . -+ Te-} U=o,

€L que NOus BE puissions les exprimer généralement que par des sé-

(*) Fappelle ainsi les séries qub tendent vers une limite sans jamais y arriver

(n°* 128, 154).
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ries illimilées, nous savons qu’en représentant ces soluteurs par «,
i B, 7, &, efc. on a (n” 4ok a 4og)
a—!—B—I—y—l—-J‘—l—G!C.:——P
af -} ay -} ad - ete. - By 4 B8 - ete. 8 - ete. = Q '
ey |- ofid | ete. |- Byd - ete. = — R
af3yd efe. = i . :

En sorte que si les coeflicients P, ), R, ete. sont rationnels et ne
rénferment ‘point d’inconnues (n** 374, 375), on a d’une maniere
rationnelle et connue (y elit-il méme des soluteurs irrationnels),
1° la somme — P des m soluteurs ineonnus, 2°la somme Q de leurs
produits & deux lettres, 3° la somme — R de leurs produits a trois
lettres, et ainsi de suite.

416. Toute fonction (n°335D)comme P, ouQ, ou R, ou U, dans
laquelle plusteurs quantités a,B,y,d,elc. entrent en méme temps et
de la méme maniére, se nomme fonction symétrique de ces quan-
tités ().

417. Du reste, parmi les fonctions symétriques des soluteurs de
l’équali(m am - Pxm— | efe.— 0, celles du n” 415 ne sont pasles
senles qu'on puisse exprimer au moyen des coeflicients de celte équa-
tion ; nous allons entrer dans quelques détails & cet égard.

418, D’aprés ce que nous avons vu aux n® 386, 387, 388, si 'on
divise par 2— « Péqnation

am 4 Par—1L Qam—.,..+Tx4 U=o,

on aura pour quotient :
(A)
am—1 g a2 L g2 |am—3 L adlgm—io . feam
+2 P AP P
| +el  +oe + Q=
+R i
4 T

(*) Ilne faut pas confondre les fonctions symétriques avec les fonctions sembla-
* bles. Deux fouctions qui sont telles que «entre dans Pune de la méme maniere
que @ entre dans Vautre, sont des fonctions semblables de et de 8 (n® 335 D);
mais une fonction unique dans laquelle « et @ entrent en méme temps cl de Ja

méme manicre , est une fonction symétrique de @ ctde g,
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Si on la divise par z— £ seulement, on aura pour quotient
(B)
am—i | glam— 4 B a3 Elam—i. L pm
Lp -+ PB + Pg ~+ Pgn—
+Q! 4o + Qe
+R g
+ 7.
Si on la divise par = — y seulement, on aura pour quolient
(C)
am—1f ylam—i prlem—i 4 Plamrie . 9P
4+ P -+ Py 4Py | Prym=a
+el 4o + @
+R . oAt
+ 7,

D'ailleurs, cette équation étant du degré m, el ayant m diviseurs

et ainsi de suite.

du premier degré z—a, r—B, x—7, ete. (n° 389, 393), si on la
divise alternativement par tous ces diviseurs, on aura m Guolients.
419. Cela posé, il est facile de voir quesi 'on additionne lous ces
quotients entre eux , colonne par colonne , en allant du haut en bas,
on trouvera
1° Dans la premiére colonne verticale
a1 gt e - ete. = mam—r;
2° Dans la seconde colonne verticale
(:L—-FP»-I—B—I—P—!—}—[—P—{— ete.) am—s = (a+pf+y - ele. FmPy am—2,
%° Dans la troisicme colonne verticale
(«4-Pat- Q67 PE+- Q422 L1 Q- ete) am—d =[-8
-ete. 4P (B4 ete- Yfm) a3
4° Dans la quatrieme coldnue verticale
(@3- Parf-Qart- R B PB A QT 4Py Qe Brfrete)
am—i==[a4-g3-}-y ete. - '\u'*_Jrﬁ'-"|—;y’—|—e£c.)-{J\}_(:c--[- B+yt-ete.)
~+m B ]y
et ainsi de soite.
Fafin, daps la dernitre colonne verticale
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“m_l_l'P“m_a -*I‘“ Qmm_3+ ete. + T—}‘Bm_l—l—l"ﬂ?n—-l_'_ QB}N~—3+ Et{,__Al..
T+7m_[+P)m'—'1 -'l— Q‘]m‘"3 + ete. + 7’+ elc.— o1 + m—r + "
P ems -yt Qe - fete)
+ete.+-m T
420. Faisant pour abréger

a +0B 1+ tete. = 8§,

a"+8°+7‘+et(:. = Sﬁ

a3 -yt ete. = S,

am 4-Bm|-ym |-ete.==8, (*),
la premitre colonne étant toujours m 7, la seconde deviendra
(8, +mP)xm—,

la troisieme

(SQ+PSl-|—mQ).rm—3,

(851 PS+Q8,+mR)am—,
et ainsi de suite; et la derniere

BT —[—Pﬁm_l—}— QSy—3-+}ete. +mT.

421. La somme de tous les quotients pourra donc étre représenlée

la quatrieme

par la formule suivante

(=)
mxm—if 8 |am—f S lam—34  Silam—iiy . o Sps
~+mP -+ PS, -+ P§, + PSp—s
+mol 408, Qe
-+ mR + RSp—s
—|—m f
422. Maintenanl, puisqu’on a §, =— P (n® 415, 420), lesdeux

derniers termes de la fouction 8, PS8, -} m(Q sont connus: doir il
résulte que si Pon connaissait la valeur de la fonction méme, ou
qu’on put faire S, -} PS, |-mQ égal & une quanlité connue, on an-
rait aussi par la la valeur de 5,. Cette valeur étant tronvée, on con-

(*) Pour lire les seconds membres de ces équations, {ai trouvé commode de pro-

noncer S de 1, S dez2, Sde3, . . . Sdem : cela prévient toule équivoque.




DES FQUATIONS. 231

naitrait les trois derniers termes de la fonction S, 4 PS, - QS,
-+ mR, et si la valeur de cette fonction était connue, on trouverait
par la celle de S;, et ainsi de suite.

Clest-a-dire que, sans connaitre les soluteurs d’une équation , on
pourrait déterminer la somme de leurscarrés, celledeleurs cubes, ete.
sommes qui sont évidemment des fonctions symétriques de ces solu-

leurs.

423. Or, le premier membre de I'équation 27 - Pam—i|-ete.—o,
n’étantantre chose que le produit des 7 binomes r—a, x—10, x—7, ete.
(a° 389), chacun des quotients (A), (B), (C), etc. est composé
de tous ces mémes faclears » —a, 22— 0B, x—7 , eic, en exceptant
celui par lequel on a divisé pour avoir le quotient en question; ainsi
le quotient (A) ne contient pas le facteur r—a, maisil contient tous
les autres; le quotient (B) ne contient pas le facteur x — (3 , mais il
contient tous les autres; le quotient (C) ne contient pas le facteur
x—, mais il contient tous les autres, et ainsi de suite.

424. Le coefficient du 3™ terme de (A) est donc égal a la somme
de tous les produits a deux lettres qu’on peut faire avec les m—1
leltres(3; 3,4, efe. parmi lesquelles ne se trouve pas laleltre e (n° 405,
413, 423), Et comme on sait d’aillears que la somme des produils a
deux lettres qu’on peut faire avec les m lettres «, B, v, 4, eic. est
égale a Q (n* 405,413),ilen résulte que le coeflicient du 3™ terme

de (A) vaut
Q — atf} —ay — ad' — elc.

Cest-a-dire qu'il est égal & O diminué de tous les produits a deax
lettres dans lesquels entre la letire a.

On trouvera de méme que le coefficient du 3™ terme de (B) étant
égal a la somme de tous les produits a deux letires qu’on peut faire
avec les m— 1 lellres a, 7,4, efc. parmi lesquelles ne se lrouve pas
la lettre B, équivant a

Q-—dB——-By — 54— ele,

Cest-a-dire quiil est égal & Q diminué de lous les produits a deux
lettres dans lesquels entre la letire £.

On trouvera aussi que le coefficient du 3™ terme de (C) étant
égal & la somme des produits 3 deux letires qu'on peut faire avec les
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m—1 lettres «, 8, &, etc. parmi lesquelles ne se trouve pas la lettre
€quivaut a

Q) —ay—Ly—yd—eclc.
Cest-a-dire qu’il est égal 2 Q diminué de tous les produits & deux
lettres dans lesquels entre la lettre 5, et ainsi de suite.

425. Le coeflicient du 3™ terme dans la somme (=) des quotients

vaut donc
Q — ol —ay —ad — efe.

+ Q — a3 — By — L& —ete.
4 Q—ay —By—d —eic.
4+ Q —ad — B8 —yd —eic.
-+ ete. :
Cest-a-dire qu'il vaut
mQ — 9af} — 20y — 2ad — elc.
— 23y — 2648 — efc.
— 2yd'— elc.
2 2 — efC,
ou, ce qui revient au méme,

mQ—2 (e} oy L ad | ete. -} By |- B¢ - ete. -+ v fete)
ou enfin mQ — 2Q, parce que la quantité o |- =y 4-efe. - elc. n’est
autve chose que la somme des produits 4 deux leltres, qu’on peut for-

mer avec les m lettres «, B, ¥, &, ete. (*).

(¥) 11 est claiv que chacuu des produits & deux letires quon peut former avec
les m lettres &, B, ¥, &, ele. doit manquer deux fois dans la somme des quotients :
aB, par exemple, doit manqguer dans le guotient (A) qui n’a pas x—« parmi ses
factenrs, et dans le quotient (B} qui n'a pas x— B parmi les siens. Par une raison
semblable , @y doit manquer dans les quotients (A) et (C) ; et ainsi des autres.

Quant au nombre des produits a denx lettres qui doivent se trouver dans la

somme des quotients, la fonction mQ —2Q= (m—2)Q Uindique exactement : il y
mm—1)

a dans Q, produits & deux lettres (n® 405}, qui, pris m—2 fois, sont

m(m—1) {m—2 A 3
au nombre de .(_.)_‘_._!; et cest ce qui doit étre: car chacun des quotients
2

. m—1)\{m—2
(A}. (B), (C), erc. ne contenant que m—1 lettres , ne contient que {_)-——'()

2
Produils ddeux lettres, qui, pris m fois, c’est-a-dire autant de fois qu’il y a de
m(m—1) (m—2z)

quotients, dounent un nombre de produits exprimé par 2
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On a done SQ + PS[ + mf) = m) — QQ, d’otu Pon tire, en re-
tranchant de part et dautre PSS, +mQ,
8§, =—PS5, —20.

496. Le coefficient du 4™° terme de (A), si I'on change son signe,
est évidemment égal a la somme de tous les produits & trois lettres
qu'on peut faire avec les m—1 lettres B, 7, ¢ » efe. parmi lesquelles
ne se trouve pas la letire « (n® 406, 413, 423). Et comme on sait
d’ailleurs que la somme des produits a trois lettres qu'on peut faire
avec les m letires «, 8, 7, &, efe. est égalea — A (0™ 406, 413), il en
résulte que le coefficient du 4™° terme de (A), si Pon change son
signe, vaut

— R — afly —af3d — etc.—ayd—elc. — elc.

Cest-a-dire qu’il est égal a — &, diminué de tous les produits a trois
lettres dans lesquels entre la lettre =.

On trouvera de méme que le coeflicient du 4™° terme de (B) étant
égal, si I'on change son signe, 4 la somme de tous les produils a
trois letires qu’on peut faire avec les m— 1 lettres «, ¥, d', efc. parmi
lesquelles ne se trouve pas la letire 3, équivaut , moyennant ce chan-
gement de signe , 3

— R — af3y — af3d —elc. — yd — etc. — etc.
cest-a-dire qu'il est égal 4— R, diminué de tous les produils a trois
lettres dans lesquels entre la lettre B.

On trouvera aussi que le coefficient du 4™ terme de (C) étant
égal, si 'on changeson signe, a la somme des produits a rois lettres
qu’on peut former avec les 7 — 1 letlres «, 8, & , ete. parmi lesquelles
ne se trouve pasla lettre y, équivaut , moyennant ce changement de

signe, a
R — afly — ayd — elc. — Byd — etc. —elc.
el ” ronl % — J2. diminué de tous les produits & troi
Cest-a-dire qu'il est égal a— 4, € iminue produits a trois

lewres dans lesquels entre {a lettre y , et ainsi de cuite.

497. Le coellicient du 47° terme dans la somme (£) des quolients

vaut donc, si I'on change 501 signe,
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i — R — afy — afd — efe. — ayd — ofe.— ele.
— R — afly — afd — elc. — Byd — ete. — ete.
— R — afiy — ayd — cfe. — fyd — ele. — ete.
— R — afd — ayd = elc. — Byd — éte. — ete,
—ele.

c’est- a-dire qu’il vaut

ou, ce qui revient au méme,

—mR -+ 3R, il vaut mR—3A.

! en retranchant de part etd’autre PS, -}~ QS, +mR,
8§;=—PS,— (QS, — 3R.

2
dernier, qui, étant le ™%, donnera la valeurde Sp—,.

On aura d’abord, pour ce terme-la
» P y

d’ou l'on tirera
S =P NSRS e g

— mR — Bufy — 3aPd — ete. — Foyd — etc. — 36,4 — ete.

— mR — 3(uPy - aBd 3 etc. | 2y |- ete. —+ Byd J-ete.)
ou enfin, —mR—3(—R)=—mR-} 3R :carla quantité «£y -}
aBd -~ ete. - ele. west autre chose que la somme des produits  trois
letires, qu'on peut former avec les m letires «, 8, 5, 9, etc. (¥)
Voila donc ce que vaut le coefficient du 4™° terme , si on change
son signe; d’ottil suit que, si on ne le change pas, au lieu de valoir

On a donc S5+ PS, + QS, +mR—'mR—3R, dot Pontire,

428. En continuant de raisonner ainsi, on tirera du 5™ terme de
(=) la valeur de S;, du 6™ celle de §;, et ainsi de suite jusqu'an

St + PSps —]— 08, 3. + mT=mT—(m—1)T,

429. En rapprochant les formules qui donnent les sommes des
puissances des m soluteurs d’une équation, depuis la somme des

premiéres puissances jusqu’a celle des puissances m—1, on a

3R = (m— 3)R I'indique tel qu’il doit &tre,

(¥) 11 est clair que chacun des produits & trois lettres qu'on peut former avee
les s lettres &, B, ¥, £, efc, doit manquer trois fois dans la somune des quotients:
By , par exemple , doit manquer dans le quotient (A) , quin’a pas x —cparmi ses
facteurs ; dans le quotient (B), qui n'a pas ¥ — £ parmi les siens, et dans le quo-
tient (€), qui ne contient pas x — . Par une raison semblable, 28 4 doit manquer
dans les quotients (A), (B), (D), et ainsi des autres. Quant au nombre des pro-
duits & trois lettres qui doivent se trouver dans la somme des quoticuts, il est

facile de voir, en raisonnant comme dans la note du n® 425 , que la fonction mR—
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S, =—P
S, = — PS, — 20
S; = — PS8, —Q5: — 3R

Sy = — PSp—z — QSp_3.... —(m—1) T,

formules dont la loi est facile & saisir.

430. Appliquons cela i Péquation

x3 -t 2x* — 23y —Bo=0,
nous aurons P— 3, Q = —23, R=—— 6o, ce qui donnera par les
formules
8, =—2 et S,:&-}—&E::So.
Eten effet, lessoluteurs de I’équation étant | 5, —4&, —5 (n° 409),

on a immédiatement
S,oub5—b4—3=—2

S, ou 25-}-16-} 9= 5o.
L’équation x4 — 2! — 72> {-x-}-6 =0 donnant P=—1, Q=—7,
R —1,5=6, ona par les formules
Sy—atSi—n —End =18
S;=154+7— 3 =1g.
Et en effet, les soluteurs de I'équation étant +1,—1,—2,-} 3
(n° 409 ), on lronve immédiatement
S, ou 1—1—2a+4 3=1
S,ou1t144-4 g=15
S, on1—1—8-+427—1q.
L’équation 23 — 192z-}-30 = o donnant P=o, )=—19, R—30,
on a par les formules
S, =0, §,=0-}38=38.
Et en effet, les solutenrs de I'équation étant -}~ 2, 4 3, —5
(n° 410), on trouve immédiatement
S,oua+}+3—5=0
S, ou &} g -} 25—38.

Euﬁn,]’équatiun.-r:fl_-.r3~—1gm"+49.r—30r:0, donnant P——j,
Q=—19, R—149, S=-—30, 0ona par les formules
S, =1, Sy=13-136="59
S, — 39} 19— 147 = —8g,

ce dont nous sommes surs, quoique nous ne puissions le vérifier,
parce que celle fois nous ne sommes pas supposés connaitre les solu-

teurs de l’équaliun (n® 422).
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431. Tl faut observer que, dansles formules trouvées, m ne peut pas
varier  volonté lorsque Péquation est donnée, et que cette lettre
est nécessairement égale au degré de Péquation, ou au nombre de
ses soluteurs; en sorte que les formules, telles qu’elles ont é1é démon
trées, ne peuvent donner lasomme des puissances des soluteurs que
depuis]a puissance 1 jusqu’a la puissance m — 1, comme nous avons
déja dit (n° 429).

432. Mais si Pon reprend I'équation xm - Pxm—: | ete. — o, et

qu’on la multiplie par x#, on aura

x?ﬂ+ﬂ+P.1:m+ﬂ“‘ -+ Qumtn—2. . ... Tant1 + Uxn—=o,
équation qui a les mémes soluteurs «, 3, v, &, efc. que la proposée,
outre 7 soluteurs égaux i o ().

Cela posé , substituons successivement a x, dansPéquation am-n
+-Pamtn—rx L etc.— o, les m soluteurs «, 3, y, &, efe. nous aurons
les m/résultals suivants

amtn - Pamtn—r L Qamfn—r ., ., A+ Ter+1 L Uan—=o,
Brts - Pemtn—it QGmta—. . . . 4T} Ulr—o, ete.
et, en ajoutant tous ces résultals, nous trouverons

Sm-l'h'f"PSm"l-:zﬁl + Qsm*f-n—a e + TSn“f‘-l "f" US,=o,
Sm+r;:_PSna+n~1 SR QSm+n—z e B —TSule_' US,;,

équation dans laquelle on pourra faire varier », tandis que m restera

ou

toujours égal an degré de I'équation proposée, on ,ce quirevient an
méme, au nombre de ses soluteurs. :

433. En faisant successivement 7 égal 4 0, 41, 2 2, elc. et en
observant dailleurs que S,—=«°J-5°4-3° - ete.—=1 41 +1fete
=m , on ohtiendra les valeurs de Sy, de 8,41, de Sy+a, ete.

Rapprochant alors ces formules des précédentes, on formera le

(*) Les quantités e, 8, ¥, &, efe. réduisaut chacune o le premier membre de
Péquation o<~ pm 1 -}~ ete. =0, réduiront aussi d o le premier membre de
it ; S ;
I'équation ™7 -+ pymtn—1 -+ ete.= o: car 0 X 2" = o, quelle que soit

la valeur de 7,
D’un autre edué, il mangue dans I'équation P + P2 En ~+ ete. 4+
U7z — o les i derniers termes, depuis eelui qui renfermerait o jusqu’a celui

qui renfermerait 1%, en sorte qu'elle a n soluteurs égaux a o (nos 377, &i1).
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lableau suivant, que l'on appliquera si 'on veul aux équations du
n°® 43o, -

S,=—m

S] —=—P

S2 :-—PS, —-2Q

S,——PS,—QS,—3R

Sp=—=PSp—=—Q8p—s. ... —88,— T8, —mU

Sm-|—1:'—PS,,,—-QS,,,_, o =18, — US,—( In+l o

Sppg=—=PSpm+1—QSm+ .. .— US;—08, — (m-}2)0
ete. ete. (X).

434. Maintenant, si on multiplie 'une par autre les fonctions
anl _|_ﬁu._|_78 .-l-- etc. — Sn’ et a?-—!—ﬁ)’ + ¥P + ele. ZSP 3 ilen résuhera
un produit que I'on pourra ordonner ainsi,

(artof-prtr S ontp J-ete.) -+ anfp -} atfr - aryp - abyn - ete. -
Bnyp + BPy" -t ete. —-f—ete.) =8 SP'

Mais la fonction renfermée entre les premitres parentheses étant

égale & S,+;, celle qui est renfermée entre les secondes parentheses

sera donc égale

S” SP —_ S”+P‘

Clest la valeur dela fonction symétrique que I’on forme en combinant
deux & deux les soluteurs d’une équation, et en affectant ces solu-
teurs, chacun a leur tour, de Vexposant7n et de I'exposantp, que
nous supposons pour le moment entiers et directs. Cette valeur est
connue, puisqu'on connait, par les formules du n® 433, S,,, S; et
S,, ._I_.I.
435. En représentant , par exemple, les soluteurs de I'équation
a3 -} 2x° — 23x — Bo=0
par «, B, ¥, et faisant =1, et p—2, on aura
aff? + ﬂlﬂ—f_m}': __l_ o’y _t_'g.)? +.@‘-y: 5,8, — S:‘ :

or, dans ce cas 5, =—2, et §, =50 (n’ 430), ce qui donne S8,

(*) Pour faire mieux saisir l1a loi de ces formules, on a mis o dans les denx der-
Nidres, i la place des coeflicients qui viendraient aprés U7, evqui doivent en effet man-

Juer, puisque 7 est ::uplms‘{: ture e dernier ternie de I'équation proposée.
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= = 100, D'ailleurs, les formules du n° 433 font trouver ici $; =
— 100— 46 |- 180 == 34, en sorte qu'on a

A m,@’-}—a‘,@—]»—etc.:— 100 — 34 —=—134
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:
ce que, dans cetle occasion, nous pouvons vérifier, puisque nous
savons que les soluteurs de la proposée sont 5,— 4 et — 3 (n® 430)-
Nous les combinerons donc deux 4 deux, en les affectant chacun 2
leur tour de Vexposant 1 et de Pexposant 2, et nous aurons

80— 1004 45— 75— 36 — 48 = — 134,
comme lindique la formule.

436, Partant de Péquation trouvée ange |- ap@n - ete, = 88, —

Sx+tp> si on la multiplie par ai - A7 -}~ 214 etc. =5, on aura up
produit, que 'on pourra ordonner ainsi,

(amt982 + apfnt-q -l— an -y + alynq + ete. + 6”+37F+
f Brynt-1 - ete. | ete.) |-
; («2+167 - anfpta - abt-1yn - wtypt1 |- eto. - Got-ryn |-
i Grye-+1 - ete. -ete.) -}
(«f3py3 - af37yP - et 3n 44 —+ aPByn -}~ aifinyt -~ aif3pyn - eic. - ete,)—
8uS8pSq—Sutp S5
Mais la fonction renfermée entre les premitres parenthéses étant
égale a S,y Sp — Satp-g5 €t la fonction renfermée entre les se-
condes parenthéses étant égale & S48, — 8,444 (n° 434), celle
qui est renfermée entre les troisiemes parentheses sera done égale 2
SuSpSg—Snt-pSg — Sut4Sp — Spt-4Sn + 280t ptg-
Ceest la valeur de la fonclion symétrique que Ion forme en combi-
nant lrois & trois les soluteurs d’une équation, et en affectant ces
soluteurs chacun a leur tour de Vexposant n, de Pexposant p et de
Pexposant g.
437. En multipliant par «r - 8r |- 3 - ete. = S, la nouvelle
¢quation que nous venons de trouver, et qui exprime la valeur de
«"B0y1 -}~ efe. on tronvera un produit dont on pourra lirer la valeur
de «»fry997 |- ete. applicable au cas ol la proposée sera au moins dua
quatrieme degré, et aura au moins quatre soluteurs =, &, 5, &; et
ainsi de suite.
438. Du reste, il y a une observation trés-importante i faire sur
ces formules :
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Considérons la fonclion

Wiyl --aBiat - arfryd + alfly" + «1fm2 - aggpyn,
dans laquelle chaque terme est composé des trois letires« 2 5, écriles
dans le méme ordre, et affectées des exposantsn,p,q, auxquels on
a fait subir toutes les permutations dont ils élaient susceptibles
(0 344 D); cette fonction est par'la méme composée de six termes;
Mais si deux des exposants devenaient égaux, par exemplez et p, il est
clair que le premier terme deviendrait égal au troisitme, le second
du quatrieme, et le cinquieme au sixitme. Cela posé, si L'on écrivait
encore les six termes, on aurait
a”fryg + atByn _.|_ anBuyg + anfBiyn + alfnyn + alf@3ny”,
et la yaleur de ces six termes aurait pour expression (n® 436)
828 — SunSy — 28u+95u - 282044
Mais ces six termes, au lieu de former une seule et méme fonction,
formeraient proprement deux fonctions égales, dont chacuue serait
composée des trois lermes distincts
an By 1 _{._ au{.@q,n.}_ alf@nyn,
La valeur de cette derniére serait donc
3 (9380 —38:,8;—28,445, + 285 4.

En combinant ce que nous venons de dire pour ce cas particulier
avec ce que nous avons dit au n° 344 L, touchant les permutations
d’un certain nombre de letires lorsque plusieurs d’entre elles sont
semblables, on comprendra que, pour trouver lavalear d’une fonc-
lion symétrique de la forme a#@r,947 ete, - ete. lorsqu’il y aura des
exposanls égaux, et qu'on n'admetira pasla répétition des termes
¢égaux, il faudra calculer cette valear comme si Pon voulait admettre
la répétition des termes égaux; puis, en désignant les exposants iné-
gaux par n, n', n", etc. diviser la valeur trouvée, 1° par le nombre
des permulalions d’autant de lettres qu’il y aara d’exposants égaux
dn, 20 par le nombre des permutations d’autant de lettres qu'il y
aura d’exposants égaux 2 ', 3° par le nombre des permultations d’an-
tant de lettres qu’il y aura d’exposants égaux a r” ; et ainsi de suie,

439. §'il se présentait quelque fonction symétrique fractionnaire,
on ferait la somme de tous ses termes en les réduisant an méme dé-
Nominateur, et 'on aurait une fraction, dont le numérateur et le
dénominateur seraient des fonctions symélriques enticres, et dont
on trouverail par conséquent la valeur par les formules précédentes,

i
|
|
1
|
i
i
|
|
{
]
{
?
{
3
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PROPRIETES GENERALES DES EQUATIONS.
Par exemple,
e ] « y B Ly #¢’7+‘52/+u“}9—!—£7"‘+¢2’-i— ay’ g

STttt

o ¥ a ¥ <] By

3 (0% 434, 406, 408).

Par exemple encore,

1 4 1 X 1 Bryp - aryp - arfi?

al f3r 7 =P2PyP S
1052 —8,

i) (n>* 434, 438, 406, 408).

(—R)
Sur quoi il est bon d’observer que

— ;—;— =a—r-4-p—2t}r—P=5—.

440. Venons maintenant & la recherche effective des soluteurs
des équations, qui est le but principal de cette seconde partie, les
chapitres qui précedent devant étre considérés comme une introduc-
tion a cette recherche.

D’apres les observations du n° 357, et pour proceder avec un cer-
tain ordre, nous traiterons d’abord des problémes qui fournissent
autant ’équations que d’inconnues; et nous parlerons ensuite de
ceux qui donnent ou plus ou moins d’équations qu'ils ne donnent

d’inconnues.




SECTION IL

De la résolution des équations.

PREMIERE SOUS-DIVISION.

Des problemes qui fournissent autant d’équaiions que
d’inconnizes.

441. Les problémes que nous alloos considérer ici, ou ne donnent
qu’une inconnue, ouils en donnent plus d’une; mais loujoﬁrs le nom-
bre des équations que Von en peut tirer est égal au nombre des in-
Connues.

449. Une premiere chose & observer & cel égard, clest que tel pro-
bléme gui s'annonce comme appartenant i cetle classe, peut cepen-
dant ne pas lui appartenir; le suivant est dans ce cas:

Trouper dewx nombres dont {a somme soit 7, et dont le double du
second, ajouté aw double du premier , fasse 14.

En représentant ces deux nombres par # et ), on a les équntions

xr —]—‘1":_7 3 27 —{—2_-}( =14,

Mais il est facile de voir que 22 -}~ 2y n'est aulre chose que le dou-
ble de -}y, et que 14 n'est aulre chose que le double de 7; en
sorte que non-seulement une de ces ¢qualions est une conséquence
de autre , mais encore 'une n’exprime rien de plus que Pautre, d’olt
il résulte qu’une des deux peut étre supprimée.

Ce probléme a deux inconnues ne fournissant donc proprement
quune équation, n'appartient pas a la classe de ceux qui doivent
Dous occuper actuellement , et il en serait de méme de tons ceux qui,
avecs, ou 3, ou 4, ou elc. inconnues, donneraient aussi ou 2, ou 3, ou
%, ou elc. équations, dont’une on pius d’'une n'exprimerait rien de

Plus que les autres.
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443. Du reste, lors méme qu'on n'apercevrait pas du premier
abord Fidentité de ces équations, il ne pourrait point y avoir d’in-
convéunient a les traiter comme si elles exprimaient des conditions
différentes; la suite du calcul ne pourrait manquer de faire recon-
naitre ce que l'on n’aurait pas su voir d’entrée.

444. Une seconde observation i faire dans la matiere qui nous
occupe, c'est que le cas des problemes 2 plus d’une inconnue et au-
tant d’équations, rentre quelquefois de lui-méme, en tout ou en
partie, dans celui des problemes & une inconnue et une €quation,
comme nous allons le voir par les questions suivantes :

445. Premitee Question. Trouver trois nombres, dont le premier,
multiplié par 7, donne 35; dont le second, multiplié par 2, et divisé
par3,donne 36 et dont le troisiéme, multiplié par &, donne un produit
tel que, si on en retranche 12, il reste 20.

On voit tout de suite que ce probléme se décompose en trois au-
tres, qui n'ont entre eux ancune liaison, car il revient A ceci:

1° Lrouver un nombre qui , multiplié par 7, donne 35;

2° Trouver un nombre qui ,multiplié par 2 et divisé par 3 , donne 36.

3° Trouver un nombre qui, multiplié par &, donne un produit tel que,
si lonen retranche 12, on ait pour reste 20.

Evil est claiv qu'a chacun de ces problemes répond une des trois
équalions

Tx=—=30, 2~3‘?:=36, 4z — 12==120.

En général, si un probléme qui donne deux ou plusieurs incon-
nues et aulant d’équalions, est tel que chaque équation ne con-
tienne qu’une seule inconnue, outre les connues qu’elle doit alors né-
cessairement contenir pour signifier quelque chose (n°* 50,51,373),
ce probleme n’est évidemment qu’un assemblage de problémes diffé-
“rents et indépendants les uns des autres , @ chacun desquels répond
une des équations dont il s’agit. Tl rentre done en totalité (n” 444)
daus le cas'des problémes a une inconnue et une équation.

446. SeconDE QuEsTiON. Trouver trois nombres avec ces condi-
tions : la somme des deux premiers est 7 , leur différence est 1, et le
trotsiéme, multiplié par 8, donne 4o.

En représentant ces nombres par x,, =, ona



DES EQUATIONS. 243
.V+y=7, XL—F =1, 8z=4o.

Cela posé, examirons a partchacune dés conditions du problénie.

I faut d’abord que lasomme des deux premiers nombres soit i
€€ qui, pour ne parler que desnombres entiers et directs, peut avoir
licu de 1rois manitres, cest-a=dire lorsque on prend 1 et 6, lorsque
Pan prend 2 et 5, et lorsque I'on prend 3 et 4.

Il faut ensuite que la différence des deux premiers nombres soit 1,
e qui, en isolant cette condition, peut avoir lieu d’un nombre illi-
Wilé de manicres, car on a

2—1:=1, 3—a=1, §—3F=1, efc. elc.

1l faut enfin que le troisitme nombre, maltiplié par 8, donne 40,
e qui ne peat avoir lien que d’une manitre, c’est-a-dire en multi-
pliant 5 par 3.

Maintenant, si Pon réunit les deux premiéres conditions, elles ne
Pourront étre salisfaites en méme temps que par les nombres 3 et 4,
Parce qu'il 0’y a que ces nombres dont la somme soit 7 et la diffé-
Tence 1.

Mais si nous voulions aussi réunir la derniére condition aux deux
Premiéres, nous verrions qu’elle g’y refuse en quelque sorte, c’est-a-
dire que celte troisieme condilion ne se lie en aveune maniéreanx
aulres, el qu’on pourrail changer celle-cisans dénaturer celles-1a, et
réciproquement.

Le probleme actuel revient donc 4 ces deux:

1° Trouver deux nombres dont la somime soit 7 et la différence 1.

2° Trouver un nombre qui, multiplié par 8 ; donne 4o.

Cet exemple fait voir que, si les équations d’un probléme ne peu-
vent pas toutes s'isoler,ou ne sont pas toutes indépendantes les unes
des autres, cela peut cependant avoir lieu pour quelques-unes d’entre
elles. Lorsque cela arrive, le probléme rentre en partie (n° 444)dans
le cas des problemes & une inconnue et une équation.

447. Du reste, les réflexions que nous venons de faire sur la dé-
Pendance ou la non dépendance réciproque des conditions ou des
€quations d’un pmbii:mc, nous conduiront a voir quels sont les ca-
Yaclbres généraus de cetle dépendance ou non dépendance,

Il est clair que si I’équation 8z == 40 n’est point liée aux équations
-l g ely—y =1, cestquelinconnuez que contient celle-Ta

ne se frouve point dans celles-ci, en sorte que la valeur de cetie in-
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connue ne dépend que de 'équation 8z = 4o. Il n'est pas moins
évident gue si les équations » 4=y =7 et ¥ — y —1 sont liées
entre elles, cest que la méme inconnue, x ou y, se trouve dans les
deux; en sorte que sa valeur dépend des deus équations ensemble,
et gu'elle doit satisfaire & Pune comme a lautre.

1l faut donc en général, pour que deux équations soient liées,
1°  quune méme inconnue au moins se treuve dans les deus
27 qu’elles contiennent ensemble pour le moins denx inconnues.

La premiére de ces condilions suit évidemment detout ce que nous
venons de dire; el quant ala seconde, il est manifeste que si Pon vou-
lait poser deux équations avec une seule et méme inconnue, ou ces
¢équations seraient contradicloires, et ne pourraient coexister, clest=
a-dire que inconnue n'aurait pas la méme valeur dans les deux, ou
il y aurait tovjours une des équations qui n’exprimerait rien de plus
que lautre, et on pourrait la supprimer,

Maintenant, trois ou un plus grand nombre d’équations étant don-
nées, si on peut les arranger de maniére a ce que la premitre ait avee
la seconde les rapports que nous venons d’indiguer, qu’il en soit de
méme de Ja seconde avec la troisicme, de la troisibme avee la qua-
trieme, et ainsi de suite, loules ces équalions seront liées entre elles:
el aucune ne pourra se détacher des autres, ou s’isoler, sans que le
probléme qui sera censé avoir fourni ces équations ne soit changé.

Ainsi les quatre équations ax by =c¢, lu = m, dy ez = f,
85 -~ hu==i, sont liées entre elles, parce quen les arrangeant de
Pune on de Pautre de ces manieres,

av4-by —=¢ I ==m
dy ;- ez =f ge =7
g =i dy - e5 =}
lu=—m axv by —=e,
la premiére estliée a la seconde , la seconde 2 Ia troisieme, el la troi-
sieme a la quatrieme.

148. Cela posé, nous avons deux questions & examiner :

1° Etant donnée une Cquation & uneinconnue , dans quel eas peut-
on la résoudre?

2° Etant données deux ou plusieurs équations, qui renferment en-

semble un nombre d’inconnues égal au nombre de ces équdations, €t
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qui sont d’ailleurs lides entre elles (n° 447), peut-on parvenir & con-
naitre la valeur de ces inconnues?

En s'occupant de ces questions, on a trouvé que la seconde se
famenail & la premiére, cest-a-dire quon pouvait des diverses
équations fournies par un probléme, dans le cas dont il Sagit ici,
lirer d’autres équations ne renfermant chacune qu’une des inconnues
du probleme.

On a vu de plus que, pour opérer celte espece de conversion, il
Wélait pas nécessaire de savoir d’avance résoudre les équations a une
inconnue, et qu'en revanche il était indispensable de connaitre
quelques procédés relatifs a celte méme conyersion, pour pou-
Yoir traiter d’'une maniére un peu générale la premiére guestion.

D’apres tout cela , nous allons partager cette sous-division en deux
autres : nous parlerons en premier lien des problemes a plusieurs
inconnues et aulant d’équations, et en second lieu des problemes a

une inconnue et une équation.

§ L

Des problémes & plusieurs inconnues et autant &’équations,

449. Nous avons déja va quelques problémes @ deux inconnues
et deux équations (n* 347 A, 350 A, 446), etl'on doit comprendre
par cenx-la qu’il peut s’en trouver a trois inconnues et Lrois équa-
tions, & qualre inconuues et qualre équalions, el ainsi de suile.

On doit sentir dailleurs que ces équations peuvent étre de degrés
plus ou moins élevés, non-seulement dans diflérents problémes, mais
quelquelois aussi dans le méme probleme.

450. Cela posé, pour que les commencants aient plus de facilité a
saisir ce que nous avons a dire sur cetle matiére, nous prendrons
d’abord quelques exemples particuliers; mais nous ne nous attache-
rons cependant point pour le moment a ceux des n* 347 A, 350 A,
eL 446, dont la trop grande simplicité ne serait pas avantageuse au
dé\-e[oppcmcm d’une méthode qui doit embrasser tous les cas.

i51. Soient les deux équations

x? oy v —8=0....(A)
a2 mb=0.1.. (B),

Yue I'on suppose exprimer deux conditions d’un méme probléeme,
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Si ces conditions n’ont rien de contradictoire, ou, en ’autres Ler-
mes, si elles peuvent avoir lien en méme temps, 'inconne y, qui est
au premier degré dans les deux équations, aura dans Pune la méme
valeur que dansl'autre, et 'on en pourra dire autant d'une au moins
des deux valeurs de & que doivent fournir chacane de ces équations,
qui sont toutes deux du second degré en x (n* 375, 397).

452. Cela posé, nous observerons d’abord que si les denx valeurs
de zquedoit fournir une quelconque de ces équations, pouvaientsalis-
faire indifféremment a 'autre équation , il faudrait que les coefficients
du second terme dans les deux équationsfussent égaux, de méme que
les derniers termes, ou quel’on efit en méme temps (n* 375, 404, 408).

2y =2y el —8=—6.

Mais le second de ces résuliats élant absurde, les deux équations
(A) et (B) ousont coniradictoires, ou n'ont dumoins qu'une valeur
de » commune.

453. Supposons pour un moment qu’elles ne soient pas contradic-
toires, el représentons par « el 8 les valeurs de = que doit fournir (A).
Si z est la valeur commune, elle satisfera a (B), et 'on aura

a4 2y.a—6=0.... (B").
En revanche, si c'est B qui est la valeur commune, on aura
g =2y.8 —6=o0....(B").

Dans notre supposition actuelle, une de ces deux dernieres équa-
tions est donc vraie , et I'autre ne Pest pas; ou, si 'on veut, le premier
membre de I'une équivaut & o, et non celui de l'autre. Mais si Pon
multiplie ces deux premiers membres entre eux, lear produit étant
composé¢ de deux facteurs dont un est nul, sera nul, et Pon aura
a2y (af*-a \—b6 (2> R¥)-by* wB)y—12y(a}-B)}-36=o0. . . .(E).

Or, I'équation (A), dont a.et 2 sou les soluteurs, lorsqu’on consi-
dire y comme connue (n° 375) , donne e —|-g—=—2ay =— I n" 4ok,
el a——8=0Q (n” 408). D’aillears, R—=o, parce qu'il n’y a point
de qualriéme terme. Dela on tire (n™ 433, 434)

S, =—2ay 8§, —— 8y’ —48y, !
S,=hy*16 §,8,—8,=16y.
Joignant & ces valeurs celle de a’f? = («f)® = Q> —=(—38,' =64, et
. Jes substituant toutes, dans P'équation (E), aux fonctions symétriques

de « et de &, on obticnt
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64-f-ay (165) =B (ly?4-16) 4 by* (—B)— 12y (—a9) +-36 =0,
Puis, en effectuant les multiplications, eflacant les termes qui se dé-

Uruisent, et réduisant, on trouve
b= (F)

454. Celte équation, qu'on appelle Péguation finale , élantici ab-
Surde ou fausse, prouve que Péqualion (E) Pest aussi, de méme que
les deux équations (B') et (B”): carsi une seule de ces deux dernieres
el é1é vraie, il y aurait eu un des facteurs du premier membre de (E)
qui aurait é16 0, el ce premier membre se détruisant par la, les équa-
tions (I2) et (F) auraient été vraies. ®

1l résulte de 14 que ni Pune ni lautre des valeurs de x de I'équa-
lion (A) ne peut satisfaire a Péquation (B), et que ces équalions
Wayanl aucune valeur de x commune sont conlradictoires, de méme
que les conditions que ces équations élaient supposées exprimer.

455. Aulieu d’appeler « et £ les deux valeurs de x de 'équation (A),
et de les substituer dans Péquation (B), on aurait pu désigner ainsi
les deux valeurs de x de I’équation (B), et les substituer dans P'équa-
lion (A); alors, en opérant comme nous avons fait, on serait arrivé
duméme résultat. On aurait pu aussi, an lieu d’ordonner les équnations
Pour I'inconnue &, les ordonner pour linconnue y. Mais nous ver-
rous tout cela dans Pexemple suivant, celui-ci ne méritant pas de
Nous arréler davanlage.

Du reste, si on trouve que la contradiction des équalions propo-
sées pouvail s’apercevoir ici d’un coup d’eil, il n’en serait pas tou-
Jours de méme, et il était utile de voir quels résultals on obtenait
dans les cas de cette nature.

456, Soient maintenant les deux équations

x*2y.z— 8 =0....(A)

.1:1—3)’..7,'-]— 2y =—=0.: s (B) s
que Pon suppose encore exprimer deux conditions d’un méme pro- .
bleme.

Il ne sera peat-étre pas superfla que nous répétions tout au long
Pour ce cas le raisonnement que nous avons fait pour le cas pré-
Cédent,

Si les conditions du probleme n’ont rien de coniradictoire ; ou, en
Qautres termes, si elles peuventavoir lieu en méme temps, lincon-

lue y, qui est au premier degré dans les denx équations, aura dans
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P'une la méme valeur que dans 'autre, et Pon en pourra dire autant
d’une au moins des deux valeurs de x que doivent fournir cha-
cuve de ces équations, qui sont toutes deus du second degré en *
(n® 375, 397 ).

457. Cela posé, nous observerons d’abord que, si les denx va-
leurs de =, que doit fournir une quelconque de ces équations,
pouvaient satisfaire indifféremment i Pautre équation, on aurait
(n° 375, 404, 408)

; =t o —8=Fw;
mais le résultat — 2y = -I- 3y, qui se réduit (n° 363) a—2—=-43,
est ahsurde ; done, ou les deux équations (A) et (B) sont contradic-
toires, ou elles n’ont du moins qu’une valeur de x ccmmune.

458. Supposons pour un moment u’elles ne soient pas contradic-
toires, et représentons par « et @ les valeurs de x que doit fournir (A).
Si « est la valeur commune, elle satisfera a (B), et I'on aura

a*—3y.e--ay—o.... (B").
En revanche, si c’est 8 qui est la valear commune , on aura

B2 —3yB-4-2y=o0,...(B").
Dans notre supposition actuelle , une de ces denx dernitres équations
est doncvraie, et l'autre ne Pest pas; ou,sil'on veut, le premiermembre
de P'une équi\'au! 4 0, et non celui de 'antre:. Mais si 'on multiplie
ces deux premiers membres entre eux , leur produit étant composé
de deux facteurs dont un est nul, sera nul, et 'on aura

a*f — 3By (af*-«B)+ a2y (2*+£* )+ 9y*(28) — 6y* («+-8)

’ +4y*=o0....(E).

Or, Péquation (A) dont « et 2 sont les soluteurs lorsqu’on consi-

dére y comme connue (n° 375), donne e -2 = —2y —— P (n° 4ok),
et 8 =— — 8 =0Q (n°408). Dailleurs, R=—o, parce quil n’y a point -
de quatrieme terme. De la on tire (n™ 433, 434)
S, =—2r S, —=— 8y} — 48y
Ss:@l}u,_{_lﬁ 5182—85:-;Gy.

Joignant a ces valeurs celle de «*8* = («8)* = Q* = (— 8)* =64,
el les substituant toutes, dans I'équation (E), aux fonctions symétri-
ques de = et de 8, on obtient d’abord

643y (16y) 2y (by*+16) 91> (—8) —6y* (—ay)4-by* =0j
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Puis, en effectuant lesmultiplications, réduisant, ordonnant et divi-
$ant tous les termes par &,
§y% = 2yy? + 8!+ po=0.2", (F).

459. Cette équation, qui est Péquation {inale (n° 454), n'offrant
aucune counlradiction, les équations (A) et (B) ont ane valeur com-
Mune (n° 457); on voit d'ailleurs que Péquation (F) ne contient plus
que Pinconnue s, en sorte quelle rentre dans le cas des équations
A une incounuve. Lorsqu’on saura résondre ces équations-li, on
Pourra trouver lessoluteurs de (F), et les substituer successivement
ala place de y dansles équations (A) et (B), qui, ne contenant plus
alors que linconnue x, rentreront aussi dans le cas des équations a
une inconnue.

Pour que P'on se fasse une idée juste de cette facon de procéder,
Nous indiquerons ici d’avance que I'unité est un des soluteurs de (F),
ce qu'il est facile de vérifier en meltant 1 et ses puissances a la place
de 3 et de ses puissances dans Péquation (F), qoi deviendra ainsi

5—29-}8-+16=o0.

Sachant done que y = 1, on mettra cette valeur & la place de y
dang les équations (A) et (B), qui donneront ainsi

a8 —8=o0,

x*—3Jx+42=0,
€quations 4 une inconnue, dont chacune pourra fournip, lm‘squ‘on
saura les résoudre, deux valeurs pour x (n” 397), parmi lesquelles
une sera commune aux deux équations, comme rous venons de lg
dive,

460. Du reste, il est un moyen de simplifier la recherche de ce
soluteur commun : car si onle représente par =, chacune des équa-
tions en & sera divisible par x — « (n° 387), en sorte que ¥ — 2 sera un
diviseur commun des deux équations, et sera méme dans ce cas lear
plus grand commun diviseur, puisqu’elles n’ont qu'nne valeur de x
Commune.

Or, si l'on cherche le plus grand commun diviseor de ces équa-
liqns’ on trouvera que c’est v — 2, d’olu il résulte que «==2, ou que
2 est le nombre qui satisfait en méme lemps aux équations (A) et
(B), lorsqu’on y a mis 1 pour .

461. Mais Péquation finale eny etant ici du 3™ degré, doit avoir

a0
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trois soluteurs, qui, mis chacun a part a la place de y, dans les équa-
tions (A) et (B), donneraient Lrois couples d’équations en x, d’otrl'on
tirerait trois valeurs de cette inconnue, On aurait donc trois valeurs
d’y, et trois valeurs correspondantes d’x.

462. Au lien de représenter par « et f les deux valeurs de x de
Péquation (A), si nous enssions représenté par ces mémes caracteres
les deux valeurs de a de Téguation (B), nous aurions eu, en les

substituant dans (A),
oun «* +2]‘.a— 8 =0,

ou f? |- 2y.f—8 =0;
multipliant les deux premiers membres entre eux, nous aurions
trouvé, pour 'un et Paatre cas,

a’f? —l—- 2y(«p? -l—a‘ﬁ) — 8 (a2 —[-« B‘)+ 4f1.dB o 16)‘ (a.-—|—- ﬁ)+64 —0;

mais I'équation (B), dont s et 8 sont les soluteurs, donne P— — 3y,
Q=2y, R=o0, d'ot l'on tire

Sy =3y " §5=127)® —18)°

S =gy* — by 5,8, — 8 = 6)°;

joignant a ces valeurs celle de 8= Q* = 4y*, et les substituant
toutes dans 'équation aux fonclions symétriques, nous aurions éga-
lement obtenu, apres toutes les réductions,

5y —29y*+8r+16=0o0

pour Péguation finale en y, comme dans le n° 458.

463. Si au lieu d’ordonner les équations (A) et (B) pour lincon-
nue x (n° 375), on les eiit ordonnées pour l'inconnue y, on aurait en
x? —8

r+——=o0...(A)

“r+ﬂ—5x

Désignant alors par «la valeur d’y de(A), et substituant celte va-
leur dans (B), on aurait trouvé

ot

Or, I'équation (A) donne P = ot

o

soluteur, il est évident que S, = « Mais ¢n général S, — — P ; on
x?* — 8

= (B

X3

= 0.
2—3x

; et comme elle n’a qu'un

a donc ici &« = — , et, par conséquent ,
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De la on tire, en multipliant toute I'équation par ax (2 — 3x)

(° 384,

533 —ax*—abx 4 16=0,:

€quation finale en z, qui,si on savait la résoudre, donuerait pour =
les trois valeurs dont nous avons parlé au n° 461. Alors ces valeurs,
Subsiituées successivement 4 = dans Péquation (A ) ou dans Iéqua-
lion (B), donneraient trois équations en y, dont on pourrait tirer les
lrois valeurs de cette inconnue, dont on a aussi {ait mention au
n® 46,

Je dis dans l'équation (A) ou dans Péquation (B), car elles n’ont
thacune gu’un soluteur eny pour une méme valeur de », et ce so-
lutear doit étre le méme dans les deux équations.

Ainsi, comme nous savons qu’une des valeurs de = est 2 (n° 460),
ce que I'on peut du reste vérifier en metiant 2 & la place de = dans
Péquation finale que nous venons de trouver, si l'on substitue ce
Bombre a = dans les équations (A) et (B), elles donnent P'une et 'au-
tre pour résultat ¥ — 1 =o0, d’oli 'on tire y = 1.

464. Le procédé que nous venons d’employer pour tirer des éga-
lirgs proposées une équation finale en 2, ou pour éliminer (n® 368)
Pinconnuey, est le méme que celui dont nous nous sommes servis,
dans les n°* 458 et 462, pour tirer de ces égalilés une équation finale
en y, ou pour éliminer x; cependant P'application de ce procédé s'est
trouvée ici plus simple et plus facile.

11 peut done, dans certains cas, y avoir un avantage a éliminer
telle inconnue plutét que telle antre; mais 'habitude du calcul etla
réflexion feront aisément distinguer ces cas, et reconnaitre 'inconnue
4 éliminer de préférence.

465. Il .ne sera pas inutile de faire encore ici une observation,
qui tende i éclaircir la méthode.

Si nous désignons par aet g, comme dans le n® 458, les soluteurs
€n » de I'équation (A) du n° 456, et qu'an lieu de les substituer & »
dang I'équadon (B), comme au n° 458 , nous les meltions a la place
de cette inconnue dans Péquation méme qui les a donnés, il est clair

‘Jue nous aurons
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a'+4-2y.a — 8 =0,
g* —[_ 2y — 8 =o0;
multipliant Pune par Pautre ces deux équations, nous trouverons .
comme au n° 46a,
e~ 27(af* + a*B) — 8 (& 4~ 82) F~ by a8 — 16y (a - B) |- 64 =0;
mais « et £ étant supposés ici les soluteurs de Féquation (A), et non
de Péquation (B), nous aurons, comme au n° 458, P — 2y, Q=
— 8,8, =—ay,5,=4r*}16, 8, —— 8% — 48y, §,8,—8;
= 16y, et «?f* = 64; en sorte que nous tirerons de 1a
64+ 27(16y) — 8 (4y* - 16) - 4y* (—8) — 16y (—27) +-64=0;
ou, en cffectuant les multiplications,
64432y —Bay? — 128 —B2p* |- Boys - 64 =0; ... (I)
Or, si l'on efface les termes en  qui se détruisent, on aura
64— 128+ 64— 0,
d’otr Pon pourra tirer 0==0, on 128 == 128, ou d'autres résultats
semblables, trés-vrais en enx-mémes, mais qui n’apprennent rien.
On- obtiendrait un résultat équivalent en opérant sur (B) comme
nous venons de le faire sur (A).

{65, Les équations de cette espéce, c'est-a-dire celles doni tous
les lermes se détruisent évidemment d’enx-mémes, et sans ancune
supposition particuliére, en sorte que Pon en peut immédiatement
tiver a==o0, se nomment des équations identigues (¥).

Lorsqu’elles renferment une ou plus d’une inconnue, elles prou-
vent gqu’on peut prendre pour ces inconnues tous les nombres pos-
sibles. Ainsi, quelque valeur qu'on donne » dans Péquation (I)du
numéro précédent, on trouve toujours 0= o.

167, Pour peu qu’on y réfléchisse, on verra clairement que st
nous sommes arrivés dans le n® 465 i upe ﬂq\mlinu identique, c’est
que, des deus équations données (A) et {B), nous n'avons employé
dans notre caleul que Véquation (A ), qm nous avonsainsi isolée de

l'autre; (]'I.IOl(ill e“ia 1{15@'_1‘.[ ]It’i‘..\ entre clies et '1\'1'1).1‘&'1]85 pﬁ[‘ un a‘L:lii

(*) Une seule éq juation est mu{'-mul e Im-uu elle a les carvactéres que nous ve-

nous ¢ lll(!i«[n-“ 3 1 ais on it \ll'a‘sl (]A e deuax “ll' ations sont ident H( 1€5, 14 I!I!Cl(!x!‘

tivement i Fautre, lousqu'elles nexpriment qu'nne méme condition (u% 442, 443)-

Nous les appellerons ide nitiques entre clles.
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€t méme probleme. Nous avons donc dénaturé ce probléme; et il est
évident d’ailleurs que, si Ion ne considére que la seule équation
a* 49y, x—8==0, on pourray mellre, & la place de ¥, un nombre &
volonté, et qu’on trouvera toujours aprés cela deux valeurs de x qui
satisferont a Péquation, telle qu'elle sera alors (n° 385, 397); clest
aussi I ce qu'indique I'équation identique en y & laquelle nous som-
mes parvenus (0 465, 466).

En outre, cetle équation & - 2y.2x— 8 = o0, ainsi isolée, n'ap-
Partient plus  la classe de celles que mous examinons & préseut,
Puisqu’elle est seule et contient deux inconnues.

468. D'aprés lout cela, on voit bien que si Ion voulait chercher

Péquation finale en 5 que peuvent donner les équations
Zdty=7, ax-tar=1,

que nous avons considérées au n° 442, on arriverait a une équation

identique, puisquelles w'expriment Pune el Vautre qu'une méme

condition, et ne doivent étre envisagées que comme une seule et

méme équation (n° 442).

469. Il est done clair que si de deux équations données, renfer-
mant deux inconnues, Pune n’exprime rien de plus que lautre,
Pélimination d’une desinconnues conduiraa ane équation identique.

Mais il n’en faudrait pas conclure réciproquement que, si Pélimi-
nation d’une inconnue entre deux équalions deux inconnues a
conduit 4 une équation identique, ces deux équalions n'expriment
rien de plus Pune que lautre, et qu’on puisse en supprimer une.

Supposons, pour développer cela, qu’un probleme ait fourni les
deux équations suivantes,

(zr) (w47 —i)=0,
(2-F1) (z—r)=o0:

si on effectue la multiplicalion des facleurs de ces équations, 6n

obliendra
P _}_‘}-'A + 21y == B ";j" ey - ket —y A=t o 48

"\ESullals auxqueis on pourra donner cetle forme:
2 (ay — &)z (r*—4)=0....(A)

& ? =

Oisppe B %

Lo ol med it (A o : :
Appelant alors a et £ les valeurs de 2 de (), les substituant dans (B},

€L multiphiant les résultals, on aura
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wf?—p? (a4 £ )F-rh=0.
Mais 'équation (A) donnant P =2y— 4, 0=»*— 4y, S, =4 —ay,
Sy = 2y* — 8y - 16, si I'on substitue ces valeurs dans le produit
précédent, on obtiendra aprés les réductions
23’4_2]4_]_8.73 _8y3+ Iﬁj’—- lﬁ)”."—"{),

¢quation identique ( n° 466 ).

11 est facile de voir que si 'on est arrivé ici a une équation iden-
tique, cest parce que les deux équations proposées étaient une consé-
quence Punedelautre. En effet, si 'on multiplie (=4-y) (24=p—4)=o0,

par :%, on obtient (z+y) (z—y)=0; et si l'on muliplie
x4-y—4 ]
(z4» (@—x)=o0, par —_i;_f—_?-, on obtient (z+y) (z4y—4)=o0.

Or, une équation étant donnée, il est évident quen la muliipliant
par un nombre quelconque, la nouvelle équation qui en résultera
sera une suite nécessaire de la premiere. Les deux équations propo-
sées sont donc conséquence 'une de l'autre. Mais cela ne dit point
qu’elles n'expriment rien de plus I'une que Tautre, comme nous
allons le voir.

La premiere équation (= -+ 5) (=4 3 — &) =0, peut étre satisfaite
de deux manieres, Cest-2-dire en supposant, ou x - y=o(n° 373,
nole), ou x4 y — 4= 0, sapposilions qui ne peavent avoir liew
toutes deux a la fois, comme cela est évident. Or, si 4y —o, il
faut que = =—y (n° 382, note), c’est-a-dire que I’équalion sera
satisfaite, quelque nomhre que 'on prenne pour =, si l'on prend le
méme nombre en moins pour ». Mais si = -} y — & =0, il faul que
x==4—y (n° 360), ¢’est-a-dire que si I'on fait y égal 3 1, onawra x
égal a 3 ; que si l'on fait =2, on aura »=2; quesi 'on fait y—3,
on aura r—1, elc.

La seconde équation (z--r) (= — ) = o, pent aussi élre salisfaile
de deux maniéres, en supposant ou = -}~ y=—=o0, ou x—y =0, sup-
positions qui encore ici ne peuvent avoir lien loutes deux en méme
temps. Or, si 'on a 4 y= o, il en résulie x = — y; mais si I'on
a x—y=—0, on en doit conclure = —y.

Cela suffit pour prouver que les deux équations proposées n’expri-
ment pas laméme chose Pune que I'autre. L’on vientde voir, par exem-

ple, que si Uon supposait = 1 dans la premitre, on pouvait prendre
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alors » = 3, tandis que si dans laseconde on fait y =1, on ne peut
Prendre pour = que 1 ou — 1

Mais si les deux équations expriment des conditions différentes,
il en présulte que, données par un méme probleme, I'une ne peut
Pas éure séparée de Pautre, et qu’il faut les considérer ensemble; en
d'autres termes, il faut qu’elles soient salisfaites toutes deux en méme
tempS.

470. Or, dans cet exemple, les denx équations seront satisfaites
si Pon pose senlement = 4- y = o, parce qu’elles ont ce facteur com-
Mun; etsousce point de vue le probléme n’appartiendra pas & cenx
de la classe actuelle, puisqu’il se résoudra par une seule équation
Conienant denx inconnues; mais les denx équations seront aussi sa-
tisfaites en posant en méme temps z -y — 4 =0, et x* — ) = 0;
et sous ce point de vue le probléme rentrera dans la classe de cenx
qui nous occupent, puisqu’il se résoudra par deux équations a deux
illcolmues.

Cependant un probléeme donné devant étre envisagé, pour sa so-
lution compléte, en méme temps sous tous les points de vue dont il
est susceplible, il en résulte qu’il y a des problémes, comme celui
des gquations actuelles, qui apparliennent en méme temps a diffé-
éntes classes.

471. Lors donc que, par Pélimination d’une inconnue entre deux
€quations & deux inconnues, on arrivera 4 une équation identique,
ces équalions étant nécessairement conséquence 'unede 'autre, an-
Youl un facteur commun qu’il faudra rechercher, afin de les décom-
Poser T'une et 'autre dans leurs facteurs; et 'on verra alors si ces
facteurs peavent fournir des équations; et quand cela aura lieu, on
liendra compte de ces équations.

Ainsi, comme les deux équationsx -4y —7—=0, 22} 2y—14=0,
Conduisent & une équation identique, on cherchera leur plus grand
Commun diviseur, qui est @ -y — 7; et ces équalions écrites ainsi >
*4y_-7—o0, (r4ry—7) 2=0, ne pourront éire satisfaites que
dune maniere.

De méme, les équations 2 +)* + 2my—brmbiy—o0, 22 —y2—0,
Conduisant 4 une équation identique, on cherchera lear plus grand
COmmun diviseur x4y, et lesayant écrites ainsi (2 4-3) (= y—4) =0,
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(=}y) (=—y)==0, on verra qu'on peut les salisfaire en méme Lemps
de deux maniéres , savoir en posant sculement x4 y==0, onenpo-
sant ensemble # 4 y-—G=0¢t x—y==0.

472. Soient maintenant les deux équations

20— 3yret2y=o0....(A),
f a*—3y.xta2 =o....(B),
: données par un méme probléme, et dont il s’agisse de tirer une équa-
tiou finale en y, ou, en d’autres termes, dont on veuille éliminer lin-
connue .
; 473. Siles denx valeursde #, que doit fournir une de ces équations
f pour une méme valeur de y (o° 397), peuvent satisfaire indifférem-
| ment & lautre équation, avec la méme valeur de y, on aura
i (ns 375, 4ok, 408)
| —3y? =3y et 2y=—2.
‘ Or, en divisant par — 3y les deux membres de Péquation — 3)”
=—=— 3y, et par 2 les deux membres de I'équation 2y=2 (n° 368),
on tire également de 'une et de Fautre y=1: ce qui prouve, 1° que la
| valeur de 7, commune aux deux équations (A ) et (B), est 1; 2° que
les deux valeurs de 2, dans Pune des équations (A) et (B), sont les
mémes que dans Pautre. Et en effet, si 'on met 1 pour y dans ces
¢quations, elles se réduisent également a celle-ci,
21— 3z -2=0.

474. Le procédé que nous yenons d’employer pour rechercher si

les deux valeurs de = de Pune des éguations satisfaisaient a 'autre,

i nous a fait trouver immédiatement la valeur de y; mais cela n’ayant
pas lica dans tous les cas, il faut, pour arriver & quelque chose de
général, raisonner aussi d’'une maniere générale.

475. Représentant donc par « et # les deux valeurs de = que doit
fournir Véquation (A), si ces deux valeurs peuvent satisfaire I'nne
comme Paulre a ]’ériuation (B); on aura simultanément

¢ m"—-ﬁ.;".m-}-:zzo,
2 —3yBtf2=o0;
! et si une seule de ces valeurs « et 3 convient a I'équation (B), une
scnle des fonctions & — 3.2 +2, et B2 —3r.8+4 2, équivaudrah 0.
Mais dans Vun et Pavtre cas, on aura (o — 3y.at 2) (B2—3y.6-+2)
— o, parce quan produit de deux facteurs est 0, soit lorsque les deux
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facteurs équivalent chacun a part a 0, soit lorsqu’an seul de ses fac-
lears est 0.

Effectuant done la muliiplication, on obtiendra
wp— 3y (af? - a?f)+ 2 (a* +-F%) +9y*.a8 — 6y (e B+ b=0.... (E).

Or, I'équation (A), dont « et g sont les soluteurs, donne P——
3}“, Q—=2y, i=0. De la on tire

Sps=2y" 83:27)’5—18y3,

Sy =gyt —dy S8y —58;=0";
joignant & ces valears celle de «’f” = Q* = 4y?, et les substituant
toutes, dans I'équation (E), aux fonctions symétriques de « et de B,
on trouve

byr — By6yH) 42 (ay — )+ 9 () — 6(H*)F-4=0;
puis, en effectuant les multiplications, réduisant, ordonnant, et divi-
sant lous les termes par 4,
yre=agyl1=0....(F)

476. Quoique nous ne sachions pas encore résoudre les équations,
nous pourrons facilement trouver lessoluteurs de celle-ci, puisqu’il
est facile de voir que son premier membre n’est autre chose que le
carré de y — 1, ou celui de —y 41 (0™ 265, 266, 306, 310), c’est-
a-dire que I'on a

r—oy+ti1=(r=00—=0
ou y —ayFi=C—r-4mn (—y—+n=o.

Or, il résuliedeliouy—1=0, 0u—y -4 1=o0, équations qui
prouvent également que y = 1, comme nous Pavions déja trouvé
au n° 473 ( Foyez, pour plus de lumitre, le n° 266, et les n® 3q0,
391, 392).

477. Quant a linconnue x, il faut ici, pour trouver sa valeur; ré-

soudre 'équation

s

3.1‘+ 2A=0,

i laquelle se réduisent ¢galement les équations (A) et (B) lorsquion
anité a la place dey (n® 473); et il n’y a paslieu d recher-
e n° 460, un plus grand commun diviseur, puis-

Y a mis I’
cher, comme dans 1
quiil n’y a qu'ane équalion.
478. Du reste, on pourra faire sur les équations qui viennent de
Nous occuper, des observations analogues a celles que nous avons
33
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| faites sur les équations de l'exemple précédent, dans les n°* 462 2

467 inclusivement.

479. Soient, en géuéral, deux équalions de degrés quelconques,
a deux inconnues x et ), données par un méme probleme, et dont
on veuille éliminer une des inconnues, comme  :

1° On ordonnera ces équations pour z, et Pon aura(n®375)

am - Pam—r - Qam—= (1 Tr L U—=o0...(A),
an + _P’_y;ﬂ_—‘ + Q’.l‘“_z Ve +YFJ£'—§— A (B).

N. B. Comme il n’est pas diL que I'on ait m = », et comme par
conséquent les deux équations peuvent avoir plus cu moins de ter-
mes 'une que lauire, on a représenté les coellicients des derniers
termes par des leltres différentes, les mémes lettres désignant ordinai-
rement des termes de méme rang.

2° On représentera par a, 8, ¥, ¢, efc. les valeurs de I'inconnue *
de l'une des équations, comme (A), et substituant chacune de ces
valeurs dans lautre équation (B), on multipliera entre eux tous les
résultats de ces substitutions, ce qui donnera

(e» - Flan= ... 4 2%) (6 + Plon— ... - 2')
i (rfPlon—= ...} ZYr| Plen— ...+ 2") ) =0 ... (E).

elc, ete.

3 car n’y elt-il qu'une valeur de x commune aux équations (A) et (B),
etn’y elit-il par conséquent qu’un des facteurs du premier membre
; de (E) égal & zéro, ce premier membre n'en serail pas moins lui-
| méme égal & zéro.

3° On effectuera la multiplication des facteurs du premier membre
de (E), et I'on verra que toutes les fonclions dessoluteurs «, £, 3, &, efc-
que contiendra le produit , seront symétriques; car chacun de ces s0-
it luteursentre de la méme maniere dans le facteur qui le contient, et
les facteurs d’un produit quelconque jouent toujours dans ce pro-

duit-1a le méme role les uns que les autres.
4° On sabstituera, dans 'équation (E), aux fonctions symétriques
: des lettres «, B, 3, &, etc. les valeurs de ces fonclions, exprimées att
, moyen des coeflicients P, Q, R, .. .7, U, de I'équation (A) dont
ces letires «, 8, 5, &, efe. sont les soluteurs, et Uon aura une équation
qui ne conliendra plus qu’une cerlaine combinaison des coefficients
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P,Q,R,...T, Uyet ¥, ¢/, R, . ... Y/, Z', des équalions (A)
el (B), c’est-a-dire qu’on aura Péquation finale en y (n° 375).

Si celle équaltion esl fausse, les équalions proposées seront conlra-
dicloives (n® 454).

Si elle est identique, les équations proposées seront conséquence
Pune de Tautre, et le probleme gui les a fournies appartiendra en
totalité ou en partie (n° 442, 470) a la classe de ceux qui n'ont pas
le méme nombre d’équalions que d’inconnues. Du reste, on opérera
dans cas comme an n® 471.

Enfin, si équation finale n'est ni fausse ni identique, et que lon
nait pas encore éludié la résolulion des équations & une inconnue,
on pourra rarement aller plus loin que I’équation finale. Mais si I'on
avait fait ceite élude, et que Pon el en pour but, non:seulement de
lronver 'équalion finale en y, maisencore de rechercher les valeurs
des deux inconnues & et ), voici comment on procéderait:

On résoudrait, si possible, Péquation finale en -, et ayant trouyé
ses soluleurs, on opérerail successivement avec lous, comme nous
allons le faire avec un.

Prenant donc une des valeurs de 7, on la mettrait & la place de
celle inconnue dans les deux équations (A) et (B).

Si, par cette substitution, les équations (A) et (B) devenaient iden-
tiques entre elles(n® 466, nole), ce quine pourrait du reste avoir lieu
que dans le cas olt 'on aurait m==r, on résoudrait I'une ou 'autre
de ces ¢quations pour avoir les 7 valears de v correspondantes a
celle de  que V'on aurait employée.

Mais si, par la substitution dont il s’agit, les équations (A) et (B) ne
donnaient pas des résultals idenligues entre eux, on chercherait le
plus grand commun diviseur des premiers membres de ces résullats,
el ce diviseur, élant égalé & zéro, formerait Uéquation en & a résou-
dre pour tronver toutes les valeurs de celle inconnue correspon-
dantes i celle de » que lon aurait employée.

480. Si 'on avail trois équalions, (A), (B), (G), liées enlre elles
(n° 444), et renfermant Lrois inconnues £, J, 5, on pourrait élimi-
Rer x, d’abord entre (A) el (B), puisentre (Ay et (C), et 'on obtien-
drait ainsi deux équations, qui ne contiendraient plus que les incon-

Nues 3 et 32 0N retomberait done dans le cas des problémes a deux

Iconnues ¢t dens ¢qualions.
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Si I’on avait quatre équations, (A), (B), (C) , (D), liées entre elles, et
renfermant quatre inconnues, %, @, ¥, z , on pourrait éliminer u, d’a=
bord entre(A) et (B), puis entre (A) et C, puis encore entre (A) et (D),
et 'on obtiendrail ainsi trois équalions, qui ne contiendraient plus

DE L’ELIMINATION.

que les inconnues x,y et z; on retomberait donc dans le cas des
problemes & trois intonnues et trois équations; et ainsi de suite (*)-

Soient proposées comme exercices, 1° les deux équations a¥—yx?
—ax*5yxr—6y—3=0, et x*—yw—ox 1 oy=—0, 2°les deux
équations &*—3yx—+3*+5=0, el 22*—y* - 1==0: on lrouvera
pour le premier cas I'équation finale y*— 2y} 1==0, et pour le se-
cond cas y4—8y?*—qg=a.

1.C  es principes sur Pélimination étant suffisants pour nos he-
soins actuels, nous devons passer tout de suite aux problémes 4 une
inconnue et une équation (n° 448).

On ne sait pas, avons-nous dit (n°414), exprimer d’une maniére

exacte les soluteurs de 'équation

xx.'m—l- Pom—: —{— Qrm—2. .. + '134'% U=o.

du moins tant que celte équation reste aussi générale, c'esi-a-dire
tant qu’on n’assigne aucune valeur absolue ou relative aux lettres
P, 0Q,....7, U, qui désignent ses difféerents coeflicients, et 4 la lettre m,
(qui représente le plus haut exposant de son inconnue. Examinons
donc des éqguations moins générales que celle-1a, et commencons par
un cas qui parait devoir étre forl simple : ¢’est celui des équalionsa
fdeux termes (n® 380).

(¥) Lorsqu’on sera plus avancé, on pourra consulter i cette occasion la Theorie
générafc des ];'zlruah'o}z.s' algébriques, par Bezout , ep 1 vol. in-47,

Du reste » 0on lrouvera dans i‘f{!’lpz']'lf]{‘f'e (:E la seconde j?(ll‘fr‘i‘ de notre A f‘g'f‘}}fr’
des méthodes particuliéres, et plus simples que la méthode générale, pour I'élimi-

pation dans les équations du premier degré et des degrés supérieurs.
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Des pro.":[émes & wne inconnue et une équation (n° 448).
CHAPITRE PREMIER.
Des équaiions & deux termes.

482. Supposons que les coefficients P, Q. ... 7, del’équation gé-

nérale

am - Pam— L Qxm—2. A+ Te4 U=0o0,
soienl égaux chacun & zéro : celle équation se réduira a I'équation a
deux termes

xm--U=no,
dans laquelle T est direct on inverse (n°* 373, nole 2, et 382, note),
et de la on tirera d’abord (n® 360)
7 | e S,

am=—— U, puis (n° 371), x=|"— .

483. Lorsque m=1 , I’équation a7 U/=o devient x+{- U=o0,
qui est la formule générale des équations du premier degré : car,
apres avoir Lransporté tous lestermes dans le premier membre (n° 361),
réuni en un seul terme tous cenx qui renferment &, puis tous ceux
qui ne renferment point d’z (n° 373 avec la note 1), et débar-
rassé Vinconnue des quantités qui la multiplient et qui la divisent
(n°* 364, 366), on aura toujours une ¢quation dela forme x-- U=o0
(Voyez la note 2 da n° 373).

Quand on en est la, on transporte le terme tout connu dans le
second membre, et l'on a

x=—2U,
¢e qui donne pour x une valeur directe oun inverse, suivant que U/
e trouvait inverse ou direct dans le premier membre.

N. B. Les commencants feront bien de s’exercer, avant d’aller plus
loin , arésoudre des problémes du premier degré, dont ils trouveront
des exemples dans PAppendice; ils pourraient d’abord chercher la
solution de ceux que nous avons donnés dans les n°* 346 et 347 A.

484. Lorsque m égale 2, 0u 3, ou 4, etc.I'équation i deux Lermes
est du second , ou du troisicme, ou du qualrieme degré, etc. et se

Csout par une extraction de racine seconde, ou troisicme, ou qua-
ll'li,'mc’ elc.
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Si m est impair, P'extraction de la racine ne donne (.Iu'uuc valeur
pour z, directe si — U est direct, el inverse si — [/ esl inverse
(n® 215, 216).

Si m est un nombre pair, l'extraction de la racine donne pour &
denx valeurs qui ne différent que par le signe. Ces deux valears sont
réelles si — U est direct, elles sont imaginaires si — U/ est inverse
(n> 215, 216, 262) (¥).

On trouvera des problemes de ce genve dans FAppendice; et I'on
pourra d’abord chercher la solution de ceux que nous avons donnés
aux n° 348, 351, 354.

- o e ; i
485. H paraitrait donc que les équations i deux termes ne peuvent
avoir qu’un solutenr ou deux, quel que soit leur degré; et cependant

nous avons démontré (n* 386 & 397 ) qu'une équation quelconque

(*) SiT'on avait donc 4?8 = 4" | on en tirerait x» =— =+ . Ceci mérite quelque
attention,

Pourquoi, dira-t-on, si yous mettez le double signe devant la racine du second
membre, ne le mettez-vous pas devant celle du premier? D’Alembert, Bezout et
Lacroix disent qu’on le peut, mais que cela ne méne i rien de nouveau. Voici le
raisonnement de Bezout, qui revient & celui des deux autres mathématiciens cités:
Si Uon écrit :t x :‘_hn , on en tire ces quatre équations - x=-a, 4+ x=—a,
Lx—-a,—x=—a. La derniére, en changeant les signes, revicnt & la pre-
miére. Il en est de méme de la troisiéme relalivement & la seconde. Mais quand
on fait Pobjection dont il s’agit , on n’admet pas que le |- puisse correspondre au—,
et le — au -} ; on demande que le double :zne soit mis devant les deux memhres,
précisément pour que Pon ait ou x=--a,0ou—xr=—gq, et pas autre chose;
ainsi, ce raisonmement ne résout point la difliculté,

La véritable raison de cette régle se trouve contenue dans les ohscrtaunns dela
note dun® 382 ; x n'est que le caractire desting a désigner 'inconnue, et dive, par
exemple, que x*=gq, c’est dire que le carré d'un certain nombre est g, d'olt il
résulte que ce nombre, le nombre cherché , est ou--3, ou-—3, parce quele carré
de—3 est g, tout comme le carré de—3; on a donc ce vésultat : le nombre cher-
chéest ou -3, ou—3, ce que l'on erit ainsi, x=-3; sil'on derivait le double
signe aux deux membves, en faisant correspondre le - avecle 4, et le—avecle—,
on n'aurait qu'une des solutions du probléme.

Ily a une autre manitre d'envisager la chose ; x* =greyient a x*—3*=o0, etcec!
revient & (x-3) (\—5)-"0 (n®® 118 et 127). Or, cetle équation.peut étre 54~
tisfzile en supposant et 5=o0, qui donne x==-}3, ou en supposant x -f— 3=0,

qui donne x = —3
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avait autant de soluteurs, soit réels, soit imaginaires, qu'il ¥ avait

d’unités dans Pexposant de son degré. Comment accorder cela ?
m

Représentons " — U par a, celte letire étant suivant le cas un
Nombre réel ou imaginaire, rationnel ou irrationnel, entier ou frac-
tionnaire, direct ou inverse; nous aurons — U/ — a”, et U=——gm;
Péquation générale a deux lermes sera ainsi représentée par

X7 — g7 =0,
De cette équalion on Lirera
TR =ann et e==a,

Mais comme 27 — a7 est divisible par ¥ — a (0 127, 387), on

fera cetle division, et l'on aura
ENTOR + axm—: | arxm=3 L efe. 4 am=—t,

X —a
ce qui donne

X7 e g = (3 — @) (am—" -'lf' axm—1 —+— efe. + am—ry,

Or, puisque 27 — a7 =—o0, on a aussi
(2 —a) (xm=1 | axm—2 | ete. | am—t)=—o,

€quation qui est la méme que la proposée, et qui est satisfaite, soit
que l'on fasse v —a =0, soil que l'on fasse a7 - axm— | o,
‘I“' =t =—0.

Cela posé, Péquation x ~—a==0 donne un des soluteurs de la pro-
Posée, et I'équation xm—* - axm—2 4 ete. -}~ @»—"==0 doit donner
les m— 1 autres.

486. Si dans les deux formes que nous venons de trouver pour
Péquation & deux termes d’un degré quelconque, on met ay 4 la
place de a, ou si 'on fait & =ay , on dura; 1°

WY e QI ==10, — O JP —=]1 =0,
on aura, 2°

(ay — a) (am—y»—* - an—rym—2 L ete. |- a7—") =0,
équaliou qui peut se réduire avee facilité : car si on la divise d’abord
Par g, ce qui se fera en divisant seulement son premier facteur para,
et si on la divise ensuite par @#—*, ce qui se fera en divisant seyle-
Mmeny son second facteur par a»—*, elle deviendra

(r—=2) (st A-y# f-ete.+ 1) =g,
€l sera salisfaite, soitque l'onait y — 1=o, soit que I’on ait ym—r |-
I Lete.4-1=0.
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L’équation y» — 1 ==0 donne = 1, et Péquation y7—" +)y*"
—+ ete. -} 1 = o doit donner m — 1 aulres valeurs pour y.

487. La proposée y” — 1 ==0 fournit donc m valeurs pour ) ; et

1
comme clle donne d’aillears » =11, il enrésulte que Punité, con-
sidérée comme puissance du degré m, a m racines, ou qu’il y a
nombres ou expressions numériques, qui, élevés séparémentala puis-
sance 7z, donnent 1 pour celle puissance.

Celle de ces valeurs de ¥ que nous connaissons est 'unité méme,
qui, multipli¢e par @, donne 1@ ou a, premiere valeur de x, puisqu’on
ax=—ay;or, cette valeur de & nous élait aussi connue.

Pour avoir les autres valeurs de 2, il fandrait multiplier @, ou la va-
leur de x, déjh trouvée, par les valeurs d’y différentes de Punité, que
fournit Péquation ym—1 - ym—* |- ele. ~+ 1 =o0, et I'on aurait ainsi
les m valeurs de & que comporle I'équation 27 — am =o.

n
488. Celle équation donnant d'ailleurs =1~ a7, il en résulte

qu'un nombre quelconque, considéré comme puissance du degré 1,
a toujours m racines dilférentes, ou qu'il y a m nombres ou expres-
sions numériques, qui, ¢levés séparément a la puissance m, donnent
am pour résultat.
Si, par exemple, m=2, substitnant cette valeur dans les éguations

précédentes, on aura, 1°

x?—@*=0, onx*=¢a? ouy=1"a’,
on aura, 2°

= s ,2— =1

y*—1=—0,0uy*=1,00y =|"1;

on aura, 3°

(y—1){r-f1)=o.

En posant alors le facteur ¥ —1=—0, on aura y==-1-1, et en
posant laatre facteur y +1=0, onauwray =—1, c'est-a-dire que
Punité carrée a deux racines, |1 et —1, qui, élevées chacune a part
4 la seconde puissance , redonnent -1, ce qui est d'acord avec les
principes posés ci-devant.

Multipliant chacune de ces racines par a pour avoir ¥, parce que
e que la quantité @

o b
#=ay,onaurax=—--a, oux=—a, ¢ est-a-dir
ala

a deux racines carrées, - a et —a, qui, élevées chacune a part
. B . FETPR
seconde puissance, donnent également -} a2, cequi est aussi d accord

avec les principes.
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Si m = 3, subslituant cette valeur dans les équations précédentes,
on aura, 1°
3
2 gd==0, 00 =@}, ouxr=1"a
on apra, 2° !
' y3—1=0, ouy’=1o0uy=1"1;
on aura, 3°
(y—1) (*Fy-+1)=0.

En posant alors le faclcury — 1 =0, Oon aura y==1; el en po-
sant ’antre facteur y* }-9 -}- 1 =0, on aura une équation du second
degré, qui donnera, lorsqu’on saura la résoudre, les deux aulres
soluteurs de I'équation 3® — 1 == 0, ou »p* = 1. Nous indiquerons
d’avance ici que ces soluleurs sont

—11 13 et —i—L}p —3
Cest-2-dire donc que Punitécube a trois racines, 1, —5-51"—3,
el—1_ 11 3 qui, ¢levées chacune a part a la troisicme puis-
Sance, redonnent 1, comme on peut le vérifier.

Multipliant chacune de ces racines par a,-pour avoir x, parce que
T=gy onaura r=—a X 1, our =a(—5+3% ' —3), on x =
a(—1__11. 7 3), Cest-d-dire que la guanlité o’ a trois racines cubi-
ques, qui, ¢levées chacune a part a la woisieme puissance, donnent
¢palement o

Si m=4, on aura, 1°

L
p ; ] s
xh—ai=—0, onxi=at, our=}" a;

on aura, 2° i
yi—1=o0,0uyi=1,ouy=1_"1;
on aura, 3°
(y=1)(?*+r*+r+i1)=o.
En posant le facteur )’ —1==0, on aura ) ==1; et en posant lautre

-l 1==0, on aura une équaticn du troisitme
I

I“’Cleur_YJ g Y S

% 3 ? b ‘ e . O Q O 1S .,
df‘gu,-, gui donnera, I()I‘h(l[lO[l saura la résoudre, les trois antres

Soluteurs de i’équalima,l"l — 1 =0, ou)%==1. Nous indiquerons
Lavance ici que ces soluteurs sont

it A, et it

ey e T Aosree il b e A .

C est-a-~dire doncque Punité, considérée comme quatrieme puissance,

= [ 71 1 nérg 2 Z

Aquatre racines, -1, —1, T V' —1, =V —1, qui, élevées chacune &

Partala quatrigme puissance, redonnent 1, comme on peut le vérifier.
34
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Multipliant chacune de ces racines par @ pour avoir x, parce que

r=ay,onaura v=a(-1),our=—a(—1),00x—a(+} —1);
onx=—a(—}" :). Clest-a-dire que la quantilé a4 a quatre racines
{ quatriémes, qui, élevées chacune & part a la quatriéme puissance;
donnent également a4; el ainsi de suite.
. 489. Mais, pour élre certains que ce qui préctde soit bien com-
| pris, et que l'on voie comment cela se lie avec les vérités déja dé-
i monlrées, nous allons revenir sur cet objet, et le présenter sous un
jour un peu différent.

Toules les puissances de 1 sonl 1, et par conséquent toutes les
racines de 1 sonl 1.

Cela posé, que l'on propose ce probleme, Tvouver un nombre qui,
élevé & la puissance m , donne pour résultat 1: on sera sir d’avance
que ce nombre doil élre 1.

Cependant, si on le représente par y, Véqualion y#m=1, qui en

i résultera, ne différera pas de celle-ci, y»— 1 =0, ni de celle-ci,
(y—1) (ym— dym—+ete.+1)=o.

A Or, celle équation donne ou y — 1=0, d’olt l'on tire en effet y=1,

| on ym—r-L ym— L ele. -+ 1 =0, d’olt 'on doit tirer encore m — 1,

valeurs alternatives de 7.

bl Ainsi Punité, considérée comme puissance du degré m, a m ra-

: cines.

490. Si nous représentons pour un moment ces m racines, méme
sans les connallre, par 1, p, s, 7, v, éfc. nous aurons 17 =1, ¢» =1,
H eM— ol — Y im—=at s olC,

D’un aulre colé, si nous prenons un autre nombre quelconque, @,
en le multipliant successivement par 1, ¢, #, 7, v, efc. nous aurons les
produilsa1, ap, as, ar, av, etc. ; el si nous élevonsces produitsa la puis-
sance m, NOUs aUrONs @’ 17, amyn, amPsw, amr™, a™w?, elc. Mais
toutes ces puissancessont égales, et valent chacune a7 : car 17 =1,
Pm:.- 1, e™—1, eic.

Donc une quantité quelconque, @, considérée comme puissance
du degré m de a, a m raciunes e1, ap, as, ar, elc.

491. On voitd'ailleurs que, pour trouver ces m racines, il suffit
d’extraire par les procédés ordinaires la racine m de a7, et de mul-

tiplier celte racine a par les m racines 1, p, 7, 7, v, efe. de Iunité.
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492, La racine @, que l'on Lire immédiatement de la puissance a™
par les procédés ordinaires de extraction, je la nommerai racine
arithmétique, el je désignerai les autres par le nom de racines al-
gébriques, « parce qu'elles ne doivent leur existence qu’a la combi-
naison des signes de l’algebre. » (*)

493. Puisqu’il suffit, pour avoir les m racines d’'un nombre, de
chercher sa racine arithmétique, et de la multiplier par les m racines
de Punité, cest de ces racines-la que nous continuerons de nous
Occuper-

Elles sont données par Péquation

(r—2) 2= - ym— ~+cte. 1) =o0;
mais le premier facteur y» — 1 = O ne fournit que la racine arith-
métique 3 == 1; il faut donc examiner le second facleur en posant

ym—ri - ym—2 L ete.|-y -1 =0.

Or, le nombre des termes du premier membre de cette nouvelle
¢quation est égal & m.

Donc si m est pair, cette équation sera satisfaite en faisant y —=—1,
puisqu’elle deviendra

-—'I—l“l"—"]—!—l..-.—]—}-—ltz(),
ses lermes élant en nombre pair et se délruisant de deux en deux, en
sorte qu’il n’en restera point.
Mais si m est impair, cetle équation ne sera pas salisfaite en faisant
¥ =—1, puisqu'elle deviendra

+r1—141—1. 1 —ad1=1y,
ses lermes étant en nombre impair et se détruisant de deux en deux,
en sorte qu'il restera le dernier.

Ainsi done, si m est pair, on a, sans résondre I’équation, d’abord
la racine arithmétique 1, puis une des racines algébriques —1, qui
est Ja méme quel’urilhméLique avec lesigne —. Maissim esl impair,
on n’a immédiatement que la racine arithmétique. Voila ce que nous

savions depuis long-temps.

{*) Je me suis rapproché de Lacroix, qui appelle la premitre détermination

arithmétique , etles aulres determinations algébriques.
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Dans Pun et Vautre cas, il faut, pour trouver les aulres racines,
résoudre complétement Péquation. Nous avons vu ce quelles étaient
pour le second , le troisieme et le quatriéme degré. (n° 483).

49%. Les soluteurs de 'équation y»—1—=o0, ou, ce qui revient
au meéme, les m racines 1, p, ¢, 7, v, ele. de Punité, ont encore
quelques propriétés intéressantes que nous allons examiner.

Prenons pour exemple U'équation 34— 1=0, dent nous représen-
terons les quatre solutevrs par 1,p, z, =, et comparons-la & Iéqua-
tion générale du quatrieme degré,

ri Pyt Qr* Ry 8S=o:
nous aurons P—=o, Q=—=o0, R—o0, S=-—1; et les formules du
u® 433 nous donneront

SIZO! SE':O, qu_yio, Sl—._f;,

55:::0, SG:O, l"‘—,—:o, .53;_}:
ete. (%).
495. Si nous supposons ensuite =1L, en substiluant cette valenr

dans Péquation yi—1=0, elle deviendra.-l:— 1 = o ; multipliant

celle-ci parz4; nous en tirerons 1 —z4==0; puischangeant les signes;
nous trouverons — 1 --z4=—=o, oun
gh-—= 1 —0.

Or, comme y=1, il est clair que yz=1, el que z=1; ainsi nous
aurous les quatre valeurs de z en divisant I'unité par chacune des
quatre valeurs de y, c’est-a-dire que les quatre seluleurs de I'équa-
tion z4 — 1 —=0, seront

(*) On pourra facilement vérifier cela, puisqu’on sail que les quatre soluteurs de

’équation y* —1=0, ou que les qualre racines quatricmes de I'unité sont - I,

—_1, le ::T-, ——E/‘ —1 (n® rl(ltﬁ); il scra aisé de voir que la somme des pre-
micres puissances de ces racines est zéro, de méme que celle de leurs carréds et celle
de Jeurs cubes, tandis que la somme de leurs quatriemes puissances est &, ete. ele-
Dailleurs , comme ces solutenrs soul les raciues quatriémes de Punité | chacun d'eux
€levé A la quatriéme puissance donne 1, en sorte que la somme de ces quatriémes
puissances doit nécessairement &tre t -1 -1 -4 1 =4; il en doit éire de méme de
la sonmme des huititmes puissances , des donziemes , etc: car la huiticme puissanc®
est le carré de la qualvitme, la douzieme est son cube; etc. et le carpé de 1 est 17

tout commne le cube de 1, ete.
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Mais Péqualion z4 — 1 == o étant parfaitement la méme que I'é-
quation y4 — 1 = o, il en résulte que les quatre soluteurs de I'une
doivent étre égaux aux quatre soluteurs de Pautre. Et en effet, on a

d’abord :
1

'—=1-,Et—-..—_"_-];
—1
on a ensuile

| V—1 =

el enfin

1 ===y

-
En sorte que
1 1 1

14 S iyt =0,

14

=4r=1®

1 1 1
bl sadiphabe—e,

F

¢ e ey ey e e e tal e gieiel e e Ceiliel 8.

. 3 : % , 5
1 +;’+:&+;:l+p"+04—}—74.—4850.

496. Généralement, si on compare I'équation y»—1=042 Pé-
quation
gm Bym= g Qpn—. . ..+ Tyt U=o,
on auraP=o0, Q=o0,.... =0, U=—1; et les formules du
n° 433 donneront

Sl =GOy SETTD,- e S,,,:n;p,’
S”‘+l i) Sm—{—ﬂ s R Som=—m,
ete. (%) >
X g A £
(*) SiFan adonep=—=-—1,7=-- Vo :-—-l/— 1, on trouve -—F— —P,
‘.‘:“ =, Rey — o, Cest ainsi qu'il faut entendre queles soluteurs de Pupe des i
T

Lions sont égaux & cenx de Pantre. On étendra cette observation i ce qui va suivre.
(H‘) Pouravoir HQH;, HS,‘:‘!. : elc. on pourra laive 2 €‘g-’ll 5 8 amvatel T la

I:.nuu]urluE donne S’”'" = (n® 432). Foyez du restela note du n® 4ok,
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497. Faisant ensuite y==1, on z =

DES EQUATIONS

» et représentant par 1,p, 7,

2 |

7, v, etc. les soluteurs de Péquation y” — 1=0, ceux de I'équation
by ety :

z?—1=—0, seront 1, —, —, —, —, efc. et ces derniers seront
P o T v

égaux aux premiers, mais non dans 'ordre dans lequel nous venons

de les écrire. (Foyes la note du n° 495.)

On aura done
1 1
1+;+;+850-=1+r"+’"+”"-

Cest-a-dire que la somme des puissances ™ des soluteurs de Péqua-
tion 27— 1=0, équivaudra 4 m, si l'on a n égal 3 m, on & 2m, ov
adm, elc. et que celle somme équivaudra a zéro, si I'on n’a pas»
égal & m, ou & 2m, ou & 3m, ele.

498. Faisons encore ici une observation intéressanle:

Si p représente un des soluteurs de équation y»— 1 =—o0, il est
clair qu’on aura

pP—1=—=0, 0u p” =13,

or, si on éleve celte équation aux différentes puissances enlitres et
directes, on obliendra

PR =1, p¥m=1, ptm=—, efc.
ce qui revient a ceci

(PP —1=0; (7} —1=0,

(pi)?»—1=0, (p*)»—1=0,

ete,

Et Pon voit évidemment par 1a que, si ; est un soluteur de I’équa-
lion ym—1=0, ¢*, (*, p4, %, efe. seront aussi soluleurs de celte
équalion.

Cependant le nombre de ces solulenrs n’est pas illimité; car, p”
=1, prtl=prp=—1.,p=p, 2 =pm.p* = 1. =2, etc. ete. Ainsi,
quand on a passé la puissance m de p, les mémes résullats reviennent,
et dans le méme ordre.

Mais si p==1, on aura p* =—=1, p> == 1, ete. cest-a-dire qu'on n’ob-
tiendra ainsi que le seul soluteur 1. 8i p——— 1, ce qui pourra avoir
lieu dans le cas ot m serait pair, on aura alors p° — 1, =1,
ph—=--1, pP=—=-—1, efe. clest-a-dirve qu’on n’obtiendra ainsi que les

deux soluteurs--1 et — 1.




A DEUX TERMLS. M

Il importerait donc de savoir si, en prenant pour p, dans lecas de
m>s2, un soluteur différent de Punité directe ou inverse, la suite
des puissances de p donnerait tous les autres soluteurs, ou si cettle
suite ne redonnerait pas plusiears fois le méme.

499. Suppos.ons done m > 2, et soit p un des soluteurs de Péqua-
tion ym_—y — o différents de 'unité. Soit encore n et p, deux nombres
enliers inégaux, et plus petits que m. Il est clair, par ce qui précede,
que p= el que p? seront aussi soluteurs de celle équation. Voyons si

Ces soluteurs peuvent étre égaux.
2 p? 4
Nous aurions, dans ce cas, Y =1, ou p»— = 1. Mais alors p se-

rait solutenr de P'équation y»—? — 1 — o. En d’autres termes, les
équﬂlionsjm-— o e i el‘/'v‘”—‘f’-—- 1—o0, auraient le so]uteur com-
mun p, et par conséquent le diviseur commun 3 —,

Mais si 'onsuppose que m soit un nombre prewmier, et qu’on cher-
che le plus grand commun diviseur de y” —1, et de 2 — 1, en
se souvenant d’ailleurs que » — p<Tm, on trouvera pour ce plus
grand commun diviseur y — 1. Or, on ne peut fairey —1 =y —;,
car il en résulterait p=1, ce qui est contraire ala supposition.

Ainsi, quand m est un nombre premier, on ne peul avoir pr =7,
C’est-a-dire que p élevé & deux puissances différentes moindres que m,
ne donne jamais alors le méme solateur. Dounc, dans ce cas, les for-
mules p*, p?, p% . .. p7, ayant des valears différentes, et en nombre m,
constituent les m soluteurs de P'équation.

500. Supposons maintenant que 7 soit un nombre composé,
Comme rp, n et p élant deux nombres premiers différents, et plus
grands que l'unité, la proposée sera

JH — 1 —0.
Comparous-la avec les deux équations
Jrt—i1=0, JI—1=0;
€l représentons par p un des soluteurs de la premitre, et par ¢ un
de ceux de laseconde. Onaurapr=1, el y'# = 1, el par conséquent
1P ou (pmp=1r=1, el p'" ou (PP =17 —=.

Ainsi les deux soluteurs p et ¢’ des deux é(Iualionanz LoD puitasii
¥P — | — 0, sonl aussi solateurs de la proposée, méme en les sup-
Posant Pun et Pautre diférents de Punité. On prouverait la méme
chose des soluteurs g el p'?, p¥ et pf3, ete,
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Mais en prenant séparément les soluteurs de ces deux équations
pour ceux de la proposée, on n’en aurait en tout que n--p, et il
en faudrait np. Or, n—-p v'est égal & np que quand 7 et p valent
chacun 2; mais nous avons pris 7 et p différents entre eax.

Que faudra-t-il done faive pour trouver en général ces np solu-
teurs? Essayons de multiplier chacun des soluteurs de y?— 1=—=0
par chacun de cenx de y? —1=o0, comme, par exemple; p pary',p*
par ¢/, efc. et voyons si ces produils ne pourrajent point satisfaire 2
Véquation ynp — 1= 0:

(op' )2 = prog/ne = (mip (e =101" = 1.
De méme,
(p*!)mp = pPmpplmp = (pn)p (p'2Yr = 12217 = 1.

En continuant ainsi, on trouverait que tous les produits dont nous
venons de parler satisfont a la proposée. Or, » nombres, multipliés
un i un, et successivement par p nombres, donnent np produits.
D’ailleurs , tous ces produits sontsoluteurs; si dove ces np soluteurs,
et les n-|-p que nous avions déja trouvés, élaient Lous inégaux, ils
seraient ensemble au nombre de n-p—-np. Mais I'unité se trouvant
parmi lessoluteurs de y»— 1==0, el se lrouvant aussi parmi ceux de
yl—1=0, en formant les produils des uns par les aulres, il faut
omeltre la multiplication des # premiers nombres par 1,et celle des
p seconds par 1, clest-a-dire qu’il faut négliger ces =} p prétendus
produits, ce qui réduit le nombre des soluteurs de n--p-}-np a np
seulement.

Nous aurons donc de cette maniere les zp soluteurs demandés, si
du moins il 0’y en a point d’égaux entre eux. Clest ce qu’il faut exa-
miner encore.

11 est évident d’abord qu'il ne faut pas prendre le cas ol p et pf
seraient tons deux égaux a l'unité, car on n’obtiendrait ainsi que
'unité pour les puissances de p et de ¢/, et pour les produits de ces
nombres.

Cela posé, lous les soluteurs de y»—1=—o0, sauf lunité, seront
différents des soluteurs de y? —1 =0, puisque z n’est pas égal a p.
[1 ne reste plus qu’a voir, 1° si un de ces soluteurs peul élre égal a
un des produils dont nous avons parlé, et 2° sideux des produils en
question peuvent €lre égaux enire eux.
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Prenons deux exposants,» et £,tous deux plus petits que n, et sup-
posons ¢t 7. Prenons encore deux exposanis, sel v, plus peliis que p,
€L supposons ¢ > s. Cherchons ensuite s 00 peulavoir, par exemple
pres=ptols ot prpls o= ot pl v De la premicre égalilé on tirerait

r 1
P ' agy v
—=p !Ji!lh-—:\.—-?",

- ’
& f
or, le premier membre de cette derniere c's:;ualinn est soluteur de
Jn— 1 —0 (n” 4ok 4 497 ); lesecond est soluteur de y?—1=0,¢;
les soluteurs de Vune sont tous dilférents des soluteurs de l’auu‘e,
sauf I'unité; mais nous avens supposé que p et p n'élaient pas tous
deux égaux a 1.
De la seconde égalité supposée, savoir prp's = ¢f¢'v, on tirerait

r e

=1 puis
R
rf P 8

et le premier membre de celte dernitre équation serait soluteur de
J"—1-==0, landis que le second serait solutenr de y? — 1, sans €tre
Pun et Pautre égaux a 1, ce qui exclut leur égalité.

On obliendrait les mémes résullats par d’aalres supposilions ana-

S L pT S 1 %
]””ucs- Alnsi, pt — ;'",r” donnerail — — —, puis — =———, ce qqui est
o 1P F’: pl F’r pi—=t
impossible.
x gt o4 LT 1 :
De méme pp'v=pfp's donnerait - 7 PRis —— =, ce qui
& e b i

est encore impossible.

On prouverait de méme linégalité de tous les mp soluteurs en
guestion; et il résulte de la que ces np nombres sont en effet les np
soluteurs de la proposée y77 — 1 —o0.

De plus, nip, ni o', ne penvent redonner par lears puissances toules
les racines de Punité du degré np , puisque p ne redonne que celles du
; d(‘gl'c} n, eLque ¢ ne redonne que ceiles du degré p. Mais chacune des
vacinesdu degré np, qui ne sera pasracine du degré z ou du degré p,

_Comme H’, redonnera par ses puissances toutes les aulres racines du
l](‘:_'\‘pc np.

On prouvera de méme que si m= npg, ces lettres indiquant des
nombres prcminrs différents, et quion d{‘signu par p, ¢, p'!, trois so=
hateurs imaginaires des équalipns y# — [ =0, y? — 1 =0, y{—1

gr
)
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=0, le produit p','’, élevé aux puissances successives, donnera Lous
les soluteurs de y779— 1 = o, sans que cela ait lieu ni pour ¢, Bi
pour ¢, ni pour p'' séparément; et ainsi de suite.

500 bis. Mais si dans la proposée y7? — 1==0, nous faisions p=r,
ce que nous n’avons pas supposé d'abord, elle deviendrait ym — 1
=0, et les deux équations y” —1=o0, et y# — 1=0, s¢ réduiraient
i une seule, y7— 1 =0, qui ne donnerait que les » soluteurs 1, p»
@, 5. « . . pt, qui sout les 7 racines n™ de l'unité. Je dis que
Véquation y#»—1=0, ne donnerait, pour la preposée, que ces
soluteurs-la :car, enles multipliant entre eus, comume nous avons fait
dans le cas précédent, on retomberait loujours sur les mémes résul-
tats (n° 498). Comment donc obtenir les zn soluteurs de la proposée
actuelle y» —1—=07

Reprenons les » racines n™* de T'unilé, désignées ci-dessus par

1, Py Posb oo B0 8
puis extrayons encore les 2 racines n™** de chacun de ces soluteors
de la proposée : n racines de » nombres feront nn racines.

Celles du premier nomhre 1 formeronl encore la suite déja in-
diguée

PR PR L SR
Celles de p seront représentées ainsi (n* 4qo, 491),
7z 7l n " n
W, b e 2 e T e

Celles de p* seront
n

n n 4 n
S U Vg S ] P P R i
el ainsi de suite.
Prenonsune de ces racines, et voyons si elle satisfait a la propo-

sée: par exemple,

n nr n nn
Pnl-/.’f :P:,‘m V}liﬂ_,___ Iazmz pn = (F,;\)m I(F,,} — L X AR

En général, si on prend r < n, et £<_7n, on aura

n nn inn n rnn
(?‘ I/pf) = Lp =@ty =1X1r=1.
En sorte que chacune des nn racines en question satisfait a la
proposée, et que leur suite forme les nn soluteurs cherchés : car il
est évident qu'il ne faut prendre qu’une fois la suite des » racines de

Panité.
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Oan pourrait croire que ce nombre de soluteurs peut éirve réduit
n bl n n
de beancoup, et que la suite générale | O 1 T e 7
est composée de lermes €gauxX, €n disant, par exemple,
n n n n n
ot = e =1 ()= L prit=|"pn

Mais il faut observer quon n’oblient ces résultats qu’en faisant
Passer sous le radical les n—1 racines de Punité p, p* e - p2%,
écrites au devant du radical comme coefficient, clest-a-dire en les
élevant & la n™* puissance, qui est Loujours 1, malgré la diversilé des
racines,

Cela est si vrai que, en procédant de celle maniére , on trouverait
‘que ces racines mémes sont égales, quoiqu’elles ne le soient pas. On
pourrait dire, par exemple,

n n
:1/|::I,/'PH=P,

n n

p=p 1= 1=pl P =pn=1r"

n n
= 1= p’i/'l —pl == i
efc. ele.
Nous voyous donc qu’aucun soluteur deyr —1=0 ¢levé aux puis-
Sances, ne saurait donner tous les soluteurs de y"»— 1==0, mais que
¢ela a lieu pour toute autre racine imaginaire de unilé dudegré nn,

Comme p';,n/,:.

On pourrait étendre ces résullats aux équations y""r — 1=0,
ynman 1 —o, etc.

(P oyez sur toule cette théorie le Traité de la Résolution des équa-
tions numériques, par Lagrange. )

501. Appliquons ces principes i deux cas particaliers, qui nous
S€ront utiles.

Soit d’abord la 'propclsé*ey6 — 1=—o0:nousla comparerons avec les
deux équations

_y3-—l:'0. yr—1=0.

Les soluteurs de la premiére sont (n® 488)

1 1 13 .7 1 1
41, =g, —y—ali—
&l cenx de la seconde sont

et —a;
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Multiplions les premiers par les seconds : en omettant les mulii-

plications par - 1, nous aurons

=R T, — s T =

Nous pourrons donc les représenter par 1, p, p*, — 1,—p, —p*

G S SR
Soit enfin la proposéeyt— 1 ==0, ou y**— 1 =0 :nous pt'(rmh‘tms

Péquation y* — 1 =0, dont les soluteurs sont, comme nous venons
de le voir, -1 et —1; cest-a-dire que les deux racines deuxiemes
de lunité sont-}-1 et — 1. Nous extrairons encore Jes deux racines
deuxiemes de chacune de ces racines, et nous aurons pour la pre-
miere

41 et —1,

el pour la seconde
I )

sl s et =1,
Ce sont les quatre solateurs de la proposée, ou les quatre racines
quatriemes de Punité, comme nous 'avons déja dit au n° 488.
501 bis. Aprésavoir examiné les équations a deux termes, il parait

nature! d’essayer de ramener a cette classe celles qui ne lui appar-
Voici la question qui s’offre & nous dans ce moment :

tiennent pas. ¥

Une équation quelconque étant donnée, ne pourrait-on pas en lirer
une équation & dewr termes, dont les soluteurs eussent avee ceux de
la proposée un rapport facile & déterminer? Cest ce qu'il g'agit de
rechercher actuellement.



CHAPITRE 1L

: 1 : A
De Pévanouissement des termes aw moyen d'une seule indéterminée.

De g résolution des équations du second degré, et en général de

léquation x*™ - Ba™ +A=o.

L) . "’ 4 3y .
De Pextraction des racines dans les quantités composées d'une partie
commensurable et d'un radical du second degré.

502. Eraxt donnée 'équation
am |- Paem—r . Qxm—2.... - Tw—| U=0,

si 'on pouvait en tirer une équation a deux termes, cette équation
élant différente de la proposée, son inconnue serait nécessairement
différente de x ; elle serait donc plus grande ou plus pelite que x; on
aurait donc x =y —-a, » représentant lanouvelle inconnue, et ala
quanijté direcle ou inverse qu’il faudrait lui ajouter pour avoir x.

Mais si I'on met y -}- @ & la place de x dans la proposée, on a
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503. Maintenant il est clair que si le coeflicient du second terme,
c'est-a-dire ma |- P, est égal & zéro, I'équation en », quoique du
méme degré que celle en x, sera sans second terme.

De méme, si le coefficient du troisieme terme, c'est-a - dire
m{m—1 ; . : .
w% @+ (m—1) Pa -} Q, est égal & o, Péquation en y sera

sans lroisieme terme; et ainsi de suite.

504. Pour que Péquation en y se réduisit a son premier et i son
dernier terme, il faudrait donc que l'on eiit en méme temps
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ma - P =0,
M a*+(m— 1) Pa+ Q=o,
m{m—1) (m— 2) (rm— l)(m'—ﬂj 5
_____T_ @+ ETaa Pa* - (m—2) Qat+R=0

e e ol U s Yoy 8 R T S e T SR SR

mamn—* - (m—1) Pam— 4 (m— 2) Qam—=3. . . - T—o.
Or, comme les lettres m, P, Q... 7, sont données par Péquation,
elles expriment des connues: en sorte que la letire a peul seule éire
Considérée comme une inconnue commune a loules ces équalions:
car nous devons chercher quelle valeur doit avoir @ pour rendre nuls
€n méme temps, si possible, les premiers membres de ces équalions,
ou les coefficients des termes que nous voulons faire disparaiire,
Mais sil y a une valeur d’a qui puisse satisfaire a toutes ces équa-
tions, lesquelles ne renferment d’ailleurs que la seule inconnue a,
il suffiva de la premitre équalion, qui est du premier degré, pour
donner cette valeur d’a.

A : A P -
La premiére équation donne a=———, et cette valeur étant sub-
m
slituée dans la seconde équation, le premier membre de celle-ci
devient

m(m—1) P> (m—1)P?

om?* m + 2,

ce qui se réduit a

(ENet

quanlité qui ne peut égaler zéro qu’autant que I'on aurait

i (1-—7]’1) P,‘:m—l P

2 2rm

en sorte que la valeur de @, que donne la premiére équation, ne sa-
lisfaiL pas & la seconde généralement, c’est-a-dire pour loute valeur
quelconque de P, de © el de m, mais seulement lorsque ces lettres
ont entre elles la relation que nous venons de trouver.

On ne peut donc pas assigner a @ de valeur qui satisfasse dans tous
les cas aux équations dont il sagit. Généralement parlant, ces équa-
lions ne peuvent donc coexister, ou, en d’aulres termes, elles sont
Coniradicloires.
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505. Mais il est clair que si nons avions dans ces équalions autant
d’indéterminées on d’inconnues :In‘il y a d’équations, ou que DOUS
voudrions faire évanouir de lermes, et que ces équations fussent
d’ailleurs liées entre elles (n” 447), nous pourrions alors trouver €5
valeurs que devraient avoir ces indéterminées pour que toutes ics
équations fussent satisfaites en méme temps.

Ainsi, pour faire évanouir un seul terme, il ne faut qu’une équation
avec une indélerminée; pour en faire évanouir deux, il faut deus

équations et deux indéterminées; pour en faire évanounir trois, il faut

trois équalions et trois indéterminées; et en général pour faire éva-
nouir tous les termes d’une équation du degré m, & Iexception du
premier et du dernier, il faut m — 1 équations, el m — 1 indéter-
minées. g

506. ‘Cependant il faut prendre garde & la manitre d’introduire
ces indéterminées dans ’équation proposée : car si U'on voulait poser
x=—y a1t b} etc. ces leltres @, b, elec. se comporteraient dans
la substitution comme si clles n’en formaient qu’une, etl’on ne pour-
rait point les déterminer séparément. Clest ce quil serait facile de
vérifier en meltant 3 -- @ -}~ b, par exemple, a la place de x dans
une équation complete du troisicme degré.

507. On atrouvé que, pour faire évanouir deax des termes intermé-
diaires dans une équation qui est au moins du troisieme degréen x,
il faut poser x? =y -} a - bx; que, pour enfaire évanouir trois dans
une équation qui esl au moinsdu quall‘i{!fne degré, il faut poser a3=
y—+a-tbx -—'r cx?, el ainsi de suile. Mais nous reviendrons la-des-
sus dans le chapitre suivant. Examinons ici ce qu’il y a a dire pour
le cas d'une seule indélerminée.

508. Généralement parlant, une indéterminée ne fait évanouir

quun terme; cependant, dans de cerlaines circonstances, elle peut

; 7 X m—1
en faire évanouir plasieurs. Si Pon a, par exemple, Q = ——— F*
2m

(n 504), et qu'on fasse @ = — —, le second et le troisicme terme
m

de la proposée disparaitront.
z

Appliguonscela & 'équation du troisicme degré. On a alors m-
el si Von fait par conséquent Q=1 P, ou que an suppose

¥+ Part 1Pt R=o0,
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Celle équalion se réduira i deux lermes en y mettant 3 — 1 P a la
Place de x, comme il est facile de le vérifier.

509. Considérons en général les m —1 équalions dun® 504. Il est
facile de voir qu’il y a dans chacune de ces équations une letire de
Plus que dans Péguation précédente, et que la premiere équation
ma-. P—o, donnant ma=—— P el a,—_-—%, si 'on met celte va-
leur de @ dans la seconde équation , celle-ci donuera la valeur de Q
€Xprimée en m et P; que si I'on met ensuite celte valear de Q avec
celle de @ dans la troisieme éguation, celle-ci donnera la valeur de
K exprimée en m et P et ainsi de suite.

On aura done (n° 335 D)

g P
Q=F(m, P)
R—=1I"(m, P)
P—=F"(m, P)

Prenant donc m et P a volonté, ces équations nous feront voir
Quelles relations les quantités @, Q, R, ... 7, devront avoir avec
Celles-14 pour que I'évanouissement de tous les termes intermédiaires
ait lieu.

Mais tout comme aprés avoir choisi parmi les letires @, m, P, Q,
v 7, les deux quantilés m et #7, nous avons exprimé loules les
aulres en fonctions de celles-13, si nous eussions choisi a la place
de m et P deux aulres lettres, comme () et R, nous aurions aussi
Pu exprimer toutes les aulres en fonciions de celles-la.

Il en résulte que parmiles lettres @, m, P, Q... 7', deux pourront
avoir une valeur quelconque, mais que les autres devront avoir avec
tes deux certaines relations déterminées pour que 'évanouissement
des termes se fasse.

Cet évanouissement n’aura donc pas lien généralement, mais seu-
lement dans certaines circonslances.

Cependant, et nous le répétons, quelle que soit Péquation, Pin-
troduction d’une indéterminée peul Lonjours faire évonouir un lerme
de celte équalion.

510. Si l'on veut faire évanouir le second, on supposera

ma-+ P=o0,
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et il suffira de savoir résoudre les équations du premier degré pour
tirer de celle-ci la valeur de @, qui doit salisfaive au but qu’on se
propose.

On trouvera que a doit étre égal & — —, c’est-a-dire que si I'on
ne

met y — ;—: a la place de = dans U'équalion proposée, qui est du de-
gré m, la transformée en 5, quoique du méme degré que la propo-
s¢e, sera plus simple qu’elle, puisqu’elle n’aura point de second terme.

Ce principe, a cause desa simplicité et de son utilité, mérite d’éwre
traduit en langage ordinaire, afin qu'il soit mieux saisi par les com-
mencants. On peut Pénoncer ainsi: Pour faire évanouir le second
terme d’une équation, c'est-a&-dire celui qui contient X", x étant
Linconnue, et m son plus haut exposant, il faut substituer & x une
nouwvelle inconnue y, augmentée du coefficient de ce second terme pris
avec un signe contraire, et divisé par Pexposant du prem.ier.

Zma

511. 8i Von veut faire évanouir le 3™° terme de I’équation propo-
sée, on fera
£ Y
h__m._mz—— g 4 (m—1) Pat-Q=o0;
et si l'on sait résoudre les équations du second degré, on tirera de
celle-ci la valeur de @, qui doit satisfaive an but dont il gagit.

512. Sur quoiil faut observer que, d’aprés loul ce gue nous avons
dit, la valeur de a2, qui fait disparaitre le 3° terme, v'est pasla méme
que celle qui fait disparaitre le second, du moins si les coeflicients
P el Q n'onl pas eotre eux les relations dont nous avons déja parlé.

De la il résulte que si Pon veut faire évanounir le 3™ lerme apres
avoir déja fait évanouir le second, celui-ci revieut & ce moment-1a,
et réciproquement.

Celte observation du reste s'applique & tous les autres termes; en
sorte que si l'on avait une équation qui n'elit que le premier; le se-
cond et le dernier terme, el gu’on voulit faire disparaitre le second,
tous les suivants reviendraient.

Soit pour exemple V'égualion

: x4 8x* —1=0,
dont le troisitme ct le quatrieme terme manquent; si Uon veul faire

disparailre lesecond, et que I'on fasse x—=5—2 (n"510), on aura
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e e e
- By3 e 4892 96}‘_ 64 =0
2 24
— 1

ou, en réduisant, 4
g4 —24y*4-6hy —4g—o,
¢qualion sans second terme, mais dans laquelle on retrouve en re-

Yanche le Lroisicme et le quatriéme.

513. Pour faire évanouir le quatrieme terme seulement de 'équa-
lion générale, il Taudrait résoudre une équation du 3™ degré en «.

Pour faire évanouir le 5m°, il en fandrait résoudre une du4™°; et
ainsi de suite. .

Mais tant qu’il ne s'agira que d’un terme compris entre le premier
etle dernier, Péquation & résoudre, pour faive disparaitre ce terme:la
sera toujours d’un degré moins élevé que le degré de I'équation pro-
posée, comme on le voit d’un coup d’eil dans la formule générale,

514. Si l'on pouvait faire évanonir le dernier tout connu, tous les
aulres contenant ¥, on diviserait par g, et 'équation serait abaissée
Qun degré (n® 381 ).

Faisant encore disparaitre le dernier terme de cetle nouvelle équa-
lion, on l'abaisserait une seconde fois d’un degré; et continuant tou-
jours de méme, on 'abaisserait jusqu’au premier degré, ce qui don-
Nerait par conséquent la résolution générale des équations,

Mais pour faire disparaitre le dernier terme de la proposée, il fau-
drait poser :

a4 Par— 4 Qam—. ...+ Ta+ U=o,
et résoudre celle équation pouor en tirer la valeur de @ convenable
a ce cas.

Or, celte éguation en a est parfailement laméme que la proposée
en a, et offie par conséquent les mémes difficuliés qu'elle, ou n’est
pas plus facile & résoudre.

On voil donc que ce probﬂ:mc, Une équation quelcongue étant
donnée , en faire évanouir le dernier terme, ow la transformer en une
Alre r*'q-'uz.’.r'{m du méme degré et sans dernier terine, v’est aulre chose

que celui-ci, Trouver la vésolution générale des équations.

515. Du reste, l)ui-‘,quc I’Ccll‘.:nti(m an + Pam—r _1!’_ ete,==0, est la

. At . [
Meme que I'équation a% -~ Pa

n—1

{-ete.==0, il en résulte que dans
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ce cas ¥ =a; el comme nous avons fait x—y—t a, la valeur d’y doit
ici étre nulle.

Or, cela est d’accord avec tous les principes: car, une équation étant
donnée, si Ion y fait 'inconnue égale & zéro, tous les termes se
délruisent, a I'exception du dernier, qui ne contient pas 'inconnue,
et ’on a /=0, ce qui est absurde, &4 moins que U ne soit nul par
lui-méme, c’est-a-dire qu'une équation ol I'inconnue est o mangué

nécessairement de dernier terme (n° 411).
' Réciproquement, si une équation n’a point de dernier terme, elle
sera toujours satisfaite en y supposant l'inconnue égale & o, parce
que tous les termesrenfermant 'inconnue , ils se détruiront tous par
cette supposition. Un des soluteurs sera donc alors o, et les antresse
trouveront dans 'équation, que 'on obtiendra en divisant la proposée

par linconnue gu’elle contient. Ainsi

_-.;m_.!_ Pym—1 + O_xm-"“- SR + Ta—0

a pour un desessoluteurs x =0, etles m — 1 autres sont donnés par

Péquation
am—i |- Pem— - Qun— ... .4 T=o.

516. L’¢vanouissement du second terme, le plus facile de tous, est
souvent trés-utile, el conduit d’ailleurs trés-vite & la résolution géné-
rale des équations da second degré, qui, lorsqu’elles manquent de
second terme, ne sont autre chose que des équations & deux termes-

La proposée étant }

x*+ Px-(=o,
formule générale des équations du second degré (n° 373), on fera

r=y—LP (n? 510), ce qui donnera

o e gl v o
+ 1)}"—7} Ty — Q,
+ Q
F—iPfQ=o.

Or, celle équation est & deux termes puisqu’elle ne contient que le

ou, en réduisant,

carré de l'inconnue et des quantités toules conuues gui sont suppo-
sées ne former qu’un seul terme. On en tirera donc d’abord
yr=1rP—Q;

puis, en extrayant la racine,
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P
r= ‘//% Pr—Q,
valeur qui, étant multipli¢e par les deux racines carrées de 'unité,
ou par 41 et —1 (n°491), deviendra
r=tViF—0C

(Vayes le n° 484 avee la note.)

Mais puisque x égale y — 1 P, ou, ce qui est la méme chose,
~3 P4y, onaura

B

J":-—-%PiV-L—I“-—Q
ce sont 14 Jes deux soluteurs de équation générale du second

Les commencants feront bien de vérifier ces valeurs de x,soit en
les substituant chacune séparément a x dans la proposée, soit en
cherchant a former cetteéquation par la multiplication deses facteurs:
car puisquion a @ = — 5 PV 1P — Q,oux =—41 P—V"1P>—0,
on a aussi s+ 1P — VL P*—Q=o, oux+iP+VIPP—Q=
0, el par conséquent

@+sP—=ViP—Q
1 5 2

La proposée doit résulter du produit de ces deux facteurs, qu'il
faut considérer chacun comme binomes, puisqu’ils sont composés de
L . » Pl v -
Pinconnue et d’une quantité connue, que 'on peut supposer réduite

1 54 p PP

degré,

4 un seul terme.
Du reste, nous reviendrons encore sur les équations du second

degré, et nous donnerons dans U'Appendice différents problemes de
ce genre pour exercer les commencants. lls pourraient dés a présent
chercher 4 résoudre celui du n° 349,

517. Faisons en attendant observer que la résolution de Péquation
du second degré donnecelle de 'équation

ax3m | Bam |- 4 =0,

qui n’a que trois lermes, mais dont I'exposant 2m du premier lerme
est double de Pexposant m du terme intermédiaire, quelle que soit

la valeur de m.
Car, prenant d'abord a7 pour linconnue de Péquation, a7 sera

le carré de cetle inconnue, et la formule du second degré donnera

mmédiatement
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emm A BT

3 :
d’olt Pon tirera par conséquent

:

V iE—

Or, celte valeur se partage en deux , qui sont

V—-';B L Ip 4,

”
VE B maiat
aV_ip_Vipg—x
et qui élant multiplides chacune par les m racines m™ de unité
(n® 491), donneront les 2m soluteurs de la proposée.

518, Considérons un moment les quantités

VIisrvisr—a,

m
TR i |
V_gs_v% B4

on ne peut pas, tant qu’elles restent aussi générales, leur donner une

expression plus simple; maisil est évident que cela doit éire possible
dans eertains eas particuliers.
Si Péqualion proposée était, par e\emple celle-ci,

ad==ox*4-g=o,
on en tirerait, par la formule,

= V54 Vaoog,

ce qui donnerait lont de suite = égal a 3 ou & -, valeurs qui, mulu-
pliées 'ane et Vautre par les denx racines carrées de Punité, four- [

niraient les guatre soluteurs de la proposée, 3, —3, 11, —1.

On vient de voir ici que V 541 sest réduit a 3, et que

\/5-—2/15 s'est réduit & 1. It P'on doit comprendre qu'il pourrait ‘
¥ avair des expressions radicales de la forme de celles qui nous occu-
]mm qui, sans se réduire aulant {fue ces dernieres 3 seraignl cepen-

dant susceptibles de cerlaines réductions. Nous allons le démontrer
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Par un exemple simple. Prenons la quantité 1 172, et élevons-la
A4 carré : elle deviendra 1 4217242, ou 3418, extrayons de
Bouveau la racine, nous trouverons

V3118 =14-L7a.
Mais au lieu d'aller de la plus simple de ces deux expressions i la
Plus composée, comme nous l’avens fait , il est clair qu’il serait utile
depouvoir aller de la plus composée i la plus simple,

Essayons donc d’extraire les racines des quantités de la forme
@+L-b, quantités que on appelle, en partic commensurables, en
Partie incommensurables, Et commencons par la racine carrée.

519. Celle racine ne sera pas purement monome, car dans ce cas
le carré le serait, aussi.

Elle nc sera pas non plus purement rationnelle , puisque le carré
Contient un radical.

Elle sera donc de cette forme L« -]/ '8, une des letires « et 8
Pouvant étre un carré, et une des quantités |z et '8 pouvant par
Conséquent étre rationnelle,

Plus généralemenl encore, cetle racine pourra étre représentée
Par (L~ a1/ 8)1- v :car, commel~« --178, élant élevé au carré,
doung une partic rationnelle comparable & a, et une partie irration-
telle comparable & |7 0, il est évident qu’il en sera de méme de
(!/a._‘_;/ )} v, puisque L7 ¢ par son élévation au carré donnera
Uninombre vationnel ¢, qui, multipliant le carré de ) + 78, le
laissera composé d’'une partie commensurable et d’un radical du
Second degré.

On aura done

a1 b= (Va1 B).ve=(aif-p{|2l ab) v,
Doy I'on lirera d’abord
(a4-Rlv=a, (2 7«B)r=1"D,

(u"—*—QaB—f—.@"‘jv’ma*, (4a3)2=0.

Puis

Si Pon retranche alors la seconde équation de la premicre, on lrou-
Vera

(e —2aB4-6*) v =a>—b,
@ qui donnera, en divisant par v*; puis extrayant de part et d’autre

|

dracine carrée,
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il
“_B:Va =0

2

8 V-a‘—-b
— - e
e

d’otr on lirera

Substituant cette valeur dans Péquation (« 4-8) v=a,0u e = ,::‘,,

a
0uu+5_-;—.~__—o, on aura

: a*—0b T
B -—-—;.—:o.

v* v

1l faudra donc résoudre cette équation pour en tirer la valeur de <,
et 1a substituer ensuite dans Péquation précédente, qui donnera I2
valeur de . Or, ces équalions n’étant que du premier degré, on les
résoudra facilement. Cependant il faudra avant tout donner une va-
leur a v.

Cette quantité élant indéterminée, si nous pouvions, en lui donnant

. : 1 — b

telle ou telle valeur, rendre rationnelle la fonction ———,ce

2

serait cette valeur-la qu’il fandrait choisir. Mais il est facile de com-

a* —

prendre que, quelque valeur qu’on donne a v, ne sera carré

qu'autant que a* b le sera: car une fraction n’est carrée que lors-
que ses deux lermes le sont. La valeur de v étant done inutile a cet
égard, nous la ferons, pour plus de simplicité, et dans lous les cas,
égale a 1, et les deux formules précédentes se réduiront a celles-ci;
B=a—} a*—D,
m—‘;V};H—{! a=—0:(%)

Ainsi donc z et £ ne seront rationnels; et Iextraction de la racine

ne pourra avoir lien, que lorsque a* — b sera un carré.

(¥) Yaurais pu observer d’entrée que (a7 B) Vv était égal & V7 aw SV B
et rentrait par conséquent dans la forme P~ a’ -+ #7 £ en faisant ap=c’ et Bu=F"
Mais j ai préféré la marche que j'ai suivie pour girelle fii uniforme avec celle des
degrds plus levés. Cestanssili laraison de la forme que j'ai donnée aux expres”
sions des valeurs de o et de 8.
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Soit proposé, par exemple, de réduire "3 4178.0n a ici a =3,
b-=8 'a* — b =1} en sorle que la quanlilé proposée est susceptible
de réduction. Bt comme on trouvea—4 - 3=2,etf=—0—1=1,
‘nal el pg=p 2F+1=1 -+ 172, c’est-a-dire

V3FL8=14+1 2,
Comme nous Iavons va au n° 518.

Soit encore proposé L 28 F-1017 3= 1"28 -{-—l/ioo. Onaa—

LES 300, a* — b — 484, qui est un carré ; en sorle que la qunmuL
Proposée est réductible. Et comme on trouve a==11-- 14— 2056l
B=25—22—3,0na

|28 -1 300 =54}/ 3.

Soit proposé l/ll—[—V'lfS. Onaa=—11,5b—13, a* —_—b= 108,
qui n'est pas un carré; en sorte que la quantilé proposée n'est pas
réductible.

Soit enfin ﬁroposé v—'58+ L% B*— A, qui est un des solu-
teurs de 'équation x4+ Ba* -+ 4 —=0.Onaa=— 3B, b= 5"
—Ad;ar—b—=1B—1B} d=4:ce qui fait que la réduction
Sera possible , si le dernier terme A de 'équation est un carré direct.

Sila quantité proposée, au lien d’ ‘trel” a1, élait Va—i-b,
il faudrait prendre, pour sa valeur, |« — 178, au lleu del"a17B.

Du reste, la valear de chacune de ces quantlités est double : on a
Va1 bégala 41 a1 8,00 —Va—) B etV a—1 b
égala 41 a—) Boud —| a4 8.

590. Essayons maintenant d’extraire la racine cubique des quan-
X Y q q

lités composées d’'une partie commensurable et d’un radical du se-
tond degré, c’est-a-dire cherclmns a simplifier Pexpression

l/ a_|—i/ b,

Celle racine ne sera i purement monome, ni purement ralion-
nelle, comme il est facile de le comprendre.

T'He n’aura pas non plus la forme |~ "«—+178, si ni « ni # ne sont
Carrés, car le cube de celte quanlm, n’aurait aucune par lie ra-
llonndlc.

Mais ellc pourra avoir la forme «-}]”8, parce que le cube de cette

37




290 DE L'EVANOUISSEMENT

fonction, comme on peut le vérifier, est composé d’une partie com-
mensurable et d’un radical du second degré.

3
Plus généralement elle pourra avoir la forme (a-}-| )]/ : car, sile

cube de «}18 est composé d’une partie rationnelle comparable a @, ‘

et d’un radical dusecond degré comparablea]” b, le cube de (=4

3
L~ 8) 1 v sera composé de la méme maniére, parce qu'il sera égal a
(«+1-8)%. v. On aura donc

a1 b=(at 1/ B) v=(23+3up43u2 8181 B,

d’out Pon tirera d’abord

s (23 v=a, (32+8)v1 B.=1"b,
puis

(@8 - 6248 ga’f? ) * =a?, (gaif | 6226 -|-33) v =1b.
Si lon retranche alors la seconde équation de la premigre, on trou-

Yeéra
(b — 3ai -+ 3032 — 03 Y2 =a> — b,

ce qui donnera, en divisant par #*, puis extrayant de part et d’autre

Ty
a‘—ﬂ=va—7"
v
: vﬂz-—b
— o e
v

Substituaunt cette valeur dans I'équation («® - 328) v =a, ou

la racine cubique,

d’onu l’on tirera

3 e 3 B e .
ad 4 3aB = —ou a —f—Su,B? —-=0, 01 aura

0 |
e
5 s /(E b , @ |
al—2 ———w e—i _=q,

417

Il faudra done résoudre celle équation pour en lirer la valeur de =
et la substituer dans la précédente, qui donnerala valeur de (3. Mais
comme elle estdu troisicme degré, nous ne savons pas encore la ré-
soudre.

Quant a la valeur de v, il faudra la prendre telle que la fonction
@—b  (ar—b)o . B : L :
T T See soitan cube parfait, ce qui aura lien sile numé-

rateur de la seconde forme, ou (a*—b) v estun tel cube. On pren-
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dra done tous les facteurs premiers du nombre o> — b ( Arith.
30y, 016,
v==p.p'. p', ce qui donnera (a*—b) v=p". p'*, cube parfait, Ainsi,
8i Pon avaita? — b=—180=—2. 2. 3. 3. 5,onferaitv=—2.3. 5. 5—
150, et Pon aurait (a* — b) v=180 X 150=27000.

La valeur de v élant ainsi fixée, si 'équation finale en « a un so-

el si ces facteurs soul, par exemple, p. p. P, on fera

lateur rationnel, on le prendra pour «, en sorle que 2 sera aussi ra-
lionnel, comme il est facile de le voir, et que la quantité proposée
3

VG-{~ |~ b sera susceptible de réduction. Mais si 'équation finale
D’a point de soluteur rationnel, la réduction ne sera pas possible.

521. S'il s'agissait d’extraire des racines plus élevées des quantités
Composées d’une partie commensurable et d’un radical du second
degré, il faudrait suivre une marche analogue & celle que nous avons
suivie pour P'extraction des racines carrée et cubigue, marche que
Dous avons suflisamment fait connaitre.

Du reste, ceci nous a ramenés aux équations du troisicme degré
et des degrés supérieurs.

Nous allons voir dans le chapitre snivant, qui r'est que la conli-
Buation de celui-ci, une méthode applicable a ces équations.

[

CHAPITRE IiL

De Pévanouissement des termes aw moyen de deus ou plusieurs in~

déterminées.

Comment cela peut conduire & résoudre les équations du troisiéme et
du quatriéme degré, et en général les équations x*™ - Cx*™-|-Bx™

-+ A =o, et x4"4-Dx¥* - Cx*-}-Bxm -} A=o.

522. Nous avons dil au n® 507 que, pour faire évanouir denx des
lermes intermédiaires dans une équation quiest aumoinsdu froisieme
(IPS'\': en z, il fallait faire 22 =y +-a-b=, ou, ce qui revient au
Weme, 22 — ba— (a+5) =0.
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5i donc I'équation proposée est P'équation générale du troisieme
degré (n° 373),
-2.'3-—|—P.t.‘2 —]—- Q.:L‘-%—- =0

on la considérera comme coexistant avec I'équation h_ypmhélique

&? == bz —(a}y)=o0,
linconnue = ayant la méme valeur dansles deux, et les letires a et
b représentant des quantités dont nous ne connaissons pas encore les
rapporis avee les coeflicients £, Q, R, mais que nous déterminerons
ensuite conformément a notre bat,

Cela posé, on éliminera x des deux équations ci-dessus, et l'on
parviendra a une équation finale en y, qui sera encore du troisieme
degré, et de la forme ;

7+ Py QP =o,
les coeflicients 7/, Q’, R/, étant composés des coeficients P, Q, R,
et desindéterminées a et b.
Parvenu la, on posera P! —=o et ¢/ =o, ce qui donnera y*> | R’

=o0,d%u 'on tirera y3 =—R' ety = ]/—R'.

Mais R’ étant composé non-senlement des coefficients conaus 2,
@, I, mais encore des quantités a et b, il faudra substituer 3 ces
quantités lears valeurs en P, Q, R, lirées des équalions P'—=o,
et O' = o.

On ¢liminera donc @ ou b de ces deux équations, supposons a, et
Pon trouvera une équation finale en &, qui ne sera que du second
degré; on résoudra celle-ci pour avoir la valeur de b, qui, substituée
dans Péquation F!'—o, donnera celle de a.

Enfin les valeurs de ¢, de b et de », substituées dans Péquation
2* — baz— (a+y)=o0, donneront celles de .

523. Si I'on avait Péquation générale du quatritme degré,
x4 —[— Pa? + Qax? + Rx —[—-é: 0,
en faisant encore x* =y -4 a - bx, on trouverait par Pélimination
de = une équation du quatrieme degré eny, de la forme
yit-FPy i+ Qy+ Ry + 8=o0;
et posant P’ =o et &' = o, il resterait
"}—(J' "-—i- S =0,
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€qualion qu’on résoudrait par la formule du n® 517, aprés avoir
substitué aux lettres aet & contenues dans lescoefficients Q' et 8, leurs
valeursen P, Q, R, 8, tirées des équations P! —oet R' =o, qui,
€lang comparées pour en ¢éliminer @ ou b, donneraient une équation
finale d’un degré moindre que celui de la proposée.

524. Ces calculs étant tres-longs, nous ne faisons qu’indiquer leur
Mmarche, d’autant plus que nous résoudrons bientot par un proeédé
différent les équations générales du 3¢ et du 4™ degré.

525. Du reste, ces équations élant résolues , elles nous conduiront
2 la régolution des équations

 x3m |- Cxam—{-Bxm{-Ad=0,
x4m - Dx5m | Cx3m |- Bam L A=—o0,
commela résolution de ’équation dusecond degré nous a condaits,
dans le n° 517, a trouver les soluteurs de I'équation

x2m L Bam - d=o0,
526. En général, pour faire disparaitre n termes d’une équation
en x, il faudrait prendre » indéterminées @, &, ¢,.... £ (n° 507),

xn=yta-f-byxtecx*. ... lan—r.
Mais des que la proposée surpasse le 4™ degré, et qu'on veut en
faire disparaitre un nombre de termes suffisant, on arrive dans la

€l poser

recherche des indélerminées a, &, c....Z, a une équation finale
@’un degré plus élevé que celui de la proposée , et que par conséquent
on ne peut résoudre.

527, L’évanounissement des termes conduit, comme nous venons
de le voir, a la résolution des équations générales du second, du
Iroisieme et du quairitme degré. Il y a plusieurs autres voies pour
arriver a ce but; il serait superfla de les indiquer toutes; mais nous
allons en développer une qui dépend de la considération des fonc-
lions des soluteurs, et qui est due au célébre Lagrange.




CHAPITRE IV,

De la résolution des équations diw second degré par la recherche ae
certaines f onctions des solutewrs. Nature de ces soluteurs.

528. Wousavons vu gue le coefficient du second terme d’une équa-
tion est égal a la somme dessoluteurs, en prenant celte somme avec
un sigue contraire ; que le coefficient du troisieme est égal 2 la somme
des produits différents qu’on peut faire avec les solulears en les com-
binant deux a deux, et ainsi de suite, jusqu’an dernier terme, qui
est égal au produit de tous les soluteurs, produit pris avec son signe
si Péquation est de degré pair, et pris avec un signe contraire si elle
est de degré impair.

D’aprés cela, on pourrait se proposer ce probleme :

Connaissant la somme d’un nombre m de quantités inconnues,
celle des produits de ces quantités combinées deux & deux , celle des
produits de ces mémes quantités combinées trois & trois, ete. enfin
le produit de toutes ces quantités , trouver la valeur de chacune d’elles.

Nommant «, 8, y,..+.+A, bes m inconnues, on aurait, d’aprés
ce qui précede, et en posant I’équalion

zm - Pam=t L Qam—2, ., .+ T+ U=o;

on aurait, dis-je,

..—;;-—Q-—)-....-—A.—P

eftey. . Fartgy...FBr. . Fr... =0
—fy e m—aBA. . m—aYA e — YA L =11
....-......-—:-—-uﬁ;/\........,.ms
it N e R Lol e Sl Pyt e T
SEtT =

Et ces équations étant au nombre de m a cause des m coeflicients
P,Q,...T, U, et contenant minconnues «, #, ,+++ + A, ON pour-
rait par Pélimination trouver une équation finale ou en z, ou en 2,
ou en y, elc.; et si celte équation était plus facile & résoudre que la
proposée, apres enavoirtiré la valeur de I'inconnue qu’elle renfer-
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Merait, on remonterait A la valeur des autres, et Yon aurait lesm
soluteurs de la proposée.

Or, voici pour ce cas un‘pmcédé d’élimination beaucoup plus sim-
ple que les procédés ordinaires. Multiplions la premiére de nos m
équations par am—*, la seconde: par «”—*, la troisiéme par a»—3, etc.
et Pavant-dernitre par «, pais ajontons tous ces produits avec la der-

Didre équalion, et nous aurons k’équal‘ion finale en «, comme on va

le yoir

— o I e =y o 4 4 — AN == Pamn—1

T T D
F a2y, A o il e D

—a 2y, s — WP BN, . o o= @iy A. . 3
— Ram—
—_— 32N B =R
BN e e ot ]
cen s vt a8y 0 o w v e ese == Samd
.......-....q..k.ih‘.lg)'--.A.:Th
Falys « vA=U

— g = Pam—1 + Qam"" Nonatie: --]- Tz—}ﬂ 7,
®’od Lan tirera
—_— e 1
— am L Pam—t - Q..o 4 Tt U,
Ou, ce qui revient au méme,
mm+Pdm—l+Q¢md7 W5 aie Tc.c.—}- U=—no.

Or, cette équation en « est parfaitement identique avec la propo-
sée en , el offre pour sa résolution les mémes difficuliés qu'elle.

Si, au lieu de multiplier les m équations par a#—1, am—2, am—3, etc.
on les eiit muliipliées par g7—1, gm—2, g=—3, efc, ou par y»—1, y7—2,
¥#=3, ¢lc. ou elc. on aurait eu des équalions finales en 8, ou en 7,
Ou etc. mais elles auraient toutes été semblables a la proposée.

On ne peut done tirer immédiatement les soluteurs d’une équation
des relations que ces soluteurs ont avec les coefficients de cetle
Equaltion.

529. Soit, pour exemple, 'équation générale du troisieme degré,

2 Pyt Qe+ R=o0,

€0 nommant =, B, 7, ses trois soluteurs, on aunra
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—p ey =P
aftay|By=0Q
—afy=2R;
multipliant la premiére par «?, laseconde par «, et ajoutant les pro-
duits avec la troisitme, on lrouvera

—ad = f—a’y = P2’
d- a8 -- e’y +afy = Q=
: —afy=~R

=Pt Gt I,
&’ +Pa* 4 Qa+ R=o0,

équation finale qu'il faudrait résoudre pour avoir la valeur de e, mais
qui, étant identique avec la proposée, offre les mémes difficuliés

d’ot Von tlirera

qu’elle.
Soit encore pour exemple équation générale du second degré

x4 Px4+Q=o0;
en nommant « et 8 ses deux soluteurs, on aura
—a—p=P
ap=0Q;
multipliant la premiere par «, et ajoutant le produit avec la seconde ,

on trouvera
—a?—af—Pa

+28=10Q
—a2=Pu+40Q,

ou, ce qui est la méme chose,
w4 Pat-Q=o0,

équation identique avec la proposée.

530. Cela posé, voyons si nous ne pourrions point vaincre ces
dificultés, et tirer parti des relations que lessoluteurs des équations
ont avec leurs coeflicients, pour arriver a la résolution de ces équa-
tions.

Considérons d’abord Péquation générale du second degre «* + Px
-+ Q=o0, et raisonnons sur cette équation comme si nous ne savions
pas la résoudre.

531. Si nous avions entre les soluteurs « et 8 dela proposée, ou~
tre Péquation —z —B =P, qui est du premier degré, une seconde
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€qualion du premier degré, il est clair que ces deux équations don-
Deraient, par I’élimination d'une des inconnues, une équation finale
qui ne passerait pas le premier degré, et que lon résoudrait faci-
lemeny , d’olt résulterait la connaissance de « et de 8, ou de la double

Valear de x.

532. Celle équation da premier degré, que nous voudrions trou-
ver, devrait nécessairement contenir un ou plus d’un terme qui ren-
fermeraient «, un ou plus d’un terme quirenfermeraient £, et unou
Plus d’un terme tout connus; étant ordonnée, elle devrait donc avoir
Celle forme:

ga-/AB=e,

533. 11 est clair d’ailleurs que, dans cetle équation, la valeurde e
ne dépendrait pas seulement de celles de « et de B, mais encore de
celles de g et de 4.

Or, les valeurs de « et de B dépendent elles-mémes de celles de P
et de Q, ou des coefficients de I'équation proposée, en sorte que nous
Ne pouvons pas les prendre a volonté. Mais les valeurs de g et de %
ne dépendant point de la proposée, sont beaucoup plus arbitraires,
€t nous pourrons les fixer comme il nous conviendra de le faire,
Qapris le but que nous nous proposons,

Quand nous aurons donc décidé quelque chose 4 Pégard de ces
dernieres valeurs, il faudra rechercher celle qui en résultera poure.
Ainsi ce caractére, que nous avons d’abord considéré comme connu,
parce que nous envisagions I'équalion ge—-/18— ¢ comme irouvée,
doit actuellement étre considéié comme désignant une inconnue,
parce qu’il s'agit de former celle équalion.

534. Or, les inconnues ne se délerminent que par les rapporls
qu’elles ont avec des connues, et anu moyen d’équalions qui expri-
ment ces rapports. 1l faul donc, avant de pouvoir former I’équation
§a-}- 3=, trouver une autre équation qui donoe e. En d’autres
termes, e ou la fonction gz —~ 1, doit étre linconnue d’une équa-
lion qn"il faut poser et résoudre avant d'avoir Féquation ge

0
g —g,

535. Mais comme lessoluteurs e et 2 de I'équation pénérale a2 -
“£a--()=o0, jovent dans cetle équation le méme r6le Pun que Panlre,
il en résulie que tous les ralsonucients et tous les calculs qui pour-

38
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raient conduire & la valeur de ga—+ 1B, Sappliqueraient dgalement
a celle de gB |- A, en supposant méme les coeflicients geth (1:.'3_“
déterminés, Ainsi 1’équation qui doit donner la valeur de ga--hp doit
aussi donner celle de g8 - /ix, c’est-a-dire que cette équation parail
devoir étre du second degré (*). Cependant il faut voir si on ne peut
point Pabaisser.

536. Celaaarail lieusi 'on faisait 4 =g, parce qu’alors la fonction
ne changerait point par la permutation de « et de 2

Mais go—-gh =g (a—-8) = — gP, parce que a4 32— —P, L%-
quation & comparer avec — a— B==P, pour tirer des deux les va-
leurs de « et de 8 (n° 531) , serait done celle-ei,

g (a-B) — — o,
qui n’apprenant rien de plus que Péquation — 2 — g —P,ona-8

= — £, ne pourrail nous conduire au résultat que nous cherchons.

52
trouver la valeur de ga -] 48 sans trouver en méme temps la valeur

de gf-|- hz, c’esl-a-dire sans résoudre une équalion da second degré:

Il résalte de la qu'on ne peut faire b— o, et qu’il est impossible de ‘

537. Mais, par supposition (n° 530), nous ne savons résoudre les
équations du second degré que dans deux cas dillérents :

1° Lorsque tous leurs termes étant transposés dans le premier
membre, ce premier membre est un carré parfait, comme si P'on
avait x* — sax—- a*—o: caril suffitalors desavoir extraire la racine
carrée d’'un polynome pour décomposer le premier membre de 1'é-
quation dont il s'agit dans ses facteurs du premier degré. On voity; |
par exemple, que Péquation ci-dessus est la méme que celle-ci;
(x —a) (rx—a)=—o0, ce qui ne donne qu'une valeur pour x, savoir
a — a. Dans ce cas done les deux soluteurs sont égaux (n° 3g2).

2° Noussavons résoudre une équation du second degré lorsqu’elle
est a deux lermes, c'est-a-dire lorsqu’on a lecarré de inconnue (‘_:_.'ﬂl
a une quanlilé connue: on extrait alors la racine carrée arithmé-
lique (n° 492} de la quantité connue, et on muliiplie cette racin®
par les deux racines carrées de Punité (n° &91), cest-a-dire par 1 e

—_—

e i — —

(*) I ne faut pas confondre cette ¢quation du second degré, qui est 4 former, ave®

Uéquation du premier degré ga—t g =, ou 8B -t-he=¢c". Foyez ce qui précede:
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Par— 1 (n° 488), ce qui donne les deux soluteurs de Péquation, qui
e différent done alors que par le signe.

938. Pour faire rentrer dans le premier de ces cas Péquation dun
Secon( dcgré, qui doit avoir pour soluteurs les fonctions ge—F hB et
éfg-{—/;g, il faudrait poser enfait ’égalité de ces soluteurs ou de ces
1Ont‘licu.ls, ce qui donnerait

e - 13 = gp —[— hee.
Or, il y a ici une observation importante a faire : puisque la propo-
Sée @2 - P -+ Q==o0 esl générale, ses coelficients , @, sonl sus-
“eptibles de diflérentes valeurs, desquelles résulteront anssi différentes
Valeurs pour les soluteurs «, & Mais quelles que soient ces valeurs, il
faudra que Pégalité ga—-78— g8 |- Az, ayantlicu pour un cas, ait
lieg pour tous les autres. Et il est facile de comprendre que cela ne
Sera possible qu’autant que les coefficients de « seront ¢gaux dans les

deux membres, et qu’il en sera de méme de ceux de

Du reste, cela peut se démontrer de cette manitre - de Pégalité
Précédente on tire facilement celle-ci, (o—4) (a—p)=0, qui ne
Peur éire salisfaite qu'en supposant « — 3—o0, ou g — /i =o0. Mais
®— @ n’est égal a zéro, on « n'est égal a 8, que quand le premier
Wembre de la proposée a* 4 P« -+ Q = o, est un carré parfait
(mos 390, 391, 392), ce qui estassez rare; etil faut que notre égalité
3t lien pour tous les cas. Par conséquent, g—A—o0, ou g—4/.

On aurait donc ici g=17 et ~—g, ce quirevient au méme. Et de

la résulterait, comme au n° 536, g(a--£) =— P, résultat qui

Yapprend rien de plus que I'équation — &z — g—P.

539. Pour faire rentrer daus lesecond cas du n® 537 Péquation du
S¢cond degré qui doit avoir pour soluteurs les fonctions gu—-73 et
-‘E’-‘?w]—-/m, il faudrait qu'en désignant par e 'une de ces fonctions, les
deyy soluteurs fussent (n° 537)

e(+41), e(—1);
Ou, en d’aulres termes, que l'on edt

(e e o —
ga—+hG=— of — ha.

i} . 4 Ly gt i3 i ] N

Posons donc en fait qgue cette égalitéait lieu, nousen tirerons, d’apres
observation du n® 538, g=—1=%, et hh=—g ce qui revient au

Méme, Faisant, pour simplifier; g¢=1, nous anrons i==— 1, et les

deny fonctions g« - 45, et g8+ /ia deviendront
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a—peth—a,
€n sorle que nous aurons, ou e=—a—[0, oue=Ff—a,; aulrement
nous aurons, ou e —(e—fB)=—o0, oue— (f —=«)=o0.
Muliipliant ces deux équations alternatives, il en résultera I'équa
tion du second degré
et —(a2*4-0*) - 2s8=—0,
laquelle devient, par le n° 433,
e —(P* —20)420=o0,

ou, en réduisant,

i

e —(P? —40)=—o0....(Réduite).

De la on tire e=}P?—40Q), quantité qui, élant multipli¢e par les
deux racines carrées de Uunité ou par-- 1et— 1, fourniva les deus
solutears de la réduite (n° 481 avec la nole).

540. Représentons encore pour quelques moments ces deux solu-
leurs par e et — e, ce caracttre désignant maintenant une quantité
connue : ces deux valeurs seront celles des deux fonctions « —f3 et
B—=, et I'on pourra prendre a volonté une de ces fonctions et une
des valeurs e et — e pour les égaler, et former ainsi Péquation du
premier degré, qui, comparée avec léqualion —e—f=7F, doit
nous conduire a la connaissance des soluteuis z et § (n° 531 ).

Faisons donc d’abord &« —6==¢, ou

a—B=—V P —4(.
C’est 12 Péquation du premier degré en = et 3 que nous avons désiré
d’obtenir , pour la comparer & Péquation
—a—G=FP.

Or, voici un procédé d’élimination, applicable a ce cas, et qui

nous donnera rés-vite les valeurs de « et de (.

Retranchons la seconde équation de la premiere, et divisons le

résultat par 2, nous aurons
i 1 P 1P
e=— 3 PHV T 0.
Ajoutons en revanche les deux équations, et divisons aussi la somm®
par 2, nous trouverons

B=—L1P—} 1P:— Q.

Ces valeurs sont précisément celles que nous avons déja Lrouvees
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4un® 516, et il est facile de voir que nous ne trouverions que celles-
: 92 . - r 1
Ia €n essayant de poser autrement lequallon du premier degre a
Comparer 3 'équation —a—L=P.

Si nous posions, par exemple,

B._m-_f:g) ..-—B-.—a,:P,

il est clair quef jouerait icilerole que « jouait dans le cas précédent,
et que « jouerait ici le role que f jouait dans le cas précédent; en
sorte qu’on obliendrait pour f3 et pour « les valeurs que nous venons
@obtenir pour « et pour . Or, rien ne délermine une de ces lettres
areprésenter une des valeurs pluldL que Vautre.
S1 nous voulions ensuite poser
e—B=—e, —a—p=DP,
en changeant les signes de la premicre équation, nous ferions ren-
trer ce cas dans le précédent.
Si nous voulions enfin poser
f—g—=—e¢, —a—B=0P,
en changeant lessignes de la premiére équation , nous ferions rentrer
e cas dans le premier que nous avons considéré.
On ne peut donc oblenir pour z et que les deux valeurs que nous
avons données (¥).
Voyons maintenant quelle peut éire la nature de ces soluteurs,
dans le cas olt P et Q ne seraient pas imaginaires.

541. Si nous supposons que P soit nul dans la proposée, celle-ci
ne sera plus qu'une équation a deux termes, et comme on aura alors

(¥) L’équation — g, — 8 = P étant écrite ainsi, e~ B = — P, fait voir que — P
est égal & la somme des deux guantités et 2, et que — L P est égalala moitié de
telle somme., :

En revanche , Péquation e — f = V?‘i:ﬁ—Q fait voir que l/lﬂ — 40 est
¢gal A 1a différence des mémes quantités et 5, et que V;;_Pq est égal a la
moiti¢ de cette diflérence.

Cela posé, les formules qui expriment les valeurs de @et de 8, prouvent que le
Plus grand de deus nombres quelcongues est égal a la moitié de lg somme des
deux augmentée de la moitié de leur différence, et que le plus petit est égal @
la moitié de la somme diminude de la moitié de I différence.

Ce principe fait trouver les deux nombres 101‘51{!1’61;111!, I'un et Pautre inconnus
leur somme et leur différence sont données,
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l//%}i;-— Q:il//;_(), une des valeurs de » deviendra 1| ——Q,

+
et Pautre — L —Q; en sorte qu’on aura les deux soluteurs de la
proposée en multipliant la fonction |- = Q

i]ll[‘ Ies deliX I‘{\Cill{f:i car-=
rées de Punité (n* 484 4 489

), €L que ces soluteurs seront €gaux et
de signes contraires. Mais si Q est inverse dans la proposée, ou direct
dans la valenr de «, ces soluteurs seront réels, tandis qu’ils seront
imaginaires si Q est direct dans la Proposée, ou inverse dans 1

a va-
leur de .

542. Si P n'est pas nul, et que Q soit inverse dans |

a proposée, ou
direct dans la valeur de w, quel que

soit le signe de P, X P2sera
direct; et comme dailleurs V iP L Q> 1P, les deux solateurs
seront réels, inégaux, I'un direct et Pautre inverse.

543. Si P w’est pas nul, et que O soit direct dans la proposée ,ou
inverse dans la valeur de x, 1l y aura trois cas a considérer, savoir
lorsqu’on aura, ou

>0, ou; P2 Q, G e

1° Dans le premier cas, les deux solateurs seront encore réels -

mais comme on aura}” ! " Q< 1P, siPestdirect dans Péqua-

tion, ou inverse dans la valeur de x, les soluteurs seront tous deux
inverses et inégaux ; et si P est inverse dans la proposée, on direct
dans la valeur de x, les soluteurs seront tous deux directs et inégaux.
2¢ Dansle second cas, c'est-a-dire si1 P2 < O ,lessoluleursseront
imaginaires, et ne différeront entre enx que par le signe de la partie
radicale, quel que soit celui de P.

3¢ Dans le troisieme cas, ¢’est-a-dire si + P2=— 0, le radical deve-
nant nul, les deux valeurs de x se réduiront & une, dont le signe
dépendra de celui de P. Alorslesdenx soluleurs seront égaux (n° 392),

et le premier membre de ’équation sera un carré parfait (n°® 3g1 ).

544. Du reste, les solutears étant réels, ils seront commensura-
bles ou incommensurables, suivant que les extractions de racines
quil faudra faive pour les trouver ; pourront se faire exactement ou
senlement par approximation.

545. Arrétons-nous un moment sur le second cas da ne 5
d'apri‘.‘s'lcque] Q élant direct dans la proposée, ou inverse dans la
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valeur de =, on avait daillears ; P*<TQ : comme alors 1 P*— Q
L inverse, on a deux soluteurs imaginaires.
Pour éclaircir cela, faisons 1+ P? — Q=— Q': nous aurons
.\::.—ijf‘_“/—'"‘\}_!’ Ou.\:—f»-i,—P::j:L/._.(\;‘a

tlevant cette dernitre formule au carré, nous lrouverons

EEE PEES
Cesl-a-dire un carré ¢gal a une quantité inverse, ce qui n’est pas
Possible (r° 267). Et voila pourquoi cette équation donne pour
deux valeurs imaginaires ou impossibles,

546. La méthode que nous venons d’employer pour résoudre I'é-
Juation générale dusecond degré, conduit aussi, comme nous allons
le yoir, a la résolution de celles du troisieme et du quatrieme dcgré.
On la doit au célebre Lagrange, qui I’a donnée dans les Mémoires
de Berlin pour les années 1770 et 1771, Elle
La Place d

Complémentde ses £ lements d’ Algébre. Nous 'avons développée avec

a ensuite €té exposée par
ans le Journal de ' Lcole normale, et par Lacroix dansle

le plus grand détail dans application que nous venons d’en faire &
]}équalion du second degré, et cela pour que les commencants eus-
sent plus de facilité a en saisiv Pesprit.

Du resle, « quuiquc cetle méthode, dit La Place, soit un peu plus
lﬂngue que les méthodes indirectes, je la crois préférable dans un
Cours destiné a développer les vrais principes des sciences. »

CHAPITRE V.

De g résolution des équations du troisiéme degré par la recherche de

certaines fonctions des soluteurs. Nature de ces soluteurs.

547. Ttant donnée éguation
] D 2 I ]
41._}_ {!_,.r "IF_Q 2! _i_ R 0,

1l ne serait point nécesaire, pour emploi de laméthode, d’en faire

d

isparaitre le second terme; mais comme cetle opération préliminaire
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simplifiera nécessairement nos calculs, nous [a supposerons faite.
Nous poserons done 2’ =z — 2 P! (n° 510); et , substituant cetlé

valeur dans I'équation donnée, elle prendra cetle forme, #% -|- (r

R =o. Etil est clair que dés que nous connailrons x, nous aurons

aussi &',

La proposée est donc supposée étre
x4+ Qv+ R=o.

548. Si nous avions enlre ses solutenrs =, 8, 3, oulre Péquation
a+-f+y=—P=o0, deux aulres équalions du premier degré, de la
forme ge—}-/%8--iy =e (n° 532), ces trois équations nous condui-
raient facilement a la connaissance des trois soluteurs (n° 531).

549. Mais ces deux équations ne sont pas plus difficiles a trouver
qu’une seule : car, si nous n’en voulions qu’une, celle-ci, g8+ e+
iy —e' résulterait des mémes calculs que la premiére (n° 535), et il
en serait de méme de toules celles que nous pourrions former en
faisant changer de place autant de fois que possible aux trois lettres
«, B, v;ensorte que, lors méme que nous ne voudrions que la fonc-
tion e, la connaissance de la valeur de cette fonclion devrait dépen-
dre, a ce qu'il semble, de la résolation d’une équation da sixieme
degré, qui nous donnerait, ontre la fonction e, toutes celles que Fon
peat former en permutant entre elles, dans la fonction ga}/48-|iv,
les letires =, 2, y (n® 344 C, 535), savoir,

get-hR iy
ge- hy - ip
Bt fra -} Iy
(4 -JI—-/J!'; —Irl'ac
gy he +if
gy+]:,@+r‘m.

Si donc nous pouvions la résoudre, apreés en avoir trouvé les so-

Ug

Uy

luteunrs, nous en choisirions deux pour former les deux équations
du premier degré dont nous avons besoin (n° 543).
Cependant, il faut voir si 'on ne pourrait point abaisser le degre
’ | £

de celle équation.

550, Cela aurait lien si I'on faisait i=7%=g: car les six fonetions
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ﬁE\’enant égales, la seule qui resterait ne dépendrait que d’une équa-
tion dy premier degré. De la résulterait bien la connaissance de la
Valeur de la fonction ga - g8 gy ; mais, oulreque nous n’aurion,
qWune fonction , au lieu de deux dont nous avons besoin (n° 548,
celle-ci w’apprendrait rien de plus que Péquation « +84 3y =o.

551. L’abaissement aurait aussi lieu si Pon faisait senlement i
Car les six fonctions, devenant égales deux a deux, se réduiraient 2
C€s trois: '

go- g8 + iy

©t ne dépendraient plus que d’une équation du troisieme degré.
Mais, par supposition, nous ne savons résoudre les équations du
troisitme degré que dans deunx cas:

1° Lorsquetous leurs termes étant transportés dansle premier mem-
bre, ce premier membre est un cube parfait, et que les soluteurs sont
€gaux, Clest cé que P'on comprendra trés-bien par le n° 537,

2° Lorsqu’elles sont & deux termes, on extraitalorsla racine cube
Arithmétique (n° 492) du terme connu transporté dans le second
Membre, et ’on multiplie cette racine par les trois racines cubiques
de Punitg (n® 491) ; les trois produits sont les trois soluteurs de I'é-
Juation.

952. Pour faire rentrer dans le premier de ces cas Péquation du
troisieme degré qui doit avoir pour soluteurs les trois fonctions du *
Buméro précédent, il faudrait poser en fait Pégalité de ces trois fonc-
Uons. Mais il est facile de voir, par I'observation du n” 538, quel'on
Aurait alors i — g ; en sorte qu'il ne resterait qu'une fonction dont la
Connaissance ne ménerait A rien (0% 550).

553. Pour faire rentrer dans le second cas du n° 551 équation
que nous cherchons, il faudrait quen désignant par e une des troig
fonctions du méme numéro, et par 1,p, p?, les trois racines cubiques
de Punjte (n° 498), ces trois fonctions fussent entre elles (n° 4g1)
COmme les nombres e, ep, e?. 1l faudrait, par exemple, que la pre-
Mitre fonction multipliée par p et par p* donnit deux produits éganx
3ux deux autres fonclions.

Or, le produit gr-e—+gp-B-ip.y ne peut ire égal ni a la seconde

39
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fonction, ni a la troisieme : car, d’aprés observation du n° 538, ces
égalilés supposées donneraient gp—=—4g, el par cm)sét[uent p=1,Ce€
qui ue peut avoir lieu, puisque nous avons représenté par p une des
racines cubigques de P'unilé différente de 'unité méme.

L’équation dont il s'agit est donc nécessaivement du sixieme degré.

554. Mais nous ne savons résoudre les équations du sixitme degl‘é
que dans trois cas dillérents:

1° Lorsque tous leurs termes étant dans le premier membre, ils
forment une sixieme puissance parfaite, et que tous les soluteurs
sont égaux (n° 537).

2° Lorsqu’elles sont a deux termes. On extrait alors la racine
sixieme arithmétique (n° 4g2) du terme connu transporlé dans le
second membre, et I'on muliiplie cette racine par les six racines
sixiemes de l'unité (n° 4g91). Les six produits sont les six soluteunrs
de Péquation ().

3° Lorsqu'elles ont la forme de 'équation du n® 517, dans laquelle
nous pouvons supposer m =3 et 2m — 6, car ces équalions se ré-
solvent alors comme celles du second degré.

555. Pour faire rentrer dans le premier de ces cas I'équation da
sixieme degré qui doil avoir pour soluteurs les six fonctions du n° 549,
il faudrait poser en fait 1’égalité de ces six fonclions, ce qui don-
nerait (n° 538) i = & — g, el n'apprendrait rien de nouvean
(n% 538} 550, 552),

556. Pour faire rentrer dans le second cas du n® 554 Véquation
que nous cherchons, il fandrait qu’en désignant par e une quelcon-
que des six fonctions du n° 549, et par -1, p, - 2, lessix racines
sixiemes de l'unité (n° 501), la fonction désignée par e devint égale
i telle ou telle des cinq autres fonctions da n° 549, lorsqu’on la
multiplierait, non-seulement par -~ p, ou par -}-p?, mais encore, soit
par — 1, soil par — p, soit enfin par — p*.

3
¥)_ Sil’on désigne par p une des racines cubiques de I'unité, on aura p=—|]1; et
B | ) 3

2
ecomme on a d'ailleurs '_f'_ 1:;/'1 , en multipliant ces deux équations entre elles,

6
on en tirera = P=1-"1: ce qui fait voir qu’en prenant en -}- et en — chaque racin®
cubique de I'unité, on obtient les six racines sixitmes de I'unité, qui sont par con”

séquent connues (n° 501 ).
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Pour voir si cela peut avoir lieu, prenons le cas le plus simple, el
Maltiplions par —1 la premitre fonction dontil s'agit, gu |- 48 -4y’
u, ce qui revient au méme, changeonsses signes, puis comparous-
la aux cing aulres fonctions, pour voir si elle peul étre égale, ainsi
Mmodifiée, 4 quelgqu’une d’entre elles.

En la supposant d’abord égale ala seconde, on aurait rrm+]1)_|_,,3
=— ga— hf—iy;or, comme les coeflicients de « doivent éire égaux

dans jes deux membres, de méme que ceux deBetceunx de y (n°538),

Dous trouverions g=— —g, h=——17%, et i=——i, ce qui est absurde.

Si on supposait ensuite cetle premicre fonction modifice égaledla
roisitme, en faisant ¢B - e ¢y =—ga—lif—i7, on en lirerait,
par le principe cilé, g=—4%, h=—g, el i=—i; or, cetle der-

nitre égalilé est encore absurde.

Si on voulait égaler la premiére fonetion modifiée a la quatriéme,
en écrivant g8 - iy -} ia = — ga — AR — iy, on aurait g —=—1,
he—=-—i, i==—g, d'ott Pon lireraitl —g==—1i et g=—g, ce qui de
Douveau est impossible.

On prouverait de méme que — ga-— /78— iy ne peut égaler nila
cinquii:me fonction du n° 549, ni la sixieme.

Done, la premiere fonction multipliée par — 1 ne peut étre égale
2 aucune des cing autres; el, par conséquent, nolre équation du

Sixieme degré ne peut étre une équation a denx lermes.

557. Pour faire rentrer enfin dans le troisicme cas du n° 554
!)cquation que nous cherchons, il faudrait gu’en désignant par e et
Par ¢! deux des six fonctions du n® 549, et par 1, p, p?, les trois ra
Cines cubiques de I'unité, ces fonctions fussent entre elles (n® 517
Comme les nombres

: ' r f
e,tfp,ep‘;e,ep,ep‘.

Supposum, par exemple, la premitre égaleae, il faudrait que celle-la
Wuliipliée par p Mt égale a une des cing autres, et quela méme mullti-
Plice par p* fit égale & une des qua:_re aulres. Supposant alors une
des trois qui resteraient égale a &', il faudrait que, muliipliée parpe;
Par 2, elle donnit deux produits égaux aux deux autres fonctions.

O, ce prunluil gpea - hp.B - ip-y ne peut pas éire égal 4 la se-
tonde function, car celle mahu, supposée donnerait gp=4g, et par

Conséquent p=—1,ce qui ne peut avoir lieu.
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11 ne peat pas non plus étre égal 4 la troisieme fonction, car il fau-
drait pour cela que l'on eiit entre autresip=—=1:, ou p=—1,

Essayons doncs'il ne pourrait point étre égal & la quatritme. Nous
poserons d

grt+ hpftipy = gB 4 hiy +- i,
€t nous aurons gp =i, kp=g , ip — k. Mellant g & la place de
dans la valeur de %, nous trouverens h=gp*, et mettant g;* 4 la place
de / dansla valeur de g, nous obtiendrons g= gy3 ou &==g , parce
qu’ici p=1 (n° 499)- Faisant alors, pour simplifier, g=1, nous en
conclurons
g=1 3 f— [ 3 — pe

Ces valeurs élant substituées aux lettres g, %, i, dans les six fonctions
précedentes, ces fonctions deviennent

a8+ pr

e+ ¢y + B

B+ pra—tpr

B4y - per

v+ a8

v+ "B +-pe
Et si on en forme deux assemblages, en mettant dans Pun Ia pre-
miere, la guatrieme et la cinquiéme, et dans Pautre la seconde, la
troisieme et la sixiéme, de cette maniére :

Premier assemblage , Deuxicme assemblage ,

a—tp8tpy @'y 48

Bt-py - pe B+tpz =y

71 pe -8, r+¢B+pe,
il arrive que Pune quelconque de ces fonctions multipliée par et par
p*, donne les deux autres fonctions du méme assemblage (¥). Dot il
résulte que les valeurs assignées a g, %, 7, satisfont & toutes les con-
ditions qu’il fallait remplir.

958. Représentant danc par e Iinconnue de Péquation du sixieme

degré qui devra donner la valeur de ces six fonctions, on aura les
six équalions allernalives suivantes,

(¥) Ponr vérifier cela, il faut faire attention que dans cecas p5 — | , et que pi=Ff

(n° 498).
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¢—(atpBtp=o e—(atpr 4 po)=
e—(B+pr + p2) =0 or=iBfpackip==o
e—(r+pat-p8)=0, e—0 18+ pa)=o0.

Et, pour les multiplier entre elles, on fera d’abord le produit des

trois de chaque assemblage. Chacun d’eux donnera une équation du

troisitme degré, dont le second et le troisitme terme seront nuls,
€t dont le dernier sera égal au cube de la premitre fonction. Clest ce
que Pon reconnaitra en mettant, a la place de la seconde et de la
troisitme fonction, la premiére, multipliée par ; et par p*. Alors, la
S0mme des trois fonctions du premier assemblage sera (1 -—{—p—f— )
(@4 28} 4), ce qui se réduit a 0, parce que Iéquation )? — 1 =0
Wayant point de second terme donne 1 --p}- p*==0 (n° 496). Le se-
cond terme de I'équalion en e, que donne le premier assemblage, sera
donc nul. Lasomme des produits de ces fonctions prises deux  deux
sera (p=-p* +¢°) («a-p8 - p2)*, ce qui se réduit aussi i o, parce
quiici p* = 1 (n” 498). Le troisitme terme de I'équation en e, que
donne le premier assemblage, sera donc aussi nul. Enfin le produit
de trois fonctions sera P2 (et p28 1)’ = (e p28 F p2).
On aura donc, dans le premier assemblage,

¢’ — (@ - 8-+ p3)’=o-

Par les mémes raisons, le second assemblage donnera

& — (a4t o B =o0.
Multipliant alors entre elles ces denx équalions alternatives da
Iroisitme degré, en considérant ¢* comme Pinconnue, il en résultera
(nes 404, 4o8) I'équation du sixime degré,

 — (a8 ) £ (s ¢y - 1807] 6 G PO o) (e
P’y +p)? =o,

que Pon pourra résoudre comme une éguation du second degré. Mais
il g5 évident qu’avant d’en venir 1a il faudra développer ses coeffi-
Cienls, pour faire en sorte d’exprimer leur valeur au moyen des
Coefficients connus de la proposée. Ainsi donc :

559. 1° On fera le cube de « - p"B~}-¢y, en observant de mettre
13l place de p® et de % lorsque ces quantités se présenteront, p &

A place de ¢k, et p* a la place de ¢, conlormément au principe du
0 498,

e e e




310 DES EQUATIONS

2° On fera le cube de « -} p*y -}-48, et pour cela il suffira de copier
le cube précédent en changeant 2 en 5, et'y en .

3° On ajoutera ces deux cubes, en observant de mettre — 1 a 12
place de p-}-p*; car, Péquation 3* — 1 —=o donnant 1 - 4 p* =0
(n° 496, 558), on a p}p?=— 1. Cette addition donnera
2 (& -33-9%) =3 (&2ft-aB-ayary 62 -+ Br*) F1248y =255 —

5(3185—85)— IQR,
quantité qui, prise avec un signe contraire, sera le coeflicient de ¢’
( Voyez n° 420, 434, 4o8).

Or, la proposée donnant P=—o0, on a, par les formules du n° 433,
S,=o0,8,—=—20Q,8;—=—3R, §,8,—8;=3R, en sorte que la
quanlité en question seréduit i celle-ci , —6 R—g R—12 R——27 R,
qui, prise avec un signe contraire, donne 27 R pour le coefficient de .

4° Comme (a—p*B-4p7)* (a—p*y +p3)° est la méme chose que
[Ca—p8 4+ pr) (e -+ o2y 4 8)]?, on muliipliera «-}-p*8-}py par
a-p*y 2, et Yon cherchera la valeur du produit, pour élever en-
suite celle valeur au cube. Mais, en faisant la multiplication, on
mellra encore 1 a la place de %, et p & la place de pf, et dansla ré-
duction on mettra—1 a la place de p-}-*. On trouvera ainsi |

(@B 49*) — (B tay4-B8y) =8,—3(8ST —S,)
pour la valeur du produit en question (7 oyez les n* 434 et 438). |

Or, ce produit, d’aprés les égalités précédentes, se réduit a — 20
—Q=—3Q, dont le cube—27(?® forme le terme toul connu de |
Péquation. |
Celle équation est done ‘

¢5-27R ¢* —27()* =o0..... (réduite)

el elle donne (n® 517)

e— %/ ?l ]it ‘/-27 111124—27(9‘ |

0
2 4

¢e qui fait deux valeurs de e, que Fon peut désigner par ¢ el par ey
el qui, élant mullipliées chacune par les trois racines cubiques d¢
Punité, fourniront les six soluteurs de la réduite (n° 517).

560, Ces six soluteurs seront les valeurs connues des six foncticnsdt

n" 557, et l'on pourra prendre A volonté deux de ces fonctions, F'un®
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dans un des assemblages, et Fantre dans autre, pour les égaler a e

Clad, ce qui déterminera la valeur des autres fouctions d'apres leurs
Yapporis connus avec ces deux-la. :

561. Cela posé, il nous sera facile d’établir les denx équations du
Premiey degré qui, comparées avec I'équation e -}-6 |-y —o, doivent
10us conduire a la connaissance dessoluteurs e, 8, 7, (n* 548, 54q),
Mais i1 ne faut pas perdre de vue qu'une de ces équations devra pro-
Yenir de Pun des assemblages du n° 557, et autre de lautre, car
S35 cela I'une n'exprimerait rien de plus que l'aulre, puisqu’une
fonciion d’un assemblage donne les autres du méme assemblage lors-

9Won la multiplie par p et par ¢% qui sont des quantités connues.

562. Faisons done d’abord

atpBtp=e, atprtB=",

&t comparons ces deux équations a celle-ci,

u—l—.ﬂ—]—'r:o.

Si Pon traite ces trois équations de maniere & en éliminer deux

connues , et qu'ayant trouvé la valeurde la troisiéme, on remonte
4 celles des deux autres, on aura

e-¢ pe - % pre—t-pe!

e

Mais, comme ce calcul pourrait embarrasser ‘quelques lecteurs,
Quil renferme différentes réductions qui ne se présentent pas d’elles-
Wémes, et qu'on peut d’ailleurs y employer un procédé d’élimina-
lion plus simple que le procédé général, nous allons tracer ici sa
Marche.

Retranchons la derniére équation de la premiére et de la seconde,
f0us aurons

(Ea by
(p =108 (= ui gl
De 14 nous tirerons
pr—1 e f

& e e
sy P i o G o)
b =y J-FP_It S

Mﬂis sz_‘ e Pz_fn:(l—F}PZ
ol ¢ pEF=—=ik Pk

— —f", el par conséquent
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p—1 1
Z_T:—F(“)J

Pl

ce qui donne
I

B—py=———, B—py=——:

ik p—1
retranchant la seconde de ces deux dernieres équations de 2

premiére , nous aurons

6’

P =s =

Multipliant par p>— 1, et observant que p4 ==p, que ;> =1, et que
— 1 —¢? ==p, puisque 1 +}-p—}¢*= 0, nous obtiendrons

21

- e = e-}-pe.

pre==il

SPT:e—

L 1 '
Divisant par 3p, et nous souvenant que — == p*, et que p+==p, nous
aurons &
i s ) i i i
P e e e T —
3p 3 p 3
Reprenant alors les deux premieres équationsen £ el y sans «, les
ajoutant ensemble, et observant que p> — 1 p — 1 ==—3, parce qué
p*-}- p=~—1, nous aurons
—38—3y—e-}¢; ‘
et de la nous tirerons, en mettant i la place.de y sa valenr déja
trouvée, changeant les signes et transposant,
B=—e—e —pe—pdd =—(14ple—(14p)e. |
7 5 e agl |
ce qui donnera, a cause de 1 +-p* —=—p, L= P__%f._
Substituant les valeurs de 8 et de y dans équatione = — 8 — y1 |
nous aurons enfin |

_ =lppe—=GF e ed-¢
- . ="

Yappellerai valeurs du premier systéme ces valeurs de «, de £ et

3 3
1 jig
. (#) T:.:-.:-F,et_: .L:F’-) parce que, dans ce cas, p5 =1 (n° 498)

P P
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de 5, tirges de Ia premiére disposilion que nous venons de faire en
Posant
actphtp=e ctatrrtp=1d.
563, Essayons maintenant de faire une autre disposition, et voyous
€€ qui en résultera.
La premiére disposition, qu’il est & propos de répéler encore, était
Ceilc.c;,
2 f s
¢+P1E,+P7:e » m—-]—-F")--—luFlg:::(,’ ’ E—E—G‘!“?——O,
€t nous en avons conclu ces valears:

e

o=

SRR, R
3 3 3 3 ¥ "_"—'_5 .

Au liew de cela, posons actuellement
atpB-tpyr=e , Btpatp=¢ , afpfr=o0,
8i nous multiplions la seconde équation par ¢, elle deviendra
&L 7y - B = pe'; et celte seconde disposition rentrera parfailement
dans la premitre, en faisant dans celle-ci ¢ = pe/. Mellant donc dans

les valeurs de «, de £ et de y de la premitre disposition p¢' partout
OWwil y a¢’, nous trouverons pour celte seconde disposition

£ + P‘?r E pe -‘}— e, pe —i-lo"e'
o ok A o
3 43 51

Ce sont i les valeurs duw second systéme.

564. Comparons encore avec la premiére disposition, cette dis-

Position-ci,

atpBtp=c ; rhpBdpe=d ', atBy=o.

Si nous muliiplions la seconde équation par ¢*, elle deviendra
sk 12y —+pB8=p¢, et cette troisitme disposition rentrera dans la pre-
Mitre, en faisant dans celle-ci e’ =p?¢’. Mellant donc, dansles valeurs
de , de g et de y de la premiere disposition, p*e partout oltil y a ¢
U0us {rouyerons pbur celle troisicme disposition

o=

LG B S A L S g
B o = oy 3

Ce sonl les valeurs du troisiéme sy stéme.,
B y 4 b 5 ; e :
965, On pourrait conlinuer a faire d’aulres dlspomtmns; maijs les
aleurs que l'on tirerait de chacune seraient toujours celles de I'un
A
40
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des rois syslemes que nous yenons d’examiner; seulement les va-
leurs égales dans deux sysiemes différents ne correspondraient pas, du
moins pas toutes, aux mémes lettres «, &, 7, qui ne sont point d élermi-
nées a représenter telle de ces valeurs plutét que telle ou telle auntre-

Vérifions cela sur un on deux exemples, et posons pour 4™° casy

bk prta=cy acppybib—ey Bpyda=0;

il est évident que 6 joue, dans les équations de ce quatrieme cas, le
méme rdle que « dans celles du iroisieme (n° 564); quc y J:n.\ , dan$
les qulllllUllS de ce qualr ieme cas, le mémerdle que G dans celles s du

troisieme; que o joue, dans les t,('uulzmn de ce (uatr ieme cas, le méme
ce

role que y dans celles dn Lroisieme; en sorle qu'on tirerait d
quatrieme cas, pour &, pour y el pour «, les valeurs que Fon a lirées
du troisieme pour «, pour f3 el pour y, et que si on les arrangeait

ainsi,

e S e T e S Lo

L Y R S e T S R A
les valeurs correspondantes dans les deux lignes seraient égales cha-
cune a chacune.

Ces quatre cas se sont succédés dans un certain ordre; pour le
continuer il faudrait & présent combiner la seconde fonction du pre-
mier assemblage avec la seconde du second , puis avec la troisiemes
passer delaala troisieme fonction du premier assemblage, et la com~
biner successivement avec les trois du second, en faisant toujours
la fonction du premier assemblageégaleae, el celle du second égale
a ¢/, Quiltons celle route, et revenant a la premiere disposition, ou
au premier cas, échangeons 'un contre l'autre les premiers membres
des deux premicres équalions, sans rien toucher aux seconds mem-
bres, ¢’est-a-direposons

a-fpirtp=e ; etpbip=¢ , efriB=o;
il est évident que « joue dans ce cas-ci le méme role quc « dans le
premier €as; que joue dans celui-ci le méme réle que 5 dans le
premier; et que 8 joue dans celui-ci le méme role que y dansle pre-
mier. En sorte qu ‘on tirerail de ce cas-ci, , pour «, pour y el pour G,
les valeurs que Von a tirées du premier pour «, pour 3 el pour 7 ; et
que si on les arrangeail ainsi,
T T e S e R e

[ BEY T T (R Mt I st e e
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les valeurs correspondantes dans les deux lignes seraient ¢gales cha-
Cune & chacune.

Poar prendre encore un €as d’un autre genre, faisons
2 (B Yopad eI : 4
et pB-Fpr=—e "5 =T PYTIETPE a+B8-4y=—o0,
dispusition dans laguelle on voil que les premiers membres sont ceux

du premier cas; mais qu'il y a un second membre change.

s:
Si I'on divise la seconde équation par p, elle deviendra T e py

+6= ¢', on, ce qui revient au méme (n°® 562, note), B prat-pr—=r¢';

la disposition actuelle se réduira donc par la i celle-ci,

2t pBfpp=e , BFpatp=¢ , atB4r=0;
qui est précisément celle du second cas (n° 563), et donne par con-
Séquent les mémes valeurs quelle.
Du reste, ce dernier exemple fait voir que, dans toutes les dispo-
Sitions, on peut toujours ramener les seconds membres (& part ’é-
Quation «--f

-~ 7==0) a ne contenir quee ou¢', les premiers étant
Loujours les unes ou les autres de nos six fonctions.

566. Mais enfin, voila neuf valeurs de «, de £ et de », au lieu de
rois que nous cherchions; d’olt cela provient-il ? En y réfléchissant,
Bous déconvrirons bientét que si, au lieu de I’équation

A Oyt e
x -]— Q:t.—i—!{-—o,
o0 nous eiit proposé celle-ci,

x‘.i-—l—FQ.\T—!—I{:G’_

3 g o
231 Qrv-FR=o,
Rous aurions obtenu la méme réduite

Ou cetle troisicme,

eS| 27 Re® —270(°=o0,
far cette réduite ne contient d’aulre puissance de @ que le cube, et
(;‘3 est le cube ou de 10, on de @), ou de p*Q (n° 4g90, 491) : en
Sorte que les neuf valeurs que nows avons trouvées pour a, £, 7, on
Poup x, sont les neuf soluteurs de équation du nemvieme degré, que
Loy formerait en multipliant entre elles les trois équations en x ci-

dessys,

. Fn laissant ces équations isolées, il s'agit donc de voip que!
S¥steme e valeurs corrvespond a la premitre équalion, quel 4 la

$econde ot quel a la troisicme.
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Ce qui établit une différence entre ces équations, cest que 1€
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coeflicient de x n’est pas le méme dans les trois, O, le coefficient
de v est dans chacune égal a Ja somme des produils que l'on peut
faire en multipliant deux a deuox ses soluteurs. Il faut donc voir quﬂl
systeme de valeurs donne «8 - ay 4Gy =Q, quel donne 8 -} #1
+8y=:Q, et quel donne 28+ ay - £y = 2Q.

568. Si l'on prend les valeurs du premier systéme

phi—

! 5 9 f .
o P __retpe
. RS B
que l'on multiplie celle de « par celle de g, celle de « par celle de 7y
et celle de 8 par celle de 5 , en mettant toujours 1 pour p? et p* pour pYs
puis que Uon ajoute ces produits, en se souvenant que 1--p—-p2=0;
et que p*-}p=— 1, on trouvera
a.'?,—‘]—‘ uy—]—g;—:—%ee’ = — ;' | P edel3,

Mais e%¢'? est le produit des deux soluteurs de la réduite, consi®
dérée comme équation du second degré, et ce produit est égal at
dernier terme de Péquation, ou & — 27 Q3; d’olt résulte

=
3

@B teay - Ly=—11 " —27(3 =0Q.

Les valeurs da premier systéme sont donc celles qui conviennent
ala premiere équation, qui est notre proposée. _

En opérant de méme sur les valeurs du second systeme, on trow
verail

153—[-—&7—'—6'}« :———;p-eer: p- Q,

ce qui répond i la seconde équation.

Enfin, le troisitme systéme donnerait

afd ay —;—- By —=— -17 F"',ee_r =] Fa'(\)l
ce qui répond & la troisieme équation.

569. Ennous tenant donc au premier systéme, et mettant dans l€?
valeurs de «, def et de y, celles de e, de ¢/, de p et de p?, nous auro?®
les soluteurs de la proposée. Or, nous avons

¥ !

e e e

&8
_ — R—=p — 2
o 3+3:-5 F3+F

e e
}iF"‘g‘+P ‘g‘-

o 3
o}

Nous avions d’ailleurs ( ne 559)
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3
27.2 et
= V‘%Ri V‘ZIZR”rﬂ? Q4

Ce qui revient &

27.2 a7.2
o= Vﬂwzz¢ ﬁ/ . -|-—-277Q’,

oy 3

3 -
RS
0 Vi

ou enfin a

3
=3\ HEE ViRt 5 O

d’ou on tire

3

e

7=V ikt ViE T30,

3

5= ‘/_ Ll \/‘1 R;__i, 0%,

En sorte que les soluteurs de Péquation

24 Qv+ R=o0,sont
3

=V —ir+ ViETEO+

3
Vi yiE L O
3

="V A r VIR TG +

2

3
kst V —iR— VI 1{1-1_,‘!7;3
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Recherchons quelle peut étre la nature de ces soluteurs dans l2
cas ott ) et A seraient réels.

570. Si nous supposons que () soit nul dans la proposée, celle cl
ne sera plus qu'une équation & deux termes; et comme on aura alors

-}—Vl e L) '——-—[ V I R— + R, la valeur de «deviendra

V—glz—f«;zer V—'—A——/{_Vo-r- V —R=V —R&,
3 3
celle de 2 dcviendrapi/o—]— Pl —R=pV — R, et celle de 7

3 3 VS ST S
deviendra p*1” 0 }-p b — H=—; | — H; en sorle qu'on aura les
3

trois soluteurs de la proposée en multipliant Ta fonction " — B par

4 ',‘_ ). Un de ces solu-

e
o
o

les trois racines cubiques de anité (n 484 :
teurs sera douc réel, et les deax autres imaginaires.

571. SiQ n’est pas nul, et que son signe soit -~ dans la proposée,
il sera aussi - dans la fonction 5% (J%; en sorte que la quantité { 1i*
2 % seva directe, quel que soit dans la pmpcsue lesignede B. 1
y aura donc encore alors un soluteur réel, et deux imaginaires

572. Si Q n’est pas nul, et que son signe soit — dans la pt'oposéu.
il sera aussi — dans la fonction > ¢%; et il y aura :m’ss cas i consi-

dérer, savoir lorsqu’on aura, ou - @* =1 H*, on 4> @*< L1 i, ou

2 3
1° Dans le premier cas, la valeur de « deviendra " —1 R 4

3

I ; : SR i
aulre apres loutes les réduclions — ¢
soluleurs seront réels.

a0 Dans le second cas, il y anra, comme il est facile de le voir, un

solutenr réel, el deux imaginaives.
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3° Dans le troisitme cas, les trois soluteurs auront Papparence

lmaumm,c’ mais on prouve (qu ’encore alors ils sont tous trois réels.

973. Quand nous aurons démontré cela, nous pourrons dire lorsque
dang Z’éguamw. du troisiéme degré sans second termne, et dont les C‘Uf’ﬁ?—
Ciepnss sont réels, Q est inverse, et quc lon a en outre —,—T Q3 >L Ra,
O du moins L. Q3 =112, les trois soluteurs sont réels ; dans tous les
Uilres cas, il n’y en « qu'un de réel, et les deux autres sont imagi-
Naires (n°* 570, 571, 579):

974. De ce théoreme résnltera celui-ci: Toute équation du troi-

Siemne rf_.—ér;-é: et dont les coefficients sont réels, @ aw moins un soluleur

réel,

575. Dureste, il faut bien observer que les soluteurs réels pourront
étl'e, suivant les cas, commensurables ou incommensurables.

576, Tl faut aussi remarquer que, puisque I'équation est sans second
i [ue,

terme, la somme des trois soluteurs est zéro (n° 410).

577. Enfin, dansle cas o1 Iéquation n’a qu’un solutenr réel re-
Présenté par =, il est clair que les deux soluteurs imaginaires sont
Ceux de Péquation du second degré, que l'on peut former en égalant

a zéro le quotient du premier membre de la proposée divisé par g—«
(nos

387, 388, 389).

Ces solutears imaginaires proviennent donc d'une équation dua
%econd degré, comparable & celle que nous avons considérée an

578. Démomtrons actuellement que, dans le cas ol (\ est inverse

e que Pon a

» les trois soluteurs sont réels malgré lear

Pparence i naire. Pour cela, laisons — L R—gq, et} LR —-—(’)‘

S =) b = b~ 1 =0} —1; en meltant b pouor
Vb e &' soil ou ne soil pas un carré; nous aurons
5 501t que

3

S iy i —
%/“"l' Vi—1 - %/ a—bL — i,

Cela posé, que chacun des deux termes de celle valeur de « soit
.'('d‘lﬂiil)}c ou non par la méthode du n° 5: 320, dont noons n'essaierons

Pas de fuire usage ici, puisquelle suppose elle-méme la résolution
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d’une équation du troisieme degré, quelle que soit, dis-je, la nature
de ces lermes, nous aurons

3 3

Veornmi= Vet e (i S,

3 3

Vet =i=Y a5 =o' (-5 ),

W=

. b -
Faisant encore — —¢, la formule du binome donnera
a

2.5.8
3.6.9.12

2.h - —
3 — ——
A

(1 +cV—T)';= 1 —!—'301/_-:;-!— 5—2(—), s

2.5811 —_— 2.5.8.11.14
4 o PR Mcwsiitbhie ik iRy I P
m+5.6.g.|2.15c o l.}“5.6.9.12.15.18c o |

e : 1
Supposant que I'on multiplie ce développement par a3, et quion ‘
représente ensuite par 4 lasomme des quantilés qui ne contiennent ‘

pas |”— 1, et par B la somme de celles qui sont multipliées par ce
radical , on aura

af (14c)/—1)i = A+ B 1.

i . g
Pour avoir le développement de ( 1—el”—1)7, il est clair qu’il suf
fira de changer dans le précédent les signes des termes qui contien-

nent les puissances impaires de c. Or, comme ces Llermes sont pré-

cisément ceux qui contiennent |~ — 1, il est clair qu'on aura

1 S—1 —
as(1—el/ —1)=A4d—B|l " —1.
En sorte que la valeur d’« est celle-ci,

A} B "1+ A— By —1=ad.

_—l—};lv/ '_‘)(A—I—-Bl//—‘_iJ—}-"

STV
2

Celle de 2 est

(A4—BlL —1);
et lorsqu’on fait les multiplications indiquées, elle se réduit 2

—(A+ B 3)
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LA
2

il VRS T T

Celle de 5 est -

(4— BV "7y, et lorsquon effectue les multiplications, elle se ré-
duit § — (4 — B/ 3).

On a done
a—=-}24
6—=— (4} B}/3)
y=—(A—BY3),
Juantités réelles.

579, Non-seulement cette méthode prouve la réalité des trois so-
luleurs daus le cas acluel; mais elle donne encore par approxima-
lion les valeurs de ces soluteurs.

Si l'on a @ >0, c sera plus pelit que 1; et les séries ci-dessus se-
ront convergenles, et pourront servir immédiatement au calcul des
valeurs cn question (n° 153, 154).

Mais si I'on a @< b, ¢ sera plus grand que 1; et les séries ci-des-
sus élant divergentes, il faudra leur en substituer d’autres qui, an

. i 2 b . .
lien de procéder suivant les puissances de —, procedent suivant celles
a

a o i) - s
de 5 et soient par conséquent aussi convergentes (n® 153, 154,
)

155).

Nous ne faisons qu’indiquer ces objets, pour passer & d’autres ma-
litres plus importantes.

580. Du reste, tous les efforts que I'on a faits pour exprimer; dans
le cas actuel, les soluteurs du troisitme degré aulrement que par
des formules affectées d’imaginaires, ou par des sériesillimitées, ayant
€1¢ inutiles, on a désigné ce méme cas par le nom de cas irréduc-
tible ; ¢est celui dans lequel on a Q inverse, et en méme temps
Q1R

41




CHAPITRE VL

De la résolution des équations du qualriéme degré par la recherclie

de certaines fonctions des soluteurs. Nature de ces soluteurs.

581. Soir «, B, 3, 4, les soluteurs de I’équation sans second terme
x4 + Qa2 _:f Rx -—}— S=0,

et cherchons trois équations du premier degré, de la forme gut- /%

+ i - k3 —e, qui, conjointement avec I'équation a—- G-,
— 0, puissent nous donner les valeursde ¢, de 8, dey el de &

582. Comme quatre lettres sont susceptibles de 24 permutations,
Péquation qui peut nous donner la valeur des fonctions que nous

gl

voulons trouver, parait devoir étre du 24™° degré (n° 535, 549
Voyons si 'on ne pourrait point Pabaisser.

Nous ne devons pas faire t=i=7A=g, car des vingt - quaire
fonctions il n’en resterait qu’une, et nous en voulons au moins trois-
Dailleurs, la connaissance de celle fonclion n'apprendrait rien d¢
plus que Péquation « -5 |-&=o.

b Mais, en faisant =1, ’équation s’abaisse au douzieme degré, et

en faisant encore 2=—g, elle s'abaisse au sixitme. Il n’est pas possible
de 'abaisser davantage sans retomber dans le cas précédent.
Les fonctions que nous avons a considérer sont donc celles-ci:

ga g8 iy < id
L "i_ gr B+
ge—+tgd-+Bf-iy
gé+grtiadfit
B+ gd - ia iy
gy~ §¢ + ia—-i8.

583. Mais nous ne savons résondre les équations du sixieme degré
que dans guatre cas différents :
1° Lorsque le second membre élant zéro, le premier est une sixicm®

puissance parfaite;
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2° Lorsqu’elles sont & denx termes ;
3o Lorsqu’elles ont la forme de équation dun° 517;
4 Lorsqu’elles peuvent se résoudre comme une équation du troi-
sitme (Foyez n® 525).
984. Pour faire rentrer ’éguation que nous cherchons dansle pre-
Mier de ces cas, il faudrait supposer I'ég oalité des six fonctions ei-

dessus, ce qui ne menerait 4 rien.

585. Pour la faire rentrer dans lesecond, il faudrait qu'une quel-
onque des six fonctions ci-dessus étant multipliée soit par — 1, soit
Par 4, soit par =42, elle se trouvit ainsi égale a telle ou telle des
ci"q autres fonctions (n° 55'\)‘.

Or, le produit gp.«—gp.B—ip-7 |7p.4, ne pent éire égal ni a la se-
Conde fonction, ni & la troisieme, ni & la quatricme, ni & la cinquieme,
Parce que ces égalités donneraient également (n° §38) g = g, oun
f==1, ce qui n’est pas possible.

Ce méme produit ne peut pas non plus éire égal a la sisibme fone-
tion car cette ¢galité donnerait gp==1i, el jp==g; mellant gp a la
place de i dans la valear de g, 0n aurait gp* =g, ou p=1, ce qui
West pas possible. Les camhlmns de ce cas ne peuvent dene pas élre
femplies,

986. Pour faire renirver Péquation cherchée dans le troisitme cas
Ci“t[essu.zs, il faudrait que, désignant par e et ¢! deux des six fonc-
tions , et par 1, p, p*, les trois racines cubiques de I'unité, ces fone-
liong fussent entre elles comme les nombres e, ep, ¢, ¢, ¢p, €2
(w55 557). 11 faudrait donc, entre autres, que Uon efit la premicre fone-
ligy multipliée par p égale & une des autres. Mais cela donnerait,

“Omme dans le cas précédent, ou p==1, ou p* =1, ce qui n’est pas

Possible. Ainsi les conditions de ce cas ne peuvent pas non plus étre
l‘umplies.

587. Enfin, pour faire rentrer Péquation cherchée dans le qua-
Uieme cag ci-dessus, ou pour lui donuer laforme e - Celi-l-Be? - 4
3 A ; I A T TN W :

O, il faudrait quen Llcmgnanl par e, ¢’y e, lrois dessix !ﬂncuons,

. 5 . 3 ol L o 2
®S Lrois antres fussent égales & —e, —e'; —e” : car, en faisant les
“rrésde ces six quanlités, cescarrésse réduiraient 2 cestrois e el%e
(g 4y i . . 4 :
(" seraient fes soluteurs de Péquation e® - Ced - efe. =0, consi-

Uéps . . woey ¥ .
frée comme équation du troisieme degré. En dlautres termes, il
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faudrait qu'en changeant lessignes de trois des six fonctions, onré-

trouvat les trois autres.

588. Or, si Fon change les signes de la premitre, elle devien!
—ga—gal—iy—id, ce qui ne peut étre égal ni & la seconde, ni d
la troisieme, nia la gnatriéme, ni a la cinquieme fonction : car ces
égalités donneraient également— g — ¢, résultat absurde. Mais, e
faisant cette qquantité égale a la sixieme fonetion, on a — g=1¢ el
—i=g, ce qui revient au méme. Prenant alors, pour plus de sim-
plicité, g=1,0nai=—1, et les six fonctions deviennent

o + f—y—4
:x.—}— y—@g—4d
@ -}—J‘ «—Z —
B+y—a—4d
Bd—a—y
y-i—-d‘-—a—-—ﬁ.
L’on voit que la premitre et la derniére ne different que par le signe,
qu’il en est de méme de la seconde et de Pavant-derniére, de la troi-
sitme et de la quatriéme. D’ott il résulte que les valeurs assignées
g, &, i, &, satisfont aux conditions qu’il fallait remplir (n° 587).
589. Cela posé; si I'on écrit ces fonctions deux & deux, sur trois
lignes superposées, en meltant sur une meme ligne les fonctions qut
ne different que par le signe, on aura le tableau suivant :
PR e g
F (a7 —05-=4) —(aty—B—4)
+let+d=8—1) —(efd—B—1),
el l'on pourra poser les six équations alternatives
¢—(atB—y—d&)= et(at+B—y—d)=0
e—(ety—B—d)=0 et (ety—B—d)=0
¢e—(atd—B—7y)=0 e+ (atd&—0B—2)=0,
de la multiplication desquelles doit vésulier Uéquation du sixiem®
degré que nous cherchons a former. _
Comme que I'ons’y prenne pour faire ce calcul, on arrivera, ains!
que nous Pavons désiré, a une équation qui ve contiendra que 1€
puissances paires de e, et dont les coeflicients seront des fonction®

P ’ L - 5 {d
symélriques des lettres =, £, 3, &, ¢’est-a-dire des soluteurs de I
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Proposée. En sorte que ces coefficients pourront étre exprimés au
moyen des coeflicients Q, &, S, de cetle méme proposée. Mais, ponr
e pas risquer de laisser les commencants dans Pembarras, nous
allons leur tracer la marche & suivre, en les avertissant qu’on pour-
rail tendre an méme but par différentes routes.

590. Nous multiplierons d’abord deux a deux les équations qui
$0nL sur une méme ligne, ce qui nous donnera sans calcul (n® 118)

—_— u—}—ﬁ-——y—d‘)’:ﬂ
e"—(a—|—7—-ﬂ-—-J‘ ="
e’-——(u—l—é‘—ﬂ—yj“:o

591, Nous observerons ensuite que

(a+B—y—d)y=
(u‘[—ﬁ—]—y—}—d‘-—-ﬂy—ﬂd\)"‘—
(e+Bt v+ —2(r+H]=
a.+ﬁ-+~) + &) — bay — 4y —

4y* — lyd — bad — GRS — Gyd — 44? +

dy* |- 834 + 447,
Mais, comme « 843 & =0 (n° 581), le carré de cette somme
€5t aussi 0, en sorte que le développement ci-dessus se réduitd — 4

ey adt-gy J-B0) = — 4 (Q —af— 18)=1( aﬁ—h#—()

De cette valeur, nous tirerons celle de (aty—B—4)*, car la
Précédente fonction revient a celle-ci, lorsqu’on y met 5 a la place
de g, et £ & la place de 7. Par cette simple observation, nous trou-
Veérons tout de suite

(a7 —B— 8P —4 (ar—Bi— Q).

Enfin, de cette dernicre valeur, nous tirerons celle de (a4 —8
—7)%, en y mettant & a la place de 7, et 7 & la place de &. Nous
Aurons ainsi

(a8 —B—y)V=b(ad |3y —Q).

592, Mais il est clair que nous aurions évité le multiplicateur 4,
‘ui se trouve dans ces valenrs, si, au lien de faire g=—1 eti——1
dans nos six fonctions, nous y eussions fait g== j==eti=—1: carces
fonctions auraient été ainsi deux fois plus petites, et leurs carrés
Juatre fois plus petits- Nous reviendrons donc en arriere 4 cet égard,
alin de simplifier nos calculs et la réduite qui en doit résulter, et
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nous supposerons les fonctions en «, B, 7, &, des n® 588 et 589, divi-
sées par 2, ce qui donnera pour ¢ des valeurs la moitié moindres que
les précédentes; il faudra alors supposer les carrés de ces mémes

’

fonctions divisés par 4 dans le n° 5go , ce qui donnera pour ¢* des
valears quatre fois plus petites.
D’apres cetle supposition, et d’apres les valeurs trouvées au n° 591,
les trois équations du n® 590 se changeront en celles-ci,
—aB byt @) —uo
c'—(:qﬁ!— —Q)=o0
-—-—-’:aJ‘—-—F;— () =0,
auxquelles on pourra donner cette forme:
(:“—I—- Q — (ef —E— }«f} —Q
t"“—‘r— Q—(a., -—i»ﬁd"):{)
e+ Q—(adtpy)=0q.
593. Représentant alors, pour quelques moments seulement, «
pour abréger les calculs; représentant, dis-je, e* - Q) parz, on aura

Or, Péquation du troisieme degré en z, qui sera le produit de ces
trois, aura pour coeflicient de son second terme la somme des quan-
lités afﬂ-il- 18, ay —I—/EJ‘, ad ﬁ:— LBy, en prenant celle somme avec un
signe conltraire. Elle aura pour coefficient de son troisicme terme la
somme des produits de ces mémes quantités multipliées deux a deux.
Elle aura pour dernier terme le produit de ces trois fonctions avec
un signe contraire. Cherchons, d’a pres cela, ces coefficients.

Coefficient du second terme de Uéquation en u.

—(zz'r’—f—-a:.y—]— a$4L, +'3J—1—-:l ?—Q.

Coefficient die troisiéme terme de léquation en u.

a*fBy + af3%y —I—- 0% —l— B -{—r_,G J‘—’—-chf J‘ o’y _1__ ay*d —E— ayd?® -+
B8 By - B70% =21 (8,82 — 28,5, — 514 25,) (w436,
438) =—48.

(Car on a P=o, et par eonséquent § —o, S;=—120Q, 8

- "J()” e H

—3R,
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Dernier terme de Léquation en u.

—_— [.;_q'sﬁ7 o j__ a3 vd _I__ :::;.};J\‘l" u..:‘}(fz)-—!—‘ B2y2 _]_ m’ﬁ?d\ﬁ_{_a?,y!’cp'.\‘_l_
2700 = [abyd (4 o 9 90+ 455 — 35,8, 1 25,)
" 436, 438) = —[S(— 20) -1 (—8 Q3] 120*_24()3__4@_1_
1208 |- 6RY)]=—(— A0S+ R =140 b — R>.

(Car on a, outre les valeurs précédentes, §; =~—203 + 6Qs 4
3R (n° 633)).
L’¢équation en z sera donc

w’ — Qu* — &Su - (4Q8 — A?)=o.

594. Et par conséquent celle en e sera , en remettant e? - Q ala
P lace e de u,

0+ 3Qeh 43¢ + Q°

— o —a| — @
—48| — 408 \=o,
--"QS

%u, en réduisant,
5 4= 2Qei - ( Q* — 48) ¢ — R*=o0 (réduite).

595. Pour résoudre celle équation, il faudrait la traiter comme
Une équation du troisieme degré, en prenant e* poar linconnue. On
ferait done d’abord disparaitre le second terme : pour cela, on po-
Serait ¢* ==y —2 (, et substituant cette valeur dans la réduite, on
Obtiendrait une équation du troisitme degré en y, et sans second
erme. On la comparerait alors & luquauon générale du n°® 547, et
Pon verrait ce qu’il faudrait substituer 2 Q et 3 A dans les formu]es du
1*569, pour avoir les trois valeurs &y, desquelles on conclurait en-
Suite les trois valeurs de e*. Extrayant enfin les racines carrées de ces
trois valeurs, et les prenantsoit en plus, soit en moins, on aurait les
SiX valeurs de e, on les six soluteurs delarédunite du quatrieme degré.

Supposons ce caleul fait, et continuons, pour plus de simplicité, &
Teprésenter les six soluteurs dont il s'agit pare, ¢, &/, —e !

¢!, tous ces caracléres désignant maintenant des quantités con-

Nueg,

996. Ces six valeurs sont celles des six fonctions da n° 58g, sup-

Posées divisées par 2 (n” 592), et Pon pourra prendre  volonté une
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de ces fonctions pour ’égaler a ¢; mais alors la fonction designe con~
traire sera égale & — e; prenant une troisieme fonction pour V'égaler
a ¢, cellede signe contraire sera égale a —¢' ; enflin les deux aulres
fonctions seront égales a '’ et a—¢''.

597. Cela posé, il nous sera facile d’établir les trois équations du
premier degré, qui, comparées avec I’équation a -y —-4=0;
doivent nous condaire & la connaissance des soluleurs «, £, 7, & d€
la proposée. Mais il ne faut pas perdre de vue que, parmi ces trois
équations, il ne doit pas y en avoir deux qui ne different que par J€
signe, car elles n’exprimeraient rien de plus 'une que Pautre.

598. Faisons donc d’abord
—1t({at-B—y—dI)=e¢
— (et r—R—d)=¢
—'-—é(m-—[—d‘-—,@——y):e”,
et comparons ces trois équations a celle-ci,
at-Btra=0;
nous en tirerons facilement les valeurs de z, de 3, de s et de 4. Voict
comment on pourra opérer :

Ces quatre équalions reviennent a celles-ci,
a.—l—-ﬁ—y—-!‘:-—-—ﬂe, cz-]—w-—ﬁ—wf.:—-ze’,
¢+J'—,G—7:—2c", atpt344=o0;

le derniére donne e— — @ -— y < d'; mettant cette valeur dans les
trois autres, elles se réduisent a

v+ d=ce, plo=¢, pBIfy=e".
La derniere de ces trois donne 3 —¢/ — 5 ; mettant celte valeur dans
la seconde, on obtient y —d&'=—¢' |-¢"; et retranchant ce résaltat
dela premiére, on trouve 2d=e—-¢' —¢”, oud =1 (e} o/ —e"):
Substituant cette valeur dans I'équation y 4 J=e on y =e~—d, 00
a y=1L(e—é J-¢”). Celte valeur de y, mise dans’équation g=d"
— 3, donne g=1(—e-}¢+¢”). Enfin, les valears de &, de s et
de &, mises dans 'équation o ==-8— 5 —4, donnent a=1(—"
—e¢l —¢"” ). On a donc
L(mo—i—d'y
L(—ete fe)
-.";(—I—e——e’{——e")
=L(+e}¢ —rll

AN
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Ce sont les valeurs du premier systéme.

599, Essayons de faire une autre disposition , et posons

l(u+!3—7— I'i=e

s A

e —|—— F=p—y)—=e"

u—:—ﬁ+}+€ —0.

Pour faire rentrer cette disposition dans la premiere, il saffira de

", comme on

b=
~ f

Prendre —e, — ¢’ et — ¢, au lieu de ¢, de ¢’ et de ¢
le voit en changeant le signe général des premiers membres, el par
Conséquent celui des seconds. Faisant donc ces changements de
signes dans les valeurs de «, de 8, de y et de &, nous aurons pour

©e cas
a=21(te-te Je)

e B
y=1i(—e-te — )
P=t(—e—¢ +e”)_

Ce sont les valeurs du second systéme.

600. On pourrait contlinuer a faire d’autres dispositions; mais les
valeurs que l'on tirerait de chacune seraient toujours celles de I'un
des deux syslemes que nous venons d’examiner.

Vérifions cela sur un exemple, ct posons

ety —d)=¢
-+ l_l(i—l_;.-—g—rl‘)_—..er
-—-_;(a-—‘\—d‘—ﬁ—}-)::e”

w8ty 4 )=o.

8i PPon change le signe des deux membres de la seconde équation,
Celte disposilion rentrera dans la premiére, en mettant — &' partlout

ou il y avait ¢'; on trouvera ainsi

et ces yaleurs seront celles du secom! sysleme mais, ce qui élait re-
Présenté la par @, B, v, &, sera repi esenté ici par v, ¢, «, 4.
Tl v a une autre maniere de reconnaitre cela.

42
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Notre derniere disposition revient a celle-ci,

iyt d—a—0BL)—e
s te—>8—p)=¢
Sl Be et
r+Jd+eat8 =o0;
et si on la compare, aprés cet arrangement nouveau, a la seconde
disposition, on voit que y joue ici le méme role que «la, que 4 joue
ici le méme réle que 8 la, que « joue ici le méme réle que 5 12; enfin:
que [ joue ici le méme rile que & la.
601. Mais voila cependant huit valeurs de «, de 2, de y et de &5
au lien de quatre que nous cherchions ; d’ot cela provient-il? En ¥
réfléchissant, nous découvrirons bientét que si, au lieu de Péquatio?

24 Qu*+Iix | S=o0,
on nous ell proposé celle-ci,
244 Qax*— By 4 S=o,
nous aurions obtenu la méme réduite,
ef 4 2Qet 4 (Q* — 48) e* — R*=o0;
car celle réduile ne contient d’aulre puissance de B que le carré,

et R? estle carré ou de | R ou de — H.
En sorte que les huit valeurs que nous avons trouvées pour «, 8,

7, &, 0u pour x, sont les huit soluteurs de ’équation du huitieme
et ) P ’ |

degré, que 'on formeraii en multipliant entre elles les deux équations
en x ci-dessus.

602. En laissant ces équations isolées, il s'agit done de voir quel
systeme de valeurs correspond & la premitre équation,, et quel a la
seconde.

Ce qui établit une différence entre ces équations, c’est que lecoel
ficient de x n’est pas le méme dans les deux. Or, le coefficient de #
est dans chacune égal & la somme prise avec un signe contraire des
produits que 'on peut faire en multipliant trois a trois ses solulears:
Il faut done voir quel systeme de valeurs donne — («fy -« -}-ard
+ 8yd) = Ii, et quel donne — (upy + aB3d |- ayd - Byd) = — H-

603. Si Yon prend les valeurs du premier systeme, et qu’on fasse

les nlulupllcalwns nécessaires, on lrouve, apreés toutes réductions;
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= (aBy | afd 4 ard - Byd) = Jeel ! = e 1 — : 4 |"R%,
Parce que e’ *¢”* est le produit des trois soluteurs de la réduite, con-
Sll]ucg, comme ananon du wroisicme dq‘{.,: ¢, et que ee pmdmt est
€aal an dernier terme de cette réduite, pris avee un signe contraire,
ou & Ji2, Mais | H2= -+ . Donc les valears du premier sysieme
Sont celles qui se rapporlent & la premiere ¢quation en x, ou a la
Proposée.

En opérant de méme sur les valeurs du second sysieme, on trou.
Verajt
—(aByt-aBdt-aydt-Byd) —=—ed e —=—) e 2 M = — | RP=—
€e qui répond a la seconde équalion en .

604. Disons actuellement un mol sur la nature des soluleurs e
l’érlualion du quatrieme degré , dans le cas ou ses coellicients seraient
récls. Comme nous avons exprimé ces soluleurs aun moyen de ceux
de la réduite, il est elaiv que la natare de ceux-la dépendra de la
Nature de ceux-ci. Mais du reste, nous n’examinerons que les valeurs
du premier systéme, car en changeant leurs signes on a celles du
second.

605. Le dernier terme de laréduite élant Ii* pris en moiuos, et B>
Provenant de - I élevé au carré, ce dernier lerme sera inverse,
Quelle gue soit la proposée.

D’'un autre c61é, ce dernier lerme élant avee un signe contraire
le produit des trois soluteurs de la réduite considérée comme équa-
tion du troisicme degré, ce produit est nécessairement direel.

606. Cela posé, considérons d’abord le eas our la réduite aurait ses
ois soluteurs réels: poar que leur prodait soit direct, comme il doit
Péire (n® 605), il faut qu’ils soient, ou tous trois directs, ou un
direct et deus inverses.

19 §; Jes trois soluteurs de la réduite sont réels et directs, ces lrois
Soluteups étant e, e, ", leurs racines ¢, — e, + ', —&', | &
" seront réelles, et par consequent les quatre soluteurs a,B,y,d
de 1 proposée , qui sont formés de ces quantités-la (n° 598), serons
éels; mais ils seront sous Pinfluence du cas irréductible.

2.° 8i les trois solutenrs de la réiduite sont réels, et qu'ily en aitun

duetl et ([Lu_\, HbVL’Ibl,ﬁ eg{cu.r, Sl, Pal (.I\mele) C‘tbl du ect , e L(luc '3
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el effz

soient inverses el égaux, les quantités représentées par -2 et
— ¢ seront réelles; mais les quanlités représentées par + e/, — ¢,
4, —¢&”, seronl imaginaires, et & part leurs signes,elles seront
égales. Alors on aura a==3(—e—2c'),B=1(—et2d), =58
& ==1e, Cest-a-dire que les deux premiers soluteurs de la proposé€
seront imaginaires, et que les deux derniers seront réels et égaux-
On reconnailra facilement qu'en général, dans le cas actuel , Za pro-
posée aura deux soluteurs réels égaux , et deuw imaginaires.

30 8i les trois soluteurs de la réduite sont réels, et qu'il y er aitun
direct et dewx inverses inégaux , il y aura deux des six quantités
Je,—e,+e, —e, L e”, — ¢, quiseront réelles, et quatre imagi-
naires; mais ces derniéres étant inégales, elles ne se détruiront point
dans Pexpression des valeurs de «, &, 5, & ; en sorte que la proposéé

aura ses quaire soluteurs imaginaires.

607. Considérons a Pl'éSCl’lL e cas ou la réduite aurait un soluteur
réel et deux imaginaires, e’est-a-dire ol une des trois quanlilés

'3, e+, par exemple la premiére, serait réelle, et les deux autres

(Al
imaginaires. Les deux soluteurs imaginaires de la réduite sont ceas
d’une équation considérée comme du second degré, et de la formeé
¢4 | pe J-¢g =0, clest-a-dire dont le dernier terme est direct (n577)*
leur produit est done direct, parce que dansce degré il doit étre dé
méme signe que le dernier terme. Mais le produit des trois soluteurs
de laréduile est tonjours direct (n® 605); done le troisieme soluteur;
‘ou le soluteur réel, est direct. Donc, des six quanlités+-e, g F
e, — ¢, ¢, — &, deux sont réelles, par exemple les deux premit-
res: ce sont les racines du soluteur réel et direct de la réduite, et
les quatre aulres sont imaginaires ; ce sont les racines des deux so-
luteurs imaginaires de la réduite.

Cela posé, si nous résolvons I'équation et 4 pe* + ¢ = o, pour
avoir la forme des deux soluteurs imaginaires , nous trouverons qu'i[s
ont pour expression €= — L p+} tp*—getd’’=—1ip—

Faisant, pour abréger, — % p=met } p*> — g =—n, parce qu¢
celle quantité est nécessairement inverse , nous aurons

em:nz-{—l/ ST e2=m—)"—n;

¢t de la nous tirerons
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Je=+ %/m—}-l/:r;
—_—e = \/‘m—|-l/:——-_;;
—|—e":—]— ‘/-m—V_—-—n

—l = \/_m—--!/:p—z)

substituant ces valeurs dans celles de «, 8, y, #, nous aurons

n::%[—e—- Vm-l—V:z+ ‘/m——b/-—;)]
,3“%[-.3 + ( Vm.-i—-l,/:;-]— v:;:.—l//;——n W
rz%[’l‘ﬂ""( Vm— \/-"'_V-':; A

J":%I:—I— e-—[—( Vm-Jrl/—?n-—- m—) 1 4

o

Or, il est facile de prouver que la somme des deux radicaux prin-
Cipaux que contient chacune de ces valeurs, est réelle, tandis que
leur différence est imaginaire; d’ott il résultera que les valeurs de «
€t de B sont réelles, el que celles de 5 et de & sont imaginaires.

Ayant une quantité quelconque, si on Péléve au carré, et quon
€0 extraie ensuile la racine seconde, on n’aura point dénaturé celie
Quaniité. Opérons ainsi sur la somme des radicaux en question. Je
Prends

%/— .m -+ l‘/-j—-;n_k + Vm = e ,—

L Je trouve pour son earré, apres les réductions,

am -2} m—]— n,
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extrayant la racine seconde, je retrouve pour la valeur de la somme
des deux radicaux ci-dessus,

v:zm + 2 Vim:

quantité réelle: car, 1° quel que soit le signe de m, on aura m* |7

direct,puis que 7, étant décidément inverse dans le radicall” — 7,
est décidément directici; 2° b m* | 1 est le produit des deux radi-
caux i ajouter, produil nécessairement direct, puisqu’on a supposé
que ces deux radicaux avaient le méme signe; 3° l/m_n, > m;
el par conséquent, lors méme que m serait inverse, on aurait 2m +2
Vﬁzﬁirﬁdirccl.

Par le méme procédé on trouverait que, si les deux radicaux en
guestion onl un signe contraire, ils se réduisent a

szrz—al/m’+n,

quantité toujours imaginaire.

Maintenant, quel que soit celui des trois soluteurs ¢, &2, ¢!+, que
Fon veuille supposer direct, on trouvera toujours, en raisonnant
comme nous venons de le faire, que la réduite ayant un soluteur réel
et dewx imaginaires, la proposée aura dewx soluteurs réels et deus
imaginaires.

608. Les soluleurs de I'équation du quatricme degré dont les
coefficients sont réels, sont donc ou Lous quatre réels (n° 606, 1),
ou lous quatre imaginaires (n° 6o, 3°), ou il y en a deux de réels et
deus d’imaginaires (n”* 606, 3°, 6o7).

Les soluteurs imaginaires sont done, dans le qualriéme degré, Low
jours en nombre pair, comme dans le second et le troisitme degré,
si du moins les coefficients de ces équations sont réels.




CHAPITRE VII.
Des soluteurs égan,

609. L méthode que nous venons d’employer pour résoudre les
€quations du second, du troisitme et du quatricme degré, semble-
Tait devoir sappliquer aux degrés supérieurs i ceux-1i: mais lorsqu’il
Sagit de Péquation générale du cinquitme degré, ou du sixieme
dcgré_ ele. celle qui devrait donner les valears des fonctions e, ¢, ete,
"'® peat malheureusement point se ramener 4 Pune des formes que
Pon sait résoudre.

610. On a donc di abandonner celte marche, et chercher quelque
dulre procédé propre i faire découvrir les soluteurs des €qualions
dun degré supérieur an quatrieme. Les méthodes dont nous allons
Nous occuper sappliquent méme souvent avec avanlage aux équa-
Uons du troisitme et du quatrieme degré, i cause du cas irréductible
des formules générales,

Lagrange ohserve i cette occasion que ces formules se présentent,
dis le troisieme degré, sous une forme telle qu’il estimpossible d’en
lirer [eg valeurs numériques des soluteurs par la simple substitulion
de celles des coellicients, dans les cas mémes oit tous les soluteurs
Sont essentiellement réels. 11 ajoute que cetle dificulté aurait lien a
Plus forte raison dans les équations des degrés supérieurs, s'il était
Possible de les résoudre par des formules géncérales. :

Heureusement, dit-il encore, ona trouvé le moyen de la vainere
(cette difficulté) dans le troisieme et le quatrieme degré, par la consi-
dération de la trisection des angles, et par le secours des tables trigo-
nomélriques; mais ce moyen, qui dépend de la division des angles,
Wegy applicable, dansles degrés plus élevés, qu’a une classe d’équations
“‘és~limilée; el Pon peut assurer d’avance que, quand méme on par-
Viendraiy & résoudre généralement le cinquiéme degré et les suivanls,
o0 Naurait par l& que des formules algébriques, précieuses en elles-
Mémes, mais trés-peu utiles pour la résolution eflective €L numérique

des équations des mémes degrés, et qui, par cons¢quent, ne dispense.
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raient pas d’avoir recours aux méthodes particuliéres ( #ayes le
Traité de la Résolution des équations numériques, Introduction)-
611. Une équation étant proposée, quelle que soit la nature deses
soluteurs, il est possible qu’il y en ait d’égaux entre eux (0™ 390y
392); et, comme on a reconnu que dans ce cas Péquation peut tou=
jours s'abaisser, il faut parler de la maniére de reconnaitre I'existence
de ces soluleurs égaux.
612. Supposons qu’une équation ait 7 soluteurs égaux & «, p égau®
a @8, gégaux 3 7, etc. un seul égal & A, un seul égal a«, ete. cell®
équation aura celte forme,
(x —a)? (=B (T =—3)T+0cs (X—X%) (x=—A)—0.
Si l'on divise le premier membre par x —a, le quotient sera
(x—ay—t (x—0)p (v — . (=) (T—A);
et si on veut répéter ce quotient autant de fois que Péquation a de
soluleurs égaux a a, il faudra le multiplier par 7.

Si Pon divise le premier membre par x — & seulement, le guotient

sera
(x —=a)n (x—Bp—" (B—13} ... (£ —%) (x—2);

et si Uon veut répéter ce quolient autant de fois que I'équation a de
soluteurs égaux a 8, il faudra le multiplier par p; et ainsi de suile:
La somme de tous ces quotients, ainsi multipliée, sera done

n(x—a)r—* (x=—F)P (x—¥)1 . .. (x=—2) (x—2)
- p (s} (2= (53} « - - (5—) (@—A)
‘+ g (v—apr (e—B)p (x—p)1— <+ v (¥—x) (x—A)

o ey 1Rl wyie Tl (eF T o

+ (v—ayr (x—B)P ) E I R (x—A)
-+ (w—a)r (x—B)? (0=—)Ts oo o o (T—3);
et Pon voit sans calcul que celle quantité a, avec Péquation proposée?
le diviseur commun
(P )it (2 — By (=t 3 4
composé de Lous leg facteurs égaux de Péquation, élevés chacun aus
degré d'une unité moindre que dans 'équation meme.

613. Cela posé, si on représente la proposée par

‘,,-m,}_ [’_gm'-'—-l-Q;nm—’. (o + Tre+4 U=o,
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lasomme des quotients sera représentée par la fonction (=) du n° 421,
lﬂquc”c devient

man— + (n(,__ 1) ¥ o -+- (m e 2) Q_y,-m—d 525 + 7—.,
lorsqu’on y met (m—1) £ ala place de S, 4-mP (n° 420), (m—2) ()
a place de 8, 4 PS, +mQ (n° 425), etc. et Ta la place de §
BB, o~ m T 428).

M—x

614. Or, il est facile de voir que cette fonction mam—r - (m—)
Px’““’+ ete. qui exprime la somme des quotients, se conclut im-
Wédiatement de la proposée am - Pxm—i L ofe, = 0, et qu’il suffit
Pour cela de multiplier chague terme du premier membre de cetle
Proposée par Pexposant de la puissance de x que ce terme renferme,

¢ de diminuer cet exposant lui-méme d’une unité. (Nola, U=Ux".)

615. Une équation done étant donnée, pour savoir si elle a des so-
lueyrs ¢gaux, on formera par la regle précédente la fonclion (%), et
Pon cherchera le plus grand commun diviseur de cette fonction et duw
Premier membre de la proposée. Si ce plus grand commun diviseur
Wexiste pas, la proposée n’aura point de soluleurs égaux ; 'il existe, il
Sera composé des facteurs égaux de la proposée, élevés chacun a un

egré d’ane unité moindre que dans cette proposée elle-méme (n° 612).

Ce diviseur commun égalé & zéro sera donc une nouvelle équation
Ell‘é:;muire; mais si les facteurs v—=a, *—8, ¥ —7, efc. n'élaient
qu’'au second degré dans la proposée, ils ne seront qu’uu premier
degré dans le diviseur commun, et la nouvelle ¢quation n’aura point
de soluteurs égaux. Si, au contraire, quelqu’un des lacteurs & — &,
T—F, x—y, elc. {lait au troisitme degré, ou au quatricme de-
gré, ete, dans la proposée, ce facteur-1a sera, dans le divisear com-
Mun, a un degré plus élevé que le premier, et la nouvelle équation
dura encore des soluteurs égaux, doat on reconnaitra Pexistence par
12 méihode précédente.

En continuant d’abaisser ainsi autant que possible la proposce,
00 pourra souvent arriver a une équalion résoluble,

616. Un exemple ¢elaireira tout cela,

Soit I’(Lquilli()n

x5 — 13044 6727 —=1712* 2160 — 108 == 0:

la fonction () est, par laregle du n° 614,

=
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524 — 5227 - 2012> — Bhox 1 216;
et Pon trouve, pour plus grand commun diviseur,
at—8a* 2120 —18.
Egalant ce diviseur & zéro, on pourrait essayer de résoudre 'équa-
tion qui en résulterait par les formules du troisitme degré; mais st
celle ¢qualion avail encore des soluteurs égaux, on pourrait |’abais-
ser de nouveau, et la résoudre ainsi avec plus de facilité. On prendl‘ﬂI
done comme une nouvelle proposée
a? —Ba*t21x —18=0;
la fonction (Z) sera
3x* —16x 4-21,

et le plus grand commun diviseur

x—23.

Il y a donc dans Véquation 23 —8a* |- efe. = 0, deux facteurs
égaux & & —3, c'est-a-dire qu'elle est divisible par (x— 37, ou par
a*—bx-|-g; en essayanl celle division, on Lrouve pour quotient
x—2, ce qui donne

at—=Ba* t21x — 18 =(x —3* (xr —2).

De 1a il résulte qu’il y a dans la proposée les facteurs (x — 3)° et
(v —-2)* (n** 612, 615), ou, en d’aulres termes, qu’ellea trois solu-
teurs égaux & 3, et deux égaux a 2; et c'est la Lout puisqu’elle n'est
que du cinquicme degré.

N. B. Les commencants qui voudront s'exercer a chercher les so-
luteurs ¢gaux, pourront d’abord, an lieu de prendre des équations
au hasard , les former par la muliiplication de facteurs a volonté;
comme dans les exemplessuivants:

(xe—54 (£ 4 2) (x—3) (x4 1)=0,
(@42 @ —372@—1) (xr41)=0,
(1) (¥ —1) (@+2) (r—2)=0.
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\

Des soluteurs rationnels.

617, Sorr la proposée
nx™ 4 prm—t | gam—2, ., + tx 4 u=0;

St Pon représente par a un des soluteurs de cette équation, Pon aura
 nanpanr o gan=t oo tafu=o;
ol 'on Lirera
144

e (ra™—* +pa™— -+ ga™—3 .. .. |- £).

Cela pos¢, imaginons que I'exposant m soit ralionnel, entier et
dirget, et que les coeflicients n, p, ¢, .. .. £, %, ainsi que le soluteur
@, soient rationnels et entiers; il est clair que, dans cette hypothese,

. u @
le quotient —, exprimé par
a

—-—-(na‘"—‘ +pa"‘—2 + (1&“‘—3 . -|- /)6t
Sera aussi rationnel et entier.

En d’autres termes, lorsqu’ane équation aura la forme rationnelle
€t entidre, si elle a quelque soluteur rationnel et entier, ce soluteur
se trouvera parmi les nombres qui, divisant le dernier terme de 1’6~
Quation, donneront des quotients rationnels et entiers.

618. Une équation donc élant proposée, nous commencerons par
lui donner la forme rationnelle et enticre (n°* 364, 365, 370, 372),
si elle ne I'a pas déja; puis, ayant cherché les diviseurs du dernier
terme de la transformée, nous les substituerons successivement a
Pinconnue dans la proposée, ou dans la transformée; et si ces équa-
lions ont quelque soluteur rationnel et entier, quelqu’un des divi-
Seurs en question rendra nuls leurs premiers membres, car les solu-
teurs de l'une sont aussi solutenrs de Vautre.

619. Quant a la maniére de trouver les diviseurs d’une quantité,
on distinguera deux cas;1° si cette quantité est uumérique, on opé-
rera comme il est dit dans les 0™ 214 & 222 de PArithmétique ’E

Mile; 20 si cette quantité est algébrique, on procédera commeil est
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enseigné dans la troisieme partie de 'Algebre de Clairaut, n® xxvit
el suivants.
(20. Soit, par exemple, I'équation
2’ —(a-p b+ ¢) 2>+ (ab-}ac+be) x —abe=o,

qui a déja la forme rationnelle et entiére; les diviseurs rationnels et
entiers de son dernier terme sont +1, — 1, ba, —a, +b6,— b |
‘ ‘
+e,—e¢, + ab, — ab, + ac, — ac, -+ be, — be, + abe,— abe; ety |
parmi ces divisenrs, 4-a, - b et} ¢, rendent le premier membre |
nul, et sont par conséquent solulears.
Soit encore I'équation

a? — (2a 4 2b) x* 4-(a* 4 3ab + b*) 2 —(a?b } ab?) =0,
qui a aussi la forme rationnelle et entiére; les diviseurs rationnels
et entiers deson dernier terme sont 41, — 1, +a, —a, + b, —b,
+ ab,— ab, +4(a + b), — (a-} b), + (a* +} ab), — (a* + ab),
(ab 4 b*), — (ab -+ %), + (a*b + ab?), — (a*b -} ab?); et, parmi ces
diviseurs, -+ «, -+ 0, et 4 (a + b) rendent le premier membre nul,
el sonl par conséquent soluteurs.

Soit de plus 'équation

x* —oax—ual 242 2 =0;
elle devient, par le n° 370,
a4 — o’ —-|— 227 —i— 8§z —8—o.

Or, les diviseurs de 8 sopt+41,—1,42,—2,+4,—4,} 8,
— 8; et, parmi ces diviseurs, - 2 rend nul le premier membre de la
proposée, de méme que celui de I'équation x4 —4a? +ete. =0, en
sorte gu'il est soluteur.

Soit enfin Péquation

a*—trt+l—o;
eile devient, par le n° 364,
ba* —5x+1—o.

Or, les diviseurs de 1500t -1 et — 1, qui ne rendent ni Fun ni
P'autre nuls les premiers membres des deux équations, en sorte qu'ils
ne sont pas soluteurs.

621. Cependant on n’aura pas toujours ainsi tous les seluteurs
rationnels d’une équation, parce que si ces soluteurs rationnels sont

fractionnaires, ce procéde ne les fera pas trouver.
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622, Mais il est facile de démontrer que, si une équation wa que
des coeflicients entiers, et que celui de son premier terme soit unité,
elle ne peut avoir de soluteurs fraclionnaires.
En effet, si dans Péquation
am - Pam— + Qam—2.,.. + Tx+ U=o,
dont on suppose que les coeflicients P, Q, ... T, U, sont entiers,

. @ :
on voulait substituer & 2 une fraction irréductible, e premier

membre deviendrait

am am—r am—? a
o SEEh ity i — 4 U
b"" +P bm—‘ +Q bLm—2 + 1 l’ + »

quantilé qui ne peut éire égale & zéro car dans celte supposition elle
donnerait, en multipliant par 7=, et transposant le premier Lere,
am

Pan— 4+ Qam—b ...+ Tabm 4 Ubm—' = — =5

a .
résultat absurde, puisqu'en supposant que & était une fraction ir-

réductible, on a supposé que @ n'était pas divisible par 6, non plus
que @ (*); en sorle qu’on aurait une suite de nombres entiers ajou-
Lés entre eux, ¢gale a une quantité fraclionnaire.

623. 11 résulte de la quil serait utile de pouvoir faire disparailre
d’une équation les coeflicients fractionnaires lorsqu’elle en a, et cela
sans en douner un au premier terme. Et ¢’est a quoi U'on parvient en
substituant i Uinconnue de cetle équation une nouvelle inconnoe
divisée par le produit des dénominateurs des coeflicients fraction-
naires; en multipliant ensuite tonte 'équation -par le diviseur que
se trouye avoir le premier terme, et en faisant enfin les réductions
convenables. Sur quoi il fant observer, 1° que, st le premier terme
de la proposéc avait d’avance un coefficient, ce coeflicient devrait
éire mis au nombre des dénominateurs, comme si 'on et préala-
blement divisé équation par ce nombre-la; 2° que, sl y a des dé-
nominateurs égaux, il ne faut les prendre qu’une fois; que, s'il y en
aqui soient parties aliquotes d’autres, il faut lesrejeter, et qu'il con-

vient en général de prendre le plus petit multiple des déaominateurs.

(*) Ou peat prouver cela par uu ralsonnement salogue a cehul des 0% 224 A 254,
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Par cette régle,
:c’—{——j—x“-]—(—j—.r—}-%.:o
devient, en faisant & = Z%f’
3
Z"aZTfa"f' _b_crz{?a =k %‘f‘ *fe" =03
puis, en multipliant pzir L3, et réduisant,

¥’ +adfy* 4 bredfiy 4 b3def> = o.
De méme,
1

a:c“—i——;x-——mo
(4

devient, en faisant » —-2-,
abc

D I o B

ab’e* ' alb’e i H
puis, en multipliant par ab2¢2, et réduisant,
724y —abe=o.
De méme encore,
a b e

._..___x’_i_—x_‘v:u
mn mi m

x3

devient, en faisant x — _y—,

me
: 3 "] b
¢ i ay ¥ c
mind  mdnd ' mrnr w7

3

puis, en multipliant par n:%3, et réduisant,
y?—ay* 4 bmny — cm*n? =o.

623 bis. Ainsi donc, une équation étant donnée et préparée, si le
cas le requiert, par les procédés des n* 365,370, 372 et 623 ,siellea
des soluteurs rationnels, ils seront entiers, et on les trouvera Lous en
essayant de subslituer & son inconnue les divisenrs rationnels et en-
tiers de son dernier terme.

Par exemple, daus I'équation
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que nous avons eue au n° 620, an fera x-::-':;—, ce qui donnera
yh iy
36:136
Or, les diviseurs de 6 sont -1, —1,+4-2,—2,13,—3 1 6,
~— 6; et, parmi ces diviseurs, +2el +3 rendent nul le premier mem-

bee de I'équation en y, et sont soluteurs de cetie équation. On a donc
' 1
Y=a20uy=37, et par conséquent x=21%ou x = 1.

=0, y—frt6=.

624. Les soluteurs rationnels d’une équation étant trouvés et re-
Présentés par of, #, o, efe. on divisera cetle équation, dont on sup-
Pose que x est l'inconnue, d’abord par x — &/, puis par x— @/, puis par
*—y! ete. oulout d’ancoup par (x—2' ) (x—B') (x—3 )our; égalant
alors a 0 le dernier quotient, il n’est pas 1, on aura i résoudre une
nouvelle équation d’un degré inférieur a celuide la proposée,, et qui
Waura plus de soluteurs rationnels, & moins qu’il n’y en ait d’égaux
a cenx déja trouvés, et que Pon nait pas commence par rechercher
Ces soluteurs égaux. Il sera donc a propos d’essayer si ces soluteurs
trouvés ne salisleraient point encore a la nouvelle équation.

Soit, par exemple, la proposée

xh—8a’ - 2127 — 205 -} 4 =0}
elle est déja préparée comme il convient; ¢’est pourquoi on cherchera
d’abord les diviseurs de son dernier terme, quisont -~ 1,— 1, +2,—
2, -} 4, — 4. En les substitnant successivement a x, le seul diviseur
= 2 rend nul le premier membre de Péquation, en sorte qu'elle n’a
pas d’aulre soluteur rationnel, On la divisera donc par # —2, et Pon
¢galera le quotient & o, ce qui donnera la nouvelle équation
%% — 62 | g —2=—=0.

Avant de conclare qu’elle n’a aucun soluteur rationnel , on essaiera
le méme soluteur 2, et 'on trouvera qu’il réussit. Divisant donc en-
Core par & — 2, el égalant le quolient a o, ou aura

a*—dv 4 1:=0,
équation qui n'est pas satisfaite lorsqu’on ¥y substitue le nombre 2 &
Pinconnue x ; ensorte qu’elle n’a point de soluteurs rationnels. Si on

la résout comme une équation du second degré, on Lrouve & —
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2-+ 17 3;les quatre soluteurs de la proposée sont done 2, 2, 2 -1/ 3,
2 —|73.

624 bis. Da reste, la substitution successive des diviseurs du der-
nier terme d’une équation a la place de son inconnue, pouvant de-

venir une opération fort longue lorsque ces diviseurs sont nombreuX;
| nous allons faire connaitre deux moyens d’abréger le travail.

1° Soit la proposée

+(2a -+ 3b)x +6ab=o;

et supposons qu’on veuille la résoudre par la méthode précédente,
quoiqu’eﬂc ne soit que du second degré, on pourra observer d’en-
trée, qu'en supposant lous ses termes dirvects, aucun nombre direct
mis 4 la place de x ne réduirait le premier membre a 0; en sorle qu ‘il
n’y aura plus qu'a essayer les diviseurs inverses du dcn nier lterme,
ce qui diminuera tout d’un coup de moilié le nombre des essais qu’on

aurait faits sans celle remarque.
En général, foute équation qui n'a que des termes directs ne saurait

avoir de soluteurs directs réels.
Si la proposée était
a? — (26} 3)x + 6ab =o0,

le coefficient du second terme étant supposé inverse, il est clair qu’il

faudrait essayer les diviseurs directs de son dernier terme; mais fau-
drait-il essayer aussi les diviseurs inverses? Si nous mellons, dans la
proposée, — x & la place de x, ou, ce qui revient au méme, si nous
changeons les signes des termes qui conliennent les puissances im-
paires de &, les soluleurs directs seront changés en soluteurs uuemc s,
et les soluteurs inverses seront changés en soluteurs directs, ce qui

est vrai généralement. ‘

Or,la proposée actuelle devient, par ce changement,

w2 (2a+4-3b)x 4~ 6ab = o,

nouvelle équation qui n’a point desoluleurs réels directs; en sorte que
la proposée méme n'a point de soluteurs réels inverses. On n'essaiera ‘
dong que les diviseurs directs.

En opérant ainsi dans tous les cas, on pourra toujours savoir Lres:
vile si Von doit essayer les diviseurs directs et les diviseurs inverses,
ou vejeter les uns ou les autres. Les commengants feront Inen dap-
pliquer ces remarques & tous les exemples précédents.
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o

2° Soit la proposée
_?;m.{ﬂpl-m—l + Q_\;?H*'Z s 4 —{—' Sa2 + Tx + U— o,
dans laquelle nous imaginerons que les coefficieats P, Q, ete. sont

Tationnels et enliers, comme en peut toujours Pobtenir. Supposons
qu’elle ait au moins un soluteur rationnel représenté Par @: ce nom-
bre sera non-seulement rationnel, mais encore entier (n°® G22);
Qailleurs, il divisera sans reste le dernier terme de Véquation (n° 6 17),
qui sera elle-méme divisible par x — @ (n° 387).

Concevons que cette derniére division soit faite, nous aurons le
Quotient da n® 388, que nous pourrons écrire comme nous 'avons
fait dans le n° 38. Et il est évident que si nous mulliplions ce quo-
tient parle diviseur x—a, nous retrouverons le dividende, ¢’est. A-dire
le premier membre de la proposée. Faisons cette multiplication, nous
aurons

am— L Plgm—= L Qam= .. .. L R - Sz - 77

XE—a

am - Pl pm— 0z OO ~+ 8" ~+ 7"x

— qar—= —aPlam— . il —aS T

Comparant alors ce résultat terme par terme avec la proposée, nous
€n tirerons les équations suivantes:

P=P —a , Q=0Q"—aP! , et

S—=8 —aR' sy T — a8’ ’ U= (;]"’

auxguelles nous pourrons donner ces formes :
Premiéres formes.

at+P=F , aP'}OQ=0Q' , et
aR 8 =580_ ,naSl L T—=T" .. G gT".

Secondes formes.

(Iei l'ordre des équations est renversé.)

ml | __L!._:[_ t\
_g_____yif ,,?_I.i....zj:—-—-.sr ,_S:A____I)F r
= S 2 a ? a Ly &le;
2f
"'"Qr'"}_Q‘__l:f 4 :_I___"I—P‘__
T T ] e L .
a a 1.

Les premicres formes nous disent ceci :
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Puisque a el Psont entiers, a -+ P ou P' Vesi aussi, el par con-
séquent al’ ; mais Q est entier, donc al’ + Q ou @' lest aussi, €t
ainsi de suite jusqu’a ce que 'on ait trouvé que R! enr enlier de méme
i que aR'; alors, comme Sest entier, on a aR' -+ S ou § entier, de
méme que a$' ; mais 7' est entier: donc a8’ | 7'on 7" est aussi
entier. On voit par 1a que lesletires P/, Q. . R', 8, T, représentent
. des nombres enliers.

i Cela posé, les secondes formes disent :
1° Si Pon divise le dernier lerme U, par un de ses diviseurs a, qu!
| soil décidément soluteur, on aura un quotient entier — 77,

20 Si Pon ajoute a ce quotient — 7", le coellicient 7'de x, et qu'on
divise la somme — 7’ - 7 par @, on aura un second quotient en-
! tier — &'.

30 Si I'on ajoute & ce quotient — §' le coeflicient S de 27, et qulon
divise la somme — &' -} S par @, on aura un troisitme quolient en-
tier— H'; el ainsi de suite, jusqu’a ce qu'on ait trouvé le quotient en-
tier —Q'.

4 Si on ajoute a ce quotient — Q' le coefficient Q de xm—,
_ et qu’on divise la somme — Q' +-Q par @, on aura un (m— 1) quo-
tient entier — F'.

50 Si on ajoute a ce quotient — P’ le coeficient P de x7—, el
qu’on divise la somme — P' -} P par a, on aura un m”¢ quolient
b entier — 1.

' Geux donc des diviseurs du dernier terme de la proposée, quine
satisferont pas a loutes ces condilions, ne seront pas soluteurs.

11 est facile de prouver que , réciproquement, ceux qul ¥ satlsfv
ront seront soluteurs. Pour cela, on suivra Pordre inverse des équa-
tions qui donnent les valeurs des coefficients P, Q, etc. S, 7, U, en
les considérant , par exemple, sous les formes que nous avons nom-
mées premicres formes. Sidans U= — a7’, on met la valeur de 77,
prise dans V'équation précédente, on a U=—aT— a*8'; si dans
celle-ci on met la valeur de &', prise dans 'équation qui précede, op
a U——aTl—a*S—a’R'; en franchissant alors la lacune, et re-

montant toujours d’équalions en équalions, on a successivement |
U= —al'—a*8.....—~a7—2 Q',
LT_—:.—- aPemaali i ——tgmr=3 Q — it P'r,

U——aT—a*S....—am—2 Q—a?—*P—an.
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Transposant enfin tout dans le premier membre, on obtient
am - Pam—r | Qarm— .- A8’ Tat U—=o,
e qui prouve que @ = & dans la proposée, ou que a est soluteur
de cette proposée.

Du reste, le procédé décerit il y a un moment abrége le travail,
1 en ce quiil évite la peine d’élever aux puissances le diviseur que
on essaie, comme on est obligé de le faire: lorsqu’on le substitue
Simplement 2 inconnue daus la propoesée; 2° en ¢e que, par cetle
méthode, le diviseur en essai donne souvent, dés les premieres divi-
sions, des quotients fractionnaires, qui prouvent que cedivisenr doit
tive rejeté sans pousser plus loin le calcul.

Pour appliquer tous ces principes aun exemple,, prenops Péquation

> xi—gx? 4232 —20x-+|15=0.

Les diviseurs de son dernier terme sont 1, 3, 5et 15, qu’il faut
essayer en --. Pour savoir g'il faut aussi lesessayer en —, nous chan-
gerons dans la proposée les signes des lermes qui contiennent les
Puissances impaires de v, et nous aurons

x4 - gx¥ |- 232" 4 20x - 15 =o0.
Or, comme cette nouvelle équation ne saurait avoir de soluteurs
réels directs, la proposée n’en saurait avoir d’inverses. Nous n’avons
donc 4 examiner que les nombres - 1, 43, 5, et - 15. Mais,
comme la substitution immédiate de Punité a la place d'x est trés-
facile, nous la ferons d’entrée, el nous verrons gue, dans cel exemple,
ce nombre ne satisfait pas a I’équation. J

Cela posé, nous placerons les diviseurs qui restent a essayer, sur
une méme ligne horizontale, et, opérant sur ehacun d’eux d’apres
la régle précédente, nous écrirons les résultals comme dans le ta-

bleau suivant (%):

(*) Liéquation actuelle wétant que du quatrieme degré, les indications de la
"ég!c, relativement aux coellicients , doivent étre modifiées et approprides i ce cas ,
0 ohservant que les coeflicients de Véquation générale du guatriéme degré sont
B, Q, R, S, eLque ceux du quotient de cette équation divisée par x — q sont P/,

Q', R'. Ces indications coincideront alors avec celles du tableau.




DES SOLUTEURS RATIONNELS,
| e S e A 3,4 5,15 i
Les. . .—R 4 5,4+ 8,4,

Les— &'} R =0, — 17,~—tg,
3 Les. . . — @' — 5,
Les — ¢! }-Q 18,
A Lese v P -+ 6,
: 7 S A T e
1 Les. . . — 1 — 1.

Il n’y a donc que le diviseur -+ 3 qui soutienne Iépreuve jusqn’au‘
bout, et c'est par conséquent le seul qui soit soluteur.

Cela trouvé, on abaissera Péquation en la divisant par = — 3 ; mais
Ie tableau précédent nous évitera cette peine : car généralement ce
quotient pour P'équation du quatritme degré est 2* |- Pla® L Qlx
-+ £" =0, etnous avons dans le tablean les valeurs de — P!, de—Q’
et de — R'. D’aprés ce simple énoneé, lon voit d’abord que le
quotient cherché doit étre

23 —bx? 50 —5=o.

Sila proposée manguait de tel ou tel terme, le coefficient de ce terme
4 serait o, et ce coeflicient ne changerait rien 'aux résuliats auxquels
] il devrait étre ajouté; on aurait ainsi dans le tableau deux lignes qui
contiendraient les mémes nombres. On pourra voir cela sur équa-

tion #' — 722 - 36 =0, a laquelle on trouvera les soluteurs 6, 3,
el —1a,

CHAPITRE IX.

Des soluteurs trrationnels et imaginaires.

625. Une équation étant ramenée  cette forme, que nous suppo-
sonsrationnelle et entiére :

| = Pam—r + Qam—2 ..., +Ze+ U=o,

lorsqu’on a trouvé ses soluteurs rationnels «', &', 5/, efc. on a par 12 |

v
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méme les diviseurs rationnels et du premier degré de son premier
membre, savoir x — o/ , x — 8, —1', ete.

Mais, pour Lrouver ces soluteurs, il faut savoir trouver tous les di-
Viseurs rationnels et entiers de son dernier terme, qui est une quan-
lit¢ algébrique si I'équation elle-méme est algébrique, c’est-a-dire
8i ses coeflicients sont des lettres, et non des chiffres. I1 faut done
connailre les procédés indiqués au n° 619.

Or, lorsqu’on connait ces procédés , ou lorsqu’on sait trouver tous

es diviseurs rationnels et entiers d’une quantité algébrique ration-
nelle et entitre, on sait donc trouver tous les diviseurs rationnels et
entiers du premier membre

Im_i-—me—‘ —I—Qx”“‘“‘ ooty + Tw+ U
de Péquation, puisque ce premier membre n'est aulre chose qu’une
quantité algébrique.

On aora donc par 14, non-seulement les diviseurs rationnels en-
tiers, et du premier degré de celle équation, savoir © — o, x—pg,
& —+' , etc.mais encore ses diviseurs rationnels entiers et du second
degré , de la forme 2* - px +-¢, si elle en a; et de méme ceux du
troisitme degré de la forme 2% - p2* - gx |7, toujours si elleen
2; et ainsi de suite. Arrélons-nous seuleraent aux diviseurs ration-
nels et entiers du second degré.

696. Lorsqu'on a trouvé les soluteurs rationnels d’'une équation,
o sesdiviseurs rationnels du premier degré, et qu’on a divisé aulant
que possible son premier membre par ces diviseurs-la, on obtient une
nouvelle équation qui n’a plas de soluteurs rationnels (n° 624), et
par conséquent plus de diviseurs rationnels du premier degré. Si
done cette équation a des diviseurs rationnels du second degré, cha-
cun de ces diviseurs rationnels égalé & zéro, el traité comme équa-
tion du second degré, se résoudra en deux factenrs, qui seront irra-
lionnels ou imaginaires, et que 'on trouvera par ce moyen.

Il est évident, du reste, qu'une équation, sans avoir de soluleurs
rationnels, ni par conséquent de divisears rationnels du premier
degré, peut avoir des diviseurs rationnels du second degré. Nous
avons va, par cxemple (n° 624), que 'tquation x* — 4y} 1=0
avait deux soluteurs irrationnels, qui sont x—2—-1-3; et il est fa-

cile de voir que I'équation a” —2x -+ 2 =0 a denx soluteurs imagi-
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naires, qui sont x =1+ }/— 1; et par conséquent, si Pon multiplie
entre elles ces deux équations, on en formera une du quatricme
: degré, qui, sans aucun soluteur ralionnel, aura cependant deux
i diviseurs rationnels du second degré.

i : 627. Si une équation n’a point de diviseurs rationnels, ni du pré-
mier, ni du second degré, mais guelle en ait du troisieme , du qua-
tritme, on pourra appliquer a ces facteurs-1a, en les égalant & zéro,
les formules générales du troisieme, du guatrieme degré.

628. Si une équation n’a point de diviseurs rationnels des quatre
premiers degrés, on pourra essayer de lui appliquer une méthade
! développée dans un chapitre de PArithmétique universelle de New-
ton, chapitre intitulé Réduction des équations par les diviseurs
rrationnels.

629. Si on veut rechercher en particulier les solutenrs imagi-
naires des équations, on trouvera les moyens les plus efficaces i em-
ployer pour cela dans Pouvrage intitulé Traizé de la Résolution des
‘ Equations numériques de tous les degrés , par Lagrange.

i 630. Enfin, Pon trouvera dans les Mémoires de I’ Académie de

| Berlin pour 1768, une méthode proposée par le méme auleur, pour
i résoudre les équations algébriques ou littérales, d’undegré quelcon-
que, par le moyen des séries, c’est-a-dire par approsimation (n° 414).

Voyez aussi, a cetle occasion, le Traité de la Résolution des Equa-
tions numeriques, la Théorie des Fonclions, par le méme aunleur, et
enfin les Mémoires de I’ Académie des Sciences de Paris, pour année
1777, ot Laplace a traité le méme sujel.

N. B. Nous ne sommes pas enirés dans beaucoup de détails sur
I'objet de ce chapitre, parce que nous donnerons, dans les n>* 741
. el suivants, le moyen de trouver les'soluteurs irrationnels des équa-
i tions numériques, et que la recherche des solutenrs imaginaires esb
trés-laborieuse et ne se présente guere dans la pratique.




SECONDE SOUS-DIVISION.

Des problemes ,]u,-,:/burnz's.vmi plus ou moins d'éguations
que d’inconnues.

CHAPITRE PREMIER.

Des problemes qui fournissent plus d’équations que d’inconnues.

631. Un probleme qui donnerait entre les trois inconnues x, y, 7,
(uatre équations liées entre elles (n® 447 ), pourrail élre résolu ainsi:
90 comparerail la derniére équation avec la premiére pour en éli-
Winer x; on ferait la méme chose entre la dernitre el la seconde, et
€nire la derniere et la lroisitme, et I’on aurait ainsi trois nouvelles
€quations en ¥ et z. On comparerait alors la derniere de ces Lrois
avec la premicre et avec la seconde pour I'élimination d’y, et on
obtiendrait deux équations finales en = seulement. Alors, si le pro-
bleme éait possible, = devrait avoir au moins une valeur commune
dans les deux équations finales, ou, en d’autres lermes, les deux équa-
tions devraient avoir un diviseur commun, qui serait an moins du
Premier degré. On chercherait done ce diviseur commun, et s'il
Wexistait pas le probleme serait impossible; s'il existait, il donnerait
la solution ou les solutions de la question proposée.

632. Un probleme qui donnerait entre les Lroisinconnues x, y et z,
Cinq équations lices entre elles, pourrait étre résolu ainsi : on com-
Parerait la cinqui'eme équation avee la premiere pour en éliminer x,
on ferait la méme chose avec la cinquieme et la seconde , avec la
uinquiémc et la troisicme, et avec la cinquieme et la quatrieme; et
Pon aurait quatre nouvelles équations en y et z. On comparerait alors
la dernitre de ces quatre avec la premitre pour en éliminer 5; on
ferajy la méme chose entre la qualrieme et la seconde, et entre la
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quatricme et la troisieme, et l'on aurait trois équations finales efl &
qui devraient avoir un diviseur commun, donnant la solution O
les solutions de la question.

633. Cela suffit pour faire comprendre comment il faudrait opérer
dans d’autres cas de cette nature. Lorsqu’on a plus d’équations qué
d’inconnues, on doit toujours arriver par I'élimination a deux 0¥
plusicurs équations finales 3 une seule inconnue, et ces équations-1a
doivent avoir un diviseur commun qu'il faut chercher.

©34: Ainsi, le probléeme 4 du n°® 347 G, nousayant donné les trois
€quations

7x-4-12y=288 1a3x4{-7y=2358

xy = 240,
si.de la derniére on tire 1:9—3‘9-, et que l'on substitue cette valeur
dans les deux aulres, on aura les équations finales

12y — 288y -+ 1680=0 7y — 358y 4-2880—0,
qui ont pour diviseur commun y — 10; posant donc y —10=0;
on en tirera y= 10, d’ot z =22 —=24.
635. De méme, le probléeme 9 du n° 350 C, nous ayant donné

les équalions

it s
si de la dernitre on tire x =y -2, et que l'on substitue ceile va*
leur dans les deux autres, on aura les équations finales

e el A, IS g

qui ont pour diviseur commun y — 7; posant don¢ y — 7 =0, 08
en tirera y=7, dolx=7+4+2=g9g.

(36. Si Pon avait une équalion a une inconnue d’un degré plus
élevé que le premier, et qu'il y elt une relation connue entre dev*
ou plusieurs de ses soluteurs, ce cas rentrerait dans celni qui nov®

occupe.
637. « Supposons d’abord qu’on ait 'équation
zh4pxd - qr24-rx J-s=0,

dont Tes soluteurs soient représentés par «, 8, y et &, et qu'on sache
quentre deux de ces soluteurs il existe une relation indiquée par
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i : oF 3
Péquation mat-ng = k;m, etk éant des quantités connues, on
Pourra trouver « et 8 d’'une maniére fort simple: car; « et 3 élant les
soluteurs de I'équation proposée, on aura

i —}*Fﬁt“ 'i* go® —|—- re + $=20a

Bi+pf - gf* 18+ s=0,;
Mais si de la derniére de celles-ci on élimine B, au hoyen de I’¢ équa-
tion ma—-nB==fk, Uéquation résultante devra nécessairement s’ac-
Corder avec I'équation

af—-pad L ga* - ra - s=o;
€t puisque Iune et Pautre seront satisfaites par la méme valeur de =,
elles auront un facteur commun , qu’on ohtiendra en cherchant leur
plus grand commun diviseur, et qui fera connaitre la valeur de « -
on (rouverait 3 de la-méme maniere. »

(38. « Il convient d’observer que, dans le cas o les deux solu=
lCms « et 8 entreraient semblablement dans la relation donnée, ce
qui arriverail si on avait m=—=n, d’ou il résulterait

m(a--8)=k,
le diviseur commun dont nous venons de parler monterait au se-
Congl (Icgré. La raison de ce fait est facile a apercevoir : car alors,
50iL qu’on élimine «, s0il qu'on ¢limine 3, on tombe sur des équations
semblables, et qui par conséquent doivent conduire & une équation
donnant en méme temps l'une et Pautre de cesinconnues, ou ayant
deux soluteurs, »

639. « Si la relation proposée était la |-mB—-ny=—F, on y join-
drait les équalions
ok ﬂ-pu': - gat - ra —l— S =='0)
G4 ppi - gB* 18- s=o0,
yid-pr gy s=o0,
€L ¢liminant, au moyen des deux dernicres, £ et 5 de I'équation
lg 1 mp _,IA 1y = L, 00 parviendrait 4 une équation ﬂnalet[ui, ne ren-
l"Jt‘muul plus que a, aurail necessairement, avec ui-{-pg‘ﬂ “{—ljct""—f—m
§==0, un diviseur commun qui délerminerait « : on trouverait 8
Ly d’une maniére semblable. »
640. « Si on avait/=m, ce qui changerait la relation donnée en
](1{-.@‘; - ny — k, comme il serait indifférent d’y écrire « pour B

P
” ko
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et 3 pour «, le diviseur commun qui donnerail « dennerait auss! B
el serait par conséquent du deuxieme degré. Enfin, dans le cas
ou la relation donnée serait Z(«--B-}-7)=1F, les trois soluteurs
@, 3, 7, entreraient dans le méme diviseur commun, qui serait par

conséquent du troisiemre degré. »

641. « Ceque nous venons de dire par rapport a 'équation du qua-
rieme degré, et & des relations exprimées par des équations du pre-
mier degré, peut s'appliquer a un degré quelconque et a des rela-
tions quelconques; et on ¢n conclura qu'il faut traiter chacun des
soluteurs qui entrent dans la relation donnée comme une inconnue
distincte, former les équations résultantes de leur substitution dans
Péquation proposée, et joindre ces nouvelles équations avec celle
qui exprime la relation donnée, puis éliminer ensuite toutes lesin~
connues, hors une, que ’on conservera en méme temps dans deu®
équalions, lesquelles admettront par conséquent un diviseur com-
mun, qui, suivant le degré dont il sera, fera connaitre un ou plu-
sieurs des soluteurs compris dans la relation donnée. »

642. « Prenons pour exemple I'équation du troisitme degré

a4 pat—g'r —g°p—o0,
et supposons que l’on sache d’avance que, parmi les soluleurs de cetle
équation, il y en a deux qui sont égaux, mais de signe contraire:
en nommant « el £ ces deux soluleurs, nous tirerons d’abord de
Péquation proposée

ad - pa* — ¢*a — gPp =0,

B |- pB* — ¢*8 — ¢’p=—0.
La relation donnée entre « et B fournit de plus cette troisicme équa-

tion, 6= —=«, en vertu de laquelle la seconde devient

— - pot e —gip=o,
ou, en changeant tous les signes 4 la fois, et mettant = pour «,
a3 — px® — s -]L P = 0:
Cherchant ensuite le diviseur commun & cette dernitre équation el

ala proposée, on lrouve

x? — ¢*, ce qui donne 2> — ¢?=0, ou x = -} et a=——q-

&=

Le diviseur est du second degré : car larelation ==, équivalent®
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a «—pB==0, demeure la méme lorsqu’on y changewen g, et fena. »
{Lacroix).

643. Si la relation connue entre les scluteurs élait une relation
d’ég;ﬂi[é, c’est-a-dire si Pon savail qu’il y etit dans une équalion pro-
Posée deux ou plusieurs soluteurs égaux, le diviseur commun que
Pon trouverait parla méthode précédente ne serail antre choge que
la proposée elle-méme, comme il est facile de le voir. Mais nous
avons fait connaitre dans le n°® 615 un moyen propre a troaver les
Soluteurs égaux d’une équation, que on {iit ou que lon ne fut pas
averti de leur existence.

644. Quelquefois la forme seule d’une équation donne la relation

qu’ont enlre eux ses soluteurs. Par exemple, I'équation
26 L pui 4 ga -r=o0,
qui ne contient que les puissances paires de x, ayant parsupposition
trois de ses soluteurs représentés par «, 8, ¥, en aura trois autresre-
Présentés par —«, — 3, — 3 : car, si « salisfait & celle équation, il est
¢vident que —« y satisfera aussi; et ainsi de suite.
645. L’équation

26 4 px¥ - gui - ra® |- g2t {-pr - 1=0
est un second exemple du cas ol la forme de la proposée fait décou-
vrir une relation entre ses soluteurs. « Ille demeure la méme lovs-
Qu'on y met ]T au lieu de x, et se trouve senlement écrite dans un

ordre inverse; il faut donc conclure de li que si « est un de ses so-

1
luteurs, — en est un antre. En nommant y un soluteur différent des
e

iy = y 1 :
denx précédents, il y en aura un égal & —, et enfin ¢ élant un solu-
3
lenr distinct des qualre que nous venons d’indiquer, donnera un

: 1 : ; 2 re
sixibme soluteur —. On voit parla que, sion désigne para, £, 5, 4,
g

%, £, les six soluteurs de la proposée, on aura, enire eux, les rela-

Uong suivantes,

e A

:
|
|

W
|
]
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646. « Nous ne saurions employer ici le procédé du n° 641 ; mais
on voit facilement qu’en combinant chacun des soluteurs «, 3, ¢, avet
@ n correspondant, pour en former un facteur du second degré dela

proposée, on aura ces trois facleurs

dans lesquels il w’y a d’inconnu que le coeflicient du second terme-

Si dooe on le désigne par z, Ja quantité z ne dépendra que d’une

- 4 ’ 1
équation du troisicme degré, dont les soluteurs seront « - —, 5 4

1 1 : 2 k -
ot -]—ﬁ Quo:quc ces fonctions ne paraissent pas d’abord renfer-

e £

mer toules les permutations que leur forme permet de faire entre les

soluteuars, il est facile de s’assurer que celles qu'on néglige n'en sont

que des répétitions. En ellet, en ne supposant aucune relation entre

€: 8,7, 4, €,C, on aurait

1 1
“L"’"—? '}"'!_ ’ L
o Y €
1 1
-5

&

Bl Ao

mais puisque, dans Phypothése élablie,

1 5
B—=——; P02y =15

@ ¥ £
lps fonctions de la seconde ligne sont les mémes que celles dela pre-
qui donnerait
ces six fouctions pour le cas général, doit s'abaisser ici au Lroisic

miere, el par conséquent I'égualion dusixieme degré

degré, »
(47, « On peut former celle derniére trés-simplement, en divi-
sant par a” tous les termes de 'équation proposée
a0 - po® L gui4-rxd - gx* 4-prt+1—0,
et en réunissant ceux qui sont également éloignés des exirémes,
ainsi qu’on le voil ci-dessous
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(3 b PR ) e

v

§ g d 1
Maintenant, si Von fait ¥ —=2z, on aura
P

(4= o

g 1 & 1 )
t]cmt on Lirera x* —i— — =z 2, puis <q,.+ ~-> —y
L X

ce gui donnera

x‘—E—S;\:—f—S%——}— Tli (m -{—1—1> + 3 (x—l- {- Sapie

; R T
¢t, metlant z an lien de ¥ |- — , il viendra
A

Substituant ces valeurs dans I'équation
T 1 1
db ) e (= )t a2 ) Fr=o,
x5 fo b \ v
on trouvera
& fp (g—3) sk r—3p=o.
Lorsqu’on aura déterminé z par celte équation, il ne restera plus
1 1 s
pour obtenir lessoluteurs de la proposée, qwa résondre les trois équa-
tions du second degré,

x*—zslat1—=0, #*—s'sti1=—0, x—=sl'x -+ 1=o0,

danslesquelles 2/, =", 5"/, représentent les trois valeurs de =, et qui
: 1
se déduisent de & -+ —-==.»

A
648. « Ce que nous venons de dire sur I'équation
3 y b WA S | ol | s
a0 - pa + quli—-rx +qx* +pr+1=0,
est général pour loutes les équations dans lesquelles les termes pla-
¢és i égales distances du prewmier et dernier, ont les mémes coefli-
cienls, et ;lu’uu ;1|n]wl!e équations f'r!r‘ipr()r/:.ws, parce qu’c"cs ne

b » ] -
l?l:ansum pas lorsquon y substitue — au liende x.»
7
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649. « Si I’équation élait d’'an degré impair; quon eiit, par exem ple,
i - puh - g3 - gace —I—]m'-:— P==n"
on Pécrirait comme il suit :
(@ 4=1) + px (a¥ - 1) g2 (x}1)=0,

ce qui ferait voir qu'elle serait divisible par x -1 (n° 131);
division faite, on aurait pour quotient

Zhfe(p— )2} —(p—g—1)a* - (p—1)x 41 =o,

équation réciproque du quatrieme degré.

e, la

« 1l sera facile d’opérer sur toute équation réciproque de degré im
pair comme nous venons de le faire sur celle du cinquieme degré. »
650. « Ce qui précede s'applique 4 'équation
yriymr— g, Lty i=o,
déduile de I'équation y»—1=o0, divisée par y — 1, et qui renferme
les m — 1 racines de unité, différentes de 1.»  (Lacroix.)

CHAPITRE IL
Des problémes qui fournissent moins d’équations que d'inconnues.

651. La théorie relative aux problémes de ce genre s'étend fort
loin; nous n’en examinerons que deux cas: 1° celui d’une seule équa-
tion avec deux inconnues, dont une ne monte qu’au premier degré,
Yautre étant ou au premier, ou ausecond, ou au troisitme degré, etc-
et 2° celui d’une seule équation avec deux inconnues, montant Pune
et P’autre au second degré, mais dans laquelle le carré ni dela pre-
mitre ni de la seconde des inconnues n’est multiplié par Paulre

inconnue.

652. Le premier cas se divise encore en deux autres: celui ol I'in-
connue au premier degré ne mulliplie point 'autre inconnue et ses
puissances (je le désignerai par A), et celui olt inconnae au pre-
mier degré multiplie Pautre inconnue et ses puissances (je le dési=
guerai par B).
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653. Premier cas A. Une équation & deux inconnues , dont une

@ moins w'est qulan premier degré, et ne multiplic point Uautre in-
Connue , ni ses puissances, s’idy en a (n* 651, 652),

Cetle équation , pour étre générale, doit avoir celte forme :

ny=a- bt cx* -} ded Jete. ;-
€0 supposant qu’on ait mis dans le premier membre les termes qui
renferment y, cest-a-dire 'inconnue au premier degré, et dans Pan-
lre les Lermes toul connus el ceux qguirenferment x et ses puissances,
G54, De 1a nous tirerons

a--ba—-cx*|-dxi-t-ete.
V= e
B D

El si nous supposons successivement & x différentes valenrs, il en
résultera autant de valeurs correspondantes pour . En sorte que,
généralement parlant, le nombre des solutions du probleme qui a
fourni 'équation sera illimité, observation qui s'étend du reste &
tous les cas d’une équation & deux inconnues, puisqu’en résolvant
Celte équalion pour une desinconnues, ou en laissant celle inconnue
seule dans le premier membre, on aura toujours dans Pautre membre
un ou plus d’un terme renfermant la seconde inconnue.

655. Cependant, dans cerlains cas particuliers, la nature des ques-
lions ne permet pas de supposer aux inconnues des valeurs quel-
Conques. Si I'on propoesait, par exemple, ce probléme:

Un troupeaw est composé de moutons et de brebis ; sept fois le nom-
bre des moutons et cing fois le nombre des brebis, font ensemble 176:
on demande combien il y a des uns et des autres.

En nommant x le nombre des moutons, ety le nombre des brebis,
il est clair qu’on ne pourra supposer a ces symboles que des valeurs
ralionnelles entiéres et directes.

Dans les cas de celte nature, il peut arriver que le nombre des so-
lutions du probléme se trouve limité, et ménie borné i une seale so-
lulion; mais il peut arriver aussi que ce nombre reste illimilé malgré
le rejet des quanltilés irrationnelles, fractionnaires et inverses. Clest
e dount nous aurons bientét des exemples,

(56. Cela posé, reprenons notre ("-:Iuation

e = i
D
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et supposant que ses coeflicients 0, @, b, ¢, ete. soient enliers, cher-

chons si on pourrait tronver des nombres entiers qui, mis 4 la place

de x, rendissent le numérateur divisible par p, et donnassent ainsi

une valeur entiére poury. !
A. On peut douter que celasoit toujours possible; mais, d’un autre |

cOlé, ce résultataura lien dans bien des cas: car on peut former

des équations dans ce but. Par exemple, 13 - 5.3 1 2.3* |- 4.,3°

i estdivisible par 7; et si 'on met - & la place de 3, on aura le poly-

.. nome 13-} 52 -} 222 | 42, qui se trouvera divisible par 7, quand

' on y fera x égal 3 3. On verrait méme que la division par 7 réussi-

| rait encore en faisant inconnue & égale & 10, & 17, 4 24, elc,

Prenons done d’abord le cas ot 1e numérateur du seecond membre | }
de la proposée générale serait en effet divisible par p, lorsqu’on y met-
i trait un nombre entier, 9,4 la place de w. 11 est probable que 6 pos- !
sédant cetle propriété, le méme 0, augmenté on diminué d’un certain ]
it nombre de {ois b, rendra aussi le numérateur divisible parp. End’au~ |
1 tres lermes, la formule 8- 70 (2 étant 1 ou 2 ou 3 on etc.), mise I
a la place de &, donnera sans doule poury une valeur entiere. Si Pon '
essaie celle subslitution, on tronvera un numérateur composé de deux ]
parlies, dont Pane contiendra 6 et ses puissances avec les coellicients 5
i meémes de 'équation; et autre o et ses puissances avee des coellicients !
: composésen 0, m, b, ¢, d, ete. Désignant ces derniers coeflicients par ]
‘ les letires &' ; ¢f, d', et¢. on pourra ordenner ainsi les denx parties
i en guestion,
i (a4 08 ('5"‘-—]—-(?‘}3«!« ete.) -} [()'r)f:) ¢/p? - d'p? - ete.). 1
": Or, la premitre partie est divisible par o, parce qu’on I'a supposé, et !
i la seconde Pest aussi, comme on le voitau simple coup d’ceil. t
{ B. Ainsi done, si Von a une seule valeur entitre de x, désignée ]
| par 0, on en pourra trouver sur-le -champ une infinité d'autres, !
toutes données par la formule 6~} mn, dans laquelle m est successi- I
H vemenl 1, 2, 3, etc.; el il est éviden! que ces valeurs formeront une :
| progression excédentive, dont la différence ou la raison sera n, obser-
| vation qui aidera a former promptement la suite en question (77 gyes ]
} . Dexemple précédent). 1
1 il résulte aussi de I que, si I’on pouvait trouver d’aulres valeurs I
i enticres de x qui ne fussent pas cum‘priscs dans la progression dont ]
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nous venons de parler, et qu’on désignit ces valeurs par ¢, 8”, etc.
on formerait, an moyen des formules ' +nn, 8”—-pn, etc. dans les-
quelles 7, p, etc. sont successivement 1, 2, 3, ete. d’autres progres-
sions excédentives, avec la méme raison que la premiere, et dont tous
les termes seraient des valeurs enticres de .

C. Cela posé, cherchons 2 découvrir au moins un terme de cha-
cune de ces progressions, en mettant successivement a la place de x
des nombres entiers, 2 commencer par les plus petits 0, 1,002, ete.
Mais, pour diminuer le nombre de nos essais, délerminons deux li-
mites, entre lesquelles doive se Lrouver nécessairement un lerme de
chacune de nos progressions, mais un seulement. Prenons pour ces
limites deux fractions de o, quine different que par le signe, en sorte
que si I'une esL-[——L;- , Pautre soit — %; quelle sera la valeur de /2
Nous avons dit que les valeurs de = forment des progressions excé-
dentives dont la raison est o, d'ou il résulte que si unede ces valeurs
est la limite -}—%,i’amre valeur en descendant sera -I;— — p. Mais
nous voulons que celle seconde valeur soit la limite inférieure sans
gécarter davantage de la limite supérieure, alin quen général cha-
que progression des  ne puisse pas avoir plus d’un lerme entre les

limites; ainsi nous poserons I'équation

D :
~—D==— -7, qui nous donnera /=2.

Les deux limites que nous cherchions seront done -4, et — 3,
entre lesquelles chaque série des valeurs de x ne pourra avoir qu’un
terme, & moins que ces valeurs ne tombent sur les limites mémes.
Drailleurs, celle de ces progressions dont ancun terme ne tombera
sur les limites, en aura nécessairement un entre ces mémes limites,
puisque la raison de chacune est b, qui est aussi la différence des li-
Iites.

D. Si donc on substitue 3 =, dans le numérateur de Péquation pro«
posée , tous les nombres entliers qui n’excéderont pas les limites in<
diquées, et qu’on désigne par «, B, 7, ete. ceux de ces nombres qui
rendront le numérateur divisible par b, on sera certain que toutes
les valeurs entiéres de x, propres a la question, seront renfermées

dans les formules suivantes: .

16
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e—tmp, B-4-no, 7-tpp,etc.
T, ny p, ele. élant suecessivement 0, 1, 2, 3, 4, elc,

Ce résultat peuot se confirmer de cette maniere. Des valeurs 6,
6, 6", efc. nous sommes arrivés 2 toutes les autres par les formules
6+ mp, 8/ +np, 6+ pp, etc. ce qui donne

Gimnma, &'iIzD:B, Br’i-PD:g,,rj.tc.
el par conséquent =3
b :a—i_mn-—':«._—_l—“mn-,
fi==g Ininpi— @ =Finp;
i E Y e v L
elc.

E. Remarquons bien que, dans le cas ot il y aura en effet eniré
les limites deux ou plusieurs valeurs entiéres de x, on obtiendra
deux ou plusieurs séries de nombres, qui, mis a 1a placede » dans
I’équation proposée, rendront le numeérateur divisible par le déno-
minateur, et que chacune de ces séries ne pourra avoir plus d’un
terme entre les limites (C). D’un autre cdté, si ancun des nombres
entiers qui n’excedent pas les limites ne réussit, on sera certain que
la proposée n’aura point de solutions entieres (A ).

I'. Avant d’appliquer ces principes a quelques exemples, occupons-
nous encore d’'une recherche qui n'est pas d’une ahsolue nécessité,
mais qui peut cependant offrir de I'intérét. Il s'agirait de savoir quelle
valeur il faut donner & i pour que la formule ¢ - mp devienne
égale alalimite, bien entendu que, dans cette hypothese, m pourra
étre fractionnaire si le cas le requiert.

Supposons que 8 soit au-dessus de la limite |- b, et posons I'équa-
tion de condition § — mp=—1_p, nous en tirerons

ey 6

mes——— —

D D

12l—

Cetle valeur, sous sa seconde forme, prouve visiblement que 7
ne pourra étre un nombre entier, ou que la limite n’appartiendra a
la série des valeurs de x, que dans le cas ot ¢ divisé par p vaudra

7 : ; 2¢ 1 PO
unnombre entier plusZoue-+}1, on ——, ou —, Zétant un nont~
2 2

- . . - L
bre impair, parce que 2¢ 4 1 est impair. Or, puisque — est la plus
2

simple expression de ¢ diyisé par p, il faut, 1° que 6 et » aient 88
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diviseur commun ; 2° que le second facteur de ¢ soit 7, et que le
Stcond facteur de p soit 2; on aura ainsi
th—Fk = i—1

ok - ERoH g

m =

valeur entitre, puisque Z— 1 est pair.

En général donc, la valeur de m, qui conduit a la limite, est frac-
lionnaire. Dans ce cas, en augmenlant son numérateur d’une oun de
Plusicurs unités pour rendre la division par b possible, cette valeur
de m, ainsi angmentée, fera descendre é — mp an-dessous de |5 .
Et si le nombre quwon a ajouté an numérateur 6 — 1 o de la valeur
de m propre 4 la limite, est plus petit que o, la valear de 6.— mp
S¢ trouvera entre les limites. C’est, dans chacune des progressions
formées par les valeursde a, le terme qui se trouve entre les limites,
et qui s’y trouve seul (C).

G. Arrétons-uous un moment sur le cas particulier oti Fona p=—1¢:
les limites sontalors |- et — 1, entre lesquelles il n’y a de nombre
enlier, ou qui puisse élre considéré comme tel, que le zéro. Alors la

valeur de m, qui conduit & la limite -}~ 1, quand on'a ¢ en dessus de
o Yt i) . 28—
cetle limite, est, d’apres notre formule générale, § — L= o

quantité fractionnaire, parce que 26— 1 est impair. Ajoutant 1 a son
numérateur, elle se réduit a 6; en sorte que la formule § —mp de-

vient § — 6 =o0.

H. Nous avons dit qu’il fallait essayer pour « tous les nombres
entiers qui n’exctdent pas les limites; en sorte qu’on doit essayer les
limites elles-mémes si clles sont des nombres entiers, ou, en d’aulres
termes, si » est pair. Cependant ces limites, quoique élant des nombres
€nliers, ne pourront réussir que quand la valeur de 7, propre 4 la
limi;e, sera elle-méme un nombre entier, c’est-i-dire dans le cas ol
Pon aura en méme temps 6 =ik, et = af, on, ce qui revient an
méme, quand O divisé par £ ou par 3 p donnera pour quotient un
Rombre impair i ().

Mais, comme on n’est point averli de cela d’avance, parce qu’on
e connait que , et quon ne connait pas b, il reste Loujours vrai
quil faut essayer la limite quand elle est un nombre entier.

Dureste, lorsquune des limites réussit, Pautre réussit aussi (C), By

e L e

< e
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si quelque nombre intermédiaire a la méme propriété, il y a plus
] ro®

d’une série de valeurs pour x (E).

657. Appliquons maintenant ces principes a quelques questions
particuliéres, et proposons-nous d’abord ce probleme::

Trouver deux nombres entiers et directs, tels que le quadruple dit
second soit égal & Lunité augmentée du triple du premier, et du qu&
druple du carré de celui-ci.

En hommant le premier de ces nombres », et le second 5, on aurd

by—1 - 3x-|-ba?;

o +31‘ —+~ hoe
_.__..1.,:.. S

d’out 'on tirera

ey 4 i
Et comme ici — == — = 2, il suffit, pour tomber sur une solu-
g 2

tion, d’essayer & la placcd’~ lesnombres —2, —1, 0, +1, -2 (*)
De ces cinq, - 1 réussit seul, et donne 2 =1, et y=2.

Les autres valeurs de x étant, par la formule « 4-mp, 1 -4,
142X 4,143 X 4&,ete. 1 —4,1—2 X 4,ete. on a les deus
I suites
i eS8, gy 13, ete:—3, —fig,ielc.

i r==2, 29, 88, 179, ete.-}7, J-44&,etc.
dont il faut rejeter les derniers termes, parce qu'ils sont inverses dans
la suite supérieure. Cependant le nombre des solutious est illimité:

I 658. Résolvons par la méme méthode le probleme du n® 655, dont

Féqualtion est 1

e 72 -} 5y =176.

Nous aurons d’abord
- 176 — 72

e sme s

| LT ) 5 . .
el comme ici — == -—= 21, il suffit, pour lomber sur une solution,
2 2 2
Q’essayer a la place d'x les nombres —2, —1, 0, 41, - 2. 16
| - premier réussit seul, et donne x—=— 2, et y =38.
Les autres valeurs de x étant, par la formule e —-mn, —2 +5

(¥) Silon n’admettait pas pour guelgues momentsles solutions inverses, ont ¥*

D
serait pas slic d’en trouver une en dessous de - .
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—2-tax5, —2t3x5, —24+4X5, —245%5, —a}
65, ete. —2—5, —2—2 X5, ete. on a les deux suites

X—3, 8, 18, l18, 23, 28, ete., —2, —7, — 12, elc.

J =31, 24, 17,130, 3, —4, elc, —+-38,4-45,-}-52, ete.
dont il faut rejeter les solutions inverses, en sorte que le nombre
de celles qui resteront sera horné i cing.

659. Cherchons aussi a résoudre le probleme dun® 347 B, en sup-
Posant entitre la valeur de chaque piéce de monnaie. L'équation est
72 - 12y=1288,

@0l l'on tire, en laissant dans le premier membre Iinconnue qui a
le plus petit coefficient, pour avoir le moindre diviseur possible,
288 — 12y

o T —

7

~ .« D 7 . -
Et comme ici — = ~—=3 1, il suffit d’essayer pour y les nombres
2 2

~3,—2,—1,0, 11,4} 2-]-3. Le dernier réussitscul, et donne
¥ =3, et x=36.

Les autres valeurs de y étant, par la formule 2 +mp, 34-7,3 |-
2X7,34+3X7,elc.ona

— 5, 10, 17, etc.
x =36, 24, a2, elc.

Mais il est facile de voir qu’on ne peut admettre que les trois solu-
tioos indiquées, parce qu'en allant plus loin on tomberait ou sur le
zéro ou sur des nombres en —,ceque la nature de la question n’ad-
met pas.

660. Le probleme du n® 442 donne Péquation -}y —7, de la-
quelle on tire

F=7y —u.
. . D . -

Et comme ici —=1§, il suflit d’essayer pour x le nombre o, ce qui

2

donne » =0, ety =7 (n° 656, G).
Les autres valeurs de x étant, par la formule «~+mn, 041,02,
0--3, etc. on a
¥=1,2,38,4,5.6;
F=0,5,4:39.
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Ce sont la toutes les solutions, si Pon n’admet que les nombres en-
tiers et directs; et méme, par la nature de la question, les trois der-
niéres reviennent aux trois premieres.

661. Si Fon propose ce probleme : Quelqu'un qui Wa que des
pieces de b francs et des piéces de 24 francs, veut payer une sommé
de 109 francs ; combien doit-il donner des unes et des autres?

En nommant x le nombre des pieces de 5 francs, et y celui des
pieces de 24, on aura

5x -+ 24y =109,

ce qui donnera
109 — 24
f, ._9__j_
5
En traitant cette équalion par la méthode précédente , on ne trouvera
qu’une solution admissible , savoir =1, et x = 17.

662. Si 'on propose cet autre probleme : Quelqu’un achéte des
chevaux et des beewfs ; il paie les uns 31 piéces de 5 francs chague,
et les autres 20, et il se trouve que le priv total des beeufs surpasse
de 7 piéces celui des chevaux ; combien pouvait-il y avoir de beeufs
et de chevaux ?

En nommant x le nombre des chevaux, et y le nombre des beeufs,
on aura

7 —I— 1z
20y —31x= et —_——
% 7> o s
En traitant celte équation par la méthode précédente, ou trouvera
que le nombre de ses solutions admissibles est illimité, et 'on aura
x=23, 23, 43, 63, etc.
r=5,36,67,q98, elc.
662 bis. Cherchons a résoudre I'équation
14— §x -2
y == —8-_— ?
et décidons qu’on admettra pour x et pour y toutes les valeurs en-

Les nombres qui n’excédent pas les limites - 4 et — &, sont -4,
+3,+2,+1,0,—1,—2,—3,—4%, parmi lesquels 3 et 2 réus-
sissent seuls; et les formules « - mp, 8 +=np, deviennent 2 - m.8
et 3 +-n.8.

|
1
tieres, soit en -}-, soit en —.
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La premigre donne
x=2,10, 18, 26, efe. — 6,—14,—~90 e,
J =1, 8, 31,70, etc. | 10,435,476, ete.
La seconde donne )

x=3,11, 19, 27, ete.—5, =15, — 21, etc.
y =1, 10, 35, 76, etc. -8, -}-31, -+ 70, ete.

Il y aici deux suites de soluteurs en x, parce qu'il y avait deux
Valeurs de  entre les limites - 4 et — 4. Nous les avons annoncées
au n° 656, E.

Soit proposée l'équation

15 — 2w}
e
Les limites }5 et — 5 réussissent, et il en est de méme du nombre
~— 3 compris entre ces limites, ce qui nous donnera deux séries de
Valeurs pour x ; car les deux limites ne fourniront qu’une seule et
méme suite. Voici les résultats : on a d’abord

x=25,1b, 25, etc. —5, — 15, ete.

Jy =3, 21, 59, etc. -5, 427, etc.
On a en outre .
x=17,17, 27, ef¢c.— 3, —13, etc.

y =25, 27, 69, ete.-} 30, -} 21, ete.
En appelant 6 le soluteur 15= 3.5 =ik, et o le diviseur 10 =12.5
= 2k, on voit que 15 est divisible par 5, moitié de 10, et donne un

quotient impair 3, ce qui fait que la limite 5 réussit (n° 656, F, H).

De méme, le soluteur 25 est divisible par 5, moitié du dénomi-
DNateur 10, et donne le quotient impair 5. Le soluteur 35, quise trou-
Verait aussi dans la premitre suite, est encore divisible par 5, et
donne le quotient impair 7. Enfin, le soluteur 5 divisé par 5 donne
le quotient impair 1.

NN. B. On pourra s'exercer aussi sur I'équation
6 —3x|-a*

4‘ 3
qui est du méme genre que la précédente, puis sur Péquation

33 e—ox—5x*
o —
o 2

9

fo

A A I TIPS

SR ——




368 MOINS D' QUATIONS
qui donnera (rois séries de valeurs pour 2, puis encore sur les deus
équations

24 —15x 432 25 — 15x-1-3z*

On trouvera que tous les nombres entiers penvent étre mis a la place
de x dans la premitre, et ancun dans la seconde (E ).

662 zer. Soit proposé enfin de résoudre en nombres entiers celle
équalion,
20 —bx 4 3x*
i T
Il y aurait 21 nombres 4 essayer pour z; faisons en sorte de di-
minuer ces lilonnements.
Séparons le numératenr du second membre, pour le considérer 2

part: nous aurons le binome
20— 5z 4-3x%.... (A),

qui doit devenir divisible par 21, ou successivement par 7 et par 3.
Mettons donc d'abord dans (A), a la place de x, tous les entiers
compris entre -} £ et — J, nous trouverons que — 1 et — 2 réussis-
sent, et rendent (A) divisible par 7. Laissons pour un moment le
second de ces membres; employons le premTcr, que nous appelle-
rons £, el remarquons que laformule £~ m.7 représente toutes les
valeurs entitres de 2, qui peuvent rendre (A) divisible par 7.

Cela posé, mettons en cffet £ 7.m ou plutét — 1 - 7m dans (A),

puis réduisons et divisons par 7, et nous aurons le polynome
b—11m-to1m? ... (A]),

qui est égal & £apieb qui, pour salisfaire & la proposée, doit élre en-

core divisible par 3.

Essayons pour m les trois nombres compris entre -|- § et — 3, nous
trouverons que — 1 réussit, et rend (A") divisible par 3. Nommons
2! ce nombre — 1, qui en général différe de ¢, et nous pourrons
affirmer que la formule ¢ 7.3 ou # 4 3n représenlera toutes les
valears enticres de mz dans (A").

Mais puisque z-}7m représente toutes les valeurs de & qui ren-
dent (A ) divisible par 7, éL que £ -} 3n représente toutes les valeurs
de m qui rendent (A") divisible par 3, il est clair que si Pon met la
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Seconde formule 4 la place de m dans la premiére, on en aura une
troisicme, qui représentera toutes les valeurs de = qui rendront (A)
divisible par 7 et par 3, ou par 21; du moins pour la série que nous
€Xaminons.

En faisant cette substitution de la seconde formule dans la pre-

iére, on trouve
¢t 7 4-21n.

Cela posé, pour obtenir une valeur d’x, prise dans la série en
Question, et laseule qui soit contenue entre les limites |- 21 et — 21,
%u 1104 et — 104, il est évident qu’on ne pourra donner 4 Pin-
déterminée n d’autre valeur que le zéro, puisquon a t—=—1, et
¢ —— 1. On wrouvera ainsi — 8 pour la valeur d’x cherchée, et il
€n résulterala série

x=13, 34, 55, 76, ....—8,—1ag9, —Fo, ....

En reprenant la seconde valeurde ¢, qui était — 2, on obtiendrait

Pour (A') le polynome

6—17m-t-21m* ....(A");
dans lequel, essayant les nombres compris entre +3et—3, on ne
trouverait que le zéro qui réussit. On aurait donc #/ =o, et ¢ 74
+217=¢-]-21n=—2-}-2171; ensorte qu'il faudrait encore faire
" =0 pour avoir la valeur de x tombant entre les limites 4 10 L et
~ 10 3. Celte valeur, parla formule — 2 -} 2172, serait égale a— 2,
¢t donnerait la seconde série,
x=19, 40, 61,82,.... 2, —23, —b44,....

Ce procédé peut facilement se généraliser, et s'étendre aux divi-
Seurs composés de 3, 4, 5 facleurs, ete. Fayez Lagrange , Mémoires
de Berlin, année i768-

663. Du reste, on peut vérifier dans tous ces exemples ce que nous
avons dit au n° 656 B, que dans P'équation

v a-+-bx 4 cx? 4 dzd - ete.

D

les valeurs d’x forment toujours une ou plusicurs progressions ex-
Cédentives, dont la raison, commune a loules, est p coefficient ay.

664. De plus, si 'on a ¢ =0, d =0, etc. en d'autres termes, si
3. % a ’
lt‘f]ualmn n’est que du premier degré en 2 comme en ¥, les valeurs

47

B

T T T
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d’y forment aussi une progression excédentive, dont la raison est

b, coeflicient de «x dans le second membre, comme on le voit et

. a-t-bx
metlantz—=mp i la place de  dans la formule y — + , car celle
D

formule se change alors en celle-ci,

a-}-ba

Y =—— +mb,
T
dans laquelle 72 est successivement 0;-1,2, 3 ele.

665. Cela posé, il est évident que si b est inverse dans le second

membre pendant que b est direct dans le premier, on aura y =
a— bx

»formule par laguelle on voit manifestement que, lorsque les

valeurs d’x iront en augmentant, celles d’y iront en diminuant,
Cest-a-dire qu'une des progressions sera croissanle, et lantre dé-
croissanle, ce qui aménera nécessairement des termes inverses qui
limiteront le nombre des solutions : ce cas aura done lieu quand 1a
proposée aura cetle forme pny + bx = a, cest-a-dire quand les
coeflicients d’x et d}y auront le méme signe dans le méme membré

(0 658, 659, 660, 661).

666. Mais si b est direct dans le second membre, pendant que p est

% S a-bx 5
direct dans le premier, on aura e s formule qui prouve
D

que, si les valeurs d’x vonten augmentant,celles @y iront aussi en
augmentant, ¢'est-i-dire que les deux progressions seront toutes deux
croissantes, et par conséquent le nombre des solutions illimité. Ce cas
aura donc lieu quand la proposée aura cette forme Dy — bx —=a,
cest-a-dire quand les coefficients d’x et d’y auront des signes con-
traires dans le méme membre (n” 662).

667. PrEMIER cas B. Une équation & deux inconnues, dont une ab
moins nwest qu'aw premier degré, et mulliplie Pauire inconnue et 565
puissances , s'ily en a (n® 651, 652).

Cetle équation, pour éire générale, doit avoir cette forme

(o 4=0'x Fdar et y = a--bx - cx -} ete.
en supposant qu’on ait mis dans le premier membre les termes v
renferment 5, c’est-a-dire Pinconnue au premier degré, et davs
Pantre les lermes tout connus et ceux qui renferment x et ses puis
sances sans renlermer y.
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G68. De 1a nous tirerons
& _+_b_-.; +(--.~c° + etc.
M i _]_ b _.I— el —I— ete.”

Soit, pour abréger,
a - bx 4 ca® H-ete. =p,
a' bzt e Jete. =g,
“en ¢liminant x de ces deux derniéres équations, on en trouvera une
de la forme

A+ Bp+ Cq+ Bp*+ Epqg + Fg*+-ete.=0,
€ntre p et ¢. Mais, par hypothese, y»— % ou p = qy ; subslituant

celle valeur, Péquation précédente deviendra

A - Bgy+ Cq+ Dgy* + Eq’y -+ Fg* +-ete. =o0;
lous les termes étant alors divisibles par ¢, exeepté le premier A, il
faudra que celui-la le soit aussi, autrement 2 ety ne pourraient pas
avoir des valeurs entieres. On cherchera done tous les diviseurs du

Nombre A ; en les désignant par «, @, v, efc. et en prenant succes-
sivement chacun d’eux pour ¢, on aura les équations

a=al 4 bz} c"x* - ete.
G=da" -+ bz c'x* - ete.
elc.
desquelles on cherchera les soluteurs entiers; et ceux de ces sola-
teurs qui rendront p divisible par ¢, résoudront la question propo-
s¢e. » (Lacroix.)
669. Par exemple, le probleme du n? 350 B nous a donné Iéqua-
tion
Ty +Xy=79,

qui rentre dansle casactuel , car elle devient d’abord (1 -}-2)y =79

— x, et donne ensuite
79—

ST

On a done pP=79—%,q=1-+2%; éliminant = de ees deux équa.—

%

lions, on trouve
oS pri=ig—Iay

en sorte quion a 4= 80, dont les diviseurs sont 1, 2, 4, 5, 8,
10, 16, 20, 40, 80,
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11 faut done faire successivement

1=1-4x =174x
b=1-=x 5=1-4=x
8§=1-}uxz 10=1-x
16=i—|—x 20=1-tx
bo=14=x 8o=1-4x

ou, ce qui revient au méme,

xXr= 0 = 1
= A1)
r= 7 = g
L1 =19
it R=1195

or, chacune de ces valeurs, mise a la place de = dans les équations
p=79—x etg=1-x, rend p divisible par ¢ ; en sorte que I’on 2
r=o0, 1, 3, 4, 7, 9, 15, 19, 39, 79,
7=179,39,19, 15,9, 7, 4, 3, 1, o.
Mais en rejetant les cing derniéres solutions, qui reviennent aux cing
premicres par la nature du probléme, et en rejetant aussi la pre-
miere solution, parce que 0 n’est pas un nombre, il ne reste que
quatre manicres de satisfaire au probléme par des nombres entiers
et direcls, savoir en prenant 1 et 39, ou 3 et 19, ou 4 et 15, ou
7 et g.

670. Seconn cas. Une senle équation & deux inconnues, montant
Pune et Pautre au second degré, mais dans laquelle le carré, ni de
la premiére,, ni de la seconde des inconnues, nest multiplié par Pautre
inconnue (n° 651 ).

Cette équation, pour étre générale, doit avoir cette forme

a-p-bz ey 4 dt 4 ey - fi*=o;
or, « elle revient a
e +<e¢ —|—c>ly:_a—]—bu}+d::~’

et donne par conséquent

ex o4V (ex ) —4f( a+(;1 —{—d: g
Tf__ af

ou, ce qui revient au méme,

J
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ofy +ex =41 (ex+}e)* —4f(a-bx - dxv).
En développant et ordonnant, par rapport a x, la quantité soumise an
radical, on lui donnera la forme m--nx -} px?, dans laquelle

c’—.l;af:_—-m, 208—4bf:n, e’—[jdf=P_

Si on ne demande pour x el y que des nombres ralionnels, soit
entiers, soit fractionnaires, la difficulté du probleme se réduira a
trouver des valeurs de x, qui rendent la quantité m -} nx - px2,
€gale a un carré parfait, el ce carré élani désigné par £°, on aura

ofy ‘exfe=+1¢
Pour obtenir x, résolvons Iéqualion m |- nx 4-px* =4, nous
trouyerons

no 1V n? — bmp - bper :

T = ——

2p 2p

ou
2pe |- nem k) T
faisant 4p=A, et n* — 4pm=— B, nous auvrons
2px 4 n—- l/m
Par ce résaltat; la question est ramenée 4 déterminer £, de maniere

que | Az*-}- B soit un carré ; car, ce carré étantz?, les deux incon-
nues x el y ne dépendront plus que des équations du premier degré,

ofy fexte=¢, 2prtn=u,
dont les coeflicients ¢, ¢, f, net p, sont rationnels, ainsi que les quan-
tités £ €t u. »

671. « La détermination de ¢, par la condition énoncée ci-dessus,
ou, ce qui est laméme chose, la résolution de ’équation u:l/.dé"-l—B
en nombres rationnels, renferme en général de grandes difficuliés.
L’un des cas les plus simples a lieu lorsque .4 est un carré; en re-
Présentant ce carré par «*, 0n aura

u=1"a*t*+B;
et supposant z == at—- 7, il viendra
al + A E./’/&-{Lt‘+ b

carrant les deux membres , et réduisant, on trouvera

==

AT A B
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Bawa2
2yat-}y*=B, et = o

2oy

prenant pour y un nombre rationnel, z deviendra un nombre ra-
tionnel, ainsi que u, et il en sera de méme de x et y. »

672. « Lorsque B est un carré représenté par 8%, I'équation pro-
posée se résont encore avec la méme facilité que Lout-2-Fheure, e
supposant z=vt -G, ce qui donne

(vt4-6) = A4,
équation qui se réduit a
2 L afve— Ar;
ou, en divisant par £, a
2fBv
vt -}-2Bp — Af d’olr =
& ] A—v?
673. « Enfin, si la guantité 4#-}- B peut éire décomposée eB
deux facteurs rationnels, at--8, «'t-}#, en sorte qu’on ait
(at-]-8) (tz’é—*—ﬁ’):z_‘it’—l—b’,
on fera u==v(at-}#), ce qui donnera
o*(a 4B = (a2 4-8) (24 B");
supprimant le facteur commun zé-}f, on trouvera

fr—B

b
;

v (atp)y—=dt| £ et =

oy —ct
674. Dans tous les cas, « quand on connait une valeur rationnelle
de ¢, on peut en déduire facilement autant d’autres qu'on le veul,
qui satisfont & P’équation proposée. Pour le prouver, soit « la valen?
donnée de z, et B celle de #, qui en résulte, on aura
B=| As+B ou f=dA+B;
retranchant celte équation de u*==A¢*-} 5, il vient
w—Br=A* —a*) ou w=A(*—a")-}p%
Mais si on fait u'= (6—a)r--8, il viendra, apres Iélévalion a®
carré el la substitution dans Péquation précéqule,
v? (t—a)t2Bv{t—a) = A(L*—a*);
divisant tout par ¢—«, on trouvera

v (t—a) |- 280 = A(t-+a),
d’olt on lirera
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2fy — Aa— apv?

P A—p? 2

formule (iui donnera des nombres rationnels pour £, 10!‘_5([[1,0]] en
Prendra de tels pour ¢. »

675. « 11 est facile de faire autany d’applications qu’on voudra des
formules ci-dessus ; c'est pourquoi nous nous bornerons anx deux
suivantes : Zrouver deux nombres, x et Y, tels que la somme ou la
différence de leursoarrés soit égale & un carré donné, B*. Lies équations

4 résoudre sont
J,z +.1’n_':-'ﬁg, jz___“r'g:__-ﬁz,

y=VE=—w, =V EFw,

€xpressions qui se rapportent immédiatement au cas da n° 672, On

‘et conduisent a

fera y =vx—8, ce qui donnera pour I'une

'(Vﬁ? _6)z:ﬁ:_x2,
€t pour lautre
(v —B)P=pg x>
En développant ces équations, on tirera de la premitre
20Bp 2fv
, et de la seconde »— — s
1 T |
substituant ces valeurs dans celles de ¥, on aura
Bitt=1) B(v'—-1)
et )y=— —-+ >

vid-1 P —1

assignant ensuite des valeurs rationunelles 4 8 et & ¢, on en obliendra

5 )

Pareillement de telles pour x et pour y. »
« Si on prend 8=3, les équations proposées deviendront

ibar=as, yi—at=25;
on aura dans la premiére

10v 5(1*—1)

AR € s

dans la seconde
10¢ 5(v*41)
p LIRE 1),

X = ——y
=i P

On ne peut supposer v==1, car 'une des expressions de y donnerait

S T S

e
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alors 2, et Pantre 12; mais en faisant successivement v = 2, y=3,
v=—A4, etc. les soluuons dela premiére équation seront
T'?’ ete.

e e
i R y=1%, etc.

e

et celles de la seconde,

i an 8 80 =n'AD
xx=, X=X =T5,
T = 85 -
5 e e s S A

On ne parvient point a des nombres entiers dans cette derniere , lors~
quon ne donne que des valeurs enliéres a v ; mais si on fait v=7%

il en résulte
x=12 et- y=1id.»

676. « Rien n’est plus facile que de résoudre la seconde question
en nombres entiers, lorsque 4 esl impair : car, la différence entre le
carré de a et celui de a1 élant 2a-}-1, il suffira de poser 'équation

G*—1

2a-+1=¢?, de laguelle on tirera a— 5
2

et prenant z=a, et y=a-1, il en résultera
J'.I el Il — B:'
Dans Iexemple proposé, o f*=25, on trouve
a=2'=12, el par conséquent x=12, ely= TS

comme ci-dessus. »

677. « Nous ne pousserons pas plus loin la résolution des équa-
tions indéterminées : ceux qui voudront sappliquer en particulier a
cette branche d’analyse , pourront consulter les Mémoires de I’ Aca-
démie de Berlin, année 1769, et le second volume de PAlgebre
d’Euler; ils y trouveront la solution complete de I'équation u=

At B, par Lagrange, et beancoup d’autres recherches non

moins intéressantes. »

678. « Les nombres, considérés en eux-mémes, indépendamment
de tout systeme de numéralion et de toute question particuliére,, ont
des propriétés trés-remarquables: plusieurs sont relatives a leur di-
visibilité les uns par les autres, d’autres & leur décomposition e?
pmssances parfaites. Bachet de Meiziriac, qui commenta le premier
avec succes ouvrage que Diophante nous a laissé sur UArithmétiques
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A o,
ou plutét Panalyse numérique, remarqua qu'un nombre quelconque
€8¢ toujours, on un carré, on la somme de deyx carrés, ou celle de

trois, ow enfin celle de quatre ai plus :

10, par exemple, est la somme des deux carrés 1 et g, i
94, celle des trois carrés, 4, 4, et 16, |
39, celle des quatre carrés, 1, 4, g, et 25, i
Cette proposition fut démontrée ensuile par Fermat, 'un des plus

§rands géometres dontla France s’honore , et qui enrichit de remay-

Ques le commentaire de Bachet; mais Pécrit ott il se proposait de
3

ST

*éunir les grandes découvertes qu’il avait faites sur la théorie des
Bombres, ne nous est point parvenu, et la propriété précédente

pmm

nélait qu'un simple fait prouvé par Pespérience, jusqu’a ce que
Lagrange I’elit démontrée en 1770, dans les Mémoires de P Aeadémie
de Berlin. Evler a prouvé celle proposition d’une maniére un peu
plus simple, dans la deuxiéme partie de Vannée 1777 des Actes de

¥ deadémie de Pétersbourg, »

e e o A R i 3

« En 1770, Wilson fit connaitre la propriété suivante des nom-

bres premiers: Sin désigne un nombre premier quelconque, e produit

1.2.8..... (n—1), augmenté de Lunité, sera divisible par n.

Par exemple , soit =7, on a
1.2.5.. (2 — 1)=1.2.5.4.5.6 =720}
en ajoutant l'unité, il vient 721, qui, divisé par 7, donne 103 pour |
+quotient. Cest encore Lagrange qui démontra le premier la vérité
de celie proposition ( Mém. de Berlin, année 1771). »
« 11 est bon de remarquer que les propriétés des nombres corres-
Pondent a des questions d’analyse indéterminée; celle que nous ayons !
tilée la premiere revient a prouver que I’équation

0 __i_ 2 _Ii},. 2 _]_ r— jj

peut Loujours étre résolue en nombres entiers, quelque nombre en-

tier que l'on prenne pour 4, la seconde propriété suppose que dans

1)(':qunlion
1.2.3.....(n— :)+ 1=—nx

% est Loujours un nombhre entier; lorsque 7 est un nombre premier, » il
48
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« Ces recherches n’ont guére été lentées que par les plus grﬂﬂds

géometres de notre siécle. Ils ont démontré la plupart des proposi-

tions dont Fermat ne nous avait laiss¢ que I'énoneé; lears travau®

sont consignés dans les recueils des Académies de Paris, de Berlin ¢t
de Pétershourg ; et la Théoriedes Nombres, publiée par M, Legendre,
est un Traité complet sur cette matiere. » (Lacroix.)

Voyez aussi les Recherches arithmétiques de M. Gauss, traduiles
par M. Poullet-Delisle.




APPENDICE

A LA SECONDE PARTIE.

(Dans le corps de I'ouvrage , nous nous sommes attachés a dé-
"elopper , ou du moins A esquisser , les théories et les méthodes
de calcul les plus générales. Dans cette Appendice nous ferons
connaitre plusietirs méthodes particuliéres , souvent plus simples
et plus faciles, dans la pratique, que les méthodes générales ; et
de plus, nous présenterons a nos lecteurs des exercices sur les
cas les plus fréquents de la résolution des équations. )

- —T R T e -

CHAPITRE PREMIER.

De diperses méthodes d’élimination dans les équations
du premier degré.

679. RerrisENTONs généralement deux équations 4 deux incon-
hues par les formules suivantes :

ax-}-by=c, dxzfby=c.
Pour y appliquer la méthode générale d’élimination du n° 479, nous
es éerirons ainsi,

P& e
Y L:o, ’l+ ) g O-...(B).

Désignanl alors par «la valeur &= de (A), et substituant cette valeur

dang (B), nous aurons
by—c
@ -}———-—- P

al

by —ec
Or, I’équation (A) donne P— s ; et comme elle n’a qu'un
a

A R S AR - S

e e i, b e e L e T R BT A AR T

S
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soluteur, il est évident que §; = «. Maisen général §, = —7; on a

s by—ec §
dong ici e==— -, et par conséquent
a

b S re—c
e ——

De 14 on tire, en muliipliant toute 'équation par aa’,
—ba'y +ca'+ably—ac’—o,
ce qui donne sugcessivement

(ab'—ba" )y —=ac' —ca',

ac' — ca'
abl—ba'
. . - : c—0by ¢ b
Mais comme la.premiere équation donne x — == — )
a a a

si Pon met ici, 4 la place de 7, sa valeur, on aura

c abe! —bed acb! —bea'— abe' - bea
== — e
a alab'—ba) a(all —ba')
ach! — abcd’ cb! — b

a(ab'—ba') 5 abl—ba!”

Faisons ici deux observations, qui ont quelgque importance
1° Apres avoir trouvé la valeur de y, on aurait pu la substituer
dans (B), pour obtenirla valeurde =, au lieu de la substitner dans(A).
2° On aurait pu, en commencant Pélimination, ordonner les deux
équations proposées pour I'inconnue y, au lien de les ordonner pour
Vinconnue =, On auraitalors obtenu la valeur de = avant celle dey.
Les commencants feront tres-bien de faire tous ces caleuls, pour
se les rendre familiers,
680. Maintenant nous allons arriver aux mémes valeurs de = et
de 7, par des méthodes souvent plus simples. |
Reprenons les éguations
ar by =e,
a'.x:—[— b{'}"; ! 5
multiplions la premitre par @, et la seconde par a, elles deviendront
aa'z 4-ba'y=ecd,

aa'x 4 ably = ad';
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Felranchons alors la premitre de celles-ci de la seconde, nous obh-
bendrons
(abl—ba')y=—=ac' —cd ;
¢t le reste se fera comme dans le numéro précédent.
On p(}urra‘lt anssi mulliplicr la premiérc équation par b, et la se-
®onde par &, puis retrancher le second produit du premier; on
durait alors une équation en 2, qui donnerait immédiatement la

Valenr de cette inconnue.

(81. On remarquera qu’en multipliant les équations comme nous
Yavons fait, le but était d’obtenir deux nouvelles équations, dans
lesquelles l'inconnue 4 éliminer eiit Ie méme coefficient : car alors,
€n retranchant une des équations de 'autre, cette inconnue devait
disyn:rnitrc. Pour cela dong, il faut multiplier la premitre équation
par le coeflicient que l'inconnue a éliminer a dans la seconde équa-
tion, et multiplier la seconde équation par le coeflicient que cette
méme inconnue a dans la premicre.

Voila la regle générale: mais, 1° Si linconnue i éliminer avait
d’avance le méme coefficient dans les deux équations, il serait
inutile de faire la multiplication dont nous venons de parler; 2° Si
Pun des coefficients en question étail partie aliquote de lautre,
il suflirait de multiplier équation qui contiendrait celui-1a, parle
quotient du second coeflicient divisé par le premier. 3 Si les denx
Coeflicients avaient un facteur commun moindre qu’eux, il suflirait
de multiplier chacun de ces coefficients par le facteur particulier &
Pautre.

Il v'est pas moins évident que, si les termes qui contiennent dans
les deux équations Uinconnue a éliminer, ont des signes conlraires,

Par exemple, si l'on avait ez~ by=—c,— ax - my—n, il suffi-

rait, pour éliminer x , d’ajouter les deux équations, sans aucune mul-

aulieu de soustraire nne équationde Paulre, il faudra les additionner.

tiplication.

Si l'on avait av — bmy =c, dx~-by = e, il sulfirait, pour ¢limi-
Tier y, d’ajouler les deux équalions, apres avoir multiplié la seconde
Par m,

SiFon avait abx -} my—=n, acx ‘|"Pf::’/; il suffirait, pour élimi-
er o, de multiplier la premicre équation par ¢, et laseconde par 0,
l de retrancher ensuile un des résultats de Pautre.
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682. Voici encore un autre procédé propre a résoudre les équations

a.r:—i-— b}':: & a’x+ Lrﬂy —¢l.

' T
e—by c —'[/_}
» et la seconde donne»—= "~
=
Or, comme ce sont la deux expressions d’une méme quantité, on

La premiere donne = —

peut les égaler, ce qui fournit équation en y

c—by o —ihy
o e EIE

Muliipliant Te tout par aa’, on a
e — baly =act —ab'y ;
et de 12 on tire, comme ci-devant,
(@b — bayy = ac’ —ca'.
Ce procédé consiste, comme on voit, a tirer des deux équations
deux valeurs d’une méme inconnue, et A égaler ces deux valeurs.
683. On pourrait enfin opérer ainsi,
Tirer d’une des deux équations la valeur d’une des inconnues,

pour substituer celte valeur & la place de la méme inconnue dans
Vautre équation.
PER S ; 2l ce—by .,
La premiére équation donnant ici 2 =— — 2 » si I'on met cette
a

valeur & la place de = dans la seconde équation, on aura

+oly=d,

cal —baly

a
d’ols I'on ti i
d'ou l'on tirera successivement

ca' —balyt-ally—=ad,
(ab! — ba!)y=—ac' —ca'.
684. Comme que l'on opere, les équations
a:c»—l—-fgy:c, a’.x—]—b(}':c’,
donnent pour = et pour # les valeurs suivantes,
cb! —bc! acl — ca'
b —bd’ T o —bal’

T =

au moyen desquelles on peut résoudre tous les problémes & deus
€quations et deux inconnues.

Silon compare, par exemple, i cesformules les équations
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.T.‘+Jf":20, 8.1.‘—-*;6‘}’:]50,
On aura ;
2 i—anssiiie— T W e ni
(7,':8’ b}':()\’ cr: 130,
L'l)!—-bcrz"-' 10, ac'—-c-a’:—..-.go,
(tﬁ’;’ —_— ba’ = — 2’
Lol I'on conclura @ — 3 setie—15,

Si on leur compare les deux équations du n° 347 A, on aura

. &=y Be==2. " -c =988,
e e et =058
cb' —be' =—2280, ae'—cal—— 950,
al! —ba' =— g5,
@’oli Pon conclura x = 24, et y = 10.
Si on leur compare les équations en 2 et ¥ du n° 446, on aura

a—=1, b:-l:
aie=1, ¥ sbis_E 1 =1,
ebl —bel —— 8, ac' —ca' =—6,
abl —ba! — —o,

ol Pon conclura = =4, et y— 3.
Du reste, dans ces trois cas particuliers, nous n’aurions pas en &

diviser — par —, mais - par -, pour trouver = et y, si les secondes
¢quations eussent été écrites les premieres.

685. Si I'on a trois équationsen x,, et z, « on pourra d’abord éli-
Winer x entre la premitre et la seconde, puis entr

e la premiére
et la troisitme ; on parviendra ainsi  deux équations,

qui ne renfer-
meront plus que y et z, et entre lesquelles on éliminera ensuite y. »
Ce procédé peut s’étendre & quatre équations avec quatre incon-
Nues, a cing équalions avec cing inconnues, et ainsi de suile.
« Si l'on effectue le calcal, Péquation finale & laquelle on par-
Viendra, aura un facteur commun & tous ses termes, et ne sera par
Conséquent pas la plus simple que Pon puisse obtenir. »

686. « Bezout a donné une méthode fort simple pour

¢liminer a
la foig toutes les inconnues hors une, et par

laquelle on raméne

'mmédiatement la question & des équations qui contiennent une

"Meonnue de moins que les proposées; quoigue ce procédé ne soit
Nécessaire que lorsqu’il s'agit des équalions i trois inconnues ; je




384 ; *DE L ELIMINATION

commencerai par appliquer i celles quin’en contiennent que deus;
afin d’embrasser le sujet en entier. »
« Soient les deux équations
ax-tby=c, dxt-bly=c:
en multipliant la premiére par une quantité, m, qui soit indétermi-
née, il viendra

amx —+bmy = mc;

et retranchant de ce résultat I'équation

; (a.’.r——}— bly—=let}
on aura
s alvaa ] b s kA f
amzx —alx Fbmy—bly—cm—<¢,

ou (am—a e~ (Em—U"y = cm —c!. »
« Puisque rien ne détermine la quantité =z, nous pouvons suppo-
ser (quelle soit telle que bm="=0'. Dans ce cas, le terme multiplié

pary disparaissant, on a

cm —¢'
(lf?tv_(&, >
. L o
mais, i cause de bm=10', il résulte m — —:
s 7 i
)
cb!
SR
{ b eb! —be'
aonc x — - — e — ]
ab! ; ab! — ba'
——a
b

« Au lieu de supposer bm =10/, si nous faisions em=a',le terme
affecté de + $'évanouirail, et nous aurions
e oy — C'
B
Lavaleur de m ne serait plus la méme que tout  'heure : car on aurait
(!.'

m—=—y
@

et, en substitnant dans Vexpression de y, on tronverait
cal — ad
L bal ol
En changeant les signes du numérateur et du dénominateur de cet®
valeur, son déneminatear sera le méme que celui de =, puisqu’on

aura
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ac! — cad
_— ey N
W et T
687. « Occupons-nous maintenant des lrois équations

ar +'IU’ +C:’ =d,

dix -V -z —=d,

a’x 0"y -z =d
L'analogie nous conduira aisément a multiplier la premiére et la
Seconde par deux quantités indélerminées, m et 7, & les ajouter en-
semble, et & en retrancher la troisitme: car, par ce moyen, .ellesse-
ront employées toutes en méme temps, et les deux nouvelles quan-
tités 7 et 7, dont nous pouvons disposer & notre gré, pourront étre
déterminées de maniére & faire disparaitre en méme temps du ré-
sultat deux des inconnues. En opérant ainsi, et réunissant les termes
qui mu[tip.lienl. une méme inconnue, Nous aurons
(amJ-d'n—d" )= Jom4-0'n —" )y 4 (em+ eln—c"zs=dm

+dn—d’. »
« Posons qu'on fasse disparaitre = et 7, il faudra pour cela que
am—+an—a", bm-ln=10", :

et alors il viendra
 dm-4-dn—d"’

2 = 74
em —-celn—¢

« Des denx équations dans lesquelles m et 7 sont les inconnues, il

« D

est facile de conclure la valeur de ces quantités au moyen desrésultats
obtenus dans le numéro précédent : car il suffit de changer dans
Ceux-ci « en m, y en n, et d’écrire, au lien des lettres

1r

a’b’cf lesieurcs!a’a =
a, o, e’ bbb,
e qui donnera
'L — "l T
_— s i
=
abl —ba' ! ab’ — ba!

Substituant ces valeurs dans celle de z, et réduisant tous les termes
au méme dénominateur, on trouvera
di'a" — a'b" ) - d (ab” — ba!" ) —d" (al! — ba')
P c@'d" —a'b"y - (ab” —ba") — "cab’ —ba’)'”

49
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« Si on avait fait évanouir les termes affectés de x et de z, on aurait
euy; les lettres m et  auraient dépendu des deux équations
. am--a'n=a", em—e'n=d";
et, en opérant comme ci-dessus, on aurail trouvé
i dida" —de")-d (ac! —ea y—d (@' — eca')
= b(da" —d b (@c” —cay—b" P ).

»

« Enfin, en posant les équations
bm-4-0"n=10", em—tfc'n—=c",
on fait disparaitre les termes multipliés par y et parz, et il vient
IO ="y d! (b —eb” ) —d (be! — b )
Y a(c'b” — ') —I—- a (b — eb” y—a” (be' —elf )'”

« Ces valeurs élant développées de manitre 4 avoir lenrs termes

alternativement directs et inverses, et changeant en méme temps les
signes du numérateur et ceux du dénominateur dans la premiére et
dans la troisiéme, on pourra leur donner les formes suivantes :
al!d" —ad't" 4 da'b" — bal & - bdl o — gyt ot
2=
ab'c” — ad b - cd b — bal M + bl — elTa’
ad " — add"” 4-cd d"” — dd’ " 4-dd'a" — ed'a”
= Al — ad b +ed b —bal " bl a" — cbla”’
db'c" —db" - edl b — bdl ! | be!d' — cb’d”
abl'c" ale” + ca'[)" = ba’fcﬂ __I__ b(’f“” g C‘E’l'ﬂ.”
688. « Soient les quatre éc uations
q
¢ z24-b y4c s4d u=-c¢,
’ ' T i
x4 b y+d z + A

1 g

,'I"”‘,—L‘”Jf-*—(,‘”"*"'d"u
allz - By - ez L iy,
on multipliera la premiére par m, la seconde par 7, la troisieme
par p, et on les ajoutera : en retranchant ensuite la quatriéme, 08
trouvera
(am-t-d'n+-a"p—a" )zt (bm- b'n 4 b"p —-f/’”)f—l——(cm-i—c’ﬁ
+’p—c')z (dm,—{-d’n—!—d” —d"Nuz==em &' n 4 e p— "

Pour aveir %, on posera
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am -+ a'n -+ a"p =a",
bani + b + b”p e b’”,
em + on 4 olp = o,
€ il viendra
__emén At o'p — ot
ey dn+-d'n+td'p—d"
« Les équations précédentes qui doivent donner m, n et p, se
Pésoudraient par le moyen des formules trouvées pour le cas de
trois inconnues. Cette marche doit paraitre lrés-commode et Lrés-
Simple ; mais Vobservation de la forme des résultats que nous avons
obienus, nous fournira le moyen de les retrouver sans calcul. »

)]

689. « Pour remonter au premier anneaun de la chaine, prenons
1r . - =
]equauon a une inconnue ax == b, nous en lirerons

b
L= — 3
a
Al - » 13
%u Fon voit que le numérateur est le terme tout connu b, etle dé-
Rominateur le coeflicient @ de linconnue, Les deux équations
axtby=e, dxfUly—=c",

Doys ont donné

bl — be! ac' — eca'
o= —— Y = —
abl —ba'’ £ ab! — ba!

« Le dénominateur se compose encore des lettresa, o', b, ¥, qui
Wuliiplient les inconnues, et voici comment : on éerit d’abord la
lettre @ 2 co1é de la lettre b, ce qui donne ab; on échange ensuite
@et b entre eux pour avoir ba, et en affectant cet arrangement du
Signe —, il vient ab — ba; on met enfin un accent A la seconde
lettre de chaque terme : voila le dénominateur ab! — ba! formé. »

« Voyons a présent de quelle maniére peut s’en tirer le numé-
Tatenr, Il est facile d’apercevoir que pour celui de x, on change
les g en ¢, et les b en ¢ pour celui de y; car, de cette manibre, on
Toyye pour Vun cb’ — b, et pour Vawtre ac' — ca!. Le numéraseur
% conclut donc du dénominatenr, dans le cas de deux inconnues,
“Omme dans celui d’une seule, en changeant le coefficient de Lincon-
e giton cherche , dans le terme tout connu, et en conservant & ail-
letpg les accents tels qu'ils soné»
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« La seuleinspection des valears résultantes des équations A troi$
inconoues, suffit pour montrerqwellesn’échappent point acetler
A légard de leur dénominateur, il faut un peu plus d’attent
pour en recennaitre la formation. Cependant puisque le dénomind~
teur, dans Ie cas de deuxinconnues, présente Lous les arrangemems
possibles des deux lettres @ etd qui multiplient les inconnues, il est

naturel de penser que le dénominateur commun a trois inconnué
el

‘eglc.

jon

5

Joit renfermer tous les arrangements des trois letires a, b, ¢;
pour former ces arrangements avec ordre, on s’y prend de la ma”
nigre suivante.»

«On forme d’abord lesarrangements ab—Da des denx Jetires @ eth;
i la suite du premier ab, on écrit la troisicme lettre ¢, ce qui donn®
abe; et faisant passer cette lettre par toules les places, avec l'atten?
tion de changer le signe chaque fois, et de ne pas troubler Vordr®
respectif de @ etde b, il en résulte

abe — ach -} cab.
Opérant de méme sur le second arrangement de deux leures— 0
on trouve
—bac-}bea— cba;
réunissant ces produits aux trois précédents, puis marquant la se”
conde lettre d’un accent, et la troisitme de denx, on lrouve
alle — ac'b” 4 ca'b” —bal " L-ba” —ebla”,

résultat conforme A celai que présentent les formules obtenues im-
médiatement. »

« 11 est facile de conclure de 1a que, pour former le dénominateu® |
dans le cas de quatre inconnues, il faudrait introduire la letire &
dans chacun des six produits

abe — ach |- cab — bac - bea — cha; »

on aurait ajnsi

abod — abde -} adbe — dale— aebd-acdb — adch -~ daeb - calld

— cadb -} cdab — deab — bacd - bade — bdac +- dbac + bea
— beda |- bdea — dbca — chad - cbda— cdba~- deba ;

'

ot dans chacun de ces termes « la seconde lettre porterait un 3¢
cent, la troisieme deux, et la quatribme trois. Les numérateurs des
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inconnues u, 7, et x, se concluraient par la régle énoncée plus
haut (") »

690. « Pour faire servir ces formules a la résolution des équations
numériques, il fandra comparer les équations proposéesterme 3 terme
avec les équations générales des numéros précédents. »

« Pour résoudre, par exemple, les trois équations

g2+ 5y 23 =19
8x -+ 7y 4 9z =123,
x - 4y -+ 5z =55,
il faudra comparer, terme & terme, ces équations a celles du n® 687,
ce qui donnera
gl Dias=bs,; - pel=ag d =79,
af =8, Moo=y , ofldi=gik d — 123,
1 Al e i T d" = 55.

a =

/4

a’ =
Substituant ces valeurs dans les expressions générales des inconnues
w, y et z, et effectuant les opérations indiquées, on trouvera

.‘J_‘=4-J J’=91 z:':5_

« 11 est important de remarquer que les mémes expressions servi-
raient encore quand les équalions proposéesw’auraient pas tous leurs
termes affectés du signe |-, comme semblent le supposer les équa-
tions générales dont ces expressions sont tirées. Si 'on avait, par

exemple,
32 —qy -} 8z =41,

— 5x 4 b4y -+ 25 = — 20,
112 — gy — 6z = 37,

il faudrait, en comparant les termes de ces équations a leurs corres-
pondants dans les équations générales, avoir égard aux signes, ce
qui donnerait '

a —- o, b —=—g, C-::-}—S, d :-l—-i'“,

d =— 5, o' :+4, c':+2, df:_ao’

A =4, W=—7, M= 6, =43,

(*) «Laplace, dans la seconde partie des Mémoires de I Académie des Sciences

pour 1772, page 294, a démontré & priori ces régles. »
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et ensnite déterminer, conformément aux regles, le signe que doit

avoir chaque terme des expressions générales de «x, y, z, d’apres les

signes des facteurs dont il est composé. Clest ainsi qu’on trouverail,

par exemple, que le premier terme du dénominatleur commun, qui
est a b’ ¢”, devenant4-3 X -} 4 X — 6, change de signe, et pro-
duit—72. En faisant la méme attention a I'égard des autres termes,
tant des numérateurs que des dénominatenrs, prenant d’une part
la somme de ceux qui sont directs, et de lautre celle de cenx qui

sont inverses, on trouvera

__2774—2834 —6o
ek s ot
__3022—2932 tgo _ 3
~ 592—=622 —30 =’
3859—388g —3o0
3T Cogntag TR
(Lacroix ). |
CHAPITR

Exercice sur la résolution des problémes du premier

E IL |

degré & autant d'équations que d’inconnues.

691. Pour commencer cet exercice, reprenons la question dun® 2

dans PIntroduction.

Si nous appelons x le nombre des femmes, celui des hommes sera

20—2x; la dépense des femmes sera

160 — 8x, en sorte qu'on aura P’équation |

donc 6x, et celle des hommes

160—8x46x=130,

d’olt on tirera successivement

160 — 23 =130,
2.1.‘350,

3o—2x—0,
o

1l y a donc dans Pauberge 15 femmes et 5 hommes, comme nous le

savions déja.
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692. Les questions des n°* 5, 6 et 7, pourraient se résoudre de Ia
Méme manidre ; c'est ce que nous verrons généralement en repre-
Nant celle de la fin da n° 19, qui les renferme toutes,

Nommant x la seconde partie du nombre n,la

®e'qui conduira 3 P’équation

an-—ax—{—?:.r:d,

premiére sera 7y i

de laquelle on tirera
an—d=ax — bz, (a—0b)r=an—d,

an—d
a—0b’
Cest la valeur de la seconde partie.

Ainsi, la premicre partie n— x deviendra

an—d an—bn—anl-d d—p,
T e = —— e

a—ib a—b a—>b’
Comme nous l'avions déja trouvée au n° 19.

Si I'on multiplie cette premiére partie par @, et la seconde pard,
on aura

ad— abn abn— bd.
& g G=p''?

€l si Pon ajoute ces deux produits, on obtiendra

ad—abn + abn —bd (a—0b)d
—_———_— =d,
a—0b a—b

Comme le demande la question,

693. En nommant x la premiere parlie, comme au n® 19, on
rouve
d'-—bm
T geb
Alors la seconde partie 7 — 2 devient

d—in arz—-—bn—-—-d—]—bn_an—.d
a—b " a—0b i ek

b

“omme nous venons de le trouver dans le numero précédent.

En muliipliant la premitre par a, et Ia seco
done les produits de ce méme numéro, et ley
Wujours 3 &,

nde par 4, on aura
r somme se réduira
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694. Ayant représeuté la premiére partie par x, on pourrait rai-
sonner ainsi : cette premitre partie, multipliée par a, formera le
produit ax, qui, étant retranché de ¢, donnera d —aax pour la yaleur
de la seconde partie déja multipliée par b. Donc cetle seconde parli®

i« d=ax ; N .
vant —-— ce qut conduit a 'équation
d—ar
v -_[)—:n’
d’ot1 I'on tire facilement
d—Dbn
T e B
a—>b

De méme, en représentant la seconde partie par x, la premiéres

multipliée par @, serait d—bx; et 'on aurait

d—bax

=N,

=
@
d’otr Pon tirerait
an—d

="
a—b

695. Veut-on résoudre la question particuliere da n® 22 par Ja

formule du n°® 693,
d—bn

T ==
i i

;
e le nombre des tuyaux de fer, on aura n=10, a=—381

qui désign
ce qui donnera

b==—>5, d =141, et par conséquent bn=—>50,
4150
aX= ——
8+5 7.‘

comme au n° 23.
€96. Veut-on résoudre laméme question par la formule du n° 69%

an—d
Fy A e
a—>b

qui désigne le nombre des tuyaux de fonte, on aura les mémes Y&

leurs pour les lettres n, @, b, &, ce qui donnera an =80, €t
8o—41
g5

X==
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697. Une chose a observer, ¢'est que le probleéme qui nous occupe,
Peut, avec une seule et méme inconnue, douner deux équations
¢galement vraies, mais dont une ne méne A rien : clest ce que l'on
Comprendra facilement par Pexemple particulier du n° o , dans le-
Yuel, non-seulement la dépense des hommes jointe & celledes fom.
Mes, égale la dépense totale; mais encore le nombre des liommes,
Plus celui des femmes yégale le nombre total. En soite que , nommant

% le nombre des hommes, et 20 — 2 celui des femmes, on a
T = 20 ==X — 20,

Mais cetle équation étant identique (n” 466), et donnant no = 20 3
U=y ouo= 0, etc. prouve que l'on peut prendre pour x le
Dombe que l'on voudra. C'est qu’en effet, en posant 'équation pré-
Cédente , on n’a point e égard i toutes les conditions du probléme ;
on a négligé celle qui est relative & la dépense, et 'on n’a exprimé
Que ceci : c’est gue le nombre des hommes, joinl & celui des femmes,
€quivaut i 20, Oy, il est clair'qu'avec celle seule condition, il peut
Y avoir le nombre d’hommes que P'on voudra, pourvu gu'il soiten-
lier, direct, et au-dessous de 20.

En nommant x le nombre des femmes, et 20 — x celui des hom-
Wes, on ayrait eu la méme équation.

En générael, en nommant 2 Pune des deux parties du nombre n,
Yauire sera in— @, et Von pourra poser Péquation

X JF n—x—mn,

qui est identique, parce qu'clle n'exprime que la méme condiljon
qui a déja é1é exprimée en nommant les deux pal‘li?ﬁ el —a,

En général , quand il s’agit, dans un probléeme, de trouver deux
Quantités déterminées par deux conditions lides entre elles, on peut
le résoudre avec une inconnue. Poar cela » aprés avoir choijsi celle
i“Cmmue, il faut représenter, au moyen d’une des deux C()n(ﬁij(;ns,
"’ilhporle laquelle , la seconde quantité 4 trouver, puis faire Pégua-
liop avec l'autre condition. Car si on voulait tiper l’équmign de la
c““diliou (i&"jil Cn;i;!n) ce , celle é(iuélliﬂ_n serait ilh}ulil}u{),

Mais du reste, les problemes de ce genre peuvent aussi go résondre
Avec deux inconnues , comme nous allons le voir pour

¥ . 3
celu (it nous
Oceupe,

698. Pour plus de facilité, reprenons encore e cas particulicr dy

50
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n" 2, et nommons 2 le nombre des hommes, et » celui des femmes:

Nous aurons les deux équations

x-}y=—20, 8x-} 6y—130-

Multiplions la premiére par 6, elle deviendra 6. -} 6y=120; ré-
tranchons celle nouvelle équation de la seconde, nous aurons 2x==10
el par conséquentx =25, ety =15 (n° 684).

699. Aprés avoir éiabli les deux équations ci-dessus, si nous eus”
sions multiplié la premiére par 8, nous aurions eu 8x - 8y = 160;
retranchant alors de la la seconde équation, nous aurions obten®
2y =230, et par conséquent y=—15, el vy —=25.

700. Dans le probleme général (n° 19), en nommant = la pré-
miére partic du nombre 7, et y la seconde, nous aurions

x~+ty=n, axr--by=d;
multipliant la premiére équalion par &, nous trouverions b.v.-—-}—f'f
==0bn ; retranchant ce résultat de la seconde équalion, nous obtien”
drons ax — bx—=d—bn, d'olt nous lirerions , comme ci-devant,

d—ﬁn

X = a_-!).

La seconde parliey = n — x se lrouverait comme au n° 693, €t
le probléme se vérifierait comme au n° 692. Mais on peut aussi tros”
ver laseconde partiey, en multipliant la premitre équation x—|y="
par @ pour avoir ax -} ay=—an, et en retranchant de ce résuliat la
seconde équation ; ce qui donne ay —by—an—d, d’oulon Lire
an—d

j‘:

a—Dit

Du reste, il est bién clair qu’on aurait pu nommer la premier®
partie-y, et la seconde ¥, ce qui ne vaut presque pas la peine d’élre
remarqué.

701. Le probléeme du n® 346 nous a conduits 4 I'équation

X 2 o 3
—;——3000—}-——3?»—1000-}?—3—%—{-60023;,

qui est la méme que celle-ci:
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L x a &
st iE KR 2l —ax=3400.
g e 5 ) oo
L3
Si nous 1a multiplions par 60, elle deviendra
30-??+ 20x + 15 ""I— 122 — Gox = 204000 A
%u, ce qui revient au méme,
172 = 204000
de 14 on tire x =12000, valeur de Ihéritage. En sorle que Tainé

des fils regoit 3000 francs, le second 3000, le troisitme 3000, et le
Uatrieme 3000. Ils sont done égalementpartagés.

102. Si nous eussions appelé x la part du premier, en y ajoutant
3000 fr. nous aurions en la moitié de I’béritage, ensorte que Ihéri-
lage entier edt é1é représenté par 2z - 6oco. .

ooga 2% 5
Cela posé, la part du second aurait été ?—1— 1000, celle du troi-

41 a2 2x -
“'enm-»z— - 1500, et celle du quatrieme —51—}- 1800. On aurait done

tu Péquation
=+ 3 4 1000 4 = 1500+ 3 - 1800 = 2+ oo,

Ou, ce qui revient au méme,

_25j+ ,Z_..l_ 2_;__-.;= 1700;
Muliipliant denc par 30, on aurait trouvé
20x -+ 152122 —30:&::51000,
ou, en réduisant,
17x =51000,

€ qui aurait donné x = 3000, et par conséquent ’héritage 12000,
€l loul le reste comme nous I'avous vu dans le numéro précédent.

703, On voit, d’aprés cela, comment il faudrait procéder si lon
Youlajt prendre pour inconnue la part du second, ou celle du troi-
Sitme, ou celle du quatrieme. Mais il est & remarquer que si l'on
Yeprésentail par x la part du troisieme, I’hérilage serail 4=, le pre-
Mier prendrait 22 — 3000, et Uon n'aurait de fractions que daos la
Pary (u second et dans celle du quatricme, en sorte que Péqualion
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en serait plus simple. Un heurenx choix d’inconnues produit sow
vent ce teffet.
T04. Si lon faisait héritage. . . . . . .. =,
lupantednpremiors. Curn b e o 64

eelledusecond, on . oo v 0y .
celle da troisiemel oo . L, L

celle du quatrieme. . .. . . ..., | z,

on aurait les équalions

ttutyto=ua

% 8
t= — — 3000,
2

X
o= —'— 10004
3
. ot
o P

X .
= —- Goo;

et mettant dans la premiére, i la placede ¢, 2, y, z, les valsurs que
donnent les autres, on retrouverait celle da n° 701.
705. Leprobleme du n® 347, A, donne les deux équations
7%~} 19y =288, 12x 7y = 358.
Si l'on multiplie la premiére par 7, et la seconde par 12, on aura
Lgx -} 84y = 2016,
= 1442 —{—- S-/L‘;" — [}29(‘.
Si Pon retranche la premiére de ces deux équations de la seconde;
on ohtiendra g5x = 2280, d’ol1 Pon lirera . — 24.
Mais les deux premiéres équalions donnant
288 — 7x 358 — 122
Wi =02 CAL Beer “ el
si Pon substitue 24 &4 x dans I'une ou laulre de ces formules, on
trouvera y == 10.
I1 est facile de vérifier ces valeurs de x et de y (n° 684).
706. Si, au lieu de multiplier la premitre équation par 7, et 12
seconde par 12, on eil mulliplié la premiere par 12; et la secondé

par 7, on aurait eu
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84x - 144y = 3456,
84x - 4qy==25006.
Retranchant alors la seconde de ces équations de la premitre, on
durail trouvé g5y =—950, d’ott Ton aurait tiré y= 10; et de 12 on
aurait conclu a.

707. On pourrait résoudre ce probleme avec wne seule inconnue,
Comme nous allons le voir. (Consultez le n° 697.)

Nommens x la valeur d’une pitce de la premiére espece, sept
Pitces vaudront 7% ; retranchant ce prodait de 288, on aura 288 —
7« pour la valeur de 12 pitces de la seconde espice, en sorle qu'une
288 — 72

de ces pitces-1a vaudra

Mais, par la seconde condition,

121--}—7(

? » - 0] »
Cest done 13 Péquation i résoudre.

288 =7

12

Multiplions-la par 12, elle deviendra
1b4bdx -}~ 7 (288 — 72) = 4296,
d’ol1 Pon lirera successivement
142 - 2016 — b9 = 4296,
952 =2280,
Li—24,

Substituant 24 & = dans la valear d’une pitce de la seconde espece
288 — 72

Teprésenlée par , on aura 10 pour celte valeuar.

12

On aurait pu prendre pour inconnue la valeur d’une piece de la
seconde espéce. Du reste, on. pourra opérer de méme dans tous les
cas semblables & celui-ci (n° 697).

708. Le probléme, ou plutét les problemes du n° 445, ne méri-
lent gutre de nous arréter.

L’¢quation du premier est 72= 5, de laquelle on tirexw = 5.
Léquation du second est -3 = 36, qui donne 2y==108, c1 y = 54.

L’¢qualion du troisitme esl iz — 12==20, d’oli conclut 4z=232,
Elz—=—§.
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709. La question du n° 446 se décompose en deux autres. La se-
conde, qui est la plus simple, donne I'équation 8z = 4o, en sorte
que z—25.

La premiére donne les deux équations

xty=7,
Xe—y=1;
ajoutant ces deux équations, on (rouve
2x=—2§, et =4,
d’ott résulte y = 3.
Retranchant au contraire la seconde équation de la premiére,
on oblient
2r==6, et y=3,
d’oti résulle x = 4 (n® 684).

710. Pour résoudre ce probléeme avec une inconnue en nommant
« lepremier des deux nombres cherchés, le second serait alors 7—5;
retranchant le second du premier, on aurait, par la seconde con-
dition du probleme,
x—7tzr=1,

d’oti 'on lirerait facilement 2 — 4.

711. Voici maintenant quelques nouveaux problémes du premier
degré a autant d’équations que d’inconnues. Nous résoudrons le pre-
mier, el nous laisserons les lecleurs s’exercer sur les autres. Les ré-
sultats de ceux-ci seront indiqués dans une espece de table placée
a la fin de Pouvrage.

Etant donnée la somme s et la différence d de deux nombres in-
connus, trouver ces denx nombres.

Nommons le plus grand =, et le plus pelit ¥, nous anrons

z-t y=s, x—y=d;
ajoulant ces deux équations, premier membre avee premier membre,
et second avec second, nous obtiendrons 20 = s+ d, d’olr nous

tirerons

.e—!—d
2 = - —=ls-}1d.

Retranchant en revanche la seconde équalion de la premiere, il pous
viendra 2y=—=s—d, et il en résultera
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s—-d
1 1
— =Ll ge=ld
Y= 3 .
2 3

Pour sexercer, on reprendra encore ce probleme, et on le résou-
' dra de plusieurs maniéres,

1° Avec deux inconnues, en snivant, pour P'élimination, Ie pro-
¢édé du n° 682;

2° Avec deux inconnues, en suivant le procédé du n° 633

3° et 4° Avec une inconnue, représentant Pautre par la premigre
Condition (n° 697);

5° el 6° Avec une inconnue, représentant l'autre par la seconde
Condition.

Du reste, nous voyons encore ici ce que nous avons déja vu dans
la note du n° 540, cest que e plus grand de deux nombres quelcon-
Ques est égal & la moitié de la somme des deux , augmentée de la moitié
de loy;r différence, et que le plus petit est égal & la moitié de la somme
diminuée de la moitié de la différence.

Ainsi, en ajoutant x avecy, ouls-Ldavec t1s—%d,onas;et
€ retranchant la seconde quantité de la premiére, on a d.

712. Passons aux autres problémes que nous avons annoncés dans
le numéro précédent. Les deux premierssont des cas particuliers de
celui que nous venons de voir. On les calculera , soit immédiatement,
80iL an moyen du principe général des n® 540 et 711. Mais on re-
Marquera que, pour appliquer ce principe, il est souvent plus com-
Mode d’opérer ainsi : 1° pour avoir le plus grand des deux nombres,
Ou ajoutera la différence 2 la somme, et on prendra la moitié du
out; 20 pour avoir le plus pelit, on retranchera la différence de la

Somme, et on prendra la moitié du reste. Clest la traduction des

Valeurs de « et de_y, sous leurs premiéres formes

s1-d s —d
b sl e M
2 =

Proprime I. L'age de Newton, et celui de Descartes réunis, font
139 aus; Newton a vécu 31 ansde plus que Descartes. Combien ont-
s véeu chacan ? (Lemoine.)

Proneime 1. Une frégate francaise et une frégale anglaise se sont

Canonnges pendant trois heuves, et le nombre total des coups tirés
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de part et d’autre pendant le combat se monte a 429; la frégal®
francaise a liré 89 coups de plus que la frégate anglaise. Combie®
chaque frégate a-t-elle tiré de coups de canon? (Lemoine.)

Propriue 1L Du temps que les animaux parlaient, un mulet €t
un 4ne chargés de sacs faisaient voyage ensemble; I'ane se plaignﬂit
de sa charge. De quoi te plains-tu? dit le mulet : si tu me donnai®
un de Les sacs, j’en aurais alors deux fois plus que toi, tandis que st
je t’en donnais & présent un des miens, nous en aurions chacun le
méme nombre. Combien en avaient-ils Pun et Pautre? ( Anthologie
grecque.)

On résoudra ce probléme avec deux inconnues, successivement de
trois maniéres, par les n°® 680, 682, 683; puis avec une inconpué,
de quatre manieres, comme au n® 711,

Prosuime TV, Dis-moi, illustre Pythagore, combien de disciples
fréquentent ton école? Je vais te le dire, répond le philosophe. Une
moitié d’entre enx étudient les mathémaltiques, un quart la physique;
une seplieme parlie éconte en silence, et il y a de plus (rois femmes:
(Idem.)

On fera = égal d’abord au nombre des disciples, puis au quart,
puis a la septieme partie.

Prosuiue V. Diophante, célechre mathématicien d’Alexandrie)
passa la sixitme partic de sa vie dans Uenfance, et la douzieme dans
la jeunesse; il se maria alors, et ce ne [ut qu’apres avoir encore véct
la septibme partie de sa vie et cinq ans de plus avec son épouse;
qu’il en eut un fils. Diophanle survécut de quatre ans a ce fils, €t
parvint & un ige double du sien. Combien d’années avait donc Dio~
phanle quand il mourut? (Idem.)

On fera = égal a Pdge de Diophante, puisa la douziéme, puis a
la septitme, puis a Vige du fils.

Propiue VI. Une meére partage entre ses trois enfants, Renés
Felix et Victor, un certain nombre d’oranges; elle donne d’abord
34 René la moitié de ce nombre d’oranges, plus la moitié d'uné
orange; puis a Félix la moitié de'ce qui lui reste, plus la moilié
d’une orange; el enfin, a Victor, la moitié de ce qui luireste, quilll‘l
les deux autres sont servis, plusla moilié d’une orange, et tout cela
sans en enlamer aucune. Le partage fait, il ne reste plus d’orang®®

a la mere. Combien chaque enfant en a-1-il en? (Lemoine,)
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Proprime VII. Trouver un nombre tel que, si du double de ce
Nombre on soustraie 1, et qu'on multiplie le reste par 2, qu’ensuile
%u sousiraie 2 da résultat, et qu’on divise le reste par &, la quantité
Yésullante de ces opérations soit de 1 plus petite que l¢ nombre cher-
che. (Luler.)

Propuime VITL Jai acheté quelques aunes de drap & raison de
7 écus pour 5 aunes; j’ai revendu ce drap a raison de 11 écus pour
7 aunes, et j'ai gagné 100 écus sur le tout. Combien y avait-il de
d"“p? (Euler.)

Proprime IX. Quelqu’un achéte 12 pitces de drap pour 140 écus:
deux sont blanches, trois sont noires, et sept sont bleues. Une piéce
de drap noir cofite deux écus de plus qu’une piéce de drap blane,
€L une piece de drap bleu colite trois écus de plus qu'une noire. On
demande le prix de chaque sorte. (Euler.)

Pronuiwe X, Quelqu’un a deux gobelets d’argent avec un seul
Couvercle pour les deux ; le premier gobelet pése 12 onces, et sil’on
Y met le couvercle, il pése ainsi deux fois plus que P'autre gobelet ;
Wais si 'on couvre en revanche le second gobelet, celui-ci pese de
Celle maniere trois fois plus que le premier gobelet découvert. 11
Sagit de trouver le poids du second gobelet et celui du couvercle.
(Eulm‘.)

On résoudra ce probléme de sept manieres, comme on a fait pour
le probléeme ITI.

Propriue XI. Un pere laisse a sa mort quelques enfants, avec un

ien qu’ils partagent de la maniére suivante : le premier recoit d’a-
hord cen, écus et la dixieme partie du reste; le second lire ensuite
deux cents écus €t la dixieme partie de ce qui reste alors; le troisicme
Prengd , aprés que les deux premiers sont servis, trois cents écuset Ia
‘iixiémc partie de ce qui reste, et ainsi de suite. Il se trouve 4 1a fin
ue Je bien a é1é partagé également entre Lous les enfants. On de-
Mande de combien était Phéritage, combien il y avail d’enfants, et
“ombien chacun a recu. (Euler.)

Proprive X1I. Un capilaine a trois compagnies : la premiére est
(10 Suisses, la seconde de Sonabes, la troisitme de Saxons; il veut
“Onner un assaut avec une partie de ces troupes, el il promet une
"écoml,(.me de go1 écus sur le pied suivant, que chaque soldat de

i
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la compagnie qui montera i I'assaut recevra 1 écu, et que le resté
de Pargent sera distribué également aux soldats des autres comp?”
gnies. Or, il se trouve que si les Suisses donnent Vassaut, chaqué
soldat des autres compagnies recoit un demi-écuj que si ce sont les
Souabes , chacun des autres recoit un tiers d’écu; enfin, quesi ce son®
les Saxons, chacun des autres recoit un guart d’écu, On demande
de combien ’hommes était chaque compagnie. (Euler.)

Proerime XIII. Un changeur a deux espéces de monnaie : il favt
a pitces de la premicre pour faire un éca; il faut & pieces de la s~
conde pour faire la méme somme; quelquun vient, et demande¢
¢ pieces pour un écu. Combien le banguier lui donnera-t-il de pieces
de chaque espéce pour le satisfaire ? (Euler.)

Prorrime X1V, Trois personnes, A, B, C, font ensemble quelque?
parties de jeu:

Dans la premietre partie, chacun des joueurs B et C double sor
argent, au détriment de 4.

Dans la seconde partie, A et C doublent chacun leur avoir actuel,
an détriment de B,

Dans la troisime partie eufin, c’est 4 et B qui doublent leur avoif
du moment, au détriment de C.

1l se trouve alors que chacun des joueurs posscde une sommé
égale, représentée par a.

On demande avec combien d’argent chacun a commencé le jeu

Euler, auteur de ce probléme, apres avoir désigné par -, y, et z, 165
enjeux des trois joneurs, représente par 7 la somme de ces enjeus
et pose Péquation x| z=m, quoique cetie valeur ne soit passup’
posée connue’: c’est qu’il a indiqué comme un moyen de faciliter la
résolution de ces sortes de problemes, I'introduction d’une nouvell¢
inconnue arbitrairve; et il en donne cet exemple.

1l ajoute que, lorsqu’on est un peu habitué a ces calculs, on jugé
assez facilement ce qu’il est le plus convenable de faire.

Propuiye XV. ]zlqualions a résoudre. Quand on aura trouvé les
valears des inconnues, on les vérifiera immédialement, en mettant
ces valeurs a la place des inconnnes dans les équations mémes, Nowd
ne les indiquerons point a la fin de Pouvrage.
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(5a —2x) (286—¢)—4a* —=8x(c—2a)—ab,

ax ac’x 4!)6 g ha® . aer .. 3b
e bda —— e R
66 ab faa 4h* a 2’
ba*x 8at—bx a*b? +b3
P g e
3x+4-Gy==51 ) { Sx—2y=130 )
bx—gy=—21 f ' 13x48r=64)’
128 — GJ:Sg
[16x-——15_y:2 :
3y
____.4 Hg___ L
+ +1 12
y
¥ % 1
6 —"—2_‘+2——F-—'231+6
128 — 7yt 25=
bha -} 3z2=47 |-
11— 23= 5

CHAPITRE I1I.

Méthode pour résoudre les problémes du premier degré
@ moins d éguations que d’inconnues. '

713. Reprenons le probleme dun® 347 B, dont équation est
7.?:-—'—- 12y — 288,
_e'-.supposons d’ailleurs que chaque piece de monnaie dont il sagit
'l ait une valeur enticre.
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De celte équation on tire

comme on le voit en divisant par 7, d’abord 288 qui donne 41 -} 7+
; ; - 5 :

i puis — 12y qui (lonne-—j——‘}:, et rapprochant les entiers des en:
7

tiers, et les fractions des fractions.
Or, puisque = est enlier, sa valeur est entitre; mais 41 et y sont

: 1—5) 2 MR
Pun et 'autre entiers, donc ——— est aussi entier. Nous pourrons

1—5

donc faire Y — e, cette letire désignant le nombre entier égal

7
a la septieme partie de 1 — 55 De celte équation nous tirerons 1—5)

=7e, puis
i 1—7e 1 2e © 1—2e
ST St et ¥ B

Or, comme ) est enlier, sa valeur est entiére; mais e est entier, don¢

: 1 — 2¢ Y A 1 — 2¢ ;

e est aussi entier. Nous ferons done'——— —¢', celle lettre
2

accentuée désignant le nombre entier qui est la cinquiéme partie de

1 — 2¢. De celte équation nous tirerons 1 — 2e= 5¢/ , puis

1 — 5¢ 1 €
a== —— e -0 ——:—-Qe'—{—-—-—-....(C).
2 2 2 2

Or, comme e esl enlier, sa valeur est entiére; mais 2¢/ est entier;
1—¢ 1t —é
donc ——— est aussi entier. Nous ferons donc ——— = ¢, cell®
2

lettre accentuée a double désignant le nombre entier, qui est I3
moiti¢ de 1 —¢'.
i De celle équation nous tirerons 1 — ¢’ == 2¢” , puis ¢! =1 — 2¢//s
i Mettant cette valeur de ¢/ dans Péquation (C), nous trouverons
i e=>5¢" —a,

Metlant ensuite cetle valeur de 2 dans ’équation (B), nous ob-
i liendrons y =3 — 7¢". Mettant enfin cette valeur de y dans Péqua- |
tion (A), nous aurons & — 36 | 12¢”.

Les valeurs d'x et d'y auront donc pour expression ces deux for*
mules,



¢
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r=—136 —I— I.‘_’(.’”, Yy =

dans lesquelles nous pourrons mettre pour e” tout nombre entier

3—7@”,

qui ne rendra inverse ni @ ni y, car des pieces de monnaie ne peu-
Yent avoir une valeur en moins. Or, la premiére admetirait pour &
tous les nombres directs; mais ils sont tous rejetés par la seconde.
La seconde admettrait tous les nombres inverses; mais ils sont rejetés
Par la premitre, & I’exception de — 1 et de — 2. L’une et autre
Permettent d’ailleurs qu’on suppose ¢’ — o. En mettant donc suc-
Cessivement a la place de ¢”, 0, — 1, — 2, on aura
x2=80; 20 an)
r= 3, 10, 17,
Comme nous 'avons déja trouvé au n°® 659.
714. On saisira suffisamment Pesprit de celte méthode en 'appli-
quant encore 4 un ou deux exemples.
Le probleme dun® 655 donne cette équation,
72+ 5y =176,
de laquelle on tire, en laissant dans le premier membre I'inconnue

qui a le plus pelit coeflicient, et cela pour avoir le moindre diviseur
Possible,

6—rx 1—29x

A udees saipia R R s b SR
5 9 ;

Faisant 3—-;—:”: e,onal—2xv—5¢e,et
1—5 —
=g L A8 py
2
1—¢

Faisant

—¢',ona1—e=2¢,ele=1—2¢.

Melttant cette valear de e dans(B), on trouve x=—5¢' — 2, Mettant
ensuite celte valeur de x dans (A), on obtient y =38 — 7¢/.

Les valeurs d’= et d’y sont donc

x—5he —n S == 38—78’.

La premiére admet pour ¢’ tous les nombres entiers directs; mais
la seconde les rejette, exceplé les cing premiers. La seconde admet
le zéro et tous les nombres inverses; mais la premiére rejette tout
cela. On fera donc & égal @ 1,2, 3,4, 5, et l'on aura

a1

S
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x= 3, 8,13,18, 23,
) AT U e T P
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comme nous ’avons déja trouvé au n° 658.
Le probléme du n® 661 donne I'équation

5x 24y =—10g;

on en lire
—24 b4 — by
L—~M:21—4j'+i_u « (A)
5 5
Faisant —5. 'T;e, on a & — &y —5e, et
b — 5g e
== —1—e——....(B)
X 3 S S (B)

Faisant —2—-: e, ona e=dée.

Metlant cette valeur de ¢ dans I'équation (B), on trouve y=—1
— 5¢!. Mettant ensnite cette valeur de y dans 'équation (A), on ob-
lient &z =17 -} 24¢'. On a donc

x=17-} 24 , y=1—5¢

La premiere formule admet pour ¢ le zéro et tous les nombres
directs; mais la seconde rejette les nombres directs. La seconde for-
mule admet pour ¢’ le zéro et tous les nombres inverses; mais la
premiére rejelte tous les nombres inverses. 11 ne reste donc qu’a faire
¢'=o0, ce qui donne

Rl =R EEE ) =

comme au numéro cité.

715. Pour rendre plus facile Papplication da procédé, on peut
disposer les opérations sous la forme de tableau, comme nous allons
e faire en reprenant le probleme du n° 662, qui n'admet que des
solutions directes et entlitres, et dont 'équation est,

20y —31z=1.

Nous aurons successivement
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J1x 12X 11 1 )
J'?:?_!—-__.:.l_i_m_l_l——:m-{—?__:}_____;, 7-—'—!11‘: é,
20 20 20 20 20
7+ 110=20¢,

203'—7 ge 7 93-—7 9&—-7 h,
(¥ ig—— PN B — ———g i —_—
4 e+11 11 i 1Ed 11 2

11
ge—7=11¢,
:}_le’-i—7:e,+2_ei+_1:e,+2e’+7? e

9 9 *ig 9 9
2¢ {7 =9¢",
[ e!f e

/4 /4 I

el — e 7 v, el —
c"tg_?:&eu_l______szff_l_ 7‘
2 2 2 2

e g =2e",

el =2l . Donc, en remontant
7 F :

ol ‘_&L'?L—_Z —ge!"! }-28,

el |- 30847
__ﬁ_f_@__ig._Jr 11671135,

il
220¢"! 700 —
3208 3 TR vmnod1-1-63;

X =
11

e

: 20
x==20e""1 63, y=31e""4qg8,
M —=n3 —wa,—1, 0,1, et
Za=!1:83:1 238, 43, 65,5185 6tc;

55 36y-%67,% 98; 12g;efe.

g 620e" 4-1953--7 S

‘7‘ e

115 bis. Soit encore proposé de trouver les valeurs entiéres dés

inconnues = et y dans Péquation 42x —-30y="41, si du moins il est
Possible qu’elles aient de semblables valeurs.

En suivant la marche indiquée, on arrivera bientét 4 la fraction Z,

quil faudrait faire égale & un nombre entier, ce qui n’est pas possi-

ble, On en conclura que les inconnues x cl y ne peuvent pas avoir

'outes deux des valeurs entitres. Cela posé, en prenant pour 3 une
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valeur quelconque, entitre ou fractionnaire, en plus ou en moios;
on trouvera facilement la valeur correspondante de =, et le nombre
des solations sera illimité.

Avrétons-nous un moment sur ce cas : les coeflicients d’x et d7
dans Péquation 42x-30y=>41, onl un facleur commun 6, qui 1¢
divise pas 41, en sorte qu’on peul donner a la proposée celle forme;
72 --5y—=L 11 est done évident qu’en donnant a x et a y des V&~
leurs entieres, le premier membre ne sera jamais égal au second-
1l est d'ailleurs facile de généraliser cetle observation. Soit la pro-

posée générale amx -|-bmy—c, on aura ax—{—b_y:i. Alors, st

i
a, b, ¢, m, sont des entiers, et que 7 ne divise pas ¢, on ne pourrd
satisfaire & Péquation en donnant aux deux inconoues a la fois des
valeurs entiéres.

716. Nous terminerons ces exercices sur une équation a deux in*
connues, par deux remarques plus on moins importantes:

1° En donnant un peu d’attention  la suite desopérations qu’exige
la méihode précédente, convenablement généralisée; et aux formu-
les définitives qui expriment les valeurs d’x et d’y, onretrouvera les
propriélés énoncées aux n* 663, 664, 665 et 666 ;

2° On pourrait ramener la tliéorie actuelle a celle des fractions
conlinues; mais cela donnerait quelque peine aux commencants,
sans avoir d’utilité pratique (Foyez les ddditions & I Algébre d' Euler):

717. Nous venons d’examiner le cas d’une équation a deux incon-
nues. Voyons-en d’autres :

8i l’on avait deux équations, (A) et (B), renfermant trois incon-
noes, ¥, yetz,on compareraii (A)et (B)pouren éliminer z; et l'on
obtiendrait une équation en y et z, sur laquelle on opérerait comme
ci-devant. Ayant trouvé y=—=a-|-beet z=—e-}-de, on substituerail
ces valeurs dans (A) ou dans{B) pour avoir celle de » exprimée en &

Si 'on avait trois équations; (A ), (B) et (C), renfermant quatré
inconnues, %, %,y etz, on comparerait (A) et (B) pour en éliminer %
on ferait la méme chose entre (A) et (C), et Ion trouverait ainst
deux équations, (A') et (B'), qui ne renfermeraient plus que les in~
connues &, ) el z. Alors on opérerait comme dans le cas préecdent.
1l faudrait suivre la méme marche pour le cas de quatre équations



DU PREMIER DEGRE. 409

a cinq inconnues, pour celui de cinq équations a six inconnues, et
€n général pour celui de m équations & m -}-1 inconnues.
Appliquons ces principes & deux exemples:
1° Cherchons les valeurs directes et entitres des inconnues Eyks
€L z, dans les deux équalions suivantes,

38+ 5y -4 73= b60,
9x -+ 25y -} 4gz—=2920.
En ¢liminant 2, et divisant ensuite par 2, on aura
5y 4+ 143 —==620;
Cherchant alors les valears entitres de ) el de z, on trouvera y ==
124 146", et 3="5¢/. Substituant ces valeurs a la place d’y et de z
dans I’une ou Vautre des équations proposées, on obtiendra 3z ==

35¢/ — 60, On aura donc

3x=35¢' —60, y=124—14e, z—=05¢.

La premitre et la derniere de ces équalions font rejeter pour &' le
Zéro et tous les moins. La dernicre admet tous les plus ; mais la se-
Conde ne veut pas qu’on éléve ¢’ au-dessus de 8. Enfin, des nombres
1 a 8 inclusivement, la premiere n’admet que 3 et 6, ce qui donne
ces deux solutions

3055 B Ay a0y, s =R e
2% ;. ¢ =6, ==bo, .¥=40, z==3o.

2° Résolvons ce probleme de Lacroix :

Trouver un nombre entier qui, étant divisé par 2, donne pour reste 1;
€tant dipisé par 3, donne pour reste 2; et étant divisé par 5, donne
Pour reste 3.

En nommant z le nombre cherché, «; yet z les quotients entiers
qu’il donne lorsqu’on le divise par 2, par 3, par 5, on aura

w ' w
© 2= aty, g=rth = ithon

w—ar-41, w=3+2, 8=35:43
Lliminant z entre Ja premitre et la seconde, puis entrela premitre
et la troisicme , on trouvera
(A)e..20+1=3/12, 2zx41=>5:+}3...(B)

Eliminant encore = entre ces deux équalions ; on obtiendra
52
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3y+2=>5z+3, oudy—bLz=1.
Cherchant alors les valeurs entiéres et divectes de y et de z dans cell_g
dernitre équation, on aura y == 5¢/ — 3 et'z = 3¢/ — 2, On subsll”
tuera ces valeurs dans (A) ou dans (B) pour oblenir la valeur de ¥
exprimée en ¢/, et celle valear sera 2x=15¢/'—8. Substiluant enfin
ces trois valeurs de #, y et =, dans une des trois équations primitivess
on trouvera z — 15¢/—7, clest-a-dire qu'on aura ces quatre €qua”
tions de condition :
u—15el—7, o2z=15{—8, y=b5/—3, z=3/—2.

Toutes quatre rejettent le zéro et tous les moins, La premiére et les
deux derniéres admettraient tous les plus; mais la seconde rejett®
les nombres impairs. Ainsi, nous ayons

S S T 8, etc.
== 25.2 D50 80 STyl ela
e n bl L el s
y= 7, 17, 27, 37, ete
i ey (o0 U g b e 1

718. Ilfaudrait encore suivre 1a méme marche pour le cas de 7
équations am —{-— n inconnues, n élant plus grand que i; mais alors
1a derniére équation finale contiendrait 1 -7 inconnues : car, commé
m. désigne le nombre des égualions, et que ce nombre est réduit 2
Panité par Pélimiration, m—-n devient 1} 7.

Supposons que l'on soit arrivé ainsi a Péquation finale

22 -3y} 4= 20;
et TO}:ons ce quil y aurait a faire pour trouver les valeurs des incon”
nues x, ¥, et z. Cet exemple et le suivant nous fourniront des dire¢”
tions pour en résoudre d’autres de celte espece.
On a d’abord
SE20-—ap iz

—_—— — 10— ) = 2% —

= | o

;
Y
d’ol on éonclut — =¢, et y— 2e.
2
Mettant cette valeur dans celle d’x, on a
&= 10— 28— 27 — ¢ =— 10 — 27 — Je.

Rapprochant = et y, on voit que
4



DU PREMIER DEGRL. 411
x=—10—23—3¢,
f = 2€.

Or, x, » et = devant étre des entiers directs et plus grands que
Ztro, la seconde équation rejette pour e le zéro el tous les nombres
INyerses. La premiére rejette pour e tous les nombres directs au-des-
Sus de 2 : car si 'on faisait e=13, et z==1, plus pelile valeur que
Puisse avoir cette quantité, la valear d’x serait inverse. On fera done
€ égal d’abord & 1, et ensuile 4 2. Mais pendant que e vaul 1, = peut
Valoir 1, 2 et 3, comme il est facile de le voir; et pendant que e vaut 2,
% ne peht valoir que 1; en sorte que I'on aura ces quatre solulions,

=1, 010 O

z

15 e e L

y:g, 2 2y &,

B oy iy )

En opérant d’une maniere analogue sur I'équation
x4yt 5z=26,

x=6-] z -} be, .

y=—2— 23 — 3e;

on en tirera

e qui donnera ces trois solulions,

g=——==—1 =1 =2,
A M L T S e T
= Dax 15, a5
P e L e Y

CHAPITRE 1V.
Que[ques procédc’s d'élimination pour tous les degrés

719. Je suppose deux équations en & et de degrés quelconques,
et dont on veuille éliminer une des inconnues; on parviendra quel-
Quefois a ce but plus promptement que par la régle générale du

0 4y,
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1° Si les deux équations contiennent une seule et méme puissance
de Vinconnue A éliminer, on pourra opérer , ou comme au n° 6813
ou comme au n° 682, ou comme au n° 683. Cest ce que I'on verrd
facilement sur les équations

axmt+b=o0, daml b =o,

2
dans lesquelles les symboles @, &, o, &', ou quelques-uns d’entre
eus, renferment une ou plusieurs puissances d’y (n° 375); on en 1=
rera, par Pun ou par lautre des procédés indiqués, I'équation finale

all —bad' = o;
2° Si les deux équations ont cette forme,

axm -ba*m - caxdm - ete. Lk =o, a'am LV —o,
c’est-a-dire, si Pune.d’elles ne contient qu'une méme puissance de ¥,
comme a7 (x élant inconnue 3 éliminer), et que I'autre ne con”
tienne de celle inconnue que les puissances x7, x*m, x*», elc. 0B
pourra opérer comme au n° 683. La seconde équation donnant

B!
oo m—t
a
on fera le carré, le cube, etc. de celte quantité; et , substitnant ces
valeurs dans la premiére équation, on aura un résultat sans x.

3 8i les deux équations ne reutrent pas dans les cas précédents;
on pourra encore tirer parti de la régle des n** 680, 681, comme
nous allons le voir sur un ou deux exemples.

Soient les équations

ax’*+ba*tcxtd=—=o0,...(A)

ala? L btar - afd'=o0,... (B),
on multipliera la premiére par @', et laseconde par @ ; et, retranchant
Yun des résultats de l'autre, on aura une équation de cette forme :

a”x’—]—-b”.—x:—}-c" == (A’ 3
On multipliera encore la premiére équation par ', et la seconde
pard ;et, retranchant 'un des résultats de Pautre, on aura une équa-
lion de cette forme, a"'z® 4 "2+ c?’'z—=o0, que l'on divisera

par =, et qui deviendra
a’-".r’—}— b'”.l.‘—l-_-c"” —0... (B’)-
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En opérant alors sur (A') et sur (B') comme sur (A) et sur (B),
On obtiendra deux équations du premier degré en .
Soient les équations

axd 4 ba* 4 ecxfd=o,

d'z* 4 blae 4 =o,
on maltipliera la premitre par of, et la seconde par ax; et, retran-
chant 'un des résultats de l'autre, on aura une équation de cette
forme:

a¥zs + b”.%—’— M =—=o0.
Comparant alors les deux équations du second degré, on les abais-
Sera au premier comme dans I'exemple précédent.

V. B. Appliguez cette méthode aux équations particulitres des
N 451, 456, 472,

720. Du reste, avec un peu d’habitude du calcul, on trouvera
Souvent des moyens d’abréger encore le travail. Nous allons voir
Cela dans deux exemples tirés de Y Arithmétique universelle de
Newton.

Soient les équations

) a5
.x’—l—.x—y‘zo, .2:‘—-2_)*..::-—;:0,
dont on veuille éliminer 2.
En comparant la premiére avec Iéquation générale du second

degré
Z? -]—~Pt‘+ =0}
o3
‘na pP—— % el Q=—y; ensorle qu'on trouve par la formule

8énérale des n°* 516 et 540,

4
TN
@ a

En comparant la seconde équation proposée avec Péquation gé-
4

: J
Nérale, on a P=—2y, et Q=— . ensorte qu'on trouve, par la

formyle citée,

34
.t'.=ly‘i Jr’..l_.l_'.
a’
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Egalant ces deux valeurs d’x, et effacant ensuite de part et d’au-
2

: . Y ; ’
tre les termes égaux, on oblient “—=y, et par conséquent y> =4
a

et y=a.
Soient encore les équalions

atytl—a0, ey L —iio,

dont on veuille éliminer . P

' o I - 3
La premitre donne = +-*——=20-—y, d’oli 'on tire, en carrant les
£
S el [ :
«2 = — A -
deux membres, «*-- a2y +‘;§” 400 — 40y -} *; puis, en relran
chant de part et d’autre 32,

> —l—-_,rn{—i: — 400 — 40y ;

or, le premier membre de cette nouvelle équation étant identique
avec le premier membre de la seconde équation proposée, les deux
seconds membres sonit égaux, ¢’est-a-dire que I'on a

400 — 4oy == 140,

qui est I'équation finale en y.

CHAPITRE, V.

Exercice sur la résolution des problémes du second degré;

a autant (ﬂ’c’qum’i@ns gue d’inconnues.

721. Les problemes du second degré & une équation et une in-
connue, peuvent tous se résoudre par la formule des n°* 516 et 540;
les exemples guivants feront comprendre comment on doit opérer
pour parvenir i ce but.

~22. Le probleme du n° 348, nous a donné cetie équation,
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o 5a5va
gozfm.! |- 85w - _q‘;_ == 38302;
3

multiplions-la par 3, elle deviendra

2023 xx ~ 25522 |- 5gdxx == 11492,
€t se réduira par conséquent i
2873»1'.1‘ — | ]_ﬁgg,

Divisant alors par 2873, et transportant tout dans le premier mem-

]JI‘Q_, nous aurons :
X —lh—o0;

Comparant enfin celte équation, ainsi préparée, a 'équation géné-

rale du second degré, nous trouverons B=0, Q=—4, et nous
obtiendrons par la formule des n°® 516 et 540

ax ::il/fl —_-

1

(I’Q}-‘e:. le n°® 541.)

Le soluteur direct nous apprend donc que le troisieme joueur se
Yetire avec 2 fois 5 éeus, ouavec 10 écus, d’ott il résulte que le second
8¢ retire avec 34 deus, et le premier avec 79 éeus et % » e qui salisfait
au probléme, comme.il est facile de le vérifier.

Le soluteur inverse, en revanche, n’est ici d’aucun usage : car;
Uéquation primitive ne contenant d’autre puissance d’z que le carrg,
reste la méme lorsqu’on y change le signe d’x (n°* 26, 35y; et d’ail-
lmrs, d’apres les conditions du prohléme, si le troisieme joueur se
retirait avec une delte, il devrait en éire de méme des deux autres,
C€ qui serait absurbe puisqu’on supposerait ces dettes provenir de
la partie qu'ils font ensemble.

Cependant, au moyen des regles sur lessignes; le nombre-— 3, con-
sidéré comme abstrait » satisfait & 'équation comme le nombre -}- 2;

723. Le probléme du n® 349 nous a donné cette ¢quation,

&

T p 24

100 :
Multiplions-la par 100, et transportons toutdans le premier membre,
Nous aurons
a*— 1007 - 2400 =o0;

n » . 3 ','_‘ . r »
Comparons alors cette équation & Péquation générale, nous trouve-

rons P— — 100, Q=2400, el nous obtiencrons, par la formule
. / ? P ’
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, 22501 10:
(Poyes le n° 543, 1°.) Y
Le cheval avait donc cotité ou 6o ou 4o pieces de cing {rancs;
sorte que ce probleme a deux solutions directes aussi bonnes I'un®
que lautre, ce qu'il est essentiel de remarquer.

724. Le probléme du n° 356 nous avait donné cette équation ;

1_20::39)?“:(100 —-—x) it

100 100

en

faisons-y 7==2, et représentons, pour abréger , le nombre 100 P3f

1a letire ¢, nous aurons

c=—=x\?* c—2ax
— O == | — a.'_bj
c b c

’olt nous tirerons successivement

¢ — 2cx -+ x° c— b
c? ¢ i
be*
2 B e 2 S AP i
¢ —gox -2t =0 ==X 2
be?

xt = (¥ | — =0.
a

Cette équation, comparée a I'équation généraledu second degrés
3

be ?
donne P=—=—¢, et Q= et d’olt Pon tire, par la formule,

i be ey 4b
pabcbdue el == === I LR
725. On peut aussi résoudre les équations du second degré par

Qautres méthodes que celles des numeéros cités, et il ne sera pas in¥”
tile que nous fassions connaitre ces méthodes.

L I3 I3 o ’ ’

Ttant donnée Péquation générale

x4 Px + Q =0,
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dont on demande les deux solutenrs, on observera d*ahord que, par le
0° 4o, la somme de ces soluteurs est — P, et que, par le n® 408, leur
Produit est Q. En sorle que tout probléme dusecond degré revient &
elui-ci : Etant donnés la somme — P de deuzx nonibres et lewr pro-
dujy Q , trouver ces deux nombres.

D’un auntre c6té, nous savons (n° 711) que le plus grand de deunx
Bombres quelconques est égal  la moitié de la somme des deux,
dugmentée de la moili¢ de leur différence, et que le plus petit est
€gal a la moili¢ de la somme diminuée de la moitié de la différence.

Or, comme nous connaissons la somme — P des deux soluteurs en
Question, et par conséquent la moilié — L P de cette somme, il ne
reste plus, pour avoir le plus grand et le plus petit, que de trouver
leur différence ou la moitié¢ de leur différence. Le probleme précé-
dent revient donc encore a celui-ci : Ltant donnés la moitié de la
Somme — L P et le produit Q de deux nombres, trouver la moitié ds
leur différence.

Si 'on nomme y la moitié de cette différence, on aura

(=3P+ry) (—3P—r)=Q,

Ou, en elfectuant la multiplication {n° 118),

tPr—pyr=(),

dolt Pon tirera
Y= l/% P2y,
en sorte que le plas grand des soluteurs est

—3iP4 1P —0Q,
et le plus petit

i ’ g
— 4Bl (IR =0
Ce sont les deux valeurs de = trouvées aux n° 516 et 540.
126. Pour résoudre encore d’une 2utre manitre Iéquation du

Cond degré,
= -i— P -I—- Q =o0,

) - . 3 & » -
lﬂn observera que st le premer membre était un carre par[}u[, en

se-~

Xtrayant de part et d’autre la racine, I'équation serait abaissée ay
Premier degré. Mais si P'on compare ce premier membre au carré
Qun binome quelconque, lequel carré contient loujours trois Lermes,
$avoir le carré du premier terme de ce hinome, le double du pro-
duit des deux, et le carré du second (n® 265); si Pon fait, dis je,

a3
ey
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celle comparaison, on verra, 1° que le premier terme x* de Péqua-
tion peut bien étre considéré comme le carré du premier terme du
binome, en sorte que le premier terme de ce binome serait =. O7
verra, 2° que le second terme |- Px de Péquation peut aussi étre
assimilé au second terme du carvé du binome : car ce terme |- /%
peut &tre pris pour le double produit des deux, ou pour le double
dusecond , multipli¢ par le premier. Mais le premier estz, donc 4P
est le double du second, ou—-1 P est le second. Quantau troisiem®
terme 4- Q de 'équation, il faudrait, pour qu’il fiit égal an Lroisieme
terme du carré du binome x-1-1 P; il faudrait, dis-je, quil valit
(1 P)* ou 1 P2, ce qui n’a pas lien généralement, mais seulement
dans quelques cas particuliers.

Si l'on avait done, je le répéte, x* - Px—§ P* pour premier
membre de la proposée, on pourrait abaisser I'équation par P'extrac
tion de la racine. Or, cette forme est facile a obtenir; il suffit pou®
cela d’ajouter L P? au premier membre de la proposée, et d’en ré”
trancher Q, ce qui est trés-permis, pourvu qu’on fasse la méme addi-

lion et la méme soustraction dans le second membre. On aura ainsl
. 1 P | A
¥ Pt} Pr=1 P

extrayant alors de part et d'autre la racine, on trouvera (n° 484,

nole)

i+iP=+V 1P —Q,

(G

d’ol on tirera
==l P TP —Q.

727. Mais il est clair qu’on n’aurait pas ea besoin de retrancher Q
des deux membres, si on ettt d’entrée transporté dans le second , 0%
si l'on et tout de suite donné a la proposée celte forme

2 Pr=—Q.
Ainsi donc, I'équation étant préparée comme nous venons de le dires
on ajoutera & ses deuxs membres le carré de la moitié du (‘oz‘)‘.yfvfﬁf""
de x, puis on exiraira de part et d'autre la racine; celle équ:\tii‘”
sera par la abaissée au premier degré, ct se résoudra sans peine:

Du reste, la racine du premier membre, quand on aura com”
plété le carré, sera Loujours @ plus ou moins la moitié du coeflicie™
de @ dans la proposée, -|- quand ce coeflicient sera en plus, ebcz

quand il sera en moins.
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Ce procédé étant le plus facile de tous, nous allons Pappliquer a
Juelques exemples. Mais nous invitons les commeneants & compléter
Cabord un cerlain nombre de carrés, pour en acquérir Phabitude. En
Voici quelques-uns d’incomplets, sur lesquels ils pourront sexercer:

.1-3—{-— bl n? -{— bw; a*—rowy x*—ox';
art—gry atix; ar—3§ 2 at—

N. B. Les nombres fractionnaires s'éerivent sous la forme de frac-
tions, comme ceux qu'on voit dans ces exemples; et quand x n’a
Point de coeflicient, son coeflicient est 1.

Faisons encore observer, avant d’aller plas loin, que si Péquation

Proposée est déja un carré parfait, comme

a2t} Px|-LPr—=o,
On peul immédiatement en extraire la racine, sans rien transposer
€lsansrien ajonter.Onaainsi v -1 P=o0,d’oltVon lire x=—1 P,
ILsemble alors qu'on n’a qu'un soluleur, parce qu'il n’y a en effet
QWan nombre qui satisfasse 2 Péquation. Mais on dit cependant
quelle a deux solutenrs ¢égaux, parce qu'elle est composcée de deux
facteurs ¢gaux du premier degré, et qu'an peul lui donner celle
forme :
(r—+L1P) (s-FLP)=o.
Yoyez les n° 390, 391, 392, 393.
Voici maintenant quelques problémes particuliers:

[28. On clerche un nombre tel qiien Lajoutant & 10, et en le re-
ranchant de 10, la somme multipliée par la différence donne-51.
( Euler.)
i
“ommant ce nombre x, on a (104 xy(10—a)==51, ou 100
SR — 0L, 0u
N —

Youlant de part et daulre le carré de la moitié du coeflicient de ,
Qui, dans ce cas, est nul; puis extrayant la racine, on obtient
U= ——r
Mais ceite dquation du resie n'est antrve chose qu’une ¢quation i deux
H Ml L aufre cnosc l‘ll utie L({thllu.l d ucux
tl‘-‘un:.x;, a laguelle on peul immédiatement appliquer U'extraction de
A racine (ne* 484 ; 541).

H 1

L notbre echerelié est donc 7, comme l'indique le soluteur direct.
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Quant au soluteur inverse, il n'a d’usage ici qu'a la faveur des
régles sur les signes : car Péquation 100 — 22 =51 ne pent élre
modifiée par le changement du signe de =, puisqu’elle ne contient
d’autre puissance de Pinconnue que le carré (n° 35).

Si on voulait prendre P'équation sous cette forme (104 x) (10—%)
=51, et y changer le signe de x, elle deviendrait (10— x) (1047
=51, clest-a-dire qu’elle resterait la méme, ainsi que la questio?
quil’afournie (*).

T29. Trouver un nombre tel que, si Pon multiplie sa moitié par soh
tiers, et qw’au produit lon ajoute la moitié du nombre qi'on cherche,
le résultat soit 3o. (Euler.)

Nommant ce nombre x, on aura

L xx 4% x —30;
multipliant cette équation par 6, elle deviendra
x* -} 3x=—180;

ajoutant alors de part et d’autre le carré de la moitié Ju coefficient

de v, on trouvera
%* -3x - =122,
extrayant des deux cotés la racine, on obtiendra

Bt g
*t+§=1%;

B == — %i%‘-’-.
C’esl-a-dire que le nombre cherché sera, ou 12, ou— 15 (Poyes le
n° 542).
Le premier satisfait au probleme, et le second y satisfait anssi, do
moins a la faveur des régles sur les signes. Mais sans cela voici quel

d’oti 'on tirera enfin

est I'usage de ce soluteur — 15: il faut, i cause du signe d’inversion,
remonter a la premiére équation du probléme, et y changer le signé
de x (n° 35), elle devient par la

FAQGTTING 2
t 20—+ r=30,

et nous apprend que le nombre 15 répond a cette question : Tron~

(*) L’équation da second degré A denx termes pent éire géncralement vepré”
sentée par 42 — a2 =0, on par @2 — a2 =0, ou par (@} x) (a — x) = o; O
I'on voit évidemment dans cette deraitre forme que I'équation ne saurait chang®

ar le changement du signe de & dans les deux termes qui contiennent cetle leitye
8 g
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ver un nombre tel que si lon multiplie sa moitié par son tiers, et que
du produit on retranche la moitié du nombre qu’on cherche, le résultat
soit 30.

Si cette question etit é1é propesée la premiére, et quon edit résolu
Péquation : heso o
PR =g X = 0,

On en aurait tiré « égal & 15 ou & — 12.

730. Avant de passer a de nouveaux problemes, il serait bon que
les commencants reprissent ceux gue nous avons déja vus, pour es-
sayer de les résoudre avec d’autres inconnues.

“Nous avons supposé que le troisieme joueur, dans la question du
0°® 348, se relirait avec « fois 5 écus; mais on aurait pu supposer qu’il
8¢ retirait avec  écus. On aurait aussi pu nommer = l'argent da
Premier joueur, ou celui du second, ou poser en fait que le premier
Joueur se retirait avec  fois 7 écus, ou encore que le second jouneur
8¢ retirait avec « fois 17 écus. Il sera bon d’essayer chacune de ces
maniéres.

731. On peut aussi résoudre ce probléme avectroisinconnues.

Si l'on suppose que le premier joueur se retire avec z fois 7 écus,
ou avec 7z écus, le second avec y fois 17 écus, ou 17y écus, le troi-

sitme avec « fois 5 écus, ou 5x écus, on aara les équations
177
L= T 3 y==a,

119zy |- 85yx 4 350 = 3830 %;
€t en substituant dans la dernitre les valeurs d’y et de z Lirées des
deux premiéres, on obtiendra une équation finale en =, qui sera pré-
Cisément colle des n® 348 et 722.
732. On pourra supposer aussi que le premier joueur se retire avec
* écus, le second avec » dGeus, et le troisibme avee z éeus, ce qui
donaera les équalions
x 7z i et
S i
xy -+ s | 2z =3830 2.
733. Si dans le probleme du n° 728, oo nommait la somme x, et
la (li[]'{'grcuwvr, le nombre cherché serait représenté par # — 10 ou

Par 10 — 5 en sorle qu’on aurait les deux é¢qualions
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Z—10= 10 —Y% s m_yﬁﬁ;;
mettant dans la seconde la valeur d’y, prise dans la premicre, o
trouverait

xx — 208 = —51;

ajoutant de part et d’autre le carré de la moiti¢ du coeflicient de >
ou le carré de — 10, on obtiendrait
i : .1:.1:—-20.17-{—100:_—!1.9;
puis, en extrayant la racine, et transposant,
. F=1077.
4 Le premier soluteur donne 17 pour la somme de 10 et du nombré
o : cherché, en sorte que ce nombrée est 7.

Le second soluteur donnerait 3 pour la somme de 10 et du nom-
bre cherché, en sorte que ce nombre serait — 7.

734. Si Pon nommait seulement = la somme, le nombre seraib
| z—10, et la différence 10 — z -}- 10 = 20 — ¥, ce qui donnerait
Téquation
/ 202 —av=>51,
qui revient & celle du numéro préeédent.

735. Si lon nommait x la dillérence, le nombre serait 10 —x, €t
la somme 10 -} 10 — x =20 — x, ce qui donnerait encore la méme
équation; mais ce scrait alors le second soluteur 3 qui répondrail 2
la question, au lieu du premier 17. ’

736. Si dans le probléme du n® 729, on nomme = la moitié du

2x

nombre qulon cherche, ce nombre sera 2x, et son Liers sera

sorte qu’on aura l'éguation
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Le soluteur direct 6 apprend donc que le nombre cherché est 12.
37. Si dans ce méme probléme on nomme  le tiers du nombre

e ion
cherché, ce nombre sera 3%, et sa moilié =, » tu sorte qu'on aura

Jxrx 3
—-1 —=230
2 2

S --3x —=06o
22 -2 ==120
xx |- 1=~
e
9

—s13

Le soluteur direct 4 donnera encore 12 pour le nombre cherché,
Dy reste, celte dernitre opération fait voir que les équations de tels
ou tels problemes peuvent étre beaacoup simplifiées par un heurenx

choix des inconnues.

38. Si lon avait représenté par x le produit, Péquation aurait
été bl(‘n moins simple ; on aurait en 30 — & pour la moitié du nom-

bre cherché, ce qui aurait donné 6o — 2 pour le nombre méme,

6o —
el C 2x

pour son tiers; multipliant alors la moitié par Ie tiers, on
aur:ul rouvé un produit, quon aurait égalé a x, ce qui aurait donné

2xrx— 1202 -!— 1800

==X
3
22rx—120x--1800=23=x
123
XL e T == — GO0
2
123 1512 729
rx—— | J e
2 16 16
123 27
Lo———— == —
4 Fay A
HuRiEaTy
P —— T —.
4 4

Le premier solateur avrait donné pour le nombre cherché un nom-
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bre inverse; mais le second soluteur 24, substitué a la place d’z dans
la fonction 6o — 2, qui exprime ce nombre, aurail encore donné
12 pour sa valeur.

739. Sans varier sur le choix de l'inconnue d’un probléme, o2
peut cependant varier dans la maniére d’en établir 'équation; cest
ce que l'on verra en comparanl le raisonnement que nous avons fait
dans le n° 349, avec celui de Lacroix, que nous allons transcrire icis
le probleme du cheval élant tiré de I'Algebre de cet auteur.

« Si on me disait ce que le cheval a coiité, je vérifierais ce nom-
bre de cette manitre : je le retrancherais de 100, et je ferais cetl®
régle de trois. Si 100 se réduisent au nombre que vient de me donner
la soustraction, a combien le nombre prétendu doit-il se réduire?
Ayant trouvé ce qatrieme terme, il devrait étre égal a 24.

« Nommons donc x le nombre cherché, cest-a-dire le nombre de
picces de 5 francs que le cheval a cotité. Alors, puisque 100 {francs
sont supposés se réduire a 100 — =, je trouverai & combien = doit
étre réduit en faisant cette regle de trois, 100: 100 —z: : z:; le

& (r00—x)x  100x—aw 3 3
quatri¢me terme sera — ——— OU =0 puis donc quon sup-

pose que le prix du cheval a été réduit & 24 pieces de 5 franes, il

100y — XX
—2ak.» (0" 723).

faut que 5

740. Voici quelques problemes dont on trouvera les solutions ala
fin de Vonvrage.

Prosrime I. Trouver un nombre tel qu'dtant son triple de son
carré, on ait 10 pour diflérence. ( Lemoine. )

Prozuiye I1. Je vous donnerai les pieces d’or que j'ai dans cetle
bourse, disait un pere a son fils qui étudiait les mathémaliques, 5t
vous pouvez endeviner le nombre : il est tel que son quintuple sur-
passe de 12 la moitié de son carré. (Lemoine.)

Proguine LT, Est-il possible de trouver un nombre dont le carré,
augmenté de 20, donne 16 pour somme ? (Lemoine.)

Proscine 1V. Quelques négociants établissent un facteur a Arc
changel, et chacun d’eux met en fonds dix fois autant d’écus qu'i]-"
sont d’associés; d’ailleurs T'appointement du facteur est fisé pour
chaque cent €cus du capital 2 deox fois aulant d’écus quiil y a '35
sociés. Or, il arrive que, si on multiplie la centieme partie de c€t
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ippointement par 22, on trouve le nombre des associés. On demande
Yuel est ce nombre. (Euler.) .

Proprime V., Quelqu’un achéle un certain nombre de pieces de
6rap; il paie pour la premiére 2 ¢eus, pour la seconde 4, pour la
troisitme 6, pour la qualribme 8, etainsi de suite: et toutes les pitees
€nsemble lui cotitent 110 écus. Combien y z_\—L-il de pieces ? (Euler.)

Proprime VI. Quelqu'un a acheté plusieurs picees de drap pour
180 écus. S'il avait recu pour la méme somme 3 pieces de plus, it
aurait eu la picee a 3 écus de meilleur marché. Combien a-t-il acheté
de pitces? (Euler.)

Proprime VII. Deux paysannes portent ensemble 100 ceufs an
Marché; 'une en porte plus que Pautre , et cépendant le produil est
le méme pour P'une et pour P’autre. La premiere dit & la seconde:Si
Vavais eu tes ceufsau lien des miens, jaurais reliré 15 sous. L’autre
luj répond : Si javais eu les tiens au lieu des miens, yaurais retiré

6s0us et 2. Combien d’ccufs chacune a-t-elle porté an marché?(Euler.)

Proerime VIII. Un marchand a un certain nombre d’aunes d’une
€toffe; un autre marchand a 3 aunes de plus de la méme étoffe , et
ils vendent tous les deux leur étofle, mais a des prix différents, et la
Somme de ces deux venles ensemble est de 35 écus. Alors le premier
Marchand dil au second : Si j'avais eu autant d’étloffe que vous, yen
Aurais yeliré 24 écus. L'autre répond :Si je n’avais pas eu plus d’étofle
que vous, je w'en aurais retiré que 12 écus . Combien d’aunes avaicnt_
Uls chacun ? (Euler.)

Proprime IX. Un homme ayant placé une somme @ dans une
€utreprise ou il perd d’année en année, et toujours dans la méme
Proportion, retive ses fonds. Il caleule alors que s'il edit pu les retirer
Apres |a seconde année, il et perdu b cette année-la. On demande
a combien pour ¢ montlait sa perte par an.

Partez de celte supposition, il Pcrd:\it & pour ¢ par an.

Prospinme X. Résolvez les éguutions suivantes:

ph g ko e A 25 W

2rb == 2z} hri— e e s B
arb=u I/’m“}“d"/ br2—xh oL (G,
Jbrx=a ) bar—d> LAV G a3 [ L D).

54

e S s Y S S

e e



CHAPITRE V

Méthode pour trouver par approximation les soluteurs

frrationnels des équations numérigues.

741. On nomme équations numériques celles dont tous les coefli
cients sont donnés en nombres, c’est-a-dire en chiflres. Les autres

sout des équations algébrigues ou littérales.

742. Nous n'avons point dans cet ouvrage considéré séparément
ces deux classes d’¢quations, parce que tout ce que nous avons dil
jusqu’a présent des équalions, convenait ¢galement aux unes et aus
autres; aussi, quoique nous en ayons souvent vu de numériques;
nous ne les avons employées que comme des exemples au moyen
desquels les commencants pouvaient plus facilement saisic ce que

nous exprimions cependant d’'une maniére génerale.

T43. Si nous résolvons par la méthode du second degré T'équa-
lion &* — 22 — 5 == 0, nous lrouverons pour ses deux solutenrs
1+4-176,el 1 —}76; mais |76 ==2.45, & un cenlitme prés (n® 340),
en sorte que les deux solutenrs ci-dessus peuvent aussi étre exprimes
par 3.45, et —1.45, ces nombres désignant les valeurs des deux
soluteurs, approchées jusqu’aux centiemes. Or, le but de ce chapitre
est de faire connailré une méthode particuliere aux équations numé-
riques, et par laquelle on trouve ainsi par approximation la valeur
des solateursirrationnels que ceséqualions, de quelque degré qu’elles
soient, peuvent contenir, approsimalion gue l'on pousse du resté
aussi loin qu’on le veut.

744, Mais la méthode dont il gagitici reposant sur quelques prin-
cipes que nous ne connaissons pas encore, et dont plusieurs sont pro-
pres aux équations numériques, nous commencerons par exposer
ces principes, apres avoir cependant fait observer avee Lacroix « qu’il
y a des équations liwérales qui se transforment sur-le-champ en
équuLinns numériques. »

« Sil'on avait, par exemple,
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7 apyr — 33pry+ 14p*—=o,
®n faisant y = p=, il viendrait
plrdapla* — 33pix | 4pd =
Yésultat divisible par p?, et qui se réduit a
z3 22 — 33z | 1h=0.»

Celte dernitre équation ayant un solutenr rationnel »z—=—7, fuit
¥oir que la proposée a aussi un soluteur rationnel, savoir,

——17p.
N. B. « L’équation eny est de celles que on appelle équations
710?{10;:&;;33, parce qu'en faisant abstraction des eoellicients numéri-

ques, chacun de ses termes renferme le méme nombre de facteurs. »

145. Cela posé, venons aux principes dont nous avons parlé.
Soit I'équalion
a? - 3 — S5 — a2 =0;
8i I’gn y substitue & = e nombre 1, son premier membre se réduit
L 34 etsil’on y substitue & & le nombre 2, son premier membre se
Yeduit & - 8, d’olt il résulle que ni 1 ni 2 ne sont soluteurs de la
Proposcée.

Mais puisqu’on peut considérer le o comme compris entre les deux
Quantités — 3 et -} 8, que nous venons de trouver, il parait hors de
doute qu’au moins un des nombres capables de donger, par leur
Substitntion & la place d’=, le résultat o, doit élre compuris entre les
Nombres 1 et 2, qui ont donné les résultats — 3 et - 8; en d'autres
lernies, la proposée doit avoir gu moins un de ses soluleurs entre 1
€l 2. Du reste, ce soluteur, ou ces soluteurs, s’il y en a plus d’un, ne
Sauraient étre imaginaires, car on ne peut pas dire que lessymboles
’mda‘m'm res sotent compris entre des quantités véelles. En oulre, dans
€e cas-ci, ils ne pourront élre enliers, parce qu'ils tombent entre 1
€l o, et ils ne pourrent éire [vactionnaires, & cause de la forme de
l’équuiion (n° G22). Ils seront donc nécessairement irrationnels.

T46. Pour démontrer d’une maniére rigoureuse (ue notre pro-
Posée a nécessairement an moins un soluteur plus grand que 1, et
plus pelit que 2, nous Vécrirons ainsi,

(@337 — (br -+ 2)=o0,
U nous verrons, 17 que puisque le nombre v, mis 4 Ia place de x,

donue e sésullat — 3 ,0n &, par celle substitution , la partie duCCLL
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que Jappellerai D, plus petite que la partie inverse, que j'appelle
rai I, ou (2?4 32 < (5x -} 2); et en effet, x3 }-3a2 =4, tandis
que S L a—7.

Nous verrons, 2° que puisque le nombre 2, mis a la place de &
donne le résuliat -8, on a, par cette substitution, la partie direct®
D plus graz!. que la parlie inverse I, ou (x? -} 32?) > (5x -+ 2)3
et en effet; a®-}-3x* = 20, tandis que 5z} a2 =12.

Nous verrons, 3° que plus » augmentera dans Péquation, ples les
parties D et I augmenteront chacune de leur coté, ce qui est uné
suile nécessaire de la forme de ces parlies, qui n’ont que des Lermes
directs, el qui ne contiennent que des puissances enticres et directes
de 'inconnue.

Cela posé, représentans par trois lignes droites la grandeur des trois
quanlités x, D et I. Si x a un pouce, D aura 4 pouces, et [ aura 7 pou~
ces; et dapres ce que nous avons dit, en faisant angmenter 2 par uft
mouvement conlinu, D el / augmenteront aussi par un mouytment
continu; enfin, lorsque = aura deux pouces, D aura 20 pouces, ¢k

Z en aura 12, cest-a-dire que nous aurons

En commencant le mouvement, En finissant le mouvement,

=g sl kel ==, | 1':2., De=320.d—13.

Mais la ligne P, qui était d’abord plus peuLL que la ligne 7, se trouve
finalement plus grande, quoiqu’elles aient 'une et Pautre 'mrrmenw
par un mouvement conlinu, ce qm prouve, 1° que le mou\cmeﬂf-
de D a é1é plus rapide que celui de 7; 2° qu’il y a en un moment,
pendant le mouvement, ol la longueur des deux lignes s’est trouvee
la méme, et ot par conséquent leur différence, comparable an pre”
mier membre de Péquation, était nulle. A ce moment, le mouve”
ment n’étant point terminé, la longueur de x était entre un et deuv®
pouces; et c’est celle valeur qui peut rendre nul le premier membr?
de Yéquation, on qui désigne un de ses soluteurs.

l‘lle

747. On raisonnera de la méme maniére sur tout aulre exem
ances entieres €
ace
(15,4

dans lequel 1a proposée ne contiendra que des puiss
directes de inconnue, el oir, substituant successivement & la pl

: . In
de celle inconnue, deux nombres direcls, en aura obtenu dé

résultats de signe contraire; et 'on en conclura done que celte pro”



DES LQUATIONS NUMERIQUES. 429

posée a au moins un soluteur réel compris entre les denx nombres
substitués (*).

T48. Supposons maintenant qu'ane équation, de la natare des
Précédentes, et que nous désignerons pari(A ), donue deux résultats
de signe conlraire lorsqu’on y met successivement —pet—g ila
place de «, et voyons ce qui en doit résulter.

Il est clair que mettre —p A la place d’x dans cette équation, re-
Vient 2 y changer d’abord les signes des termes qui contiennent les
Puissances impaires. de x, pour avoir une nouvelle équation (B), et &
substituer ensuite --p & la place d’x dans (B); dans ces deuxcas le
résultat est nécessairement le méme; et ce que nous disons de—p,
on peut le dire de —g¢.

Done, puisque —p et — ¢, mis pour x dans (A ), donnent deux ré-
sullats de signe conlraire, il est clair que | pet - ¢, mis pour x
dans (B), donnent denx résullals designe contraire. Donc (B) aau
moins un soluteur réel entre - p et -+ ¢. Donc (A), dont les soln-
teurs ne different de ceux de (B) que par les signes (n° 624 bis), a
au moins un soluteur réel entre —p el —g.

749. Supposons ensuite qu’une équation, toujours de la nature
des précédentes, donne deux résultats de signe contraire lorsqu’on
Y mel successivement -~ p et — ¢ & la place d’'w; si nous y metlons
o0 ala place d’z, il est évident que celle équation, comme loule
aulre, donnera alors pour résultat son dernier terme (**), qui sera
direct ou inverse, et par conséquent de signe contraire a l'un des
deux rasultats obtenus par la substitution de - p et de —¢.On aura
donc au moins un soluleur, on entre-|-o et-}-p, ou entre — o et — g,
€L a plus forte raison entre -4-p et — g.

750. Supposons enfin gu’une équation de forme quelconque,

(*) La proposee peut dans tel on tel cas avoir plus d'un soluteur entre les deux
Nombres substitués ; car il n’est point dit que Jes mouvernentsde 1) et de T, quoique
Coutinus, soient uniformes; ils penvent éure vaviés de manicre i ce que les longueurs
des deux lignes soieut plus d'une fois égates dans nn espace douné.

(**) Tous les termes d'une équation contenant toujours x, excepté le dernier
(n® 577) , sil'on fait x==0,on a pour résultat le dernier terme, les autres étaunt

Heécessairement nuls.
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donne deux résultats de signe contraire lorsqu'on y met successive-
ment deux nombres différents a la place de son inconnue; si dansla
premiére substitution on avait D > 7, dans la seconde on awra </,
et réciproquement. En représentant donc encore par des lignes les
quantités x, D et 7, on comprendra que la ligne IJ, gui était d’abord
plus grande ou plus petite gue 7, n’a pu se trouver finalement plus
petite dans le premier cas, ou plus grande dans le second, sans qu"il
¥y ait eu un instant d’égalité entre elles, ce qui sera arrivé ainsis
x augmenlant, ou les deux parties D eL 7 auront augmenté, la plus
petite plus promptement que Vautre , on les denx parties D et [ avu~
ront-diminué, la plus grande plus promplement que Pautre, ou des
deux parties Det Z la plus grande aura diminué pendant gue la plus
pelile augmentait, o enfin l'une de ces deux parties n'aura point
changé pendant que Pantre, si elle était plus grande, aura diminué,
ou que, si elle était plus petite, elle aura augmenté (¥).

1 751. Done, « s Lon a uneéquation quelconque , et que Lon trouve
8 denex nombres tels qilétant substitués successivement & la place

de linconnue de cetie équation, ils donnent des résultats de signé

contraire, Déquation aura nécessairement au moins un solvienr réel

dont la valeur sera entre ces deux nombres. » (Lagrange) (%),

752. Le principe que nous venonsde démontrer nous sera bientot

g ety

trés-utile ; mails nous devons en élablir dautres.

Supposons une équation algéhrique on nuniérique, dont le pre-
mier terme ait pour coeflicient =4~ 1, et donl tous les auvtres coefli-
cients soient égaux entre eux, el aient le méme signe, semblable

2 ou non a celui du premier terme; celle équation aura celle forme
.l‘mit‘]i‘-{”"_[ i]b e e =

et nous pourrons I'écrire ainsi,

am—= R (am—ifam—....4+2xt|1)=0.

eh

(*) Lies commencants feront bi sur des éqnations de différentes

3 formes, en inscrivant, dans de petits table de x, de Detde I,a%

i commencement et i la fin du mouvement ¢

¥y 1l ne Taut pas perdve de vue que ces solulears peavent, suivant les cas , ebr®

enticts , lractionnaires , ou irrationnels, mais non hmaginaires.
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B e |11

Or, gm—r +xm—z, + i —=——

—

(0® 127), on aura donc

B |
am—4- R =o,
Z A L1
Ou, ce qui revient au méme,
i >
= 475.. ]—1‘,
XM = ——— G~ =,
T \Nrx—1 X1

Maintenant, si Pon cherche la différence qu’il y a entre la grandeur
du premier terme el la grandeur de la somme de tous les autres,
abstraction faite du signe du premier terme et du signe général de
la somme des autres, celte différence aura pour expression

R ¥

— Sty

e ], L =1

3 i ;
Si donc on sapposait —— =1, cette méme différence deviendrait
T

b

g =1,
n

Mais supposer Fant i 1,c’est supposer R=x—7, ou a=R-|1,

Ainsi done,. si ’on met 4 la place d’z, dans celte équation, le
Coeflicient commun 2 augmenté de 'unité, le premier terme am
Surpassera par sa grandeur la somme de tous les aulres, abstraction
faite du signe de ce premier terme et da signe général dela somme
€n question, et la différence de ces deux quanlilés sera Loujours 1.

Mais si le second terme el les suivants » ayant le méme coeflicient 5
D'ayajent pas tous le méme signe, leur somme serait alors nécessai-
"ement plus petite, da moins en faisant abstraclion de son signe
8¢néral, comme onle veutici, et par conséquent, si Pon mettait en-
Core 2 -1 dans P'équation a la place de a, le premier terme surpas-
Serail la somme de tous les aulres d’une quantité plus grande que
dans |e premier cas.

Si le second terme et les suivants, ayant tous le méme signe,
Wavaient pas tous le méme coeflicient, alors il Y aurait un de ces
Cocllicients, répété ou mon, qui serait plus grand que chaecun des

Autres, et que l'on reconnailrait facilement lorsque PPéquation serait
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numérique. Par cette inégalité de coefficients, Ia somme du second
terme et des suivants serait moindre que si tous les coeflicients étaient
égaux au plus grand, que nous appellerons toujours R. Par consé-
quent, si Pon mettait -1 dans I'équation i la place d’=, le pre-
mier terme surpasserait la somme de tous les autres d’une quantité
plus grande que dans le premier cas.

Eofin, si le second terme et les suivants n’avaient ni tous le méme
signe, ni tous le méme coefficient, et que Pon mit a la place d’x dans
Péquation le plus grand coeflicient augmenté de T'unité, le premier
terme aurait une double raison pour I'emporter sur la somme de
tous les autres.

753. Cela posé , il ne sera pas difficile de démontrer, pour le cas
des équations numériques, que foute équation de degré impair @ att
moins un soluteur récl, et que si le premier terme de Péquation est
direct, ce soluteur est de signe contraire i celui du dernier terme,
qu’autrement il est de méme signe. Nous prendrons des exemples
particuliers, mais nous raisonnerons généralement.

Considérons, 1° une équation de degré impair , dont le premier
terme soit direct, et le dernier inverse, comme

a® - axh —62% -5x* —2x —1=0;

mettons dans celte équation 4o & la place d’x, elle se réduira 2
son dernier terme, et nous aurons un résulial inverse (ici — 19-

Meltons ensuite, 4 la place d’x , le plus grand coeflicient deléqua-
tion, augmenté de l'unité, et pris en -} (ici- 7), le premier terme
Pemportera sur la somme de tous les autres, et nous aurons par con”
séquent un résultat direct, le second terme et lessnivanls fussent-ils
méme tous inverses ( ce résultat est ici 4 19781).

La proposée aura donc entre 0 et R-L1(ici entre o et 7), au moins
un soluteur réel et direct, et par conséquent de sigue contraire &
celui de son dernier terme.

Considérons, 2° une équation de degré impair, dont le premier
terme soit direct, et le dernier aussi, comme (A);

25— qrh— 62} — 52 — 22 +1=0,. .. A)
changeons les signes des termes qui conliennent les puissances im-

paires de ¥, NOUS aurons une nouyelle équation
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—a® —axbf 6ad —ba*t-22 4 1—0,
dont 1e premier lerme sera inverse, el le dernier toujoars direct; et
als
avec des signes contraires (n° 624 bis). Changeons actuellement tous
les signes de celte nouvelle ¢qualtion, cela ne changera rien & seg

Celle ¢qualion d’ailleurs aura les mémes solateurs que (A), m

soluteurs, et nous obtiendrons une équation

2% - 224 — 653 | 5x* — 9 —1=0.... (B)
de degré impair, dont le premier terme sera direct, et le dernier
nyerse. Celte équation (B) aura donc au moins un soluteur réel
divect, Ft par conséquent I’équation (A) aura an moins un solaleui
Féel inverse; cest-A-dire de signe contraire 4 celui de son dernjer
lerme.

Considérons, 3° une équation de degré impair, et dont le premier
lerme soit inverse ; en changeant tous sessignes, on ne changera rien
aseg soluteurs, et 'on retombera dans un des deux cas précédents.
Mais en changeant tous les signes, on a changé celut du dernier
lerme; en sorle que si on ne leseiit pas changés, le soluteur en ques-
lion, au lieu d’avoir un signe conlraire & celui du dernier terme;
Aurail e méme signe que lui.

Le principe est done démontré.

754. On prouvera tout aussi facilement, que ftoute équation de.
degré pair, dont le premier terme est direct, et le dernicr inverse, oi
dont fe premier est inverse, et lv dernier direck, a au moins dews s6-
lutenrs réels, Pun direct , et Pautre inverse.

Considérons, 1° une équation de degré pair, dont le prémier termé
80it direct, et le dernier inverse, comme

xf—o2x3 ;35 ;v —2-—0;
Mettons dans cette équation o & la place d'x, elle se réduira a son
dernier terme, et nous aurons un résuliat inverse (ici—2).

Mettons ensuite, & la place d’x, le plus grand coefficient de Péqua-
lion, angmenté de P'unité, et prisen -~ (ici—}-4), le premier terme

’en‘:por:era sur la somme de tous les antres, el nous aurons par con-
S¢quent un résultat direct, le second terme et les suivants fussent-
ilg méme inverses (ce résultat est ici—- 178).

La proposée auradoncentreoet R 1 (icientre o et 4), au mains

U0 soluteur réel et direct.
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Ce r’esl pas loul: si nous changeons, dans la proposée, les sighes
des termes qui contiennent les puissances impaires de x, nous au-
rons une nouvelle équation

aitoad 4 Ju? —x —2=0,
dont le premier lernie sera toujours direct, et le dernier toujours g
verse, el qui aura par conséquent au moins un soluteur réel et di-
rect. Mais les soluteurs de cetle transformée ne different de cenx de
la proposée que par leurs signes; done la proposée aura an moins an
soluteur réel et inverse; done elle a au moins deux solutenrs réels
Pun direct et Pautre inverse.

Considérons, 2° une équation de degré pair, dont le premier termé
soit inverse, et le dernier direct; changeons tous les signes de cellf
équation, ses soluteurs ne seront point changés, et I'équation re’
trera dans le cas que nous venons d’examiner; donc le principe est
démontré.

755. Si Pon n’a pour but que de rendre la partie dirccte d'un®
équalion supérieure 2 la partie inverse, on y parviendra souvenl ent
substituant &4 « un nombre moindre que le plus grand coefficient
augmenté de Punité; car, apres avoir changé tous les signes de Pe-
quation pour rendre le premier terme direct, s'il ne Pest pas déjis
on pourra metlre a part, pour quelques moments, les autres lermf‘-"’
directs, en cas (u'il y en ait; alors le plus grand coefficient de cet®
qui resteront, ne sera que le plus grand coeflicientinverse : ce nombrt”
l1a augmenté de V'unité, et mis en 4 a la place de x, rendra comm®
A Pordinaire le premier lerme supérieur & la somme de ceax qu'o?
aura conserves, cest-a-dire 4 la somme des termes inverses; on aul
donc un résnltat direct, auquel on ajoutera les termes directs qﬁi
avaient 61é écarlés, et qui ne feront qu'augmenter le résuliat déj
direct. :

De méme, si Pon n’a pour but que de rendre la parlie inverse d’uf®
équation supérieure & la partie directe, aprés ayoir changé tous les
signes pour rendre le premier terme inverse, s'il ne Pest pas déjs

le

ot pourra suivre une marche analogue a celle que noas venons
nentd

tracer, et substituer & x le plus grand coefficient direct aug:

de Vunité.

756, Supposons done une équation dont le coeflicient du ywmli"'
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lerme soit -1, si Pon met & la place de l'inconnue le plus grand
Coeflicient inverse augmenltéde Punité, et pris en -, on aura un ré-
sulial direct; et si 'on mel sucessivement ala place &’ des nombres
de plus en plus grands, a partir du plas grand coeflicient inverse
Aemenié de Vunité, on aura des résultats divects de plus en plus
&rands : en sorte que tous les soluteurs de Péquation seront moindres
Que § - 1, S désignant le plus grand coeflicient inverse.

Tous les solateurs directs seront donc compris entre o etS -1,
Cest-a-dive que le plus grand coeflicient inverse, augmenté de Punité,
® pris en |-, sera la plus grande limile des soluteurs directs de la
Proposgée.

Cliangeant ensuite les signes des termes qui contiennent Ies puis-
Sanceg impaires de Pinconnue, et rendant direct le premier terme
de 1o transformée, s'il se trouvait inverse apres le changement, on
Yerrait que le plus grand coeflicient inverse de celle transformée,
dugmenté de Punité, serail une limite de ses solutears directs, et par
Conséquent des soluteurs inverses de la proposée (*).

157, Tout cela posé, venons & la méthode d’approximation pour
les soluteurs irrationnels des ¢quations numériques, méthode qui
tst le but p]‘intipui de ce chapitre (n°® 743). Nous l'appliquerons Lout
de suite & des exemples parliculiers, qui sufficont pour la faire trés-
bien connaitre.

Reprenons Péquation da n° 743,
Pr—aor—5b=o0,

€L supposant gue nous ne connaissions point ses solateurs, cherchons-
€5 autrement que par les méthodes propres au second degré.
D'abord, par le principe da n® 754, ces deux soluteurs sont réels,
]’Lln direct, et Paunlre inverse. Ensuite, par le n" 622, ils ne peavent
Cire fpaclionnaires. Ils sont donc, ou rationnels enliers, ou irration-
Nels, Mais aucan des diviseurs entiers du dernier terme, savoir -}~ 1,

~1, 45, — 5, ne satisfail a I’équalion ; donc ses soluteurs sont
rationnels.

S —

(*) La considération de ces limites est souyent utile dans la recherche des solu-

Loy,

vationnels; elle peut faire éviter essai de plusieurs diyiseurs du dernier Lerme.




4306 SOLUTEURS IRRATIONNELS

Cherchons d’abord celui qui est direct: par len® 756, il doit élre
plus petit que 6. Essayons done de mettre successivement 4 la place
de x lesnombreso, 1, 2,3, 4, 5 et 6, pour voir si nous n’obtiendrons
point des résullals de signe contraire (n° 751). Clest ce quia lieu, €8
effet, par lessubstitutions de 3 et de 4, qui donnent—2 et-}- 3. Le so-
Inteur direct est donc entre 3 et 4, c’est-a-dire qu'il est égal a 3, plus
une fraction illimitée. Ayant trouvé cela, voici, & proprement parlers
ol commence la méthode en question.

: 1 X i : i A
Désignons par — Ia fraction qu'’il faut ajouter a 3 pour avoir #;
B
1 1 A l»
nous aurons a::b'—l—F, le caractére  devant éire un nombre di
1 - ki .
rect, et plus grand que 1, afin que — S0it une véritable fractiof
w

5 . L .
additive. Meltons esuite 3 | 7 la place de = dans la proposées

elle deviendra

6 1
Q‘if@‘l‘ﬁ
e T s 5%
B
=5

ou, en réduisant et changeant les signes,

4 1
Hem i ———0
B 8
ou, enfin, en multipliant par 82, et divisant par 2,
ﬁ‘ _— 23 -—% =0

Maintenant, nous devons avoir & direct, et plus grand que 1}
mais par le n° 756, il doit éire plus petit que 3; nous essaierons don®
4 la place de 8, 1, 2 et 3, et nous trouverons — 1 i, —tet} 23

ce qui nous prouvera que £ est entre 2 et 3. Nous ferons done =2
1 o -

=+ —, v devant aussi étre direct, et plus grand que 1, et nous mel”
¥

Lrons cetle valeur & la place de 8 dans Véquation précédente, qub
deviendra ainsi
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s 4 1
4 +— e
7 7?
':O,
b
¥

2
ou, en réduisant, changeant les signes, et multipliant par 25%,
32—y — 2=—0.
Nous devons avoir y direct, et plus grand que 1; mais il doit étre
plus petit que 5: nous essaierons donc pour 5, 1, 2, 3, 4el b, et nous
trouverons -— 5, — 6,—5, — 2 et <}~ 3, d’olt nous conclurons que

1 .
y est entre 4 et 5. Nous ferons donc y = 4 | == & devant a son

tour étre direct, et plus grand que 1, et nous metlrons cetle valenr
a la place de » dans I'équation précédente, qui deviendra

8 1
e e

[J- =)
T el ’
d

o = e |

on, en réduisant, changeant les signes, multipliant par 4, et divi-

sant par 2,
4§ — 2&‘——% —T

Sans aller plus loin, nous observerons que cetle équalion en J est
la méme que celle en 8, en sorte qu'elle doit nous donner les mé-

3 1 . : :
mes résultals; nous aurons done #=2 |- —. On tirerait de la une
£
équation en ¢ nécessairement la méme que celle en 5, et I'on en con-
, 1
clurait ¢ :f}—l—?, etc.

Nous ayons eu successivement
1 1 1 1
,1:$3—|——E, B:2—i—~—, yx;ﬁ._'_T, 5\:2_1__,
7 13

1
c=4 4 E, ele.

3 » r
Qod il pésulte
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?—}— ete.
On peut tirer de 14, par Ie principe dan® 170, des fraclions convesr-
genles vers la valeor de @ ; ces fraclions sont celles-ci (n° 172):

o 3 2 4 2 4 efe.

it 3 7. Br-:6gs. 307

(¢] 377 g g ¢ 26°- . 8g

ele.

anxquelles on appliquera tout ce que nous avons dit dans les n®* 178
y . - - 7
a 186 bis inclusivement.

Si nous réduisons' en décimales la fraclion £

£2. nous [rouverons
3.45 pour la valeur direcle de @, comme au n° 743. Cetle quantité
est un peu trop grande (n°184); mais comme la véritable valeur de

x tombe entre &

et £2 (n° 185), et que ces deux fractions ve difle-
rent entre elles que de 1i5(n° 178), erreur dont il s’agit est encore
moindre que cela.

Pour trouver le solutenr inverse de la proposée, on y changera
les signes des puissances impaires de x, ce qui donnera la nouvelle
équation

x> —-}« 26— 5=—0,
dont on cherchera, par la méthode précédente, le soluteur direct; et
ce soluteur, pris en —, sera le soluleur inverse de la proposce. Nous
abandonnons ce calcul aux commencants.

758. Du reste, il est bon d’observer ici que les fractions continues
sont dites périodiques lorsqu’elles ont un nombre de termes illimité,
et que les mémes dénominateurs reviennent toujours dans le méme
ordre. Clest ce qui a eu lien dans le numéro précedent.

On démontre qu'on peut trouver la somme de toute fraction de
celte espece par la résolution d’une équation du second degré; et
réciproguement que tonl soluteur irrationnel d’'une équation du se-
cond degré peul toujours se véduire 4 une fraclion continue pério-
dique.(Je renvoie pour cela an Traité de la Bésolution des 1;':1-4115:"a:f'r:)
numériques, par Lagrange. )

759, Soit, pour second exemple, I'équation

23 —gx-Lg=0:
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elle a, par le n° 753 au moins un soluteur réel et inverse; et par le
" 572, ses soluleurs sont tous trois réels, et elle est en ouire dans le
¢as irréductible; en sorte qu'on n’y appliquerait pasavec avantage les
formules du n° 569. On ponrrait trouver ces soluteurs par approxi-
Mation, au moyen des principcs posés dans les n°* 578 et 579; mais
Nous ailons employer pour cela la méthode propre aux ¢quations
numériques.
D’abord, les soluteurs ne peuvent élre tons Lrois inverses parce
. que 'équation manque de second terme (n** 410, 576); il y en aura
donc au moins un de direct, et nons commencerons par la re-
cherche de celui-lA. '
FLa plus grande limite des soluteurs directs élant 8, nous substitue-
rons successivement a x les nombres

2

05 1525 3, %, 5,165, 18

et nous aurens les résullats suivanis,

+7, 41, 41, F13, 443, +97, 4181, 4301, + 463,
qui sont tous de méme signe, quoique nous soyons siirs que 'équation
ait an moins un soluteur entre o et 8. Cela nous fera comprendre
qu'au lieu d'un solutenr direct, il doit y en avoir deux trés-rappro-
¢hés Pun de Pautre; en sorte q’ils tombent tous deux entre les mé-
mes nombres entiers conséeutifs. Sl avrivait, par exemple, qu'en
substituant dans une ¢quation les nombres 2, 2 L et 3, on eilt pour
Premier résullat un -}, pour second un —, et poar troisiéme un -+,
onen conclurait Vexistence d’un soluteur enire 2 et 2 1, et celle d’un
autre soluteur entre 2 4 et 3; mais ces deux soluteurs n’aurajent point
€Lé apercus, sil’on n’edl substitué dans Péquation que les nombres 2
€L 3, parce quon n'aurait eu alors que les deux résnltats de méme
signe -} et-}-. Pour ne pas tomber dans cet inconvénient , 1l faudrait’
qu’il y etit loujours entre deux nombres conséculifs, pris dans la suite
de ceux que l'on substitue, une différence moindre que Ia plus petite
diffé¢rence qui existe entre deux des soluteurs de la proposée. On
lrouvera dans l'ouvrage de Lagrange des moyens de parvenir a ce
bm', et nons nous conlenterons ici d’une espéce de la‘llonnemcut, son-
vent plus expéditif que les méthodes rigourenses.

En observant que les résullals que nous avons oblenus par nos
différentes substitutions, vont d’abord en diminuant, pour angmen-
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ter ensuite, en sorte que le o est compris entre les deux résultats
-1 et 4 1, qui proviennent des substitutions 1 et 2, nous serons
portés a croire que les deux soluteurs en question lombent entre €8
nombres 1 et 2. Nous essaierons donc de substituer a x le nombre
1 1, en comparant le résultat que donnera ce nombre avec ceu®
qwont donnés les nombres 1 et 2; si cela ne réussit pas, nous substi-
tuerons encore 1 + et 1 $, en comparant les résultals avee les prece-
dents, etc.

Mais 1% ou £ donne— }; en sorle qu’on a pour les nombres 1, 13

1

" .. . %4

2, lesrésultats 4~ 1, — %, - 1: ce quiindique un soluleur entre 1 €t
11, et un autre entre 1 jet 2.

Faisons z—1 +‘g: la proposée deviendra, apres les réductions

et multiplications convenables,

B —4p+ 38+ 1=0.
Comme il y adeux soluteurs entre 1 et 2, 2 doit avoir deux va-
leurs directes, et plus grandes que 1, ou, ce qui reyient au méme,
Péquation en § doit avoir deux soluteurs directs au-dessus de Punité-
En substituant & 8, les nombres 1, 2, 3, &, 5, les résultats appren-
nent qu'une des valeurs de G est entre 1 et 2, et lautre entre 2 et 3-

. s
Servons-nous d’abord de la premitre , et faisons 6= 1+~ —, I'équa-
¥
quation précédente deviendra

y3—2y* —y41=0,

et ne donnera pour y quune valeur directe au-dessus de 1, savoir
i :
entre 2 et 3. Nous ferons done encore y =2 —{—?, etl’équation pré-

" cédente donnera
§3 = 34? —=fd=—1=0,

d’ott on tirera une valeur de & entre 4% et 5, et ainsi dé suite.
Un des solateurs directs sera donc

o & - ete.

et les fractions convergentes vers ce soluteur seront
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o 1 1 2 4 ete.
1 1 2 5 22

—_ = = S efc.
o 1 i 3 13

. 1
Reprenons la seconde valeur de 8, et faisons g — 2 J- 5 eelte
¥

Valeur, substituée dans Péquation en 8, donnera

vl 3yt —=ag—a1=—o,
Q'olt I'on tirera la valeur de y entre 1 et 2. Faisons donc y=1-4 i— 5
l’équation précédente deviendra

3B Gh 1 —0,

Poli 'on conclura & entre & et 5, et ainsi de suite.
Le second soluteur direct sera donc

.1:m1-—|—i+ 1
PN e 1
} +IA]—ete.

® les fractions convergentes vers ce soluteur seront

0 1 2 1 4 elc.
1 1 3 4 1Q
=T = = —‘)— elc.
o 1 2 3 14

Si Pon voulait pousser plus loin Papproximation de ces soluteurs,
on remarquerait que les deux équations en ¢ ont é1¢ les mémes, d’ott
L résulte qu’on obtiendrait depuis 13 les mémes résultats pour lous
¢ deux; il suffirait donc d’en calculer un.
Revenons an soluteur inverse de la proposée, et commencons par
¢ rendre direct : en changeant dans Péquation les signes des puis~
%inces jmpaires de ', nous aurons — x? - 7 +7=o0, on
at—gx —7=o0.
'_S“])sliluant les nombres 0, 1, 2, 3, 4, nous trouverons des résultals
verses jusqu’a 3, et un résuliat direct pour 4. Noos n'irons pas plus
Oin, parce qu'il 0’y a qu'un solutenr & chercher, et que nous le

Say 1
Vons actuellement tomber entre 3 et 4. Nous ferons @ — 3 +—,
B

[
U noyg aurons

56
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B — 208* — g —1=0,

L'inverse devant ici, par la forme de I'équation, emporter sor lé
direct, tant qu’on ne mettra pas pour £ une quantilé un peu grande, 2%
lieu de substituer d’abord les plus petits nombres pour aller jusquav™
plus grands, nous suivrons une marche rétrograde, et nous co®”
mencerons par la limite 21 pour descendre vers le 0. Mais comm®
21 et 20 donnent tout de suite deux résultats de signe contrair€’

1 ¥ e . 2
nous ferons B — 20 4 —; sans faire d’autres substitutions, puisq?®
¥

Péquation en x ne pouvant plus avoir qu’un soluteur, celle en £ 1
peut donner pour ce caractére qu’une valeur au-dessus de 1. Nov*
aurons donc
18193 —391y* —bdoy —1=—0,

équation que nous laisserons sous cette forme. La plus grande limit¢
estici 831 1, cest-a-dire un peu plus de 3 ; nous substituerons do?°
depuis 4 en descendant, parce qu’il y a beaucoup d’inverse da?*
Péquation. Les nombres 4 et 3 donnant d’abord deux résultats de

- . ] . - »
signe conlraire, nous ferons y =3 4~ —» et ainsi de suite.

Le soluteur direct de #® — 72 —7 =0, sera donc

en sorte que le soluleur inverse de la proposée x° — x4 7="0
sera la méme valeur prise en moins, ou

1

= 1
20+T5. - ete.

De la, on tirera les fractions convergentes inverses

o 3 20 3 etc.
1 3 61 186

—_——, =y =, == ——  efC.
o 1 20 61

760. On pourra s’exercer encore sur 'équation

a3 —2x —b5=0,
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ue Pon reconnaitra d’abord, par les n 572 et 753, n'avoir qu’un
solateur reel direct et deux imaginaires.

Ontrouveraa=2,5=10,7=1,8= 1,6=2,0=1,1=3, etc.;

€0 sorte qu’on aura

%u 'on exprimera cette valeur par les fractions convergentes

(6} 2 10 1 1 2 1 3 etc.

1 2 21 23 44 111 155 576

= == el
o 1 10 1L 2r 83 inph a75

761. Il est bien clair du reste, que cette méthode fera trouver par
‘pproximation les racines des puissances imparfaites. Voici, par
“xemple, comment il faudrait chercher par son moyen la racine
Carrge de 2.

Posant =z=—=|~2, carrant les deux membres, et transportant tout
dang 1¢ premier, on aurait

Z?=——2=—0;
Cette €équation a, par le n° 754, deux soluteurs réels, 'un direct et
Pautre inverse; et par le n° 756, la limite, soit de 'un, soit de l’au-
tre, est 3, Substituant A  les nombres 0, 1, 2,3, on trouvera un
. A 1 :
thangement de signe de 1 a 2; on fera donc #=1-}- —, ce qui don-
5 > Bty
Yerg I'équation
B#*—2f—1=—0,

dims laquelle mettant pour'g, 1, 2eL 3, on trouvera un changement
1 .
de signe de 24 3. En sorte que P'on fera g=— 2 % ce qui donnera
¥y —02y—=1= 0;

Celye €qualion étant la méme quela précédente, donnera les mémes

ré, Xl ‘
“ultats, qui reviendront sans cesse. On aura done; sans aller plus
Oin

>




®

444 . SOLUTEURS IRRATIONNELS DES FQUATIONS NUMERIQUES.

1
Va=14+— 1
ity
e 1

2 +2

2 - ete.

valeur dont les fractions convergentes qui suivent, approchent de
plus en plus
o 1 2 2 2 2 2 elc.

= ete.
5 12 29 70

1 1 3 7 17 A1 gy
= )

(Voye: le n° 758).
3
On pourra chercheraussilaracine troisisme de 2, en faisant =12
d’olt 4* — 2 = 0; et ainsi pour d’autres racines et pour d’aulres

nombres.

CHAPITRE VIL

Exercice sur la résolution des probléemes de degrés plus
élevés que le second.,

762. Le problcme du n® 351 nous avait donné cette équation,
323 1 102* = 13000,
qu’il est bien facile de résoudre. On en tive d’abord 1323 = 1300
puis 2% == 1000, ce qui donne
X— 10,

11 y a donc 10 eapitaines, comme on peut le vérifier.

Silon multiplie ce nombre par les deux racines cubiques im35"

; o a
naires de Punité (n° 488), on aura les denx autres soluteurs de |
proposée, qui sont

—545—3" , —5—5/=3.
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Ces soluteurs salisfont comme V'autre & Péquation, mais ne sont d’au-
cunu sage pour la solution du probleme.
763. Le probléme du n® 354 nous avait donné cette équation,
‘ xf— 1 —=0624.
On en tire 2% = 625, ce qui donne
=1y,

H y a donc 5 jetons dans chaque rangée, ce que I'on pourra vé-
rifier.

Si Pon multiplie ce nombre par les trois racines quatricmes de
Punité, différentes de 1 (n° 488), on aura les trois autres soluteurs
de la proposée, savoir,

5 BV =1, =5 =1,
lesquels satisferont 2 'équation , mais ne serviront point a la solution
du probleme.

764. Du reste, nous n'aurions pas de peine actuellement a résou-
dre 'équation

Fhslepteleyoha=m6j
qui, dans le n°® 488, devait nous conduire aux (rois racines qua-
tritmes de Punité, différentes de 1.

Cette équation, par le n® 753, a un soluteur réel inverse. Or, ce
soluteur, s'il est rationnel , ne peut étre que — 1, nombre qui réduit
en effet & 0 le premier membre de la proposée. Divisant donc ce
premier membre par - 1, on aura un quotient du second degré

qu’on égalera a 0, et qui donnera les solmeurs—l—l/'—-Tel—-l/——_f.
765. Le probléeme du n° 352 nous avait donné Péquation

8240x-|-4oxxw

— 10xx 224
5o ~+-224,

d’oli 'on pent tirer successivement
824ox -+ 4o = 10002* - 22400
4ox’—1000x* - 82box— 22400 =0
a3 — 252* -}- 206x — 560 =o.

Cette équalion, par le n° 753, a au moins un soluteur réel direct;
Voyons d’abord si ce soluteur ne serait point rationnel : peut-éire dans
fette recherche trouverons-nous les autres soluteuars.
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Les diviseurs du dernier terme sont ( Arithmét, v° 220) 1, 2,
4,5,7,8,10,14,16, 20, 28, 35, 4o, 56, 70, 80, 112, 140,280,
560, quil suffit d’essayer en -, car il est facile de voir par le
0° 624 bis, que équation n’a aucun soluteur réel inverse. Du reste,
on ne peut éliminer aucun de ces diviseurs, puisque la limite des
soluteurs directs est 561. Mais si nouos trouvions un seul de ces so-
lutears, nous pourrions abaisser Péquation au second degré, et avoir
ainsi facilement les deux autres. Essayons done d’abord un certain
nombre de nos diviseurs, en opérant comme au n° 624 bis ; et for-
mous le tableau suivant, aprés nous étre assurés par la substitation
immédiale de l'unité qu’elle ne satisfait pas & Péquation

+2,+ 44 54+ 7,4 8,4 10,4 14
—280,—140,—112,— 80,— 70,— 56,— 4o
— 74, 66,4 94, 1126,-}136,}150,-}-166
—. 37 18,4 13,4 15

— ba — 7,— 8,— 10

PROBLEMES

— 31 = i, 1, 1.

Ce tableau nous apprend que les nombres 7, 8 et 10, satisfont &
Péquation ; en sorte que connaissant ainsi les trois soluteurs, qui sont
non-seulement réels, mais encoré rationnels, nous n’avons pas be-
soin d'essayer les autres diviseurs du dernier terme de I'équation.

Il y a donc ou 7, ou 8, ou 10 associés, ce que 'on peut vérifier.

766. Le probleme du n° 355 nous avait donné Péquation

xb— 2} bbx* - hgr—245—0,
qui a, par le n° 754, au moins deux soluteurs réels, 'un direct, et
Vautre inverse. Voyons donc d’abord si ces soluteurs réels sont ra-
tionnels.

Les diviseurs de 245 sont 1, 5, 7, 35, 49, 245, qu'il faut essayer
tous, soit en -}~ , soit en —; car la limite directe et la limite inverse
sont également 246 (n° 756). Aprés avoir donc substitué immédiate-
ment -1 et —1, et avoir vu que ces nombres ne réussissent pas,
nous formerons le tableau suivant,
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+ 5,— 5,4 7,=~ 7:+357_351+493_49’+245 — 245,
9,149, 35,1859,k 7,— 5,4 5, 3,1 4,
0,98, 14, - 88, 42, 456, 46, 54,4 48,4 50,
+ 2,—12
—b4o,— 56~
= Tt
byt 0 B Pt RIS
qui nous prouvera que -7 et — 7 satisfont & la proposée; et qu’elle
n’a point d'autre soluteur rationnel que ces deux-1.
Nous abaisserons donc celte proposée en divisant son premier mem-
bre par (x—7) (=7 ou par x*—4q: le quolient sera ¥ —=z-|.5;
en sorte que nous naurons plus & résoudre que Péquation

r“—-‘-_;z:'—-I—S_—_.O,

qui nous donnera x=1-41}/—1q.
Les quatre soluteurs sont don¢ +- 7, =7, 1 -1 ~1getl—1
1" =—1g, d’ot il résulte quela garnison était de 7 fois cent hommes,

ou de 700 hommes.
767. Le probléme dun® 350 A nous avait donné les deux équations

Py =yl

xx~—=xy=—18.

De la premigre on tire facilement,,

AL e
P Sy v z-|-1
Substituant cette valeur dans la seconde;, elle devient d’abord
P L i RN 18;

'r-I— 1
puis, en multipliant par ¥-}-1, transposant et réduisant
a*+t22*—grr—18=0;
et sous cette forme on voit qu’elle a au moins unsoluteur péel direct.
Or, les diviseurs de son dernier terme sont 1,'a; 3616318,

quil faut essayer ious, soit en -}, soit en —, Comme 4 1et—1ne
Téussissent pas], on fera
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+ g = 2;"{" 3, == 5""‘ 6, — GJ+ gy=—= 91"|— 18;‘—13
T 97+ 9y== G"‘l’ 6, — 3:+ S 2:_]- T 1,"1" -
:- ~—106,-~88,— 103, — g1,== 100, — g%, — 99, — 95, — g8, — 9b
o — 53,-}-44 ==

— 51,-}-46 — g,
—23 — 1,

et Pon verra que le seul soluteur rationnel de I'équation est 9. Divi-
sant donc son premier membre par & — g, ou cherchant le quotient
par le tableau (n° 624 bis), on aura
x*t+11x+2=o0,

équation qui donnera z=— 4+ 5 1 113.

Le soluteur rationnel g étant mis pour x dans la valeur d’y, on
trouvey =7 ; en sorte que les deux nombres sont get 7.

On pourrait aussi faire usage des deux autres valeurs de x, sil'on

voulait admettre les nombres irrationnels.

768. Le probléme du n°® 353 nous avait donné cette équation ,
""2)"1“23’1“8'{—3‘?"2 + Be + 18.1:—’—4.)/ =144,
que l'on peut écrire ainsi, ’
(226 -+ &)y + (¥ b)y = (144 — 182 — 3a7),
et qui devient, en divisant tout par le coeflicient de »?,
& 4 144 —18x — 32
°V7+2.,Li£l- A 2z -4 :

Traitant alors cette équation comme une équation du second de-

gré en y, et opérant par la méthode du n° 727, on trouvera

i i V 14-’}-— 18 — 372
e

e A Q-UL——I—S— 2+ 4

Supposantque les nombres demandés doivent étre entiers et direets;

on essaiera de substituer & = les nombres 1, 2, 3, etc. afin d’admet-
tre ceux qui donneront & y des valeurs entitres et directes.
Le nombre 2 donnera y =— 4 —=7; en sorte que la question serd

résolue en faisant x=—=2, ety =3, comme on peut le vérifier.

769, Le probleme du n° 356 nous avait donné I'équation
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100 <2 \" 100 ~—2

- Ja=| —— la—5b;
100

100

Taisons n= 3, et représentons, pour abréger, le nombre 100 par la
ICllre ¢, nous aurons

3
(cl—_' ) a:(c'—:_——r a-—b,
¢ ¢

Lol nous tirerons successivement

o —3Fcrn - Fexr—ax?

c—x b
e? ¢ @
2 o be?
' —3 c"‘;::-—!—SL‘.L"" —dempd e e
@

< bed
a3 — Bex? - 20w ——

(<3

Posant de nouvean = = y -}-¢, pour faire évanouir le second terme
(n° 510), et substituant, nous obtiendrons

bed
yi—cyp——=no0.

a
Comparant cette équation aI’équation générale, sans second terme

du troisieme degré, qui est en ¥, y? +Qr-R =0, nous aurons
be?
Q=—c*et R=

— —, en sorte que le premier soluteur en y sera,
a
apres les réductions (n° 56 ),
3

i — 3
b a b b
e, Vel VAL D IR
2a Ga? 27 2a

— )
4a* 27
auquel , ajoutant ¢, on aura le premier soluteur de Péquation en x.

770. Soit proposée l'équation

] 5 ]
210132 45

a 2

'“}—%'r’"zzjxa%_‘@l‘ms —}-9.1‘"—46‘1-5_[_22‘1.9
+122—b4=0....(A)

En 1a multipliant par 2, elle prendra la forme rationnelle et entitre

(u° 617), et nous pourrons rechercher d’abord si elle n’aurail point
de soluteurs rationnels et entiers.

Les diviseurs du dernier terme — 8§ de la transformée, sont 1, 2

H
o




450 PROBLEMES
4 et 8, qu'il faut essayer tous, soit en -, soiten —. Le seul diviseur
— 1 réussit, en sorte que Péqualion n’a que ce soluteur rationnel et
enlier (n® G18). :

Il faut’donc diviser la proposée (A) par =-}-1, ce qui donne

2 —--'j1 a8 + 1927 — '—?—' 8 —202° 612" —hon’ —}—-6\1:2 - 16

- >
—4=0....(B),

énuation qui n’est pas satisfaite lorsqu’on y met —1 a la place d'r,
Q’ot il résulte que (A) n’a pas deux soluteurs égauxd—1, et que
par conséquent (B) n’a point desolutenrs rationnels et entiers. 11 faut

done voir si (B) n’a point de soluteurs ralionnels et fractionnaires;
. - - A - ¥
et pour cela, il faut en faire disparailre les fractions , en posant x=—-_"

(n® 623), ce qui donne
gr—1by" 4 76y7—132)5— 320y % 4195274 —3328y" 4 768y*
+ 4096y —2048 =o0.... (C).

Les diviseurs du dernier terme sont 1, 2, &, 8,16, 32, efe. qu’il
faudrait 4 la riguenr essayer Lous, soit en-}-, soit en —; mais en com~
mencant, comme a l'ordinaire, par Punilé, on trouve que — 1 réussili
en sorle que lona y=—1, et par conséquent » = — 5. Sans €s°
sayer les autres diviseurs, on divisera (B) par # -1 , ce qui donner?

a8 —8x7 J-23x5—28x%— 64 |- 64x® —8hx* 4-48x—8
Al S

équalion qui ne peut avoir de soluteurs rationnels fractionnaires
(n° 622), et qui n’en a pas non plus d’entiers, car on lesaurait trou”
vés dans (A) ou dans (B). Les huit soluteurs de (D) sont donc o®
tous irrationnels, ou tous imaginaires, ou elle en a des uns et des
aulres. Mais celte équation élant encore d’un degré assez sleve, il
serait avanlageux de pouvoir Pabaisser, ce & quoi 'on parviendrait
facilement si elle avait dessoluteurs égaux (n° 611); cherchons don®
si cela a lieu.

Nous tirerons de (D), par le n° 614, la fonction

817 — 5656 |- 13827 — 140x4— 2427 |- 1925 — 168x}48;
cherchant le plus grand commun diviseur de cetle fonetion et d¢
premier membre de (D), comme il est dit au n® 615, nous trouVe”

rons pour ce plus grand commun diviseur

x?—ox - 2;
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faisant »2 — ox —~+} 2 =0, et résolvant cette équalion par la méihode
du second degré, nous aurons
o
T—=1Ftl —1u,
d’oli nous conclurons que 'équation (D) a deux soluteurs dgaux A
e A ~ R e e z
4111727 et denx égaux a1 — b —1 (0 615, 616), et quelle
est par conséquent divisible par (2* —2x 4 2) (2 —2x |- 2), ou
Par x4 — 4a? -+ 8a* — 8 -~ 4. Celle division faite donne
ah—bx? — 2>} 8x—2=0...(E),

¢qualion qui doit fournir les quatre derniers soluteurs de (A), puis-
que nous en avons déja six, savoir un rationnel entier, un rationnel
fractionnaire, et quatre imaginaires égaux deux i deux.

Mais 'équation (E) a par sa forme au moins deux soluteurs réels,
Pun dicect, et Pautre inverse, que on peut chercher par approxi-
mation. Or, le direct, ou les directs, s'il y en a plusieurs, doivent
élre, chacun & part, plus petits que 5. Substiluant done 4 2 les nom-
bres o, 1, 2, efe. nous trouverons des résullats de signe conlraire de
Oai,der aa,etde 32a4,ce qui nous prouvera qu’il y a un so-
luteur entre 0 et 1, unentre 1 et 2, et un entre 3 et 4. Changeant
ensuite les signes des puissances impaires de =, pour avoir

ah-ba’ —a*—8r—a-—o,

€t substituant & x les nombres 0, 1, 2, nous trouverons deux résul-
lats de signe contraire de 1 4 2, ce qui nous prouvera, sans autres
substitutions, que le soluteur inverse, le seul qui reste aprés les trois
Précédents, est entre 1 et 2, ou plutdt entre — 1 el — 2. Opérant
énfin comme dans les n° 757 et suivants, pour avoir la valeur ap-
Prochée des quatre soluteurs de (E), nous trouverons,

1° Pour celui qui est entre o et 1 (n° 172),

=5 1 2 1 etc,
1 3 4

£= = S et
3 11 1)

2* Pour celui qui est entre 1 et 2,
o 1 2- 2 2 2 elc.
1 1 3 7 7 4
== 5 g S = el

o 1 & 5 12/, 99
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3° Pour celui qui est entre 3 et 4,

PROBLEMES

DES DEGRES SUPERIEURS.

o 3 1 2 1 2 ele,
1 3 4 11 15 41

T = — -— e e T ey €Lty
] 1 1 5 4 11

4° Pour celui qui est entre —1 et —2, la méme valeur que pour celui
qui est entre 1 et 2, ahstraction faile du signe.

Les dix solateurs de la proposée, en réduisant le second et les
quatre derniers en décimales, sont donc

—1,—0.5, 1} "—1,1 +1//—-—1; 1t le ], | ] T, 0.27..,
1.41..,3.793..,—1.41..

TT1. On fera bien de s'exercer & résoudre aussiles équations fina-
les des n° 458 et 463, pour substituer leurs soluteurs dans les équa-
tions (A) et (B), qui ont donné ces équalions finales.

Du reste, immédiatement apres avoir lrouvé ces soluleurs, et avant
de lesintroduire dans les équations (A)et (B), il fandra les vérifier,
en les substituant & inconnue , dans Péquation finale méme qui les
aura donnés.

T12. Voici quelques problémes dont on trouvera les solutions 4 la
fin de I'ouvrage.

Prosrime I. On a deux nombres : leur différence est 12, Jeur pro-
duit muliplié par leur somme fait 14560. Quels sont ces nombres?

(Euler).

Propuime I1. Trouver deux nombres dont la différence soit 185
el qui soient lels que, si 'on muliiplie ensemble leur somme et la
différence de leurs cubes, on obtienne 275184. (Euler.)

Prosrime 111 Je cherche deux nombres dont la différence soit 720,
el tels que,-si je multiplie le plus petit par la racine carrée du plus
grand, il me vienne 20736. (Euler.)

Proerime EV. Quelques personnes forment une sociélé de com-
merce, et chacune d’elles met en fonds dix fois autant d’écus quily
a de personnes; elles gagnent ensemble, sur chaque centaine d’écus,
six écus au dela d’un nombre d’éeus égal a leur nombre; le profit
total est de 392 écus. On demande combienil y a d’associés. (Euler.)
Propuime V. Résoudre équation 24— 82" - 1422 4-biw —§ =0




ADDITIONS

A TOUT L’OUVRAGE.

CHAPITRE PREMIER.

Des séries ou des suites.

§ L
Principes et définitions.

773. On nmomme série ou suile, une succession de nombres qui
croissent ou décroissent suivant une méme loi.

Quand les termes de la suite deviennent de plus en plus grands,
la série est divergente; et quand ils deviennent de plus en plus petits,
la série est convergente (n* 128, 153).

En outre, on appelle suite finie celle dont le nombre des lermes
est limité, el suile infinie celle que I'on suppose continuée sans fin.

774. Nous nons sommes déja occupés, dans les n°* 127 el suivanls,
des séries qui naissent de la division ; mais d’autres séries se sont pré-
senlées # nous dans plusieurs occasions encore, car toules les opéra-
lions de calcul peavent amener des suiles finies ou infinies.

Ainsi, Paddition répéléeel la soustraction répétée, conduisent aux
Progressions excédentives croissanles el décroissantes, qui sont des
Séries divergenles el convergentes (n°q4),

De méme, la muoliiplication répétée et la division répétée condui-
SenL aux progressions quolitives croissanles et décroissantes, qui sont

Aussi des séiies divergentes el convergentes (n” 9%)-
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Et dailleurs, les additions ou soustractions répétées d’un méme

DES SERIES

nombre sont des multiplications, et les multiplications et divisions
répélées par un méme nombre sont des élévations aux puissances.

Enfin, nous avons vu des suiles finies ou infinies provenir du dé-
veloppement des fractions ordinaires en fractions conlinues, et des
extraclions de racines par approximation, dans le cas des quanlilcs
incommensurables (n° 160 a 188, et 326 & 333).

Ces observations suffisent sans doute pour faire comprendre que
la théorie des suites est une des plus importantes de I'algébre. Mais
pour la traiter dans son ensemble, et pour I'approfondir, il fandrait
plus d’espace que nous ne pouvons lui en consacrer dans ces Elé-
menis.

775. Nous venons de dire que les progressions guotitives étaient
comprises dans la classe des séries; il faut remarquer, i cet égard,
que chaque terme de ces séries-la se forme au moyen du terme pré-
cédent multiplié par la raison, quantité conslante, en sorte que la
suite ne dépend que du premier terme et de la raison : telle est la
progression

55 20, 80, 320, éfc. (A ):
Cela posé, formons une série de la maniére suivante : commeneons-
la par deux nombres pris d volonté, comme 1 et4; et pour avoir le
troisitme terme de la suile, multiplions respectivement le premier et
le second par deux aulres nombres pris anssi a volonté , comme 3 et
5, puis ajoutons les deux produits 3-et 20 : nous aurons 23 pour le
terme cherché. Continuons ainsi de former chaque terme, au moyen
des deux précédents, en les multipliant par les mémes facteurs 3
et 5, et en ajoutant toujours les deux produits : le quatrieme sera
4.3} 23.5=127, le cinquieme 23.3 - 127.5= 704, le sixitme
127.3 + 704.5 = 3go1, elc. et nous aurons la suile
15 828, xagi 7ol Byon; e s e (B

Formons encore une suile en prenaut trois premiers lermes a v0-
lonié, comme 1, 3, 5, et en les multipliant respeclivement par trois
nombres pris aussi 4 volonté, comme 2, — 4,6, pour former le qua=
tricme terme par Paddilion des trois produils: ce quatrieme terme
sera1.2—3.4--5.6 = 20. En contiouant de la méme maniere»

on trouvera pour le cinquieme terme 3.2 — 5.4 - 20.6 = 100,
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pour le siziéme 5.2 — 20.4 - 106.6 == 566, etc. et la suite sera
1,'3; Hyme, 106,566 sl . .T (G,

On pourrait former d’autres suites de ce genre au ‘'moyen des
Quatre premiers termes pris a volonlé et de quatre multiplicateurs,
ou de cing premiers termes pris a volonté et de cing multiplicateurs,
€t ainsi de suile.

Or, toules les séries de ce genre ont été nommées des séries récur-
rentes, parce qu’il fant, pour former chacun de leurs termes, recourir
sux termes précédents, On dit d’ailleurs que ces séries sont du pre-
mier ordre, du second ordre, du troisiéme ordre, ete. suivant la né-
cessilé olt I'on est de recourirau terme précédent seulement, ou aux
deux précédents, ou aux trois précédents, ete. EL d’ailleurs Passem-
hluge des facteurs, toujours les mémes, par lesquelson multiplie les
lermes qui précedent celui dont il sagit, sappelle Véclelle de rela-
tion. Cette échelle n’a qu'un terine, 4, dans notre suite (A); elle en a
deus, 3 et §, dans notre suite (B); elle en a trois, 2, — 4 et - 6, dans
notre suite (G), elc.

T76. On voit parla que loutes les progressions quolitives sont.des
séries récurrentes du premier ordre, et réciproquement, que toutes
les séries récurrentes du premier ordre sont des progressions quoli-
lives. A cette classe appartiennent la plupart des suites que nous avons
examinées dans les n°® 127 el suivants, comme il est facile de le voir.

Cependant une progression quolitive quelconque peut étre con-
sidérée comme une série récurrente d’un ordre quelconque. Soit 1a
progression

wReatbletdiie e nele,
dont la raison est 7 : on aura simultanément
GE=ar 5 fo = b P00 == Oy etei
ct de 14 on tirera d’abord, en multipliant la premitre de ces cgalités
par le nombre arbilraire 8,
bb—ard , ou a.rb—b.0 =o.

Ajoutant alors cetie valeur nulle au second membre Je Pégalité

¢=1br, il viendra

g:b.r'+a.1'5—b.523,;9+b(,._9),

e
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Cest-a-dire que le troisitme terme ¢ de la progression vaudra le pre-
mier multiplié par 76, plus le second multiplié par r» — 6.

On prouvera de méme que le quatrieme terme & vaut le second
multiplié par 78, plus le troisieme multiplié par 7 —¥6, et ainsi de
suite. .

Maintenant, puisqu’on a eu

c=a.-}b(r—6), et d=b.rht-c(r—4),
si on multiplie la premiére de ces égalités par le nombre arbitraire
A, on obtiendra

er=a.ria-}+b(ra—0ix), ou arbr-4-b (rr —0r) —er=o0.
Ajoutant alors cette valeur nulle au second membre de égalilé
d=b.r}c(r—8), et faisant les réduclions, on aura
d=a.ir+b@ 4 ra—ir)tfec(r—0—21),

clest-a-dire que le qualrieme terme d de la progression quotitive
vaudra le premier multiplié par 7x, plus le second multiplié par
A —ba, et plus encore le troisieme multiplié par r — 6 — A.

On prouvera de méme que le cinquieme terme e vaut le second
multiplié par 74A, plus le troisitme multiplié par 78 4 ra — fa, et
plus encore le quatritme multiplié par r— 86— 2, et ainsi de suite.

Ainsi la méme progression quotilive peut étre considérée comme
une série récurrente du premier ordre, du second ordre, et du troi~
sieme ordre. Et Uon prouverait de méme qu’elle peut étre considé-
rée comme appartenant a tous les ordres supérieurs an troisicme.

On prouverait encore quune série récurrente d’un ordre quel-
conque peut étre considérée comme appartenant a tous les ordres
supérieurs a celui-la.

777. Du reste, puisqu’il faut aussi, dans une progression excéden-
tive, recourir an premier terme pour former le second, au second
pour former le troisitme, el ainsi de suite, ces progressions pour~
raient étre considérées comme formant un genre particulier de séries
récurrenles.

Mais pour rester dans le genre excédentif, et faire ici par addi-
tion ce que nous avons fait par multiplication dans les progressio?®
quotitives, si nous prenions

@ b.c:d.e kel
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[

el qu’apres avoir éerit b=a—--r , c¢=&--r, ec. nous ajountas-
sions le nombre arbitraire  aux deux membres de la premitre égaliié,
afin d’avoir une nouvelle égalité 4 ajouter a la seconde, ce nombre
b disparaitrait de lui-méme, el nous ne trouverions que c=— at-ar,
comme on le trouve sans Uaddition de 6.

Essuycms donc de ramener les pi'ogrcssions excedentives aux sié-
ries récurrentes du genve des progressions quotilives.

Poaor cela, apres avoir écritb=a--r, c==b—-r, d=c+r, ete.
faisons b9 == ab -~ 9, et ajoulons ceite égalité a U'équation e==5b-7,
nous aurons apres les réductions

c=a bbb —8)r(-48);
on lrouverait de méme,
d=Dbfc(1—0)Fr(1]%),
ete. elc.
Reprenaunt ensuite celle dernicre valeur de ¢, la multipliant par a,

el ajoutant les deux produits 2 la dernicre valeur de d, on obliendrait

d=a. A b(0fr —br)tc(1 —b—a)t-r(1f04a+F0A);
on {rouverait de méme,

e=b.atc(B-a—bA)Fd(1 —8—2a)d-r(1-}-01at|br)

ete. v ete.

On pourrait rattacher ‘ainsi une progression excédentlive a des s¢-
ries récurrentes de dilférents ordres.

Mais ces séries seronl loul-a~fait identiques avec celles qu'on peut
appeler quotilives, si l'on fait évanouir dansles formules précédentes
le terme en r. Poar cela il suffira de faire 6 =—1, A=—=—1, efc.

Nous aurons ainsi,

c=a(—1)40b(+42),
d=0b(—1)Fc(42)
elc.
ce qui prouve que toute progression excédenlive est une série ré-
currenle proprement dite, du second ordie, dont Iéchelle est
—_1 , +2
Mais nous aurons encore
d=a(+1)+b(—3)+c(+3),
== (*I“ 1)+('{”3)'i_‘[(+5);

ele.

FQ
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ct la méme progression excédentive sera une série récurrente pro-
prement dile du troisieme ordre, dont I'échelle sera

+1,—3, }3.

Si l'on cherche les échelles des ordres plus relevés, et qu’on les
rapproche de celles que nous venons de trouver, on pourra en for-
mer le tableau suivant,

2™ ordre, échelle .... — 1,42,

3% opdren - bbb el - o) 1,—3,43,

4™ ordre. ..ol —1, 44, —6, J-4,

s oIS ~ - e v -|—1,—5,+10,—10,+5,
elc. elc.

Et on remarquera que ces nombres sont les coefficients des
puissances successives du binome « — g, en les prenant dans an
ordre inverse depuis le dernier au second, et leur donnant des signes
contraires.

Le lecteur fera bien d’appliquer les principes dun® 776 a différen-
les progressions quotitives, et ceux de ce numéro 777 A différentes
progressions excédentives.

778. Nous avons vu dans les numéros 127 et suivants, puis dans les
numéros 160 & 188, et enfin dans les numéros 326 4 333, que des
quantités finies qui ont ileu de termes, se développent souvent en
séries {inies on infinies.

On peut donc se proposer en général ce probléme :

Etant donnée une quantilé finie ; la développer en une série finie
ou infinie.

Réeiproquement, on pourra se proposer cet autre probléeme :

Etant donnde une série, trouver la quantité dont elle est supposée
itre le développement, ou, comme on dit, faire la somme de cette
série (n® 184).

Nous allons nous occnper successivement de ces deux problémes:
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§ IL.

D développement en séries des quantités finies,
1° Formules pour les progressions excédentives et quotitives en général.

779. On pourrait demander de développer un nombre entier en
une progression excédentive finie, dont ce nombre entier fur la
somme.

En nommant le premier terme «, le dernier w, la raison kil
nombre des termes 7, et la somme $, on se souviendrait, 1° qu’un
lerme quelconque est égal au premier, plus la raison muliiplice pa
le nombre des termes quiil y a avant celui dont il sagit; 2° que la
somme de tous les termes est égale 4 la somme des exirémes, muli
pliée par la moiti¢ du nombre des termes (drithm. n> 661,666), ce
qui donnerait ces deux formules,

e=a-trin—1) s=(a40)!n
Des cinq quantités que conliennent ensemble ces denx équations
lrois étant connues ou prises & volonté, on trouvera les deunx aulres
Par Pélimination entre ces mémes équalions.
Soil 120 le nombre entier A développer, nouvs aurons s==120; fui-
Sons ensuite 7 —10, el 2 =3, les formules précédentes nous donne-
ront 7—2, el w==21; la svite sera donc

|20=3+5+7+9—f—11+13—}—|5+|7+19-}-21_
Ayant toujours s =120, si Pon faisail 7 — 12, etea=0, on lrou-

Verait =12, el w =20, ce qui donperait

120=0+ 2+ 18 H 24 f o,
180. On pourrait demander aussi de développer un nombre enticr

0 une progression guolitive finie, dont cet eniier fat la somme,
Conservons les caracteres précédents, et souvenons-nous d’aboyd
9@un terme quelcongue vaul le premier, muliiplié par la raison ¢le-
Vée & une puissance marquée par le nombre des termes qu’il y a avant
Celui dont il s’agit; souvenons-nous encore que, pour trouver la
SOmme de tous les termes, il faut 1 faire le produit du dernier par

la raison; 2” retrancher de ce produit le remier, et 3° diviser le
b i H




460 DES SERTES
reste par la raison, moins Vanité (Arith. n* 668, 676); nous aurons

les deux formules suivantes,

LI A

dans lesquelles trois quantités élant connues ou prises a volont¢, on
déterminera les deux autres par Pélimination.
Soit s =— 1023, el faisons «== 1, et » = 10, Nous trouverons 7=

10

1" 1026=2, ete=1r? = 512, en sorte que la progression sera

1023 =142} 48416432464 128-}-256 4512,
781. Dn reste, dans les progressions excédentives et quotilives,
les trois quantités qui doivent éire données, pourraient étre fixées de

manitre & rendre la solution du probléme impossible.
a° Formules pour les progressions quotitives infinies.

762. Remarquons maintenant une différence essentielle entre les
progressions excédentives et les progressions quotitives. Dans la pre-
mitre espece, une quantité finie ne peut jamais donner un dévelop-
pement sans fin : car, en partant d’an nombre donné, si on voulait
faire croitre la progression sans fin, fa limile vers laquelle elle Len-
drail serail infiniment grande en plus, et si on voulait la faire dé-
croitre sans fin, la limite serait infiniment grande en moins. Dans [a
progression quotitive, en faisant croilre les termes sans fin, on 2
aussi une limite infiniment grande ; mais en les faisant décroitre sans
fin, ils ont pour limite zéro. Clest ainsi que nous avons trouvé dans

le n® 156,
a=1i-F3Ttreraet o
La raison ‘de celte progression esl §; ses termes tendent vers Ja
limite zéro , et la somme de toute la progression tend vers la limite 2.
On dit alors, pour abréger, que 2 est la somme de la progression.
Nous avons aussi en daos le méme numéro
l=1— 1t 5—15 T35 — ee

Ta raison est ici — 1, les termes tendent vers la limite zéro, et la

)=

somme tend vers la limite +.

783. Cela posé, si onnons donnait un nombre entier a développer

en progression quolitive infinic, nous prendrions dans les formules
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précédentes (n° 780) @ pour la limite des termes, c’est-a- dire que
nous ferions® = o :alors la seconde formule deviendrait

(o - -

8§ = F— A

r-—1 b Bl

Si le nombre entier était 2, « ne pourrait ni surpasser 2, ni élre
égal i 2. En faisant « =1, on retrouverait la série

a=i ittt ot

Mais en faisant 2=—=1 3= on trouverait =1, et 'on aurait

a =3+ &+ slet e 1 e
Soitencore 40 a développer de laméme maniére, et soit en méme
temps r—%. Substituant, ces valeurs dans la formule, on trouvera
e=—22 et la série sera
fo=t0 150 1 80180 480 | et

3° Développements par la division.

784. On voit par ce qui précede qu’un nombre s entier ou frac-
tionnaire, peat étre considéré comme la somme ou plutét la limite
d’une progression quotitive infinie. On voit de plus qu’en nommant

« le premier terme de cetle progression, et 7 sa raison, on peut don-

@ - . . s e
ner a s la forme ; mais celte formule indique une division.
1—r

Essayons donc de diviser en effet « par 1—r, el nous obtiendrons

par ceite opération la série

s§=a— ar-f-ar? - arl 4 ari - etc.

Voyez le chapire IV de la premitre parlie, p. 79, et entre aulres

fes n"* 136 & 142 et 147 A 152.

Par exemple, dans le prcmier dévc]nppcmenl de 2 (n° 783), ajn'i's
avoir fait « =1, et avoir trouvé r =1, si on ent divisé immédiate-
ment 1 par 1— %, ou 2 par 2— 1, sans réduire les diviseurs, et ala

maniére des quantitésalgébriques, on auraiten lasérie { % - 1-1-ete.

Dans le second développementde 2 (n” 783), aprés avoir [ail e=—1 =
F R | = )

par 1 —g, ou 14 par § — 1, lou-

jours sans réduire les divisears, et a la manitre des quantités alge-

eL trouvé r=1, si on et divis

82

hriclucs) on aurait en la série J - 55 ete.




G.

Enfin, dans le développement de 4o (n° 783
r=ziel trouvé a =2, sion et divise 2 par 1 —
on aurait eu la série 82| A2 -

785. Puisque nous avons repris le
finies par le procédé de la division
se présentent sous la forme fi
plus cetie maliere ;

(5]
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), apres avoir fait
%) 0u 8o par3 —p,

L ete.

développement des quantités
» €€ qui suppose que ces Qquantités
actionnaire, essayons d’étendre un peu
ma;s SOlIVL‘nDnS'ROUS (IUC nous n’

avons peint 4
examiner le cas ol Ie d

énominatenr serajl monome (n” 137, 138).
Nous avons en au n® 136

at-b-+tc +-ete, @ a a i
R e e T —_— R a3 fC.
m—-n +ptetc. mT ma i1 m? % ms " i

L4
Cependant, si en refaisant 1a div

ision on lenait comple des letires
b,e, et p, q

» ete. la série se présenterail sous une forme plus géné-

rale, et deviendrait

a--b-ct-ete. a-l- b—-c--ete. B ) a-|-b—+telese,

By o T e r——— eLc. T
n m? 4 me

a-- btet-ese.

(n,-f—p—[-m‘.c-.}*.-.- - (7 p - ete. ) J- eze.

Mais en désignant @+ b-+4ctete.par o’ et n ~+p t-ete. par 7!, elle
reprendrait immédiatement sa pren

niere forme.
Il résulte de 13 que le numép

ateur de la fraction proposée se com-

porlte comme un monome, et le dénominateur comme un binome.

C’est cette forme que nous avons examince dans les n* 140 et suivanis.

786. Pour arriver, si ccla se peut, a quelque chose de nouvean .
considérons avee quelque auention les termes de la série générale
que nous venons de troaver:, el nous remarquaerons, 1° que ces ter-

mes contiennent leg puissanees snecessives du pelynome n - p - ete.

qui est, en quelque sorte, la seconde

partie du divisenr; 90 que ces
puissances sont divisées par

celles du monome m , premiere parlie
du méme diviseur, de manisre 3 ce que celles-ci soient toujours
d’une unité plus élevées que les précédentes; 3° enfin, que le divi-

dende a++b+c-Lete. de la fraciion proposée se relrouve comme
Tacleur, et sans au

cune modilicalion quelconque, daws chacun des
termes de la série,

Si douc noas faisions les lettres Py g, ele. égales a quelques puis-
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sances de 7, nous obtiendrions des séries qui marcheraient sujvant
les puissances de n, affectées de certains coeflicients; el il en serajt
de méme si nous mettions aussi Lelles ou telles puissances de 7 dansg

le dividende. Je dis qu’il faudrait remplacer les leltres 7, P, g, ete.

Par des puissances de 7, et non par z méme, pour éviter un diviseur
Purement binome, cas que nous avons déja suflisamment examing,
Essayons donc de développer d’abord la fraction
a

m—-n--n'
En la rapportant 2 la formule générale du numéro précédent , elle
deviendrait
@ a

a a
e (nt-n*)-1- ;5(11—]—733)’ i (n—+n2)t-ete.

m?

Développant. ensuite les puissances de n-- 2, effeciuant les muli-
plications, et ordonnant enfin pour 2, nous obliendrions

a a a—am a—a2am
ey e P — n? L eze,
m m? m m4

Mais nous trouverions aussi laméme suite en divisant immédiatement

@ par m—-n-4n*, comme on peut le voir par Popération que nous
allons figurer

77 + n + n?
@ —— e e
a @ 4 «
i a | @ a—am a—3aam
T —— Re——n *___ﬂ_i[__;__ﬁn_ -—— ﬂ"—}-etc.
£ o m  m? m mh
T Y i
a @
— [l —— 2
m mn
a a a
+ — n--— p? 4 —n?
mn m? m?
a—am @
—n*—n
m* m*
a—am a—anm a—am
n— P (e ) e M
m? m3 m?
a—aam a—an.
i ll'.:' Sib ¥ £33 nd
m? m3
@~ 2am LEL a—2aam bl & 2am 5
m3 mh m4

+ elc. &
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Du reste, si Pon multiplie le premier terme de cetle série par

n* fa

n - a
— —, et le second par ~ —, on obtiendra =— — n* et _ nals
m’ R m’ m* + 23 %

1
ajoutant ces deux produits, aprés avoir réduit le premier an dénomi-
nateur m3?, on aura le troisitme terme de la série. Multipliant en-
core par les mémes nombres le second terme et le troisieme , etajou-
tant les deux produits, on aura le quatricme terme, et ainsi de suite,
d’oli il résulte que celte série est une série récurrente dusecond ordre,

n* n
dont échelle de relation est — —, ——(n° 775), savoir le troi-
m m
sitme terme el le second terme du dénominateur de la proposée, di-
visés I'un et Pautre par le premier, et pris avec des signes contraires.
787. Nous pourrions aussi, pour plus de généralité, donner aux

puissances de n différents coeflicients, et développer par exemple les
fraclions suivanles,

a-tbn a-}-bn--cn? en*+bn-ta
a—fn-yn? i a—Bn4yn* -+ nd Y +7;;=_f_@;;+¢’
an - bn? an--bn? 1-}o2n—n3
an®Fpnidont 7 at-pnidnt '’ 1 —n—ne
ele, ele.

Mais comme on peut obtenir ces développements par un procédé
plus commode et plus court que le procédé de la division, nous
allons le faire connailtre, apres avoir cependant dit un mot de celui
que présente encore la formule du binome.

4o Développements par la formule du binome.

788. Nous avons vu dans les n° 328 4 335 qu’on pouvait déve-
lopper en séries infinies, par la formule du binome, les quantités
irrationnelles d’un degré quelconque. Mais comme cette méme for-
mule s’applique aussi aux puissances en moins (n® 336), il est facile
d’en conclure qu’on peut obtenir par son moyen tous les dévelop~
pements que donne une division conlinue.

Par exemple, pour trouver les séries que nous avons eues au
n° 784, comme valeurs des quantités suivantes



OU DES SUITES. . 465
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il aurait sufli d’écrire

«(1—7r)—% 1 (1—g)ouz{2—1)—" 2 (1—1)—* ou 14(8—1)—1,
32(1—4)—, ou 80 (3—1)—,

et les développements que la formule du binome et donnés, se se-

raient trouvés les mémes que ceux du numéro cité.

Nous aurions trouvé aussi les séries des n” 785 et 786, en déve-
loppant les formules (@b cete) (m--nt-p-etc.)— et
@{m--n--n*)—*. Enfin, on pourrait développer de la méme ma-
nigre les fractionsda ne 787.

Mais nous ne nous arvéterons pas sur ce procédé, et nous passe-
rons a celui qui est le plus commode, le plos prompt, et qui fait
d’aillears ressortir le mieux la loi de ces développements (n® 787 ).

5° Développements par la méthode des coefficients inditerminés.
789. Pour préparer lexposition de la théorie dont il sagit ici ,

nous allons reprendre le procédé de la division, et développer par

son moyen une fraction purlicu_!ii:m. Nous obtiendrons par exemple

[ 5= 1¢ 850~ 33
__lA:IL—_—._R — i, - —n4 19 - —nd -+ S ni —i— ete,
3 —on—3n" 3 9 27 81 243

©L ndus en prendrons l'occasion de faire sur ce d(:\-{'.loplmmcm une

remarque qui pourra s’étendre & tous les autres développements de
Ce genre.

11 est évident que celle ¢qualion est une équalion idcnlique, puis-

" que le second membre n’est que le développement du premier. Tl

ne s’agil point ici de trouver la valeur de 7, mais sealement de don-

Rer une antre forme a la fraclion proposée, comme si Ion éerivait

223 * v WOV ' ¥
» L'équalion —=2n est identique, et elle a
7! 2

2n i la place de

lieg indépendamment de la valeur de 7, ou pour toutes les valeurs

qu'on youdra donner a celte leltre. De méme le développement ci-
dessus conservera sa forme, quelque valeur que l'on donue & », et
les coeflicients seront les mémes pour toutes les valeurs de cette letire.

O, puisque 2 peul passer, comme nous venons de le dive, par

i (
)i
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tous les degrés de grandear, depuis les plus petits jusqu’aux plus
grands, sans que la forme du développement change, ou sans que
les coellicients changent, on dit que 72 est une quantilé variable,
comme le serail, par exemple, la perpendiculaire abaissé¢e d’un
point dela circonférence d’un cercle sur le diamétlire, si on fajsait
mouvoir cetle perpendiculaire depuis une des extrémilés de ce dia-
metre jusqu’a Vautre, en passant par le centre. Mais on est convenn

de désigner les quantités variables par les derniéres lettres de Palpha-

{
{
; bet 2, 5, =, efe. el les conslantes par les autres lettres. En sorte que
.1 dés a présent nous meltrons dans toules nos fractions proposées et
'j dans leurs développements « a la place de n, bien entendu qu’il ne
i faudra pas considérer & comme une inconnue, ni I'équation en x
| caomme devanl donner la valeur de cetle lettre.

lemerquons encore que si, daps la fraction a développer, le pre-
mier terme du numérateur est conslant, ou ne contient point d’x,

et qu’il en soit de méme du premier terme du dénominateur , le pre-

¢Foyez la Tormule générale du n°® 785.)

{

l micr lerme du développement ne contiendra point d’> non plus.
L 790. Tout cela pos¢, et combiné avec ce que nous avons déja vu
1]

{]

{

précéedemment, il est clair gquesion du_,velop}_) , par.un pr océdé quel-
conque, la fraction
i - Lo S Ly T L
i a rn—*—(\ coeoe o hun _
| ]
'- PR oS oy i
on aura une série de cetle forme
M- No—- Px* - Qud |- Rri - Sz} ete.

dans laquelle Tes lettres 7, IV, 2, Q, ete. représenteront les coefli-

cients des puissances de x

Ce sonl ces coeflicients , composés des leilres @, b, ¢, efe. «, 8,4, etc.
el indépendants de », qu’il faudrait déterminer, puisquils ne le
sont point encore, et on les nomme en conséquence coefficients in-

détermines.

e

Pour expliguer le procédé en question, prenons (l’al)ordquc{qucs
i exemples SImi!lCS, et faisons, pour commencer,
i a

| ——— =M+ Nx 4 Px* - Qu? - ete.
i o + Bx : ;
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Multipliant alors les deux membres de celte équation par« |- B, et
lransposant @ dans le second membre , nous aurons
oM+ aNx e Ps? + a Qud |-etc.

e | —a-t BMx—|-BNx*-|- BPx*-ete.
EL comme ce second membre doit se réduire a zéro pour toute valeu
qu'on voudra doouner & &, il faut que la somme des coelficients de
chaque puissance de x, dans ce néme second membre, se réduise
séparément a o. Ainsi on aura

all—a=0, a N+ B =0, aP+4-EN =0, aQ-}BP=o0,

aR}-EQ—=o0, ctc.

De la premiere équation , on tirera la valeur &7 puis on la substi-
tuera & /M dans la seconde, pour tirer de celle-ci la valeur de V; on
mellra cetle valeur de IV dans la troisicme éqgualion, pour obleniv
celle de P, et ainsi de suite. On trouvera ainsi

2 a Ba Ba - Ria
ﬂf:-l—-u, Ne=——, Pf:J‘——, Qf—-—_J B—+ —-, ete.
@ a? al al ad
et la proposée deviendra
a a Ba == Bia |
_4___—;_—--—~.If—]— J} .4"——‘J-—;—.L'—|—r-'f(‘.
o —i—B.f‘J o a? a a4

comme on l'aurait trouvé par Ja division continue ou par la formule
du binome.

791. Du reste, on peut, des équations pariielles qui nous ont donné
les valeurs des coeflicients, tirer les équations suivantes,

iy B oy ipet By e
o

@ -4

A
P, R——ZQ,cic.
oL

—
par lesquelles on voit que chaque coeflicient, depuis le second, est

; R B
égal a celui qui le précede, multiplié par — =i en sorle que ces
coeflicients forment par eux-mémes, et indépendamment de x, une

: B &
progression quolilive, dontlaraison est — —. Lasérie, avec les puis-
(-2

sances de x, esldonc aussi une progression quotilive, dont la raison

: B i - :
esl— — x, ou une série récurrente du premier ordre, dont Péchelle
o

.
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de relation est — — »; et remarquez que celle échelle de relation
(-4

n’est aulre chose que le second terme du dénominateur de la pro-
posée, divisé par le premier, et pris avec un signe contraire.

Celle simple observation nous fera trouver trés-vite, et sans aucune
des méLhodes précédentes, tousles développements de cette espece,

. M i @ 2t
car le premier terme de la série sera loujours —. Ainsi,
(-1

2
D ¥
———=>5§--10x} 202" —+ 4ox’? —+ 8ox 4 - ere.
Te—lr

parce que le premier terme est % ou 5, et que l'échelle de relation

ar Wbty ve : - = i

est - — ou 2, c’est-a-dire le second terme du dénominateur divisé
1

par le premier, et pris avec un signe conlraire. -
De méme,

it 8 i T SIS (R S oan »
e a1 OB RN S
if=

parce que le premier terme est 2, et que U'échelle de relation est
£
— —ou—{Ium
2
792. Appliquons encore Ia méthode des coefficients indéterminés
a quelques exemples de plus en plus composés, mais qui aient tou-
jours une certaine régularité. Soit

a1 bx -
— Nz x? J 3 ofe.
=Mt Nak Pet Qut o et

En mulijpliant les deux membres de cette équation par « -}- 3%
-+ 7%, puis transposant @ -} &2, on avra .
|f —+ «M + o Nx - aPx* |- aad —+ ete.
o—=1!{—a -|gMx —+ BNx*-| GPx? + ete.
{ — bx 5y Mae + 7 Va? |- ete.
d’olt Pon tirera
eM—a=o0 , aN-}BgM—b=—o,
aP +.@N+ Y =o03" aQ+ 8Pt 3N—=o0,
elc. etc.
ce qui donnera
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a ﬁ(l —ab

M= — , N=— —,
&% [~
B2a — aya — afb

PZ—-}*——*————, ekc.

RE
et la proposée deviendra
a b a _,9(; =il B'a — aya— afih
+ S 25 "l— Xt — efe.

@ + Bx -1'—- rx? o a? ot
793. Du reste, pour découvrir plus facilement la loi des coefli-
cients , on aurait pu les écrire ainsi,

l
Wroe o e e iy e
e a -2
Bl M
[ (-4
e=—2n_Lp,
=7 &
T SROT Y Q,
o A
§=—2 Q — —’31{,
@ -4

ele.
et 'on aurait va que chaque coeflicient, depuis e lroisicme, se forme

au moyen desdeux précédents, multipliésrespectivement par — AT
(-4
B % te
par — —, en sorte que ces coeflicients forment une série récurrente
o

du second ordre, dont Péchelle de relation est— i, — -E Quant
(-4 (-2

au développement de la proposée, c’est aussi une série récurrente du

ST R

——, ¢’esl-a-dire
(-3

second ordre, dont ’échelle de relationest —
-4

le troisieme terme da dénominateur divisé par le premier, el le se-
cond divisé aussi par le premier, mais Pun et Pautre avec un sicue
Q
contraire.
794%. Si l'on faisait
a—+bx 1 ex? :
—_— = WL Ny Pzl O3 | :
Dl i Sl o P + Qx4 ete.

on trouverait, ensuivanl la méme marche,




DES SERIES

3 b
T ; f\,?»—__f__jf{—_’
& «© [- A

¥ 2 o c
P=— M- N}—,
2 . & el
e 1 G
O———M_— " N_—— P,
- A [~ (22
& e
Reee ooy, Lpe o0
[- 2 - ot
5 d b Beal
; g== Pl R,
’ o o e
etc. elc.

et Pon verrait que chaque coeflicient , depuis le quatritme, se trouve,

"
d

au moyen des trois précédents, multipliés respectivement par ——,

Y B o e
er I’ en sorle que ces coellicients forment une série récur-
rente du Lroisieme ordre, dont nous venons d’indiquer 'échelle de
relation. La série elle-méme, avec les puissances de x, forme une
série récurrente du lroeisieme ordre, dont I’échelle de relation nest
autre chose que le quatritme terme du dénominateur de la propo-
sée, divisé par le premier, plus le troisieme divisé par le premier,
plus encore le second divisé par le premier, et pris tous troisavec des
signes contraires. Il sera facile d’étendre cela aussi loin gu’on le vou-
dra. L’échelle de relation des séries de ce genre sera toujours déter-
minée par le dénominateur de la proposée, et elle aura n Lermes si
la plus haule puissance de x est n.

795. Quant aux n premiers lermes de la série, la loi en est facile

i saisir aussi : on a teujours
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Mais si quelqu’une des lettres &, ¢, @, ele. manque dans le numéra-
tear de la proposée, il faudra égaler & zéro.
796. Voici un exemple particulier assez remarquable, qu’on pourra
calcaler immédiatement par les principes des numéros précédents.

___li-j__ =1 -l'-.?:"‘ +15 +.?_'5—}—<,‘(,";-l— a8 —!—.7:5' +.7:’ B <}—.27'1 + ete.

1 — s

L’échelle de relation est -}- 22, -+ & ; mais pour que la loi générale
puisse s’observer dans la formation des termes, il faut faire attention
a ceci, c'est que les lermes en a7, x4, &7, 2'°, efe, manquent, c’est-
a-dire que 'on a N—o0, R=o0, P —o0, elc.

797. Observons mainlenant que nous nous sommes attachés i des
formules qu’on peut appeler réguliéres, et dans lesquelles entre an-
tres & g’¢leve a une puissance plus haute dans le dénominateur que
daus le numérateur. Voyons donc ce qu’il y aurait i faire pour ra-
mener a cetle forme les quantités qui s’en écarteraient un peu.

1° Si les puissances de x allaient en décroissant dans le numéra-
teur, ou daus le dénominateur, ou dans les deux, on les rendrait
croissantes par le relournement.

2° Si lous les termes d’une de ces quanlités ou des deux, conte-
naient la variable &, on diviserait ou le numérateur, ou le dénomi-
nateur, ou tous les deux par la plus petite puissance de x qu'ils con-
tiendraient, pour avoir dans chacune de ces quantités un lerme sans.ux,
comme @ et «. Alors, quand le développement serait trouvé, on le
multiplierait par la fonction d’z, qui aurait servi de diviseur,

3¢ S'il manquait quelque puissance de = enire les puissances ex-
rémes, le coefficient de cetle puissance serail zéro.

4° Enfin, siles puissances de @ montaient dans le numéraleuyr ag
méme L[cgré que dans le dénominateur, ou a un degré supéricur,
on retournerait ces quantités pour diviser [a premiere par la seconde 3
jusqu’il cequ’on eut unreste, dans lcqucl la plus haute puissance de
se lrouvil dans le dénominateur de ce rveste. Ce serait alors ce resio
quil faudrait développer en séric,‘apré;s avoir de nouveau retourné
le numérateur et le dénominateur pour faire décroitre les puissances
de x qu’ils conliendraient encore.

Ces diverses précaulions sont nécessaires pour qu’on puisse retrou-

ver dans les développements les lois ue nous avons indiquées,
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Nous allons donner un exemple de chacun de ces cas,  Pexception
du premier, qui est tout simple.

Lxemple du 2™° cas.

()2

et o= e it e

a2

7}']7‘n? '1"].,

-T'L’f('

La loi sobserve depuis le second terme 3, el lL.(..}lL“L, de relation

est § .
Exemple du 3¢ cas.
a- bx a b LT e 2@ — as
SETRE e e e R e P
e yr -—I—-E,L gl a? o a3
yh—wash
: LY e gll,
ol
L’échelle de relation est de guatre termes,
exh o3 3x? O.l.'( : B
s ST e —_—— _— +)e
= 2 o 2 e 7 & 79

Quanl aux qualre premiers lermes de la série, voyez le n° 7995.
Exemple du & cas.
3-tbx hx 3
ﬁ} —]_;_ — 2 +
- 1 1

14 2x T oz
Gy — 8x? - ete.

La loi s'observe depuis le second terme 1 de la série, et I'échelle

de velation est — 24 ; mais sion réunissait les deux premiers lermes,

en écrivant 3 —2x —-]—/;x"——S:c' |- etc. la loi n’aurait plus lieu que
depuis le terme — 2.

12z —x° —13+2r+1rt_—1+

32 .__;;-'--__,\,—-i—[ — —-."L+1

= e l—l—

2 42420442 - 613 4 1004 1627 -ete.

epuis le troisitme lerme 2, et Véchelle de relation
emiers lermes en

La loi sobserve d
est - &% %3 mais si on réunissait les quatre pre

scrivant 1 - 3x+ b - 6 + 1034 4-162° —-ele. la loi n’aurait plus

licu que depuis le terme %x?
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798. Si le dénominateur de la fraclion proposée était une puis-
sance parfaile du binome m—+ 7=, on obtiendrait facilement la série,
Q’aprés les principes précédents (n* 791, 793, 794, 795), pourva
qu’on efit soin de développer d’abord la puissance de ce dénomina-
teur. Nous n’examinerons en particulier que le cas olt ce dénomina-
leur aurait le signe moins an second terme, parce que ce cas offre
quelques résultats intéressants. On. trouvera par exemple

a--bax “”I bx +
(”L—""I-”)‘) mi—amna—-n'z? =

2na+mb

t

Sn*a+-2mnb | 4nPa-{-3mn?b 3_{_51?15";‘4”"”31’
- {r - o

- xh elc.
mh m? mS +

T anx

—}— ——. Mais si 'on fait m = 1,

n=—1, eto—1, lasérie devu.nl une prorrrcssmn excédentlive,

a--(2a by (3a -} 2b) 4~ (da - 3b) - ete.

dont la raison est @-}-b. Cependant cetle progression, cas particu-

L’échelle de relation est —

lier de la formule précédente, reste lonjours une série récurrente du
second ordre, dont ’éclielle n’est plas que — 1, -2 (n° 777)-

Quant & la fraction proposée, elle se présente alors sous celte forme
a b 3 % 5 T !
oy eton pourrait la développer ainsi (n** 157, 158),

”*}“b+“—l'b“]ﬁ“+f’4‘“+z’+6J|—5—}—r'£o.=a-}_a_}_a+ 5
-I—-(5. S +/1+b—|—-f:+b+f;_ el B
ce qui est évidemment égal a ]n série ci-dessus lorsqu’on écrit ainsi
celle méme série,
I

@ 2a _l_‘](t.u:—..’r{(z. . Bt —}—-b+2b—{—31) + ete.
Cette observalion pourra s'étendre aux exemples suivants,
799. Si on développait encore par les principes des n°* 794, 795,
la fraction
afbr af-ba
(7 — (1 — nx) = WP — 3mimr —+ dmnix® — p3x3’

on lrouverait une série récurrente du troisicme ordre, dont I'échelle
ndad :SmJ:’ Tk dm*nx

3 — 3 = ———,etsil’onfaisa i —
erait - = e “TEE sail ensuite m=—1

n==1, et x =1, on obtiendrait comme cas particulier la suite,
60
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a--(3a -+ b) 4 (6a - 3b) 4+ (10a -+ 65) 1 ete.
série récurrente toujours du troisitme ordre, mais dont ’échelle
de relation n’est plas que 4 1,—3, - 3.
Cela posé, si on prenait les différences de chaque terme de celte
série avec le précédent, on aurait la suite

@ (2a4-b) +(3a - 2b) -+ (4a 4 30) - eze.
qui ne serait autre chose que la progression excédentive du numéro
précédent. Mais celle progression serait-elle encore une série récur-
rente du troisieme ordre, avec la méme échelle -1, — 3, - 3?

Lachose est démontrée par le n° 777. Essayons cependant de I'en-
visager sous un point de vue plus général.

800. Soit & b - e | d -+ ¢ | f+ g -+ ete. une rérie récur-
rente du troisieme ordre, dont 'échelle de relation est m -} n -+ p»
on a

d=ma-tnb+tpec , e=mb-Lnctpd,
f=me+tndtpe , g=mdtnetpf,
ele, eic.

Prenons les différences des termes consécutifs de la série, elles
formeront cette autre suite,

(b= a)4-(c—b){-(d— &)+ (e —d) + (f—e) I (g —f) - etc.
Or, par les équations précédentes, on a le quatrieme terme
e—d—mb-}-ne-t-pd—ma—nb—pe=m (b—a) 4-n (c—>b)-}p (d—c),
le cinquieme
Jf—e=me-tnd-fpe—mb—nc—pd=m(c—b)-\-n(d—c)-}p (e—d),

L efec. ele.

d’olr il résulte que ces différences forment une série récurrente du
méme ordre avec la méme échelle.

Par le méme principe, les différences des différences, ou les diflé-
rences secondes, les différences des différences, ou les différences
troisitmes, etc. formeraient toujours des séries récurrentes du méme
ordre avec la méme échelle.

Et la méme chose se démontrerait de la méme maniére pour les

séries récurrentes de lLous les ordres.

Ainsi la progression excédentive que nous avons lirée du déve-
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a-fbs 4o _
loppement de la fraction (m—na)? est une série récurrente du troi-
—nx )

sitme ordre, dont Péchelle est 41, — 3, -3 (n° 777, 799).
801. Si on développait les fractions

a-bx a-}-bx a-}-bx

(;];—-1,3,17)-1’ (m,-—«rzx)""J (Hb—-n-.‘t'.j"’

y ele.

on obtiendrait des séries récurrentes du guatrieme ordre, du cin-
quitme ordre, du sixitme ordre, etc. Faisant alors m—"1 ;77—

i

- 1, et prenant les différences secondes, ou Lroisicmes, ou qua-
tricmes, ele. des lermes des nouvelles séries, on retomberait tou-
jours sur la formule générale des progressions excédentives. Quant
aux échelles, elles seraient, pour le guatrieme ordre, — 1, -4, —6,
-4, pour le cinquitme ordre, 4~ 1,-—5, 10, — 10, -+ 5, pourle
sixitme ordre, — 1,46, —15, 420, —15, |6, etc.

Ces nombres sont, comme nous Pavons déja va aun® 777, les
coefficients des puissances successives du binome «—#, mais ils sont
pris en ordre inverse, depuis le dernier au second, etavec dessignes
contraires.

Du reste, on trouverait des résullals tout -a-fait semblables en
développant des fractions de cette forme générale
a-tbx -+ ex? +-dad...... 0

(me—nx )P

Mais nous ne nous occuperons pas du cas ot le dénominaleur serait
une puissance d’un polynome quelconque.

§ I
De la sommation des séries.

802. Nous avons vu des quantilés finies se développer en séries
finies ou infinies, et la plupart de ces suites se sont trouvées récur-
rentes.

Cependant les suites que nous avons tirées des exlractions de ra-
cines (n® 326 4 333) n’appartenaient pas a celle classe, Et I'on con-
coit qu'il doit exister une infinité de séries aulres que des racines,

qui ne seront pasnon plus récurrentes. Car on peut former des séries
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a volonté , sans les faire découler d’arcune guantité finie donnée
d’avanee.

Clest ainsi que nous avon vu les nombres constants1, 1,1, 1,
1, 1, efc. donner naissance aux nombres naturels, cenx-ciaux nom-
bres triangulaires, ces derniers aux nombres pyramidaux, etc. Et
nous avons donné a loutes ces suites le nom générique de nombres

Jigurés (n™ 287 & 294 ). Nous allons en retracer ici le tablean

Nombres constants Ve gerlnr e Tt bgaemliees, A o K= 1y
] 3: 4‘? 5; G: 73 8,

b (=
g B B0 B 2

Nombres naturels b 1

Nombres triangulaires 1, e Ay 1004
Nombres pyramidaux 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84,120,
S oo dns feiany T e e T e D S O LD e TN - A Gy

ele.

Chacun des termes de ces suites se forme par 'addition des termes
de lasuite précédente jusqu'a celui de méme rang. Ainsi, le cinquieme
terme 35 des nombres pyramidaux est égal aux cing premiers nom-
bres triangulaires. Le huitieme terme des nombres tria ngulaires est
égal aux huit premiers nombres naturels, et ainsi des autres.

On pourrait aussi dire que le z™° terme d’une des suites quel-
conques est égal au terme précédent de cetle suite, plus le n™° de
Ia sunite supérieure.

Les suites des nombres figurés proviennent, comme on voit, d’'uné
méme progression excédentive, qui est celle des nombres naturels:
‘Voici d’autres snites qui proviennent de différentes progressions ex-
cédenlives commencant toutes par unité, et dont les différences
sont 1, 2, 3, 4, etc. Chacane de ces progressions fournit une des

séries en queslion, en prenant pour le »° lerme de celle-ci 12
somme des n» premiers lermes de la progression génératrice. Clest

ce que l'on voit dans le tableau suivant
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Progr. d{f didla iy 2y Ot a8y o6 efes

N, triangul. e andaage 3,505 05 35591, Lelo.

Progr. diff- TR e SRt SR S i b
IN. carrés. csene 1, '@-, 9, 16, 25, 36, ete.

Progr. diff A BT B T W P (U
IN. pentagones. «.... 1, b, 12, 22, 35, 51, ete.

Progr. diff. Boad 3y D Qi 10, A5 21, efc:
N. hexagones. ..... 1, 6, 15, 28, 45, 66, etc.

elc. : ele.

Ces séries de nombres triangulaires, carrés, pentagones, hexago-
nes, etc. s'appellent les suites des nombres polygones, parce qu'on
peut les arranger en polygones, d’apres les principes dun® 290.

Souvent on considere aussi les séries formées par les diverses puis-
sances des nombres naturels.

Puissances 0 on nombres constants... © , 1 , 1
Puissances 1'* on nomb. nat. mémes.. 1 , 2 , 3 , 4, efe.
Puissances 2™ ou nomb, carrés.... 1 , 4 , g , 16, e,
Puissances 3™ ou cubés.cessessees 1, 8 , 27 , 64, éfe.
e L i AR o By (Lo N e o) WER Yl s
ete. ele.

Nous donnerons enfin, comme exemple d’ane série formée sans
développement, la série harmonique ou inverse des nombhres nala-

turels,
3 1 1 o3 X 1 2 43 I :
(ol TR > O W, S W, -, L e e e R T s TR TR e s elc.

(Poyez PArithmétique &’ I'mile, note xv.)

803. Cela posé, faisons une distinction : les séries que nous vou-
tons sommer sont nécessairement oun finies ou infinies.

Dans le premier cas, sommer une série c’est vérilablement cher-
cher lasomme proprement dite de tous ses termes. Cest ainsi que nous
avons appris & sommer les progrcssious excédentives et quotilives.

Dans le second cas, sommer une série c’est chercher la quantité
finie qui, par son développement, a donné la suite dont il sagit

(n° 778).
Go¥
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804. Premier cas. Somme proprement dite @une série finie. Le
nombre des suites que 'on sait sommer est malheureusement assez
petit, et pour Tordinaire on esl réduit 2 chercher des moyens de
rendre la série aussi convergente que possible, pour quen faisant
I’addition effective de ses premiers termes, on ait un résullat suffi-
samment approché de la valeur que l'on cherche ( Revoyes les
n° 326 a 333).

Cependant on sait sommer, par algtbre élémentaire, lessuiles des
nombres figurés, celles des nombres polygones, celles des puissances
des nombres naturels, et quelques autres suites qui dérivent de
celles - 13; mais nous ne nous arrélerons point sur ce sujet : car
« Putilité de ces suites n’élant pas grande, on néglige aujourd’hui,
avec raison, d’en parler beaucoup dans les cours de mathémaligues. »
(Lagrange, dans I’ Algébre d'Luler.)

On a aussi des méthodes plus on moins élémentaires pour sommer
un certain nombre de termes dans une série récurrente ; mais quand
on applique ces méthodes a des cas particuliers, les calculs devien-
nent souvent impraticables, et, par celle raison, nous ne nous arré-
terons pas non plus & développer ces méthodes.

805. Seconp cas. Somme d'une série infinie. 11 s'agit proprement
ici, comme nous Pavons déja dit (n° 803), de découvrir la quantité
qui, par son développement, a donné la série.

Nous ne nous occuperons que des séries réenrrentes, et nous n'en
dirons qu’un mot: car, soit dans ce second cas, soit dans le précé-
dent, la sommation des séries doit en général éire traitée par les mé-
thodes transcendantes.

Soit _?]I—[—N-L‘—l—-P.r*—]—Q.x:3 ~}- etc. une série récurrente du second

X, On aura

ordre, qui ait pour échelle de relation e
(-4

et

Dot 12,111'__.'5 x Nx,
o -3

Qud = — Y i Nzx— —B— x- Pty
& @

Brhos il b Papet v, Q)
o 23

etc.
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Ajoutant par colonnes yerlicales , et représenlant par = la fraction
génératrice ou la somme cherchée, on obtiendra

S-—AM—-NJ'Z—l .1~:2.2—E x(E—=M);

-4
d’olr Ion tirera facilement

B
(M- Nx)-}— x.M
—— = o

B i

—% —
1 + e + o

On trouverait de méme pour le troisieme ordre, I'échelle de relation
e S

élant — — XY, — _1"2,._..—- Ty
@ o e

(M |- N Pat)+ o 2 O Na) + L a2

1]

iy Y e :
1+_;lr+—;c_:):2,+ﬁxj

-3

pour le quatriéme ordre,

(M+-Nx—+-Px*+-Qx*) |- s x(M~+-Nx--Px?) - l—x’-(M—I-—LVx}—I—i .M
-2 -2 o

2

1 _]__3_I_|_I_xz+ i,cs_,_ =k
& o & -4
et ainsi de suite.

Appliquons la premiére de ces formules & la série (B) du n° 775;
14127 }- 127 -} efe. dont D'échelle de relation est -3, 5.
Pour la rendre plus générale, et pour éviter les réductions des quan-
lités purement numériques, nous I'écrirons ainsi,

1 by 2722 - 12723 |- 70bad - ete.
et Iéchelle de relation deviendra -}-3x*, |- 52, cest-a-dire qu’on

g 2= :
agra — — & =--5x, et— — x*>=-- 347, et par conséquent
& (2]

e i i 1=
ST A S R T e B

806. Si, aprbs avoir fait * = i , on voulait réduire la fraction gé_
néralrice, on obtiendrait o =1--4-}-23 4 127 704 -} ete. ce qui
prouve bien que chercher la fraction génératrice d’une série n’est
pas & la riguenr la sommer (Poyez les n° 152 4 156).

=50 SFE S
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Cependant, dans la série en -, en faisant cette variable égale &
une fraction syflisamment petite, comme 15, par exemple, la frac-
tion génératrice peul élre considérée comme la somme, on du moins
comme la limite de la série convergente.

1+ 15 + o0 - 7606 T~ ro000 T oLe-

car plus on prend de termes dans cette série; plus on approche de
la valeur de la fraction génératrice, ce qui peut facilement se gé-
néraliser.

807. Nous venons de dire que si on ala fraction génératrice d’une
série convergente, celte fraction finie en est la somme ou la limite :
mais il ne faudrait pas en conclure que si une série non récurrente
marche vers le zéro, elle a pour limite une quantité finie. On dé-
montre, par exemple, que la série harmonique dont nous avons déja
parlé plusicurs fois

O e R RS LR
a une somme ou une limite infiniment grande.

Nous ne nous arréterons pas a cette démonstration ; mais nous fe-
rons observer que les séries partielles renfermées dans celles-1a ont
des limites assez remarquables. Par exemple, la progression quoti-
tive L -1} 14 £+ 5 J-ete apour limite 2 (n° 783), tandis que
la progresssion L -+ 1 -5 +- 55 |- efe. n’a pour limile que 3, que la
progression L 5% -+ 55 -+ 75}~ efc. »’a pour limite que , et ainsi
de suite. La premitre progresssion , quoique infinie, s'approche sans
cesse da nombre 2 sans jamais l'alteindre, pendant que les quatre
premiers termes seuls dela série harmonique valent déja 2 {5 ( #oyez
les réflexions contenues dans PEncyclopédie a Particle Série).

808. Pour terminer ce qui a rapport A notre sujet actuel, on pourra
rechercher encore la fraclion génératrice de la suite (G) (n° 775),
et celle de la série du n° 789.

809. Du reste, on trouvera dans les Mémoires de P Académie des
sciences de Paris, année 1772, une méthode donnée par Lagrange
pour reconnaitre si une série proposée est récurrente. Cette méthode
fait trouver Péchelle de relation, et conduit a la fraction généra-
trice.

810. Nous ne nous arrélerons point ici, ni sur le refour des suites,
qwon appelle aussi méthode inverse des séries, nisur le développe-
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ment des exponentielles et des logarithmes , ui sur les séries circu-
lajres. La maliere des séries, traitée d’une maniére générale et plus

ou moins approi‘ondie, ne nous semble pas appartenir aux ¢léments

proprement dits. Nous avons seulement eu pour but d’en développer
avec quelgue soin les premiers principes, pour qu’on eiil ensuite plus

de facilité & lire les ouvrages ot la matiére est trailée dans son en-
semble (Foyes le Traité de calcul (Z{/[?frﬁ.nﬁiel et de calcul intégral,
in-4°., par M. Lacroix, avec le Traité des différences et des séries du
méme auteur. La table de ce dernier ouvrage indigue d’ailleurs tous

les mathématiciens qui ont travaillé sur cette maliere).

CHAPITRE IL

De linterét compose.

811. Nous avons traité de Pintérét simple dans PArithmétique
allons parler de Vintérét composé ou de Vintérét sur

(n"' 619); nous
ai i transcrire ici un Chapitre de PAlgtbre

intérée. Je me borner
d’Luler, dans lequel cete matiere est traitée d’une maniére fort

claire. 1l fandra du reste revoir le Chapitre des logarithmes dans

PArithmélique-
On demande principalement dans le calcul de lintérét composé
: ’

a quelle somme monte un capital donné aprés un certain nombre

d’années, si on joint annuellement Pintérét au capital, et que de cetle

maniére on augmente continuellement ce capital. On part, pour

résoudre cetle question, d
une année en un capital de 105 écus. Soit le

e ce que 100 écus placés 3 5 pour cent se

changent au bout d’
capital =a, on trouvera ce qu'il vaut an bout de Pannée, en disant :
105a 21a
— —, teque
100 o

si 100 donne 109, que donne a? la réponse est

: R -
I'on peut aussi cerre de celte manicre —.a, ou de celle-ci @ -}~
20
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812. Ainsi, quand on ajoute au capital actuel sa vingli¢me par

lie,,
on obtient la valeur du capital pour I'année prochaine. Ajoutant

a
celui-ci son vingtitme, on sait ce que vaut le capital donné aprés
deux ans, et ainsi desuite. 1l est donc facile ﬂ’appr‘écier les acerois-
sements successifs et annuels du capital, et de continuer ce calcul
aussi loin qu’on voudra.

813. Supposons un capital qui soit présentement de 1000 écus, qu’il
soit placé a cing pour cent, et gu’on joigne chaque année Pintérét
au capital. Comme ce calcul ne larde pas & conduire & des fractions,
nous nous servirons des fractions décimales, mais sans les pousser
plus loin que jusqu’aux millitmes parties ’un écu, vu que des par
ties plus petites n’entrent pas ici en considération,

Le capital donné de 1000 écus vaudra

écus.
apres 1 an.:. i.4 . 10450
b
aprés 2 ans..... 1102 , 5
R
aprés' 3'ans unva s 1187, 635
57 , 881
apres & ans. .. .. 1250, 606
6o , 775

apres 5 ans..... 1276 , 281

ete;

514. On peut continuer de la méme manitre pour autant d’années
quon voudra; mais lorsque le nombre des années est fort grand, le
calcul devient long et ennuyenx; voici comment on peut Pabréger :

Soit le capital présent —=a, et puisqu’un capital de 20 écus vaut
21 écus au bout de Pannée, le capital @ vaudra 3% aaprés un an. Le
z

A . 2 . o 2k RN
meéme capital montera 'année suivante & i 5) . a.Ce ca-,

: AN opige sl gaing .
pital de deux ans vaudra ( — ) . @ Pannée d’aprés; ce quisera donc
20

le capital de trois ans. Celui-ci angmentant de méme, le eapital donné
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21\4 21\ %
vaudra (—) . @ an bout de quatre ans. 11 "aﬂdl‘ﬂ(*—> .aau bout
20 20
213190
et b =) 3 ‘e 3 r r
de cing ans. Aprés un siecle il vaudra (;) « a; et en général
\

21\% : H ;

— ) .a,serala yalenr de ce capital apres » années; et cetle formule

20
servira 4 déterminer la quantilé du capllnl aprés un nombre quel-
conque d’années.

815. La fraction 2}, qui est entrée dans ce caleul, se fonde sur ce
que les intéréis ont été comptés a 5 pour cent, el que 2% esl aulant
que 195, Quesi les inléréts se complaient a 6 pour cent, le capital @

100
monterait a (12%).a au hout d’un an, a (353)* @ au baut de deux
ans, et a (125)7, @ au bout de 7 années.

Mais si les intéréts ne sont que de 4 pour cent, le capital @ ne vau-
dra que (333)7. @ aprés » ans.

816. Or, il est aisé, lorsque le capital @, ainsi que le nombre des
années, est donné, de résoudre ces formules par les logarithmes : car

§'il est question de celle que nous avons trouvée dans la premitre sup-

. 2 _ 217\7 5
position, on prendra le logarithme de (;) .a, qui est=log.

o E T T . .
(—> +log. a, parce que la formule en question est le produit de
320

21\ 21\ J a1\
C—) et de @ ; et comme (——- esl une puissance, on aura L.(.,, )
20 20/ 20 /
QT e i < 3 : 21
— n L. —. Ainsi le logarithme du capital cherché est — n. L. —-
20 20

21
L. a. De plus, le logarithme de la fraction —— — L. 21— L. 20.
2 = 20

817. Soit & présent le capital = 1000 écus, et qu'on demande de
combien il sera an bout de 100 ans, en comptant lesintéréts & 5 pour
cent.

Nousavons ici == 100. Le logarithme du capital cherché sera par

21 378
conséquent = 100 L. éol 1-L. 1000, el yoici comment on évalue celle

quanlité:
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L. 21=1,3222193

soustrayant L. 20—=1,3010300

L. ;fi 00211833
muh:p]mm par 1
100 L. 2L —=2,118g300

ajoutant L. 1000 = 3,0000000

logarithme du capital cherché =5,1189300

On voit par la caractéristique de ce logarithme, que le capital
cherché sera un nombre de six chiflres, et en effet ce eapital se trouve
=131501 écus.

818. Un capital de 3452 livres 4 6 pour cent, de combien sera-t-il
apres 64 ans?

Nous avons ici @ = 3452, et n="64. Donc le logarithme du ca-
pital cherché=064L.2: 4 1..3452, ce qu’on calcale de cette ma-
)llcre H

L. 53=1, 724275q
soustrayant L. - 50=1, 6989700

<

L.

=0, 0253059

o

multipl. par 64..... 64 L. 73_ 1, 6195776

J..3452=3, 5380708

5, 1576484,

Et en prenant le nombre de ce logarithme, on trouve le capital
cherché égal & 143763 livres.

819. Quand le nombre des années est fort grand, comme il s'agit
de mulliplier ce nombre par le logarithme d’une fraction, il pour-
rail provenir une assez grande erreur de ce qgue les logarithmes ne
se trouvent calculés dans les tables que jusqu’a 7 chiffves de déci-
males. C'est pourquoi il faudra employer des logarithmes poussés a
un plus grand nombre de figures, comme on I'a fait dans Pexemple
suivant.

Uhn capital d’un écu restant placé a 5 pour cent pendant 500 ans,

et les intéréls s’y joignant annucllement, on demande a quelle
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somme s¢ montera ce capital aprés les 500 années. On a ici a==1et
n— 5003 par conséquent, Ie logarithme du capital cherché est égal
4 500 L2 L L.y, cequi produit ce calcul

L.21—1, 32221929%733919
soustrayant L.20=1, 3010299956635981

L.2% =0, 021189299069938,

2C

multipliant par 500, on a 10,594649534969000.

Voila done lelogarithme du capital cherché, lequel sera par con-
séquent égal a 39323200000 écus,

890. Si on ne se contentait pas de joindre annuellement Pintérét

au capital, et qu’on voulit encore l’augmenter tous les ans d’une

nouvelle somme = &, le capital actuel, que nous NOMMErons @, §ac-

croitrait chaque année de la maniére qu'on verra

aprées1an  Zh.a--b,

aprés 2 ans ,,,_) a-t2%. b—-l—f:

apres 3 ans ;(‘, Laf-GELrabt3k.04-0,

apres 4 ans i a-f 257 b4 G b+@E5 .0+ b,

aprés 2 ans )" a4 @y b Ghr2b o 55 040

Ce capilal consiste, comme on voit, en deux parlies, dont la pre-
mitre = (25" -a, et dont Pautre prise i rebours forme la série b -+
2142 213 e
’:J b 'I’_(":} !j+(_)_6J b "I'(;_,O)n vb.
Celte suite est évidemment une progression géométrique, dont

Pexposant est égal 4 31. Nous en chercherons donc la somme en

multipliant d’abord le dernier terme (55)*~*-6 par 'exposant 2}; nous
aurons (25)7.5. Sousirayant ensuile le premier terme b, il reste
20y, b —b; et divisant enfin par I'exposant moins 1, ¢’est-a-dire par

-, nous trouverons Ja somme cherchée — 20 (35)7.06 — 200, dont
le capital cherché est Gor-a—-20 (Gy)rb —20b=(55)*- (a + 20b)
— 20b.

§21. Le développement de cette formule exige qu'on calcale sépa-
- (@--20b), ce quise fait en prenant
son logarithme, quiest n L. 21 L. (@ + 20b), car le nombre qui
répond a ce logarithme dans les tables sera la valeur de ce premier

yément son premier lerme (3
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terme. Si I'on soustrait ensuite 20/ de cette quantité, on connait le
capital cherché.

822. Question. Quelqu’un a un capital de 1000 écus placé a cing
pour cent; il y ajoute annuellement 100 écus outre les intéréts : on
demande la valeur de ce capital au bout de vingt-cing ans.

Nous avons ici a==1000, # — 100, =25 : voici donc le plan de
Popération,

L. 35 =0, 021189294,

Multipliant par 25, on a 25 L. 2! = o, 5297324750

L. (a-4-20b) =3, 4771213135
=4, 0068537885.

Ainsi la premiére partie, ou le nombre qui répond a ce logarithme,
est 10159,1 écus, et si 'on en soustrait 206 = 2000, on trouve que
le capital en question vaudra, aprds 25 ans, 8159,1 écus.

823. Puis donc que ce capital de 1000 écus va toujours en aug-
menlant , et gqu’apres vingl-cing ans il se monte A 8159 - écus,

10
on peut faire la question, en combien d’années il montera jusqu’a
5 jusq

1000000 €CuS-

Soit n ce nombre d’années, et puisque @ = 1000,5 = 100, le ca-
pitalseraan bout de 7z ans: (£1)# (3000) — 2000, somme qui doit faire
1000000 d’écus : de la résulte done cette égalité ou équation,

3000 (25" — 2000 = 1000000.
Ajoutant des deux cbtés 2000, on a

3000 (2L)* = 1002000.

Divisant de part et d’autre par 3000, il vient (21)» —334.

Prenant les logarithmes, ona n L. 2L = L. 334; el divisant pax
. 334
L. 25, on obtient 7 = i—;— Or, L. 334 = 2,5237465, et L. 2}
e S T
“2;5237465

=205 gal 1893;(10:1(: R - Et-si Ton multiplie enfin les

0,0211893

: 25237465

deux termes de cette fraction par 10000000, on aura 7= S ati835
21189

ce qui fait cent dix-neuf ans un mois sept jours, et c’est li le temps

apres lequel le capital de 1000 écus se sera accru jusqua 1000000

d’écus.
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824. Mais si on supposait que quelqu’un, aulieu d’augmenter an-
nuellement son capital d’une certaine somme fixe, le diminuit en
employant, chaque année, une certaine somme pour son entretien,
on aurait les gradations suivantes pour les valeurs de ce capital o,
année par année, en le supposant placé & 5 pour cent, et en enten-

dant par » la somme qu'on en 6te annuellement:

aprés 1 an, 2l.a—0b,
aprés 2 ans, (2L¢.a—32Lb—b,
(

apres 3 ans,

s —(EFDb—b,

aprés 2 ans,

8925. Ce capital consiste done en deux parties, 'une est @ly.a,
el Pautre, qui doit en étre soustraile, forme, en prenant les termes

en rétrogradant, la progression géoméirique snivante,
b4-GH04+ED 0G0 ... - (2hy—b.

Nous avons déja trouvé ci-dessus la somme de celle progression
= 20 (3L)».b — 20b ; si donc on souslrait cette quantité de Ehn.a,
on aura le capital cherehé, aprés n ans, = (31)” (@ — 200) - 20b.

§26. On aurait pu tirer aussi cette formule immédiatement de Ia
précédente : car de méme qu’on ajoutait, dans la supposition précé-
dente, annuellement la somme &, on éte & présent chaque annéela
méme somme ». On n’a donc qu’a metire dans la formule précédente
partout — & a la place de |- &. Il faut remarquer principalement ici
que, si 200 est plus grand que @, la premitre partie devient néga-
tive, et par conséquent que le capital va toujours en diminaant. Cela
se comprend aisément: car si on 6te plus du capital annuellement
qu’il ne s’y joint d’argent en intéréts, il est clair que ce capital doit
devenir continuellement plus petit, et qu’a la fin il doit méme se ré-
duire absolument & rien. C’est ce que nous allons éclaircir par un
exemple.

827. Question. Quelqu’un a un capital de 100000 écus pl
mour cent; il lui faut chaque année 6000 écus pour son enly

acé a 5
clien : cela
fait plus que lesintéréls de son argent, lesquels ne se montent qu’a
5000 écus : par conséquent le capital ira toujours en diminuant, On
demande en combien de temps il s'évanounira tout-4-fait. Sappesons
ce nombre d’années =n, et puisque @ = 100000, ¢t b = 6000, nous
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a

savons qu'aprés n ans la valeur du capilal sera = — 20000 (55" -}
120000, 0u 120000 — 20000 (3)”. Ainsi le capital se réduira a zéro
lorsque 20000 (§5)” se montera & 120000 écus, Ou lorsque 20000 (55 )"
¢égalera 120000. Divisant des deux cdlés par 20000, ona (2L =
Prenant les logarithmes, on a n L2} = L. 6. Divisant par L. 35, il
L. 6 0,7781513 7781513
—ﬁid——,ourz:— — =)
L. 2L 0,0211893 211893
8 mois 22 jours, au bout duquel temps il ne restera plus rien du

vient 7 — donc » = 36 ans

capital.

98. Il sera bon de faire voir aussi comment; en parlant des mé-
mes principes, on peut calculer les intéréls pour des tempsplug
courtsque des années enticres. On se sert pour cela de la formule
(2L7.a trouvée plus haut, qui exprime la valeur d’un capital placé
a 5 pour cent aprés n années : car si le temps est de moins d’un an,
Pexposant 7 devient une fraction, et le calcul se fait par les loga-
rithmes comme auparavant. Si on demandait, par exemple, la va-
leur du capital aprés un jour, on ferail 7 = 513 si c’est aprés deux

jours, n==37%5, et aiosi de suite.

829. Soit le capital a=100000 écus placé a 5 pour cent: a com-
bien montera-1-il en huit jours de temps?

Nous avons @ = 100000, €L n = % ; par conséquent le capital

a
21 N\ v .y
cherché — (—)“ 100000. Le logarithme de celle quantité est
20

Fa1 Nz
v =" \&65 2ol EaTl, 21 -1 21
— L.(m) + L. 100000 = 33; L. 3 + L. 100000. Or, L. 35
| == 0,0211893 ; multipliant par ==, on a
| 0,000464% ,

ajoutant L. 100000 = 5,0000000,

la somme est - .. ... = 5,000464%.

Le nombre de ce logarithme se trouve = 100107. Ainsi, dans les
premiers huit jours, les intéréts du capital font déja 107 écus.

§30. Dans celte maliere se présentent aussi les questions d’estimer
la valeur présente d’une somme d'argent qui ne serait payable que
dans quelques années. On considérera que puisque 20 écus en argent
complant montent a 21 écus en douze mois, il faut que réciproque-

ment 21 écus, qu’on ne pourrait toucher qu’au hout d’unan, ne valent

actuellement que 20 écus. Si donc on exprime par @ unc somme dont
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le paiement écherrait au bout d’un an, la valeur présente de cette
somme est 29 @. Ainsi, pour trouver combien un capital a, payable
seulement au bout d’un certain temps, vaudrait une année plus 16t il
b
faudra le multiplier par 29; pour trouver sa valeur deux ans avant
Péchéance, on le multipliera par (522, et en général sa valeur 7 ans
avant I’échéance s'exprimera (22)” . a.
Q S > l oA lirer . 3 '

831. Supposons qu'un homme aif a Lirer penddnlcmq annges con-
sécutives une rente annuelle de cent écus, et quiil veuille la céder
pour de I'argent complant, en comptant les intéréts a 5 pour cent;
si on demande combien il doit recevoir, voici comment il faudra
raisonner:

Pour 100 écus échus,
apres 1 an il recoit ¢5,238.
apres 2 ans....... 9o,;705.
apres 3 ans....... 86,385.
aprés 4 ans....... 82,272,
aprés 5 ans....... 78,355,

somme des 5 termes 432,955.

Ainsi le possesseur de Ta rente ne peut prétendre en argent comp-
tani que 432,955 écus, ou 1298 livres 17 sous 3 7 deniers.

832. On remarquera quesiune telle rente devait durer un nombre
d’années beaucoup plus grand, le calcul, de la maniére que nous

Pavons fait, deviendrait trés-pénible : voici lesmoyens de le faciliter;

Soitla rente annuelle = @, commencant dés & présent, et durant

n années , elle vaudra actuellement,

o (e ) o (B o+ (e

Voila une progression gtométrique, el Lout se réduit a en trouver

la somme. On multipliera done le dernier terme par I'exposant: le
-+I
. 2() = }> . - -
produit est [ — .@; souslrayant le premier terme, il reste
21
L

20\ 1! o . 3.

,) .@ — a; divisant enfin par I'esposant moins 1, c’est-a-dire

21
par— g7, 0u, ce qui revient an méme, multipliant par — 21, on aura

62
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n1
Ia sommecherchee:—m( ) @ - 21a, ou bien 212 — 21

n-x
( ) .a ; et ce second terme qu’il s’agit de soustraire se caleule

facilement par les logarithmes. (#oyez l'article de I'Intérét composé,
dans les Zables de Logarithmes de Gardiner.)

SOLUTIONSD ES PROBLEMES.

Ne 712,

1. Newton 85 ans, Descartes 54.

IL. La frégate frangaise 259, anglaise 170.

IIT. Le mulet 7 sacs, I'dne §

IV. Vingt-huit disciples.

. Quatre-vingt-qualre ans.

VI. René 4, Félix 2, Victor 1.

VII. L’équation est idenlique, tous les nombres sont hons
(n° 466).

VIII. Cinq cent quatre-vingt-trois aunes 1,

IX. Une picce de drap blanc 8 écus ;, une de drap noir 102, et
une de blen 13 1.

X. Le second gobelet 16 onces, le couvercle 20,

XI. L’héritage 8100 écus, neuf enfants, pour chacun d’eux 900
écus.

XII, Celle des Suisses de 265, celle desS ouabes de583, celle
des Saxons de 689.

i st OO )
U0 e ESPLCOT:_—Z,— pieces,

e 5 b{“—{‘) o
2° espice ——— — picees.
a—'b

r=s%a




SOLUTIONS DES PROBLEMES. 491
N° 74o0.

I. Les soluteurs sont-}-5 et — 2. Le premier résout la question
méme, le second la question rectifiée. { Foyez les n** 729 et 542.)

II. Les deux soluteurs sont 6 et 4, tous deux directs ( Foyez le
n° 543, 1°). Ces deux nombres satisfont donc tous deux a P'équation,
qui ne doit pas étre modifiée. Si on voulait y changer le signede =,
les deux soluteurs seraient les mémes, mais: tous deux inverses
(n° 543, 1), ce qui indiquerait une fausse supposition.

III. On trouve x — +V —4&, symbole imginaire, ou symbole
d’impossibilité (n** 216, 259, 262, 541).

1V. On doit trouver x =-}-15. Le nombre direct est le seul de
quelque usage; onne trouve point de seconde question liée a la pre-
mitre (n® 541, 728).

V. Lesdeux soluteurs sont 10 et — 11. Ity a donc 10 piéces.

Comme P'équalion est x*-4-xz—110, le nombre 10 répond aussi
a celte question: Frouver un nombre tel que, ajouté a son carré, ilfisse
110; et le nombre 11 répond a celle-ci: Frowver un nombre tel que,
retranché de son carré, il fasse 110.

VI. Les deux soluteurssont 12 et — 15.1l ya donc 12 piéces: ob-
servation analogue & celle du probleme précédent pour la valeur
en moins.

VII. Les deux solateurs sont 40 et — 200. La premiére paysanne
avait donc 40 ceufs, et la seconde 6o: observation analogue a celle
du probléeme V, pour la valeur en moins.

VIII. Les deux soluteurs sont 15 et 5. Le premier marchand avait
donc 15 aunes, et le second 183 ou le premier 5, et le second 8.

IX. Les deux soluleurs sont

be?
zm=deds VJ,;C‘-———

2
R a@

ou, ce qui revient an méme,

Foyes les n® 356, 7a4.




492
X. Les soluteurs de (A) sont
St b vl
auxquels on peut donner ces deux formes,
—irdrl/5 2R 5—1)

Les soluteurs de (B) sont

SOLUTIONS DES PROBLEMES.

z==t V. ar -4V irt— b (u° 517),
dont on peut changer la forme par le n° 519. Ils deviendroat ainsi,
.7::il/rz+%rbilr/r‘-— Lrb.

Les soluteurs de (C) sont

b d e
i Vg —a + o Vi —a

En partant de Péquation on a suivi cette marche. On a transposé
le premier radical, élevé les deux membres au carré (n° 370, A), ef-
fectué la multiplication indiquée dans le second membre, effacé
les termes égaux dans les deux, ordonné la nouvelle équation, pour
la résoudre par le procédé ordinaire.

Les soluteurs de (D) sont

abd
Vibab* — (a* - b — d2)? ; |

Pour les trouver, on a transposé le premier radical, élevé an earré,

ax

réduit et divisé par le facteur commun. Cela fait, on a de nouveau
transposé pour isoler le radical, pais élevé au carré en lindiquant
dans le membre sans radical, encore transposé et réduit; enfin, on a
extrait de part et d’antrela racine.

Neg72.

1. Ces deux nombres sont 14 et 26.

11. Ces deux nombres sont 4 et 22.

I1I. Ces deux nombres sont 576 et 1296.

1V. Il y avait 14 associés.

V. Lessolateurs sont 3175, 3 —175,1 73,1 — |3, qu'on
pourra développer par approximation.

FIN.
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