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Depuis plus de trente ans , je recommande aux auteurs
de livres élémentaires une marche naturelle et logique,
que j’ai cherché à suivre moi-même dans mes divers ou¬
vrages sur les mathématiques et sur la physique . En pu¬
bliant la première édition de mon Arithmétique (i 795),
je l’intitulai Arithmétique cTEmile, et je lui donnai pour
épigraphe ces mots de J.-J. Rousseau , Que votre élève
ii apprenne pas la science, qu’il l’invente : c ’était assez
faire pressentir la marche que je me proposais de suivre.
Dès lors j’ai publié la Physique d’Émile , YAlgèbre d’É¬
mile,  et plusieurs autres ouvrages élémentaires , où le
nom d’Emile ne paraît plus , mais dans lesquels j’ai ce¬
pendant toujours suivi la même méthode . L’épigraphe
que je viens de citer prouve que j’ai considéré cette mé¬
thode comme une méthode d’invention -, cependant j’ai
déclaré que je ne voulais point lui donner le nom de mé¬
thode analytique , parce que les philosophes ne sont
point encore d’accord sur le véritable caractère de cette
dernière . Mais ce qui .est beaucoup plus essentiel, c’est
d’envisager celte marche d’invention sous son véritable
point de vue. Voici ce que j’ai dit à cet égard , dans un
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Mémoire sur la meilleure marche à suivre dans rensei¬
gnement de la géométrie élémentaire , publié en 1824:

« Les ouvrages élémentaires , clans chaque genre , sont
faits pour les commençants , et leur condition essentielle
est , je pense, la clarté . 11 faut qu’ils soient clairs , et ils
doivent l’être , non-seulement dans les détails, mais en¬
core dans la marche générale. Si le plan sur lequel ils
sont tracés peut être saisi d’entrée par le lecteur , la lu¬
mière qui en résulte rejaillit nécessairement sur les dé¬
tails , et augmente l’intérêt de l’ensemble.

« Je suppose un esprit bien fait , capable de réflexion,
qui ne connaisse pas la géométrie , qui ne l’ait pas étu¬
diée, mais qui veuille s’imposer la tâche de méditer lui-
même sur ce sujet , et d’inventer en quelque sorte la
science. Il s’informera d’abord de l’objet dont elle s’oc¬
cupe , savoir l’étendue , considérée sous le rapport de ses
formes et de ses dimensions; et après avoir tiré de là les
premières notions de lignes droites et courbes , de sur¬
faces planes et non planes, et 'de solides de toute espèce,
il demandera quelles sont , parmi cette infinité de choses,
celles auxquelles on se borne dans les éléments. Avec ces
données préliminaires , il s’abandonnera à ses propres
forces, se tracera d’avance une route , et la suivra sans
s’en départir.

« Cette méthode , qu’on peut appeler méthode de re¬
cherche  ou d’invention, est sans doute aussi celle qui
convient à l’enseignement , puisque l’élève , en suivant
le fil qui le dirige, sent qu’il aurait pu le tendre lui-même,
et croit presque ne suivre que sa propre impulsion.

« Mais je dois répéter ici ce que j’ai déjà dit ailleurs:
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On a trop confondu la méthode d’invention proprement
dite avec la marche supposée des inventeurs ; c’est celle-
ci que Clairaut a voulu suivre dans ses Éléments de géo¬
métrie publiés en 17 41s et contre laquelle d’Alembert
a fait ensuite , en 1759, quelques objections dans ses
Mélanges de littérature , d’histoire et de philosophie.  Le
hasard a souvent présidé aux découvertes des véritables
inventeurs , qui , semblables à l’abeille, butinaient tantôt
ici, tantôt là, sans s’astreindre à aucune marche cal¬
culée. Lorsqu’on prétend suivre leurs traces , on doit
procéder comme si l’on essayait un premier pas , sans
avoir l’air de prévoir quels pourront être les suivants;
et celte incertitude n’est pourtant pas réelle : il faut
bien que l’auteur adopte d’avance un plan ; mais il évite
de le faire connaître . Ce plan d'ailleurs est tel , qu’il
faudrait déjà posséder la science dans son entier pour
le saisir , et dès lors il n’est plus propre à servir de
guide au commençant.

«Je l’ai dit aussi: Il me paraît que la véritable méthode
de recherche doit , moins que toute autre , avoir l’air de
procéder arbitrairement et comme au hasard : elle doit
se proposer un but , et y marcher d’un pas assuré ; elle
doit répandre sans cesse une lumière si vive , que l’élève
ne soit jamais incertain de sa route , qu’il découvre d’un
coup d’œil le chemin qu’il a fait, et celui qu’il doit faire
encore. »

A peu près dans le temps que je publiai mon pre¬
mier ouvrage , le Traité analytique de la Méthode
(1794) 5 l’illustre et malheureux Lavoisier professait la
même doctrine , et 1un et l’autre nous citions Condillac
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comme en ayant un des premiers donné le précepte et
l’exemple. J’ai dès lors acquis une longue pratique de
l’enseignement , et j’ai vu souvent ces développements
logiques exciter l’enthousiasme des jeunes élèves favo¬
risés par la nature ; mais ils ont peu d’influence sur les
lecteurs qui savent déjà, et qui tiennent à leurs habitu¬
des. Peut -être aussi n’y a- t -on pas donné assez d’atten¬
tion ; j’en trouverais la preuve dans un certain nombre
d’ouvrages élémentaires qui ont paru dès lors.

Si l’on a présent à l’esprit ce que nous venons de dire
à l’occasion de la géométrie , on comprendra que nous
avons dû distribuer les matières que nous nous propo¬
sions de faire entrer dans cette Algèbre sur un plan qui
pût être saisi par les commençants lorsqu’ils auraient
acquis les notions fondamentales. Nous allons donner ici
une légère esquisse de ce plan.

On y trouve d’abord une Introduction divisée en trois
chapitres . Dans le premier , on fait naître les caractères
généraux et l’algèbre au moyen de problèmes arithmé¬
tiques. Dans le second, en appliquant les formules géné¬
rales à quelques cas particuliers , dans lesquels telle ou
telle quantité a passé de l’addition à la soustraction , et
réciproquement , ori voit arriver les quantités dites po¬
sitives et négatives , que nous avons nommées directes
et inverses.  Dans le troisième enfin, on fait observer

que le but de toute opération de calcul est de détermi¬
ner des quantités inconnues au moyen de certaines re¬
lations qu’on leur sait avoir avec des quantités connues.
On fait observer aussi que ces rapports fournissent des
équations qui servent à les exprimer . On dit alors ce que
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c’est que résoudre une équation , et l’on fait voir que
toute équation , ou se trouve résolue dès qu ’elle est posée,
ou n’est pas ainsi immédiatement résolue.

Toute l’algèbre étant comprise dans ces deux classes
d’équations , le corps de l’ouvrage se trouve naturelle¬
ment divisé en deux parties , la première traitant des
équations qui sont résolues dès qu ’elles sont posées , la
seconde des équations à résoudre.

Cela posé , voyons les détails de la première partie,qui
porte , dans le fait , sur les opérations fondamentales.
Elle est de nouveau divisée en deux sections : la première,

qui s’occupe des opérations sur les quantités simples,
conduit aux lois des signes , aux définitions des coeffi¬
cients , des exposants , des puissances et des racines , et
enfin à la composition des formules algébriques , soit
comme monomes , soit comme polynômes.

La seconde section traitant des quantités composées,
considère successivement leur addition , leur soustrac¬

tion , leur réduction , puis leur multiplication et leur di¬
vision . A l’occasion de la soustraction , on dit un mot des

équidifférences et des progressions par différences , déjà
examinées en détail dans l’arithmétique . A l’occasion de
la division , on dit un mot , soit des fractions , soit des
proportions et progressions par quotients , et même des
logarithmes , tous sujets développés dans l’arithmétique.

Enfin , la division conduit encore aux séries qui nais¬
sent de la division , et celles -ci conduisent aux fractions
continues . Mais la règle par laquelle on réduit une frac¬

tion ordinaire en fraction continue , est la même que
h
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celie du plus grand commun diviseur, en sorte que ce
dernier sujet vient succéder au précédent . Cependant
on ne peut s’occuper du plus grand commun diviseur
sans parler de la plus grande commune mesure de deux
nombres, et des quantités incommensurables ou irra¬
tionnelles. Or, ces quantités sont représentées par des ra¬
cines à extraire , et elles conduisent par conséquent aux
élévations aux puissances, aux extractions de racines , et
au calcul des radicaux . Alors la première partie est ter¬
minée. On y a joint cependant une appendice sur les
permutations et combinaisons.

Nous avons dit que la seconde partie traitait des équa¬
tions à résoudre . Elle est aussi divisée en deux sections:

dans la première , on pose les généralités relatives aux
équations , et on examine les changements prépara¬
toires qu ’on peut leur faire subir. On les décompose en
facteurs du premier degré ; on examine la forme de leurs
coefficients, et on traite des fonctions symétriques de
leurs racines.

La seconde section s’occupe de la résolution effective
des équations. On y traite d’abord des problèmes qui
fournissent autant d’équations que d’inconnues , et
ensuite des problèmes qui fournissent plus ou moins
d’équations que d’inconnues . Voyons plus en détail le
premier cas, celui où l’on a autant d’équations que d’in¬
connues.

Dans une première sous-division, on cherche à rame¬
ner le cas de plusieurs équations et autant d’inconnues,
à celui d’une équation et une inconnue , c’est-à-dire
qu’on s’occupe de l’élimination pour tous les degrés.
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Dans une seconde sous-division , qui traite d’une
équation avec une inconnue , on a d’abord le cas le plus
simple, celui des équations à deux termes , qui non-
seulement comprend toutes les équations du premier
degré , mais encore les racines réelles et imaginaires des
nombres , et en particulier les racines de l’unité pour
tous les degrés.

Les équations à deux termes conduisent à l’évanouis¬
sement des termes et àJa résolution des équations gé¬
nérales du second , du troisième , du quatrième degré,
et de quelques équations de degrés supérieurs qui se
rattachent à celles-là. Du reste , la résolution des équa¬
tions générales des quatre premiers degrés , a été traitée
encore d’une manière très - développée par la méthode
de Lagrange , fondée sur la considération des fonctions
des racines.

On a ensuite , comme méthodes propres à tous les
degrés , soit pour les équations numériques , soit pour
les équations algébriques , la méthode des racines égales,
puis celle des racines rationnelles , puis enfin quelques
mots sur les racines irrationnelles et sur les racines ima¬
ginaires.

On voit par cette analyse que l’ouvrage pourrait être
considéré comme terminé là , puisqu’on a passé en re¬
vue les matières qui doivent essentiellement entrer dans
les éléments. Cependant on y a joint une appendice
annexée à la seconde partie , appendice dans laquelle on
s’est proposé , i° d’expliquer quelques méthodes plus
particulières que celles du corps de l’ouvrage , qui toutes
sont tout-à-fait générales ; a° de proposer aux commen-
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çants un certain nombre d’exercices de calcul. Ces pro¬
cédés particuliers et ces exercices ne devaient pas entrer
dans le corps de l’ouvrage pour ne pas en ralentir la
marche . Dans cette appendice donc, on expose en pre¬
mier lieu quelques méthodes d’élimination, d’abord pour
le premier degré , et ensuite pour tous les degrés; et l’on
s’exerce à résoudre des problèmes déterminés du pre¬
mier et du second degré , puis des problèmes indéter¬
minés du premier . Après avoiç ensuite traité assez au
long des racines irrationnelles des équations numéri¬
ques , on fait l’application de toutes les méthodes à
des équations de degrés supérieurs. On y résout entre
autres complètement une équation numérique du
dixième degré , qui a des racines de tous les genres.

Enfin , on a ajouté à cette nouvelle édition un cha¬
pitre sur les séries , dans lequel on explique la méthode
des coefficients indéterminés , et un sur l’intérêt com¬
posé.

Cependant nous pensons, avec M. Lacroix , que la ma¬
tière des séries ne devrait pas être morcelée comme on
le fait ordinairement ; et nous n’avons eu pour but que
d’en développer avec quelque soin les premiers prin¬
cipes, pour qu’on eût ensuite plus de facilite a lire les
ouvrages où la matière est traitée dans son ensemble.

Je dois maintenant parler de quelques dénominations
nouvelles introduites dans cet ouvrage.

i° J ’avais proposé, dans mon Introduction à VAlgèbre,
publiée en 1799, d’appeler directes  les quantités positives,
et inverses  les quantités négatives. Je remis cet ouvrage
au çélèbre Carnot, en 1800,à son passage pour Marengo;
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et un an après, en 1801, parut la Corrélation des figures
de géométrie, où les mêmes dénominations sont em¬

ployées.Cependant Carnot distingue les véritables quan¬
tités qui sont absolues, directes, ou inverses, des valeurs
ou formules algébriques, qu’il continue de nommer po¬
sitives ou négatives. J’ose dire qu’il n’y a aucun avan¬
tage dans celle distinction. Renoncerons-nous à dire les
nombres 1,2,  3 ,4 > parce que ces caractères ne sont
pas réellement des nombres , mais les chiffres qui les re-

n

présentent ? Ne dirons-nous plus que ]/ ~am est une quan¬
tité radicale, parce qu’à la rigueur cette expression n’est
que la valeur ou la forme algébrique de cette quantité
môme? Les ouvrages de tous les mathématiciens ré¬
pondent à celte question. Ainsi donc, d’un côté on est
en quelque sorte forcé d’appeler quantités les formules
algébriques , et de l’autre on a paru sentir assez géné¬

ralement les avantages des dénominations que j’avais
proposées. Pourquoi donc continue -t- on de nommer
positives les quantités directes , et négatives les quanti¬
tés inverses?

Du reste , la théorie de Carnot ne me paraît guère
propre à entrer dans des éléments , d’autant plus qii’elle
est fondée sur des considérations géométriques dont on
n’est pas toujours supposé s’ôtre occupé lorsqu’on com¬
mence l’algèbre. Je crois d’ailleurs que la règle que j’ai
donnée aux n0> 25, 2G et 35  de cet ouvrage , pour l’inter-
prélation des valeurs inverses, suffit pour tous les cas

(Voyez,  par exemple, dans mon Application de l’Agèbreà

la Géométrie,  lesnos 53  a Go et les n°®197 et 198, outre les
différents cas particuliers examinés dans cette Algèbre
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mêrfie). Cette règle, en outre , est remarquable , soit par
son extrême simplicité , soit parce qu’elle renferme les
règles des signes pour les quatre opérations principales,
ce qui donne la facilité de démontrer immédiatement
ces règles sans y revenir à deux fois, comme l'ont fait
quelques auteurs . ( Voyez  les pages 3y, 33  et 34. )

20 II y a aussi en algèbre une expression générale¬
ment usitée , et qui me paraît tout -à-fait impropre : c’est
celle de racine , employée comme désignant la valeur de
l’inconnue dans une équation . O11 nomme cette valeur
la racine de l’équation ; mais cette prétendue racine n’en
est pas une , et n’en serait pas même une quand l’équa¬
tion serait une puissance ; à plus forte raison quand elle
ne l’est pas. Il n’y a qu’un seul cas où les valeurs de x
soient des racines , c’est dans l’équation à deux termes.
J ai proposé , depuis 1799, de remplacer le mot de racine
par celui de soluteur ; et cette dénomination paraît très-
convenable. En effet , quand une équation donne x =̂.a,
cette valeur a est un nombre qui , mis à la place de x
dans l’équation , satisfait à cette équation ou la résout:
a est donc un soluteur  de l’équation ?Pourquoi employer
un même mot dans deux sens très -différents, quand il
est si facile de faire autrement ? Plus on perfectionnera
la langue des mathématiques , plus la science fera de
progrès.

3° Enfin, depuis long- temps on sentait l’abus des
épithètes d’arithmétique  et de géométrique , données aux
rapports de soustraction et de division. En 179B, dans la
première édition de l’ Arithmétique d’Émile , je proposai
de les remplacer par d’autres , et de dire rapport sous-
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tractif,  et rapport quotitif. Mais en 1802, dans la secondeédition du même ouvrage , je me fixai aux expressions
suivantes : rapport excédentif , rapport quotitif , propor¬
tion excédentive, proportion quotitiçe , progression excé-
dentive, progression quotitive.

Ces dénominations n’ont pas été adoptées : on pour¬
rait même croire , d’après les expressions qui sont ac¬
tuellement admises , qu’il n’existe plus qu’un seul rap¬
port et qu’une seule proportion , quoiqu’on ait encore
deux progressions. Cependant , je dois l’avouer , il me
semble que le résultat d’une comparaison est toujours
un rapport . Et comme on peut comparer deux nombres
donnés sous deux points de vue différents, ou sous deux
rapports différents, en se demandant , 1° de combien lun
excède l’autre , 20 quel est le quotient de l’un par 1au¬tre , les résultats de ces deux comparaisons sont néces¬
sairement deux rapports , qui doivent etre distingues
par deux épithètes différentes , avec le nom génériquecommun.

Puissé-je avoir convaincu quelques- uns de mes lec¬
teurs de l’importance de la méthode dans tout traite
élémentaire d’un genre quelconque ! Puissent-ils penser
désormais que la marche d’invention , telle que je lai
caractérisée, est la plus convenable à l’enseignement!
et puissent les ouvrages élémentaires devenir en général'
plus méthodiques !

N. B. J ’ai marqué d’un astérisque *, dans le courant
de l’ouvrage , les numéros que les commençants peu¬
vent omettre dans une première lecture ; et j’ai d’ailleurs
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donné , outre la table générale , une table particulière
de numéros qui , lus dans l’ordre que j’ai indiqué , for¬
ment un cours élémentaire ne passant pas les équations
du second degré. Cette table est surtout destinée à
Messieurs les étudiants en belles-lettres dans l’académie
de Lausanne ; mais elle pourra servir aussi à tous les
lecteurs qui voudront se contenter d’un cours très-
élémentaire , ou qui voudront du moins commencer
par là.

Je ne terminerai point cette Préface sans offrir tous
mes remercîments à M. Louis Cuénoud , instituteur de
mathématiques à Lausanne , qui a bien voulu me donner
ses avis sur les perfectionnements dont mon ouvrage
était susceptible. Presque tous les changements avan¬
tageux qu’on pourra remarquer dans cette nouvelle
édition , m’ont été suggérés par lui ; et je n’ai pu qu’ap¬
plaudir à sa perspicacité et à la justesse de son esprit.
Cette preuve d’attachement qu’il a bien voulu me don¬
ner m’a été d’autant plus sensible , que je lui ai voué
moi-môme dès long- temps l’affection la plus sincère et
la plus vive.
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FAUTES ESSENTIELLES
A COHHXGEH D’AVANCE.

N, 7?. Comme le papier boit, servez-vousd’une plume bien fine, etd’encreordinaire , ou vous ajouterez de la gomme eu quantité suffisante.

Page 6 , ligne 13 en remontant , 6cù : - j~ 66o , lisez  6 o .r - {- 6oo.îo , au dénominateur de la informulé, — 5o , lisez 6o — 5o.i 4, ligne 21 ,a -\- b, a - -̂ b , lises a -{- b, a — b.ao,  note , démonstrations, lisez dénominations.
Su, ligne 9 en remontant , pouvons, lisez pourrons.
4o, ligne 2, ( am-\ - b«--f - cP Y , lisez ( amb * ct \ .
— ligne 16, 4, 3 , lisez 4 .3.
43, ligne 5 , 4cd, lisez —4 cd.
45, ligne 9 en remontant, 1(ja*bs — m n̂ -J - etc.), lisez

1(7d*b5— etc.)' .3 347, ligne 9, — z= 3 , lisez — = 3. Ligne 11 en remontant,
ajoutez au bas de la page, et sous la formelle note , cesmots : Si , au lieu de prononcer moins par moinsfait plus ,ce qui choque toujours les commençants, on prononçaitt inverse de tinverse est le direct, ou Vinverse pris inverse¬ment devient direct, le sens de la phrase serait beaucoupplus clair. Voilà un avantage de nos dénominations dequantités directes et de quantités inverses.50 , note, double signe-j- , lisez double signe-H51, ligne i3, ap, liseza—P.

a
95, formule 4 , UseZ 1 ' ‘

1000

97, 98. Assurez-vous qu’un carton fait pouf ces deux pagesabien été placé dans votre exemplaire.
c
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Page i 3o,  lignes 18 et ig , s’ils n’ont point de diviseur commun,
lisez  si les coefficients n’ont point de diviseur commun.

i36 , ligne 3 , , Usez (ÿ ) .

145 , ligne 3 , B-̂ f , lises  B w .
3 3

146 , ligne 8 en remontant , 4dl/ cse , lisez bcd  l/ ^ê’e.
151 , ligne 2 en remontant , a” , lisez am.
1 52 , ligne 8 en remontant , yly r , lisez y r!J' r .

( n
154 , lignes î et 3 en remontant , \l/ — a
155 , dernière formule avant la note , -j- , lisez  X-

— note , ligne 1, l/a. — î , lisez JXa . i.

i85 , ligne 3 , ( 1 + «>) + , etc) , lises ( 1 + ny -\ - etc. ).

— ligne 3 en remontant , ( î -J- y)k, lisez (i -}- ?) .
nn-M —»2 »»+ '— n*

iq 5 , liane 2 en remontant, - , lisez -
3,0 n — i n — î

217 , ligneg , ( Voyez  la note ) , lisez ( Voye sla note , pag . 216).

234 , dernière formule , — ( m — )T , lisez — (m — 1 )T.
237 , ligne i5 , mettez une parenthèse devant après le

signe + .
a5o , ligne 17 , S*= , lisez  S 2 =.
260 , ligne 12 , 1. C es , lisez  48i . Ces.
325 , ligne 11 en remontant , — lisez —}—/ScT.
357,ligne l3 en remontant , pz1(q — 3)z, lisez pz%-\ - {q — 3): .

36 1, ligne 11 en remontant , à moins que ces valeurs , etc.

La phrase serait peut -être plus claire si on disait : mais
dans telle ou telle série , deux valeurs peuvent tomber sur
les limites mêmes.

368 , ligne 18 , ces membres , Usez  ccs nombres.
36g , ligne 11 en remontant . 2 , lisez . — 2.

4o3 , ligne 12,4 .v - |- 33 , lisez  4 ~c -f- 5z.
407 , ligue 7, formule du milieu , ajoutez au bas de la page , et

sous la forme de note , ces mots : On aurait pu , au lieu

de — écrire — 3 — cela aurait simplifié les calculs,

sans cependant changer le résultat.
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Page  471 , ligne 5 , la formule doit être
1 X

, Y 1^ =  l — x’ -j- x 5— x5-\ -x 6 —x 8 x 9 — x " êtc.

47i,ligne 6 , -f x *, + x ; lisez — x '*, — x.
~~  lignes 5 , 6, 7 , en remontant , lisez ces lignes ainsi:

jusqu’à ce qu’on eût un reste dans lequel la plus haute
puissance de x fût moindre que celle du diviseur. Ce se¬
rait alors ce reste qui formerait le numérateur de la frac¬
tion à développer en série , après avoir etc.

472 j au milieu, Exemple du  4 me cas,  lisez Exemples an  pluriel.

»73 , ligne 10, - , -4- , Usez — -- , -1 - .0 m ’ 1 m? ’ 1 m

474 ; ligne G en remontant , les différences des différences,
lisez  les différences des différences des différences.

477, Asâurez-vous qu’un carton de quatre pages a bien été
placé ici dans votre exemplaire.

485, ligne 7 en remontant , dont , lisez donc.

fautes moins graves que des précédentes.

Page 182. Dans la formule du n” 33o , le chiffre 3 , qui est au -dessus
du signe radical , dans les dénominateurs des quatre der¬
niers termes , appartient au signe radical lui-même. Ainsi

—, par exemple, signifie /3 divisé par 1/etc.

220, ligne 3, ôtez la parenthèse qui commence la ligne.
257, ligne 1, ses, lisez  ces.
25g , ligne 9 , dans cas, lisez  dans ce cas.
356, ligne 3 , o n , lisez  son.
357, ligne 3 en remontant , et dernier , lisez  et du dernier.
368, ligne 12, binôme , lisez  trinôme.

— ligne a4, (A-l
7 ’
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Page 3g4 , lignes i5 , 16 , obtiendrons , lisez  obtiendrions.
397, ligne 2 en remontant , d’où conclut , lisez  d’où l’on con¬

clut.
463, ligne 4, n , p , q , etc.  lisez p , q,  etc.
485, lignes 8, îo , 11  en remontant . Ici et dans les pages sui¬

vantes, on a employé, d’après Euler , le mot exposant
comme synonyme de raison.  C ’est la raison de la pro¬
gression.

492, formule cinquième, mettez x au premier membre.
4g6, ligne 10  en remontant , 453 , ôtez ce  nombre de cette

ligne , et meltez-le à la ligne au-dessus.



TACHE

DE MM. LES ÉTUDIANS EN BELLES -LETTRES DANS L'ACADÉMIE
DE LAUSANNE.

iV. B. Cette tâche est aussi celle des aspirants aux places de com¬
missaires- arpenteurs. On y a joint , à la fin, trois articles que les
aspirants aux places A’officiersd’artillerie  doivent connaître , outre
les précédents. Quant aux officiers du génie, ils doivent être prêts sur
l’ouvrage entier.

Observation générale.

Les élèves feront bien de suivre les numéros dans l’ordre de cette
table , quoique ce ne soit pas celui du. cours complet.

Nos i à 44  inclusivement,puisn° s5oà lia , et enfinn os n4à 126.
N°s 345 à 355 , puis 357 à 369 ; puis encore 44i à 44g, toujours

inclusivement.
N" ®79 les premières lignes , puis les nos 680  à 684.
Nos 691  à 712, en omettant , dans ce dernier numéro , les Problè¬

mes XII et XIV.
N°s i5 7, i 58, i5g.
Nos si 2 à 228 , puis 234 à 253, puis encore255 à 264.
N0’ 265 à 286, puis n0s 299  à 324 -, puis encore 337 à 343.
Nos 725  à 74o , toujours inclusivement.

POUR MM. LES OFFICIERS D ’ARTILLERIE,

Outre tout ce qui précède, encore les numéros suivants ,
N0s 189  à ai 1.
N°’ 344 , ou l’Appendiceà la Première Partie.
ît os 7133  720.



ALPHABET

POUR FACILITER LA LECTURE DES CALCULS OÙ L’OK FAIT

USAGE DE LETTRES GRECQUES.

A ce.
B/3 g.
T y . . . . . .
A S' .
Eî.
z ?•• •■• , . . Zêta .'
H ». . . Êta;
0 0. . . Thêta.
Il.
Kv..
AA.
M ^ . .
N »,. . . Nu.
a ? . . . Xi.
O a . . . . . .
Ilif ®. . . . . . Pi.

P p. . . . Rho.
2 £T. .
T T.
Tu. . . Upsilon.
O<J>. . . . Phi.

x % . , . . Chi.
■ÿ4 . . . . Psi.
Il W. '. . . .



ALGÈBRE D’ÉMILE.

<*

CHAPITRE PREMIER.

Naissance des caractères généraux et de VAlgèbre.

1- On  n ’a point fait usage en arithmétique îles caractères gé¬
néraux et des lettres de l’alphabet , avant d’avoir senti qu’il était
possible d’employer de semblables caractères , et qu’il y aurait de
l’avantage à le l'aire.

Nous allons voir comment on a pu être conduit à cette espèce
de calcul , et pour cela nous essaierons de résoudre quelquesproblèmes.

Cependant , avant d’aborder ces problèmes , il sera bon de rap¬
peler ici quelques définitions , qui ont été données dans l’arith¬
métique , et qu’il importe d’avoir présentes à l’esprit (Voyez l’A¬
rithmétique d’Emile , 3° édit. , chapitre I :

i°. En mathématiques, on nomme grandeur ou  quantité, tout ce
qui est susceptibled augmentation et de diminution ,commel’étendue,
le mouvement , la lumière , les sons, le poids des corps , etc. etc.

Le mol quantité n’est donc pas pris ici dans le sens de multitude
1
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ou A'abondancc,  qu ’on lui donne souvent dans l’usage ordinaire
de la langue.

2 ° . Le . rapport d ’une grandeur quelconque à celle de même espece
qu’on a choisie pour unité s appelle  nombre;  et les nombres se
représentent ordinairement par les differentes combinaisons des
chiffres.

Ces rapports pouvant augmenter ou diminuer avec les quantités
comparées , sont aussi des quantités , et en prennent souvent le
nom . Ainsi l’on peut dire , la quantité 25 ou le nombre 25 , au
lieu de dire , les chiffres qui représentent le nombre 25.

3° . Les nombres  8 aunes , g aunes , 8 écus , g écus , etc . qu ’on
énonce en désignant l’espèce des quantité s comparées , se nomment
nombres concrets ; et les nombres  8 , g , etc . qu ’on énonce géné¬
ralement , sans désigner Vespèce des quantités comparées , sont
dits  nombres abstraits,  parce qu 'on les sépare , en quelque sorte,
de la chose nombrée , pour les considérer à part.

4°. Je suppose du reste que l’on connaît la signification et l’usage
ordinaire des signes -\ - plus , — moins, >< multiplié par , ; divisé
par , = égale.  Je rappellerai cependant que ces signes , placés
entre deux quantités , désignent communément le premier l’ad¬
dition de ces quantités , le second leur soustraction , le troisième
leur multiplication , le quatrième leur division , et le cinquième
leur égalité.

La multiplication s’indique aussi quelquefois par un point mis
entre deux nombres , comme 3 . 4 , ce qui tout 12 ; et la diii-
sion par un trait horizontal placé entre le dividende , qui est
au -dessus , et le diviseur , qui est au -dessous , à la manière des
fractions , comme -f,  ce qui vaut 4.

D’ailleurs , si deux lignes parallèles = marquent , par leur équi¬
distance , l’égalité des quantités placées à gauche et à droite , eu
revanche deux lignes qui se rencontrent ou , désignent
l’inégalité des quantités qu ’elles séparent . Le plus grand nombre
esta l’ouverture de l ’angle , le plus petit à la pointe . Tour lire
ces expressions , 12 ^>4 , 4 12 , on prononcera , 12  est plus
grand que 4 , et 4 est plus petit que J2.

Enfin , quand on parle d’une manière absolue du signe d ’une
quantité,  on entend toujours , ou le signe -H , ou le signe — , qui
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sc trouve au devant de celte quantité . Par exemple, dans la quan¬
tité 12-}- 5 — 3, qui vaut évidemment i4 , le signe de 5 est -f- , et
le signe de 3 est — . Dans 3X4 — 1 fIu! a P 0ur >’ aleur 9 , le4
signe de 1^ 5 esL— et 3 X 4 n’a P ôiûl tle sîSne*

Cela poséj venons aux problèmes ou aux questions dont nous
ü' °us parlé ^ et faisons-les porter sur des nombres concrets.

2. Pjïemiere question : Vingt personnes , hommes et femmes,
mangent dans une auberge : [ écot d’an hotmns est de  8 décimes;
l écot d’une femme est de 6 déc-imes, et la dépense totale est de
>3o décimes. On demande le nombre des hommes, et celai des

femmes. (Algèbre d’Euler , n° S6j.  )
a.  Nous observerons d’abord que , si le nombre des hommes était

connu , celui des femmes le serait aussi, puisqu’il est dit qu’il y a
en tout 20 personnes.

a. Ainsi donc , comme nous avons appelé x , dans l arithmétique,
le terme inconnu d’une proportion , nous appellerons ici x le
nombre inconnu des hommes.

c. En retranchant le nombre des hommes du nombre total,
nous aurons le nombre des femmes, qui sera par conséquent re¬
présenté par 20 — x.

»• Maintenant , l ’écot d’un homme étant de 8 décimes , s il y
“' ait 4 hommes , l’écot de tous les hommes serait de 8 décimes
multipliés par 4 , ou , ce qui reviendrait au même , il serait de
4 décimes multipliés par 8 (Arithmétique d’Émile , troisième édi-
lion , n° 43i ) , ce qui ferait toujours 32 décimes.

e.  Mais le nombre des hommes est x,  et par conséquent lécot
de tous les hommes est de x fois 8 décimes, ou , ce qui revient
au même, il est de 8 fois x décimes ( n° 2 , n ).

Et comme la quantité 8 fois x peut évidemment être représentée
par 8 x , on aura l’écol de tous les hommes égal à 8 x décimés.

r . De même , le nombre des femmes étant représenté par 20 x ,
(n° a , c ) , et la dépense de chacune étant de 6 décimes, l’écot
de toutes les femmes sera égal à Gdécimes multipliés par 20 — x,
“ombre abstrait ; ou , ce qui revient au même , cet écot sera égal
a 20 — x décimes multipliés par 6 , nombre abstrait ( n° 2 , n).

"Voyons donc comment on peut multiplier 20 — x par 6.
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Si , au lieu «le 20 — x,  nous avions le nombre 20 tout entier
à multiplier par 6 , il est clair que le produit serait 6 fois 20,
ou 120.

Mais ce produit est trop grand , parce que le multiplicande de¬
vait , avant l’opération , être diminué de .r.

Ayant donc pris 6 fois le nombre 20 tout entier , nous avons
pris 6 fois x de trop.

Il n’y a donc , pour corriger l’erreur , qu ’à retrancher 6 fois x ,
ou 6 x de 120 ; et nous aurons alors 120 — 6 x pour le produit
de 20 — x par 6.

El par conséquent l’écot de toutes les femmes sera égal à
120 décimes — 6 x décimes ; ou , ce qui revient au même , à 120
— 6 x décimes.

g . La dépense des hommes ( n ° 2,e ) , jointe a celle des femmes,
(n ° 2 , v) , sera donc de 8 x décimes plus 120 — Gx décimes , ce
qu ’on pourra écrire ainsi , 8 x -j - 120 — 6 x.

11. Mais la dépense des hommes , jointe à celle des femmes,
fait la dépense totale ; et nous savons d’ailleurs que cette dépense
totale est de i 3o décimes.

Nous avons donc deux expressions pour la dépense totale ; et
ces deux expressions ne pouvant appartenir qu ’à un seul et même
nombre , il est clair qu ’elles ont la même valeur . Ainsi

8 x - (- 120 — 6 x = i 3o.
Voilà ce qu’on appelle I’équation  du problème , du mot latin

œqucire , qui signifie égaler.  En sorte qu ’ora nomme  équation une
expression qui indique Végalité de valeur de deux quantités , ordi¬
nairement de forme différente.

D’ailleurs , les deux quantités comparées constituent ce quon
appelle les deux membres de l ’Équation . Celle qui est à gauche
du signe d’égalité forme le premier membre ; et celle qui est à
droite forme le second membre.

Enfin , on nomme termes d’une quantité , prise dans une équa¬
tion ou non , les parties de cette (quantité qui n’ont point de signe  ,
ou qui sont séparées les unes des autres parles signes -j -et —.

Ici le premier membre de l’équation a trois termes , 8 * , 120 , et
.r ; et le second n’en a qu’un , i 3o.
Le mot terme  a donc alors un sens un peu différent de celui
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qu’il a dans les rapports , proportions et progressions. ( Voyez
l'Arithmétique d’Emile, 3e édit . , nos 533 , 54o , 543).

i . Pour réduire le premier membre à sa plus simple expression,
il faudrait retrancher 6 a; de 120, et joindre le reste avec 8 x.

Mais il est clair qu’on obtiendra le même résultat en retran¬
chant 6 i de 8 a;, et en ajoutant le reste avec 120.

Or , la différence de 8 a?et de 6 x est manifestement 2 a , ce
qui fait que notre première équation se change en celle-ci :

2 x -f - 120 = i3o.
k.  Maintenant nous approchons du but ; car s’il faut ajouter

'20 à 2 x pour faire i3o , en n’ajoutant rien à 2 x , on n’aura que
'3o — 120, ou 10, pour la valeur de 21 .

Nous aurons donc ainsi une troisième et une quatrième équa-
t'On, qui seront :

2 x =  i3o — 120 .

2 x — 10 .

n. Or , puisque 2 a - valent 10, il est manifeste qu un seul x
vaut 5 , ce qu’on trouvera en divisant par 2 chacun des membres
de la dernière égalité.

Afin de représenter celle opération finale , on écrira :
x — a
x = 5.

m.  11 y a donc , dans l’auberge , 5 hommes, et par conséquent'5 femmes.
Les 5 hommes dépensent 5 fois 8 décimes , ou 4o décimes , et les

'5 femmes dépensent i5 fois 6 décimes , ou 9° décimes , ce qui
fait bien i3o décimes pour la dépense totale.

3. Rapprochons maintenant nos différentes operations , pour ensaisir mieux la suite. Nous avons eu d’abord
Le nombre des hommes . . x
Celui des femmes. 20 *•
La dépense des hommes- • 8 a;.
Celle des femmes. 120 — 6 x.

Nous avons alors formé successivement les équations suivantes,
qui nous ont conduits a la valeur de x.

8 x -f - 120 — 6 x — i3o.
2 x -f- 120 — i3o.
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2 X= 1 3o - 120.
2 x= 10 -

* *= ^ -
•v= 5.

4 . Tout ceci n’est |>as encore de l’algèbre ; car on ne voit là
qu ’un caractère étranger au calcul arillmiéLique ; et les opérations
que nous avons faites pour connaître la valeur de ce caractère,
ne sont que de simples opérations en*cliilfres.

11 faut , avant d’arriver à notre but , résoudre encore quelques
problèmes analogues à celui -là.

à . Seconde question : Douze personnes , hommes et femmes  ,
mangent dans une auberge : l’écot d ’un homme est de  Go décimes ;
l’écot d’une femme est de  5o décimes ; et la dépense totale est de  66o
décimes . On demande le nombre des hommes et celui des femmes.

Cette question ne diffère de la précédente que par les nombres.
Nous suivrons donc , pour la résoudre , la marche que nous
avons suivie pour résoudre la première ; et nous aurons

Le nombre des hommes - • .r.
Le nombre des femmes . . . 12 — .r.
La dépense des hommes - - Go x.
La dépense des femmes - ■ Goo — 5o x.

Cela nous donnera les équations suivantes , qui nous conduiront
à la valeur de x:

Goo.

Il y a donc 6 hommes , et par conséquent 6 femmes.
Les hommes dépensent 6 fois Go décimes , ou 3Go décimes , et

les femmes 6 fois 5o décimes , ou 3oo décimes , ce qui fait bien
66o décimes pour la dépense totale.

60o — 5o x = : 66o.
ÎO X-f- Goo = 66o.

10 X = 66o
10 X = 6o.

X _ 60
— IO‘

X = 6.

6 . Troisième question : Trente - deux ouvriers français et
espagnols travaillent ensemble à un même ouvrage ; on donne
20 décimes par jour à chaque français , et  i5 à chaque espagnol ;
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et la dépense journalière est de 54o décimes . On demandenombre des ouvriers français et celui des espagnols.Celte question , quoique différente , pour le fond , des deux pre¬cedentes , a cependant avec elles un si grand rapport , que noussuivrons encore pour la résoudre la maiclie que noussuivie pour résoudre les autres . Nous auions doncLe nombre des ouvriers français. x-
Celui des espagnols . X‘La journée de tous les français . • 20 X.
Celle de tous les espagnols . . . 48o 1** ,v'
Ce qui nous donnera les équations suivantes.
20 x -j - 48o — i5 x = 5 'io,

5 * 48o = 54o.
5 x = 54o — 4«o.
5 i = 6o.

x =a ta.
H y a donc 12 français , et par conséquent 20 espagnols.La journée de tou ? les français est de 12 fois 20 décimes , oude 24o décimes , et la journée de tous les espagnols est de 20 (oisi5 décimes , ou de 3oo décimes , ce qui fait bien 54o décimespour la dépense totale.
~. Quatrième question : Huit tuyaux de fontaine , les uns defie , les autres de fonte , coûtent ensemble dans un même réservoir ;chaque tuyau, de fer donne 12 hectolitres d’eau , pendant que chaquetuyau de fonte en fournit 10 : alors le réservoir est plein , et contient8G hectolitres . On demande le nombre des tuyaux de fer , et celui destuyau, , de fonte.
Liicore ici la question varie , et cependant elle a , avec les autres,on rapport qu’il sera facile d’apercevoir sans que je m y arrête , et(lui nous obligera de suivre , pour la quatrième fois , la marche quenous avous suivie . Nous aurons donc
Le nombre des tuyaux de fer x.
Celui des tuyaux de fonte . . . 8 — x.
La dépense de tous les tuyaux de 1er, pendant que le réservoirse remplit , exprimée en hectolitres 12 x.Celle des totaux de fonte . 80 — iox.
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Ce qui donnera
12  a* —J —'8o — io x — 86.

2 x -f - 8o = 86
2 x = 86 — 8o.

2 x = 6.

x =  3.

Il y a donc 3 tuyaux de fer , et par conséquent 5 tuyaux de fonte.
Tous les tuyaux de fer dorment donc 36 hectolitres d’eau , pen¬

dant que les tuyaux de fonte en fournissent 5o. Alors le réservoir
est plein , et contient en effet 86 hectolitres d’eau.

8. Si nous réfléchissons maintenant sur ce qu’il nous a fallu faire
pour résoudre nos quatre questions, nous verrons que nous avons
été forcés de répéter un même calcul quatre fois de suite : du moins
la marche des quatre opérations s’est-elle toujours trouvée la même,
et cela à cause du rapport qu’il y avait entre les problèmes qu’il fal¬
lait résoudre . Ces opérations n’ont absolument différé entre elles
que par les nombres , qui ont en effet varié d’une question à l’autre.

Cela bien saisi nous fera penser que la solution du premier pro¬
blème aurait pu nous conduire à la solution des autres , si dans les
différentes égalités successives par lesquelles nous avons passé pour
arriverai ! résultat final de celui-là , nous n’eussions fait qu’indiquer
les opérations , au lieu de les effectuer; car alors les calculs à faire
pour résoudre chacun de ces problèmes, auraient paru dans le ré¬
sultat du premier ; et ils auraient été réduits là au plus petit nombre
possible.

En reprenant notre première question (n° 2 ) , j’expliquerai plus
clairement mon idée.

9. Nous avons d’abord représenté le nombre des hommes para;
(n ° 2 , b ). Alors celui des femmes a eu pour expression 20 —x
(n° 2 , c), et la dépense de tous les hommes 8 x ( n ° 2 , e).

a . Pour désigner celle de toutes les femmes , nous avons multi¬

plié 20 — x par 6 (n° 2 , r ) , ce qui nous a donné 120— 6 x.
Maintenant , au lieu de faire cette multiplication , je me bornerai

à l’indiquer , afin qu’elle paraisse dans le résultat final. J’aurai donc
pour la dépense de toutes les femmes 20  X 6 — 6 x,  ou, ce qui re¬
tient au même, 6 X 20— 6 .v.



DE 1,’aLOKüRE. 9

b . En réunissant alors les deux dépenses , j’aurai l ’équation
8 -r -f - 6 X 20 — 6 x = 13o.

c. Parvenu là , je devrais retrancher 6 x de 8 x ;  mais , au lieu
de faire cette soustraction , je me contenterai de l’indiquer , et je
la représenterai par 8 x — 6x,  ou par ( 8 — 6 ) x.

On doit très bien comprendre le sens de cette dernière expres¬
sion : elle montre que le nombre 6 doit être retranché du nombre
8 , et que le reste 2 de cette soustraction doit être écrit devant
la lettres , comme son multiplicateur . Celle expression a donc
pour valeur 2 x,  comme il faut que cela soit.

Les parenthèses ont là leur utilité , car si on les ôtait , et qu ’à la
place de 8 x — 6 .r on voulut écrire 8 — 6 .r, sans parenthèses , cela si¬
gnifierait alors que la quantité G.v devrait être retranchée du nombre
8 , ce qui aurait une tout autre valeur , comme il est facile de le voir.

Notre première équation se changera donc en celle -ci,
(8 — 6 ) .r -J- 6 X 20 = i3o ;

d.  D ’où nous tirerons ( n° 2 , k ) ,
(8 — 6 ) a; = i3o — GX 20 .

e . Mais , l ’inconnue x étant ici multipliée par 8 — G, nous divise¬
rons les deux membres de l’équation par 8 — 6, etjaous aurons enfin

i3o — 6 X 2o.
* = ■- (* )

8 — 6,
résultat final qui donne toujours 5 pour la valeur de x,  mais qui
a l’avantage de montrer les opérations qu ’il faut nécessairement faire
pour trouver cette valeur.

( * ) Il faut faire ici plusieurs observations.
D’abord il est clair que quand deux quantités sont égales , si on les divise par

uu même nombre , les quotients sont égaux.
Il n’est pas moins évident que lorsqu ’on divise un produit par un de ses facteurs f

on a pour quotient l’autre facteur ( Arith.  n* a 69 , 161 , i 64 ) . Ainsi , en divisaut
le produit ( 8 — 6 )x  par le facteur ( 8 — 6 ) , on a pour quotient l ’autre facteur x.

Enfin , comme il est permis , pour indiquer une division , décrire le diviseur sons
le dividende , en les séparant par un trait ( n° 1 ) , nous pouvons représenter,
comme nous l’avons fait , la division du second membre de notre dernière équa¬
tion par 8 — 6. Du rcsle , on peut , pour lire celte équation , dire x  égale i 3o —• 6
fois 20 divisé par 8 — 6 , ou i 3o — 6 fois 20 sur &—  6.

2
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10. En considérant ce dernier résultat , nous observerons que le
nombre i3o représente Ja dépense totale , le nombre 6 l’écot d’une
femme , le nombre eo toutes. les personnes , et le nombre 8 l ’écot
d’un homme.

11. En sorte que , pour trouver la valeur de  x , il faut retrancher
de la dépense totale Vécotd'une femme , multiplié parle nombre des
personnes, et diviser le reste par la différence de l’écot d'un homme
avec celui dhine femme.

12. Appliquons cela à nosautres questions, en assimilantd’ailieurs
les hommes aux ouvriers français et aux tuyaux de fer , et les femmes
aux ouvriers espagnols et aux tuyaux de fonte , en raison de l’ordre
observé entre ces choses dans nos quatre questions; nous aurons tout
d’un coup, sans mettre ces questions en équation , et sans passer par
les détails intermédiaires,

Pour la seconde ( n° 5 ) ,
6Go — 5o X <2

% = . = G.
6o— 5o.

Pour la troisième (n° G) ,
54o— i5 X Sa

* x = -= 12.
20 — 15.

Pour la quatrième (n° 7),
86 — 10 X 8

x = - = 3.
12 — 10 .

13. On comprendra donc , par cet exemple , comment la solution
d’un problème peut conduire à la solution d’une foule d’autres pro¬
blèmes analogues au premier.

Il faut pour cela , quand on résout le problème original , ne pas
effectuer les opérations qui se présentent à faire, et se contenter de
les indiquer dans les différentes égalités successives par lesquelles
on passe( n° 8 ).

14. Mais ce n’est pas tout : pour aller plus facilement de la solu¬
tion de notre premier problème à la solution des autres , nous avons
déduit de cette première solution une espèce de règle que nous
avons énoncée au n” 11.
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Or , il est facile de voir que cette règle serait abrégée , simplifiée,
qu’elle deviendrait du moins plus saillante , et se lirait en quelque
sorte d’un coup d’œil , si on lui donnait la forme suivante:

Dep . tôt . — L ’écot d’une foin . X Le 110ml). des pois.
X sa - - —- —- !- ~-

L ’écot d 'un hom . — L ’écot d’uue fem.

15. D’ailleurs on sentira facilement l’avantage , soit de la règle
du n° ii , soit de l’équation dans laquelle nous venons de la chan¬
ger ; car , dans l’une et dans l’autre , les mots Dépense totale , par
exemple , ne signifieut pas plus t3o que 66o, que 54o , que 86 ( n” 12) :
la valeur de ces mots dépend de la question ; et il en est de même
des autres mots employés dans la règle et dans l’équation : en sorte
que celte règle et celte équation peuvent s’appliquer à tous les
problèmes analogues au problème original.

Pour résoudre ces problèmes , il faudra substituer aux mots de la
réglé ou de l’équation , les nombres qu’ils sont destinés à représenter
dans chaque question particulière.

IG. Mais un premier pas conduit à unseeond , et nous ne tarderons
pas à voir que cette équation peut se simplifier beaucoup encore:
car , au lieu d’écrire Dép . tôt. , on peut se contenter d’écrire d. /.,
et même tout simplement d,  en ne mettant que ïa première lettre
du mot dépense ; et cela n’aura pas d’inconvénient si l’on n’oublie
pas quelle est la signification de ce d.

En partant de là, nous pourrons représenter l’écot d’un homme
par h,  première lettre du mot homme ; l’écot d’une femme par f,
première lettre du mot femme ; et enfin le nombre des personnes par
n,  première lettre du mot nombre.

Notre équation prendra alors cette forme très simple:

d —fX n,
x —-

h -f
Et de cette manière nous en saisirons bien mieux l’ensemble;

nous y lirons plus facilement les opérations à faire pour résoudre tous
les problèmes analogues au problème original.

17. D’ailleurs , il est bien clair qu’au lieu de ces lettres nous au¬
rions pu en mettre d’autres, en convenant d’avance de ce que nous
voulions leur faire représenter.
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Ainsi l’écot (l’un homme aurait tout aussi bien pu être exprimé par
a  que par h,  l ’écol d’une femme par b que par f,  et ainsi de suite.

18. Il n’est pas moins évident que puisque nous avons trouvé une
équation finale qui peut résoudre nos quatre questions, et bien d’au¬
tres eneore qu’il serait facile d’imaginer , et que , dans ce résultat,
les différentes quantités sont représentées par des lettres , on aurait
pu nous proposer une question dans laquelle les quantités auraient
été immédiatement  représentées par des lettres. Et sans doute que du
problème ainsi présenté nous aurions pu descendre à l’équation
finale. C’est ce que nous allons essayer de faire.

19 . Qdestion  GÉNÉnALE : Un certain nombre connu de personnes  ,

hommes et jemmes , mangent dans une auberge , et ce nombre est
représenté par  n ; Pécot d ’un homme est de  a .décimes , Pêcot d’une
femme est de  1) décimes , et la dépense totale est de  d décimes . On
demande le nombre des hommes et celui des femmes.

Nous avons
Le nombre des personnes. n.
L’écot d’un homme. a.
L’écol d’une femme. b.
La dépense totale. d.
Nous feronsle nombre des hommes. .
Celui des femmes, égal au nombre total moins le nombre des

hommes, sera par conséquent. n — x.
La dépense de tous les hommes est égale à a décimes multipliés

par le nombre abstrait x,  ou , ce qui revient au même, elle est égale
à x décimes multipliés par le nombre abstrait a.

Mais pour multiplier x par 8, nous avons écrit Sx;  et par consé¬
quent pour multiplier x par a,  nous pourrons écrire ax,  en nous
souvenant que quand deux lettres seront ainsi écrites l’une à côté de
l’autre , sans aucun signe entre deux, les nombres qu’elles repré¬
sentent devront être multipliés l’un par l’autre.

Ceci mérite qu’on s’y arrête un peu. Sans la convention , faite en
arithmétique , qu’un second chiffre placé à la gauche -d’un premier
prendra une valeur dix fois plus grande que sa valeur propre ou in¬
trinsèque , le nombre G5, par exemple, se lirait sûr cinq,  ou sixfois
cinq,  et vaudrait trente,  et ainsi pour d’autres cas . Mais , par la con-
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vention indiquée , on lit : soixante-cinq,  ou six fois dix plus cinq;
en sorte que l’on fait, et souvent sans s’en douter, une multiplication
et une addition . Celle convention n’ajant point lieu pour les lettres,
ni pour un mélange de chiffres et de lettres , nous prenons tout na¬
turellement 8a; pour 8 fois x,  et ax  pour a fois x,  ce qui peut s’é¬
tendre à un plus grand nombre de lettres et de chiffres.

La dépense de tous les hommes sera donc ax.
Pour avoir la dépense de toutes les femmes, il faudra multiplier

l’écot d’une femme, ou b décimes , par un nombre abstrait égal au
nombre des femmes, ou par n —x; ou , ce qui revient au même, il
faudra multiplier n —x décimes par b , nombre abstrait. Il est clair
que cela nous donnera , d’après ce que nous avons vu précédemment
(nos 2 , r -, 9 , a), bn —bx.

Ainsi la dépense de touLes les femmes sera b n— bx.
Nous aurons donc alors celte équation ( n° g , b) ,

ax -j - bn — bxz= d;
D’où nous tirerons d’abord (n° 9, c) ,

(a — b) x-\ -bn = d ,
El ensuite ( n° 9, n) ,

(fl —b ) x—d — b n.
Divisant enfin de part et d’autre par a — b (n ° 9, e ), nous trouve¬

rons
d— bn

x = --
a —b,

résultat qui ne diffère de celui du n° 16, que par les lettres que
nous avons substituées à h et af.

Du reste , pour énoncer ce problème d’une manière encore plus
générale , et pour le faire porter sur des nombres abstraits, il faudrait
poser ainsi la question :

Partager le nombren en deux parties , telles que la première étant
multipliée par  a , et la seconde par h , la somme des deux produits
soit  d.

Nommant la première partie x,  la seconde serait n— x , le produit
de la première par a serait ax,  et celui de la seconde par b se¬
rait bn — bx,  ce qui donnerait , comme ci-devant , l’équation

ax -\ - bn — bx — d.
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20. Voilà ce que c’est que I’Algèure : c’est une arithmétique qui
sert à résoudre des questions générales au moyen de signes géné¬
raux.

On a choisi pour ce calcul les lettres de l’alphabet , qui n’ayant
par elles-mêmes aucune valeur numérique , sont, comme nous
venons de le voir, susceptibles de représenter toutes sortes de quan¬
tités.

Lorsqu’au moyen de ces signes généraux on a résolu une ques¬
tion générale , l’équation finale qui en est le résultat , mène en
quelque sorte tout d’un coup à la solution de toutes les questions
particulières qu’on peut concevoir renfermées dans la question gé¬
nérale . 11 ne s’agit pour cela que de substituer aux caractères gé¬
néraux du résultat les valeurs numériques particulières qui leur sont
attribuées par la question particulière , et d'effectuer les opérations,
qui ne sont , au fond , qu’indiquées dans l’équation finale, quoi¬
qu’elles y soient réduites au plus petit nombre possible.

D’ailleurs , cette équation (n05 i4 , 16, ig ) peut se désigner parle
nom de formule ; car on appelle formule toute quantité algébrique
qui représente un calcul à faire , et qui en donne en quelque sorte
\&forme.

Le célèbre Euler étend même celte expression jusqu’auxquanlités
numériques : suivant lui , non - seulement a -) -b,  a ^ré^ -etc. sont
des formules ; mais il en est de même de 8 5, 8 — 5, etc. (Voyez,
son Algèbre.  )

NOTE

Relative aux questions contenues dans ce chapitre.

Je voudrais engager les commençants à réfléchir sur les transfor¬
mations que subissent ordinairement dans le calcul les nombres
concrets (n° i ) , qui deviennent , ou des nombres abstraits , ou des
nombres concrets d’une autre espèce,suivant ce qu’exige la marche
raisonnée des opérations. L’arithmétique fournit de nombreux exem¬
ples de ces changemens , dont le calculateur ne se doute pas tou-
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jours , ce qui heureusement 11el’empêche point de parvenir à son
hut , s’il obéit aux règles que prescrit la science. Mais pour ceux qui
veulent avoir des idées nettesdece qu’ilsfont , il importe d’examiner
les choses de plus près.

Prenons pour exemple noire première queslion (n° 2) , et rap¬
pelons-nous bien, i°. qu’on ne peut faire d’additions et de soustrac¬
tions qu’en opérant sur des quantités homogènes ou de même na¬
ture, qu’on ne peut ajouter des hommes avec des arbres ; que d’une
somme d’écus on ne peut ôlerdes aunes d’étoffe, etc. etc. ; 2°. que,
dans toute multiplication , le multiplicateur est toujours abstrait;
cl que le produit est de même nature que le multiplicande . ( Aril .
n°*4.2g, 43o.)

En appelant donc x le nombre des hommes , et en prenanL20—x
pour 1e nombre des femmes, nous pouvons dire que ces trois nom¬
bres, x, 20, et 20 — x, sont homogènes, si nous les considérons
comme exprimant des personnes , qui sont des hommes ou des
femmes, mais qui sont toujours des personnes. Sous ce point de
vue , la soustraction indiquée par 20 — x est légitime.

Maisquand , pour avoir l’écot de tous les hommes, nous disons qu’il
est égala x fois 8 décimes , nous faisons de x un multiplicateur abs¬
trait ; et en ajoutant qu’on peut aussi représenter cet écot par 8 fois
x décimes, 8 devient alors nombre abstrait , et x exprime des dé¬
cimes. Dans les deux cas, le produit équivaut à 8a:décimes.

On peut faire les mêmes observations sur la manière de calculer
l’écot de toutes les femmes, exprimé en décimes par tao — 6 v
(n“s2 , e,  r ).

Enfin , il est bien évident que l 'équation 8* -}- 120— 6 x = i 3o,
11e porte que sur des décimes, puisqu’elle exprime que la dépense
des hommes, plus celle des femmes (tant de décimes pour les uns,
tant pour les autres), forment la dépense totale de i3o décimes.
Or , celle équation , après plusieurs simplifications,qui ne changent
point sa nature , se réduit enfin à celle-ci : x = S (n ° 2, l ) ; ce qui
signifie proprement que x décimes égalent 5 décimes.

Mais, comme tout le calcul a été fait dans la supposition que x,
quelque transformation qu’il pût subir pendant l’opération , était un
nombre égal au nombre des hommes, il est clair que la quantité x
hommes égale 5 hommes.



CHAPITRE II.

Naissance des Quantités  directes et des Quantités
inverses.

21. Il  est un moyen assez simple de faire rentrer dans une ques¬
tion générale certaines questions particulières qui sembleraient d’a¬
bord ne pouvoir pas s’y rapporter . Nous allons expliquer cela par
l’exemple suivant :

22.  Cinquième question : Dix tuyaux de fontaine , les uns de fer
et les autres de fonte , communiquent avec un même réservoir; cha¬
que tuyau de fer fournit ?! hectolitres d’eau , pendant que chaque
tuyau de fonte en absorbe  5 ; alors le réservoir est plein , et contient
4l hectolitres. On demande le nombre des tuyaux de fer , et celui des
tuyaux de fonte.

On voit bien que cette question a beaucoup de rapport avec les
précédentes ; mais elle en diffère en ce que les tuyaux de fonte ab¬
sorbent de l’eau au lieu d’en fournir.

En la généralisant comme nous avons généralisé les autres dans
le n° ig,eten employant les mêmes caractères , on trouverait qu’au
lieu d’ajouter à ax la valeur bn —bx, il faudrait de ax retrancher
cette même valeur bn — bx, qui exprime ici l’eau absorbée.

Or , si de ax on retranche bn, on a ax — bn; mais en retran¬
chant bn on a trop retranché , puisqu’il ne fallait retrancher que
bn — bx: c’est donc bx qu’on a retranché de trop ; il faut donc re¬
mettre cette valeur dans le résultat de la soustraction, afin d’avoir
le véritable reste , qui se trouve ainsi exprimé par

ax — bn -{- bx = d.
De là on tirera d’abord (n“ g, c ) ,

(a -j- 1») x— bn — d.
Ajoutant bn dans les deux membres, on aura

(a -j- Zi) x— d-\ - bn.
Divisant enfin de part et d’autre par (a -J- 6) ( n° 8 , e ) , on trou¬

vera
d -\ - bn

x
a - j- ê.
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53 . Dans le cas particulier dont il s’agit ici , cette formule donne
4i + 5 X 1 «

X = -- -= 7
8 + 5.

24 . D’ailleurs , elle ce diffère de la formule du n° ig , qu ’en ce que
les ternies qui contiennent b ont ici un signe opposé à celui qu ’ils
ont là.

En y réfléchissant , ce changement de signe paraîtra très na¬
turel , puisque le symbole b (*) exprimait d’abord de l’eau fournie ,
et qu ’il exprime actuellement de l’eau absorbée ;  or , l’elFet de l’une
ne peut qu’être contraire à l’effet de l’autre , du moins relative¬
ment aux additions et aux soustractions de ces quantités.

Quand les tuyaux de fonte versaient de l’eau dans le réservoir ,
celle eau s’ajoutait à celle des tuyaux de fer : il y avait là addition.
Maintenant les tuyaux de fonte absorbent de l’eau ; cette eau sort
donc du réservoir , et il y a dans ce cas soustraction.  Ainsi donc
l’eau des tuyaux de fonte est une quantité qui , en allant de la
première question à la seconde , passe de l’addition à la soustrac¬
tion , et qui , en allant de la seconde à la première , passerait de
la soustraction à l’addition.

Mais nous avons appelé termes  les quantités séparées par les
signes -j- et — , qui sont les signes d’addition et de soustraction.
Donc ces signes doivent changer quand les quantités contenues
dans ces termes changent de l’addition à la soustraction , et récipro¬
quement ; le -[- devient — , et le — devient -J- . Sur quoi il faut
bien remarquer que ce ne sont pas toujours tous les signes d’une
formule qui doivent changer , mais seulement ceux des termes
qui contiennent les quantités qui ont passé de l’addition à la sous¬
traction , et réciproquement . Ainsi , dans notre exemple , les ter¬
mes — bn  et — b ont changé de signe , et sont devenus -J- bn  et
-j- b ; tandis que les termes a  et d  n ’ont point varié , et qu ’ils
n’auraient subi aucun changement lors même qu ’ils auraient été
précédés d’un signe.

11 faut encore observer que , dans le terme — bn , le symbole n
n’a eu aucune influence sur le changement de signe , parce que

( *) J’appelle Symbole  la lcLUe qui représente une quantité.
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la quantité qu’il représente , savoir le nombre total des tuyaux,
n’a point passé de l’addition à la soustraction , ni de la soustrac¬
tion à l’addition : dans les deux questions , le symbole n est pris
tout - à - fait dans le même sens . Dans le terme bn,  l ’eau des
tuyaux de fonte b est prise autant de fois qu ’il y a de tuyaux en
tout , c’est- à-dire n fois . Or , si une fois b se prend en sens con¬
traire (*) , n fois b doivent aussi se prendre en sens contraire , ce
qui peut s’appliquer à tous les cas du même genre.

Il faut observer enfin que , dans le cas d’une quantité qui se pré¬
sente d’abord comme additive , la marche du calcul peut cependant
amener des termes soustractifs contenant cette quantité ; c’est ce qu’on
voit au n° ig ; et que , dans le cas d’une quantité qui se présente
d’abord comme soustractive , le calcul peut amener des termes ad¬
ditifs contenant celte quantité , comme au n° 22 . Or , dans ce cas-là
même , lorsqu ’une quantité a passé de l’addition à la soustraction,
ou réciproquement , les signes de tous les termes qui contiennent
cette quantité doivent changer , c’est-à-dire que toute addition de
cette quantité doit devenir une soustraction , et que toute soustrac¬
tion de la même quantité doit devenir une addition.

25 . Ces observations font voir qu ’on aurait pu , dans le cas actuel,
tirer immédiatement la valeur de x de la formule du n° ig , et qu ’il
aurait suffi pour cela de changer dans cette formule les signes des
termes qui contiennent 5 , cc.qui peut s’appliquer à tous les cas sem¬
blables à celui -ci . Et voilà l’artifice que nous avons annoncé au
n ° 21 , et qui donne aux formules algébriques une généralité qu ’elles
n’auraient pas sans lui.

26 - Mais il faut observer , à cet égard , que s’il se trouvait dans
un terme d’une formule deux symboles multipliés ou divisés l’un
par l’autre , comme trou - , et que dans tel ou tel cas particulier il
fallût ( la chose étant supposée possible ) prendre ces deux symboles
tous deux dans un sens contraire à celui qu ’ils étaient supposés
avoir en établissant la formule , alors le signe de ce terme devrait

(*) Quand nous parlerons , dans cette matière , de sens contraire , de sens op¬
posé , on voudra bien se souvenir qu’il s’agit toujours d’addition et de soustrac¬
tion : le sens contraire de l’addition , c’est la soustraction , et réciproquement.
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l’ester le même ; car après l’avoir changé pour l’une des quantités,
il faudrait le changer de nouveau pour l’autre , ce qui le ramène-
l'ail à ce qu ’il était d’abord.

La même règle s’observera si , au lieu de deux symboles de celte
espèce , il y en a quatre dans le même terme , ou six , ou huit , etc.
en un mol si ces symboles sont en nombre pair.

Cependant , remarquons -le bien , il ne faut faire entrer dans ce
compte des lettres paires ou impaires , que celles qui se rapportent
aux quantités qui ont changé de l’addition à la soustraction , et ré¬
ciproquement , et point du tout les autres lettres qui pourraient se
trouver avec celles -là . Ainsi , le terme —bn  de notre première for¬
mule est devenu -j- bn  par le changement de b,  et de b seulement
( u’’ 24 ). Le nombre des symboles influents de ce terme est impair,
puisqu ’on n’en compte qu ’un seul de ce genre.

Observons encore que , s’il fallait faire varier une formule qui

contînt quelque terme composé , comme — (^ -t- hh ) , ou — S.—
faudrait , pour ne point courir le risque de se tromper , opérer les
changemens sur les signes des termes partiels , et non sur le signe
général du terme composé . Par exemple , dans ces deux formules,
si la quantité h variait , on les écrirait ainsi : — {g — hh ), et —

si la quantité g variait seule , sans que A variât , on aurait

— ( — hh ) , et — etc . Mais les connaissances que nous
allons bientôt acquérir , nous mettront à l’abri de toute erreur pos¬
sible.

27. Du reste , il est bien évident que si la question du n° 22  eût été
d -\ - b n

la question originale , et que de la formule x — - relative à
et-j - b

cette question , on eût voulu tirer une formule immédiatement
applicable au problème du n ° 7 , il eût aussi suffi de changer

d b fi
dans la formule x — - supposée primitive , les signes desa b

d — bn
termes qui contiennent b , ce qui aurait donné x = — ——.

a — b

28. 11  résulte de tout cela que les quantités en algèbre peu-
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veut être comparées , non -seulement sous le rapport de leur gran¬
deur , mais encore sous le rapport de leur influence sur les
signes -f- et — d’uue l'ornuile considérée comme primitive , et que
Ton veul rendre applicable à tel ou tel cas particulier . Toute
quantité qui est prise dans le sens primitif de son symbole , comme
de l’eau fournie lorsque le symbole exprime de l’eau fournie , ne
change rien aux signes de la formule primitive ; mais toute quan¬
tité qui est prise dans un sens opposé au sens primitif de son sym¬
bole ( n ° 24 , note ) , coiume de l’eau absorbée quand le symbole
exprime de l’eau fournie , change les signes des termes qui contien¬
nent ce symbole , c’est- à-dire le - f- en — , et le — en

29 . On peut donc dire que l'effet de ces secondes quantités est
inverse de l’effet des premières , ou que ces quantités elles -mêmes
sont inverses  des autres , qui par opposition pourront être nom¬
mées directes.

Ainsi , quand un symbole représentera de l’eau fournie , toute
eau fournie , considérée comme valeur particulière de ce symbole,
sera une quantité directe ; et toute eau absorbée , considérée aussi
comme valeur particulière de ce symbole , sera une quantité
inverse.

En revanche , quand un symbole exprimera de l’eau absorbée,
toute eau absorbée , considérée comme valeur particulière de ce
symbole , sera une quantité directe ; et toute eau fournie , con¬
sidérée aussi comme valeur particulière de ce symbole , sera une
quantité inverse.

La même chose se dira des biens et des dettes , des gains et
des pertes , d’un chemin fait dans un sens et d’un rebroussement
en sens contraire , etc . etc.

La même chose se dira aussi , dans les calculs de nombres
abstraits , des quantités additives et des quantités soustractives.

30 . En général , toute quantité prise dans le sens primitif de son
symbole est directe , et toute quantité prise dans un sens contraire
au sens primitif de son symbole est invebse . (Voyez la note du
11° 24 (*).

(*) J’ai le premier propose' ces démonstrations dans mon Introduction à FAI-
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31. Mais après avoir considéré les quantités inverses parmi les
connues d’un problème , il importe de les considérer parmi les
inconnues ; c’est ce que nous allons voir dans la question suivante;

Un joueur , ayant d’aborcl  n francs dans sa bourse , perd  m
parties valant chacune  b francs ; combien lui reste-t- il alors  ?

En nommant x la quantité que l’on cherche , ou le bien du
joueur après les m parties , il est évident qu’on aura l’équation
générale

x = n — mb.

32. Maintenant il est bien clair que ce cas en renferme encore
plusieurs autres : car si mb  est plus petit que n,  il restera quelque
chose au joueur ; si mb  est égal à n,  il ne lui restera rien ; et si mb
est plus grand que n,  le joueur aura perdu tout son avoir , et se trou¬
vera encore chargé d’une dette.

Examinons celle dernière supposition , et posons en fait que
la quantité mb  surpasse n de la quantité c,  ou que l’on ait
mb = n -J - c.

Au lieu de retrancher mb,  on pourra retrancher n et c,  et la for¬
mule deviendra x — n — n — c,  ou , parce que n — n se réduit à
zéro , elle deviendra

x = o — c.

Ce résultat serait absurde si on voulait le conside'rer comme in¬

diquant une soustraction , parce qu’il est impossible de retrancher
quelque chose de rien . Mais il faut observer qu’on ne l’a obtenu
qu ’en appliquant à une formule dans laquelle x était supposé ex¬
primer un bien réel , un cas particulier dans lequel x devait ex¬
primer une dette , c’est- à-dire une quantité inverse.

Ce dernier résultat indique donc que le joueur , au lieu de posséder
c,  n ’a rien et doit encore c.

33 . En d’autres termes , l ’expression o — c fait voir que la ques¬
tion qui demande le bien du joueur après les m parties , est mal

gèbre , publiée en 1799. Carnot , à qui j’avais remis mon ouvrage , les adopta dans
sa Corrélation des fgures de géométrie  qui parut en 1801. Dès lors elles lui
sont généralement attribuées , de même que toute la théorie qui s’y rattache , et
qui en est , à ce qu’il me semble , une conséquence assez immédiate . ( Voyez  la
préface de celle Algèbre . )
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posée relativement à la double supposition que les m parties sont
perdues , et que mb = n -f - c .-en sorte que cette question, dans ce
cas , aurait dû être énoncée en sens inverse,  et qu’on aurait dû
demander ce que redevait le joueur après les m parties.

On aurait eu alors x = mb — n car il est évident que le
joueur redoit ce qu’il a perdu , moins ee qu’il a payé , c’est-à-dire
moins ce qu’il avait en commençant de jouer.

Et en mettant dans cette équation , à la place de mb , sa valeur
supposée n -j - c ( n " 32 ) , on aurait trouvé

x — n c — /î = O -j- C= C.
34. Il faut observer ici que notre question s’est facilement rec¬

tifiée, parce que nous savions d’avance que le joueur , dans la
supposition que nous avions faite , devait être chargé d’une dette :
cette rectification ne serait peut-être pas dans tous les cas aussi
facile -, mais on peut comprendre qu’en général lorsqu’on arrivera
à une expression comme celle-ci ,

x = o — a,
cette expression ne pourra être considérée comme une véritable
équation , parce qu’il faudrait pour cela admettre une chose absurde,
c’est-à-dire qu’il est possible de retrancher quelque chose de rien.

On peut d’ailleurs faire sentir d’une autre manière l’absurdité
de ce résultat pris à la lettre , c’est en ajoutant a aux deux mem¬
bres de la prétendue équation ; car elle deviendra ainsi :

a -j - x = o.
Or , il est impossible que la somme proprement dite de deux

quantités soit nulle.
Mais comme on suppose qu’on ne s’est point trompé dans le

calcul , la dernière équation étant absurde , il faut que la pre¬
mière le soit. J’entends par première équation celle qui est im¬
médiatement tirée de l’énoncé du problème.

Si donc on rend exacte la première équation , toutes celles
que l’on en tirera jusqu’à la dernière - seront exactes aussi; et
réciproquement , si l’on commence par rectifier la dernière équa¬
tion , en corrigeant d’après celle-ci les précédentes , on n’aura
que des équations vraies.

Or , il est manifeste que pour rectifier la dernière équation, il
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faut , au lieu île x =  o — a,

écrire x = o -f- a,
d’où l’on tirera , en retranchant de part et d’autre a , x — a — a.
Or , cette équation supposant a égal à x,  elle ne diffère pas decelle-ci

a — x — o,
lui , comparée avec l’équation fausse a -1- x — o , montre qu’il fal¬
lait simplement changer le signe de x dans cette dernière.

Mais, au lieu de changer le signe de x dans le résultat , on aurait
pu le changer dans l’équation primitive.

35. C’est donc là ce qu’il faut faire lorsqu’on est conduit à des
expressions comme celles que nous venons d’examiner ; il faut
changer le signe de l’inconnue dans l’équation primitive, c’est-à-
dire que si celte inconnue est ajoutée , il faut la retrancher , et
que si elle est retranchée , il faut l’ajouter : bien entendu qu’on
fera ce changement dans tous les termes qui renfermeront l’in¬
connue , et que s’il se trouve des termes qui contiennent un nombre
pair d’.r multipliés ou divisés lesuns par les autres , comme xx,
xxæoc, 3~ - ~ ~ etc . on ne changera point les signes de ces ter¬
mes ( n° 26 ).

L’équation primitive étant ainsi modifiée, fera voir si l’on peut
modifier la question d’où celte équation était dérivée , et quelle doit
être dans ce cas cette modification.

36. Par exemple , l’équation de la question précédente était
x = n — m h , qui revient à m b -(- x = n , comme on le voit en
ajoutant de part et d’autre m b.

Or , cette équation
rnb x — n ,

en y supposant m b — n -\ - c,  nous a conduits au résultat absurde
x =  O— c;

changeant donc le signe de x dans l’équation primitive m b -j-
x — n,  elle deviendra

m b — x=̂ n;
ce qui nous apprend que si l’on retranche x de la perte du joueur,
on a pour reste un nombre égal au bien qu’il possédait d’abord ;
d’où il résulte que sa perte excède de x ce bien , et que par con¬
séquent il redoit x.
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Nous verrions tlonc par là , lors même que nous ne le saurions
pas déjà , que la question, au lien de demander quel était dans ce
cas le bien du joueur après les m parties , aurait du demander
quelle était sa dette.

Prenons encore un exemple , et supposons qu’on nous propose
celte question particulière, portant sur des nombres abstraits (n° i) :

Trouver un nombre tel qu ajoutant non triple à G8 , la somme soit
égale à 4o diminué du nombre cherché.

Soit ce nombre x,  on aura l’équation
68 -J- 3 x — 4o — x.

Ajoutant .r dans les deux membres , on obtiendra
68 -j- 4 x = 4o.

Divisant tous les termes par 4 , pour simplifier l’équation , elle
deviendra

l 7 + x = to -
Enfin , retranchant 17 des deux côtés , on trouvera

x — 1o — 17,
x ■= ■ 10 — 10 — 7 (Arith . n°s 1 ig , 120, 121) ,
x = o — 7.

Ce résultat étant inverse , nous remonterons à l’équation primi¬
tive , et nous lui appliquerons la règle du n° 35. Elle sera changée
en celle-ci :

68 — 3 a;= 4o -j- x •,
et elle nous apprendra que le nombre 7 répond à la question, ainsi
modifiée :

Trouver un nombre tel que retranchant son triple de  68 , le reste
soit égal à ko augmenté du nombre, cherché.

Et en effet 68 — 21 = 4o -j- 7 , comme on le voit facilement.
D’ailleurs , pour résoudre l’équation modifiée, écrivons-la d’a¬

bord ainsi :
4o -j- x = 68 — 3 a;.

Ajoutant alors 3 a; des deux côtés, puis divisant tout par 4 , et
retranchant 10 à droite et à gauche , nous aurons successivement

4o -j- 4 x = 68,
10 -f- x = 17 ,

x =

87. Quel que soit pour une question l’effet du changement de
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s, gne de * dans les équations résultantes de cette question, ce
changement , lorsqu’il devient nécessaire, prouve que la quantité x
°u sa valeur a,  est inverse relativement à ce qu’on l’avait supposée.

Or , comme la nécessité de ce changement est indiquée par le
signe— de l’expression .r = o — a,  on peut dire que ce signe in¬
dique, dans ce cas , que la quantité qu’il précède est inverse.

Je dis la quantité qu’il précède , car de x = O— a,  on tire,
en ajoutant a de part et d’autre , a x = o , comme nous l’a¬
vons déjà vu , et de a -j - x = o , on tire enpore en retranchant*
de part et d’autre , a — o — v ; en sorte que le signe — pré¬
cède a ou précède x.

Si , au lieu de * = o — a , on avait x = o -j - a , ou , ce qui est
la même chose , * = a , ces deux dernières expressions indique¬
raient comme la première que * a pour valeur a;  mais tandis
que la première expression conduit à changer le signe de * , les
deux dernières conduisent à laisser subsister ce signe tel qu’il est;
c’est pourquoi l’on peut dire que , dans ces circonstances , une
quanlilé qui n’a point de signe ou qui a le signe 4- est directe.

38. On voit par là qu’en algèbre les signes—J—et — ont un usage
double. Ils peuvent dans cette science, comme dans l’arithmétique,
indiquer l’addition et la soustraction ; mais dans ce cas ils ne sont
jamais placés qu’entre deux quantités dont il faut trouver la
somme ou la différence. Ils peuvent aussi dans l’algèbre servir à
désigner les quantités directes et inverses, et se trouver par con¬
séquent au devant de quantités qui n’ont qu’un seul terme. Ainsi
les quantités o a, o — a,  n ’ont qu’un seul terme : car , si l’on
supprime le zéro , qui n’a aucune valeur , ces quantités se ré¬
duisent à -J- net à — a ; c ’est du moins ainsi qu’on les écrit ordi¬
nairement.

Nous apellerons le signe , lorsqu’il sera pris dans cette ac¬
ception , signe de direction,  elle signe — , dans les memes cir¬
constances , signe d’inversion.

39. D’après tout ce que nous venons de dire , on doit se faire
une idée nette de ce qu’il faut entendre par quantités directes et
inverses. Ces quantités , considérées en elles-mêmes , ne sont point
distinctes les unes des autres , et elles ne le deviennent que rela-
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tîvement au point de vue sous lequel on les envisage, ou au rôle
qu’on leur fait jouer.

Plusieurs quantités homogènes étant données , on peut les ajouter
les unes avec les autres , ou retrancher les plus petites des plus
grandes , et l’on aura ainsi des quantités que l’on pourra nommer
additives et soustractives, mais qui n’auront point dans le fait
changé de nature.

Cela posé , qu’une partie de celles qui étaient additives devien¬
nent soustractives , et qu’une partie de celles qui étaient soustrac¬
tives deviennent additives, toutes les quantités qui auront subi cette
espèce de changement seront inverses de ce qu’elles étaient , et toutes
celles qui ne l’auront pas subi seront directes ; mais ce seront toujours
les mêmes quantités , remplissant tantôt une fonction, tantôt une
autre , et étant toujours par le fait ou ajoutées ou retranchées.

40. Il faut encore observer qu’une formule étant donnée , si
on voulait se contenter d’y rapporter des cas où les quantités
qu elle contient ne changeraient point de l’addition à la soustrac¬
tion , et réciproquement , on n’aurait aucun besoin de parler de
quantités directes et de quantités inverses. C’est ainsi que les ques¬
tions des nos 2 , 5 , 6 et 7 , peuvent se résoudre par la formule
dun ° ig,  sans qu’elle ait subi aucune moditicaiion , et sans qu’il
soit question de quantités directes et inverses. Mais, si on ne vou¬
lait pas sortir de ce cercle , on ne donnerait pas à l’algèbre toute
la généralité dont elle est susceptible ( n° 2i ).

41. Dès qu’on admet la possibilité qu’une formule s’étende à
des cas où les quantités qu’elle contient changeraient de l’addi-
lion à la soustraction , et réciproquement , on est conduit à la con¬
sidération des quantités directes et inverses. Toutes celles qui ne
sont pas inverses sont alors directes par opposition aux autres.
Ainsi toutes les quantités qui entrent dans les questions des nos 2,5,
6 et 7, étant rapportées à une même formule , c’est-à-dire à celle
du n° 19, se trouvent directes du motaent où nous avons admis
qu’elles auraient pu être inverses; tandis qu’avant cette supposition,
ces quantités étaient absolues, comme en arithmétique (n° 4o).

42- Il n’est pas moins essentiel de remarquer que , quoique dans
les quantités d’un seul terme les directes soient sans signe ou aient



DIRECTES ET INVERSES. 27

le signe -f- et les inverses le signe — , cela n’est pas nécessaire¬
ment ainsi clans les quantités de plusieurs termes ; tout dépend
'le la formule qui est considérée comme primitive.

Ainsi , dans la question du na 19, d’où on lire la formule
d — bn

x = - , cette formule étant considérée comme primitive ,a — b
toutes les quantités qu’elle contient sont directes , quoique la
quantité b ait le signe —. Et si l’on rapporte à cette formule le
cas n° 22 , la quantité b est alors inverse, et prend cependant le
signe -J- .

43- Mais, dans le calcul des nombres abstraits, on a trouvé
moyen de rendre directes toutes les quantités sans signe ou avec
le signe -j- : pour cela une formule , ou une quantité algébrique
étant donnée , on la rapporte à une formule semblable , dont tous
les termes sont additifs, et que l’on considère comme primitive.

D’où il résulte alors que dans la formule proposée tous les termes
additifs sont directs , et tous les termes soustractifs sont inverses.

44. Cependant , dans les différentes applications des principes
abstraits de l’algèbre , on ne peut guère éviter de regarder comme
primitive telle ou telle formule qui a des termes soustractifs.

* 45 . Tout cela posé et bien compris, voici quelques consé¬
quences auxquelles ces principes pourront quelquefois conduire ,
et différents points de vue sous lesquels les quantités peuvent être
envisagées eu algèbre :

Formule (X) . a -\ -b -\ - c -\ - d.
Formule (Y) . . ; . . a —ù -f- c—d.
Formule (Z) . a -\ - b— c— d.

Etant donnée la formule (Y), si onia rapporte à la formule (X)
considérée comme primitive, les termes a et c de la formule (Y)
seront directs, et les termesb et d inverses. Etant donnée la formule
(Z) , si on la rapporte à la formule (Y) , considérée comme primitive,
les termesa et d de la formule (Z) seront directs , et les termes b etc
inverses.

Mais si on rapporte la formule (Z) à la formule (Y), en rappor¬
tant en même temps celle-ci à la formule (X) , on verra:
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i °. Qu’un terme comme a,  qui , pris dans la formule (Z),sera di¬
rect relativement au terme a déjà direct dans la quantité (Y), sera
aussi direct relativement au terme correspondant de (X) : ce que l’on
pourra exprimer ainsi , le direct du direct est direct ;

2". Qu’un terme comme b,  qui , pris dans la formule (Z), sera in¬
verse relativement au terme b déjà inverse dans la quantité (Y), sera
direct relativement au terme correspondant de ( X ) : ce que l’on
pourra exprimer ainsi , l’inverse de t inverse est direct ;

3°. Qu ’un terme comme e , qui, pris dans la formule (Z) , sera in¬
verse relativement au terme c direct dans la quantité (Y), sera in¬
verse relativement au terme correspondant de (X) : ce que l’on
pourra exprimer ainsi, l ’inverse du direct est inverse;

4“. Qu’un terme comme d,  qui , pris dans la formule (Z), sera di¬
rect relativement au terme d inverse dans la quantité (Y), sera in¬
verse relativement au terme correspondant de (X ) : ce que l’on
pourra exprimer ainsi , le direct de l’inverse est inverse.

* 46. Yoici encore quelques points de vue différents sous lesquels
une même formule , comme a -f-b— ç — d,  peut être envisagée.

i °. Si le cas permet que l’on mette de côté la considération des
quantités directes et inverses, la formule a -\ - b—c —d sera composée
de quantités absolues additionnées et soustraites, et les signes écrits
seront ceux d’addition et de soustraction.

2 ° . Si l ’on veut considérer les quantités a , b , c , d,  comme des

quantités directes ajoutées et retranchées , on écrira ou l’on suppo¬
sera écrit à la place de b,  o -(- 5, à la place de c,  o -J- c, et à la place
de d,  o -j- d (n° 3j ), la formule en question prendra alors cette
forme ,

Cl—f- (0 -\r.b ) — (o —|- c)—‘(o -t- d) ,
dans laquelle les signes qui sont immédiatement avant les lettres,
sont signes de direction ( n° 38), et les autres sont signes d’addition
et de soustraction.

3°. Si l’on veut considérer les signes écrits comme signes de direc¬
tion ou d’inversion, on mettra ou l’on supposera qu’on a mis un
zéro précédé du signe d’addition -|- au devant de chaque signe de
la formule , qui prendra ainsi cette forme,

a -|- (o -l- &) -J- (o—c) -j- (ox—d) ,
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dans laquelle les signes qui sont immédiatement au devant des
lettres sont signes de direction ou d’inversion (n° 38) , et les autres
sont signesd’addition.

* 47. Du reste, sous ce dernier point de vue, quand les signes écrits
dans la formule sont les uns -J- et les autres — , on est conduit à des
opérations mal présentées ou inexécutables; car , rigoureusement
parlant , on ne peut ajouter le direct avec l’inverse ou l’inverse avec
le direct , tout comme on ne pourrait retrancher l’un de l’autre.

Dans tous les cas, il faut passer de ce point de vue qui conduit à
des choses impraticables, à un autre point de vue où le mèmeinconr
vénient ne se rencontre pas.

J’appliquerai cela à un exemple; d -—bn
* 48, En coqsidérant la formule du n° j 9, x = -comme in-

a — b
diquant quelques opérations sur des quantités absolues, on trouve
que le dénominateur du second membre s.e forme en retranchant de
la quantité  a la quantité  b.

Or ,si en appliquant à cette formule le cas du n° 22, dans lequella
quantité b est inverse, on veut suivre la règle que nous venons d’in¬
diquer , on sera conduit à retrancher d’une quantité directe a une
quantité inverse b,  ce qui est impossible en soi-même, et rigoureu¬
sement parlant (n° 47).

Mais nous savonsd’ailleurs (n° 25 ) qu’il faut dans ce cas changer
le signe de b,  en sorte que le dénominateur au lieu d’être a — b,  doit
devenir dans cette occasion a -\ - b,  ce qui est une véritable addition
de b avec a.

On peut donc dire que soustraire tinverse du direct, c’est ajouter
le direct au direct.  Il n’y a là qu’une seule et même opération dési¬
gnée de deux manières différentes, mais dont l’une est impropre , et
l’autre exacte.

* 49. Tous les cas semblables d’opérations mal présentées, se rec¬
tifieront de même au moyen des principes que nous avons posés aux
nos 25 et 2fi, relativement au changement de signe des quantités
qui deviennent inverses. (Aboyez du reste la Métaphysique des quan¬
tités positives et négatives,  ou Introduction à l’Algèbre, 1 vol. in-8’.)



CHAPITRE III.

Notions préliminaires sur le but de toute opération de
calcul , et sur les équations.

60. Le  but de tout calcul , comme on le sentira d’abord , est de
déterminer telles ou telles quaulités inconnues , au moyen de cer¬
taines relations qu’on leur sait avoir avec des quantités connues;
ainsi lorsqu’on nous demande la somme de deux nombres, ou leur
différence, ou leur produit , ou leur quotient , etc. cette somme,
cette différence, ce produit , ce quotient , etc. sont des quantités
inconnues ; les nombres sur lesquels il faut opérer sont des quantités
connues , et les opérations à faire montrent quelle relation il y a entre
les connues et les inconnues. Cette relation est telle , par exemple,
que l’inconnue sera égale à la somme, ou à la différence, ou au
produit , ou an quotient,etc . des quantités connues.

51. Ces rapports des quantités connues aux quantités inconnues,
fournissent toujours des équations qui servent à les exprimer.

Si l'on demande, par exemple, la somme, ou la différence, ou le
produit , ouïe quotient , etc. de deux quantités a et b,  que l’on sup¬
pose connues, on pourra désigner l’inconnue par x,  et l’on aura
* = a -(- li,oui = a — b, ou x= :ab , ou x } etc.

52. On remarquera que, dans toute équation, lorsqu’une inconnue
sera seule dans un membre (n®2, h ), et qu’il n’y aura dans l’autre
que des quantités connues, il ne restera plus, pour trouver la valeur
de l’inconnue , que d’effectuer les opérations sur les connues qui se¬
ront indiquées dans le second membre. Dès que l’inconnue est ainsi
seule dans un membre de l’équation, on dit que l’équation est
résolue.

Quelquefois l’équation est résolue dès qu’elle est posée, et nous
enavonseu un exemple au n°3i ; quand on prévoit cela, on ne s’at¬
tache,pas même à représenter l’inconiiue par un caractère, et à po¬
ser l’équation; on se contente de faire immédiatement les opérations,
qui doivent donner la valeur de L’inconnue.
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D’autres fois, lorsque l’équation est posée, il faut tirer de cette
Première équation une seconde équation , puis une troisième, etc.
pour parvenir enfin à n’avoir plus qu’une inconnue seule dans un
membre de l’équation, et des connues dans l’autre : c’est ce que l’on
appelle résoudre l’équation. Nous en avons eu des exemples dans le
Premier chapitre de cet ouvrage.

Mais dans ce cas-là, soit pour établir les équations, soit pour les
résoudre, il faut en général savoir opérer par addition , soustraction,
multiplication, division, élévation aux puissances, et extraction de
racines, sur des quantités algébriques quelconques.

Et d’ailleurs il faut souvent, dans l’un et l’autre de ces cas, con¬
naître les calculs algébriques, pour pouvoir déterminer la valeur
d’une inconnue lorsqu’elle est seule dans un membre , et que les
quantités connues qui sont dans l’autre sont exprimées par des carac¬
tères généraux.

Nous allons nous occuper d’abord de ces opérations fondamen¬
tales , sans nous arrêter à faire découler chacune d’elles de telle ou
telle question particulière.

Si l’on veut des problèmes, nous en choisirons un qui renfermera
tous ceux qui pourraient se présenter dans cette matière, et nous
l’énoncerons ainsi : Etant données des quantités algébriques quel-i
conques, trouver les sommes, les différences, les produits , les quo¬
tients , les puissances et les racines qu’elles peuvent donner.



PREMIERE PARTIE.

DES ÉQUATIONS QUI SONT RÉSOLUES DÈS QU’ELLES SONT

POSÉES, OU DES OPÉRATIONS FONDAMENTALES.

SECTION PREMIÈRE.

Des opérations sur les quantités simples.

53- J ’appelle quantité simple une quantité algébrique qui n’a

qu’un seul terme et qu’une seule lettre, comme-J - a , — b,  elc. Toutes
les autres quantités algébriques sont composées, comme -j- a -J- b,

-J- a — b— c , -f- ab , —■aa , - ~ , etc.
D’ailleurs , pour savoir faire en arithmétique toutes les opérations

de calcul sur des nombres concrets, on apprend à les faire sur des

nombres abstraits. Nous suivrons la même marche pour l’algèbre,

et d’après l’observation du n° 43, nous appellerons dès à présent
directe toute quantité abstraite qui n’aura point de signe ou qui

aura le signe , et inverse toute quantité du même genre qui aura

le signe —.
Il résultera de là qu’étant donnée une quantité directe isolée,

nous pouvons à volonté , ou lui ôter son signe si |elle l’a déjà,
ou le lui donner , si elle ne l’a pas. ( Consultez encore les n"' 3j

et 38. )
64. Cela posé, ajouter &avec 4 *a t c ’est ajouter b à a pour

avoir a -j - b , ou -J- a -|~b.
Retrancher -j- b de -}- a,  c’est retrancher b de a pour avoir a — b,

ou -f-a — b.
Multiplier -f*a par + c’est multiplier a par b pour avoir ab,

ou -f -ab.
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Diviser -j- a par - |~ b , c’est diviser a par b pour avoir ^ ou -j- ^
55. Nous aurons donc quatre formules générales pour l’addition,
soustraction , la multiplication et la division de deux quantités

d.'t'Ccies proposées -j- a et b.
Formule générale pour l’addition , x = : -J - a -j - b.
Formule générale pour la soustraction , x = -j - a — b.
Formule générale pour la multiplication , x = -+- ab.
Formule générale pour la division , x = -j - ^
5G. En supposant ensuite , i °. que a et b deviennent tous deux

•nverses comme quantités proposées , 2°. que a reste direct , et que
b devient inverse ; 3°. quen devient inverse , et que b reste direct , et
changeant convenablement dans nos formules générales les signesdes termes qui contiennent les quantités devenues inverses , et cela
d’après les règles 'des nos q5 et 26 , nous obtiendrons les résultatssuivants :

1°. 2°. 3 °.'

Quantités proposées ,
Addition ,,
Soustraction ,
Multiplication,
Division ,

■— a j — b | -j - <? | — b\ — a | -j -b.
— a — b -a — b — a -J -b.
— a -j -b —ci —j —b — a — b.

-J—ctb — ab — ab
4- -“ b

a
b

a

57. En comparant les signes des quatre additions ( nos 55 , 56)
avec ceux des quantités proposées , on verra que dans cette opéra-
don les signes ne changent point.

En comparant ceux des quatre soustractions avec ceux des quan¬
tités proposées, on verra que les signes des quantités à soustraire ont
eié changés.

68. En comparant ceux des quatre multiplications avec ceux des
fiuantités proposées , on verra que le produit s’est trouvé directlors-

le multiplicande et le multiplicateur avaient le même signe , et
<lu il s’est trouvé inverse lorsque le multiplicande et le multiplicateur
avaient des signes contraires.

Enfin , on trouvera pour la division la même loi que pour la mul¬tiplication.

59. On pourra donc poser les règles suivantes , relatives à l’emploi
des signes dans les principales opérations de calcul sur les quantités
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d’un seul terme , les quantités qui n’ont point de signe étant suppo¬
sées avoir le signe -J- :

Pour additionner les quantités algébriques, il faut les écrire de
suite avec leurs signes (n ° 5j ).

Pour soustraire les quantités algébriques les unes des autres , ilfaut
les écrire de suite en changeant les signes de celles qui sont à sous¬
traire (n° 5y).

Pour multiplier ou diviser l’une par Vautre deux quantités algébri¬
ques, il faut *, lorsqu’elles ont le même signe, donner au produit ou au
quotient le signe -J - , et lorsqu’elles Ŝnt des signes contraires, donner
au produit ou au quotient le signe — (n os 5y,  58>

N»B. Souvent les quantités qu’on veut additionner ou soustraire, se
placent les unes sous les autres dans des colonnes verticales.

60. Il est d’ailleurs facile de voir que, de celte manière, ce que l’on
présente comme une addition sera souvent une véritable soustraction,
et que ce que l’on présente comme une soustraction sera souvent
une véritable addition ; car rigoureusement parlant , l’inverse ne
saurait ni s’ajouter avec le direct ni s’en retrancher , tout comme le
direct ne saurait ni s’ajouter avec l’inverse, ni s’en retrancher (n° 47 ).

Ces opérations mal présentées proviennent de l’application que
l’on fait des formules générales à certains cas particuliers qui ne s’y
rapportent point directement , mais seulement à la faveur d’un chan¬
gement de signe ; en sorte qu’il est tout naturel que ce qui était addi'
lion devienne soustraction , et réciproquement (nos s4 , 25 , 48).

Du reste, on peut toujours, avec un peu d’attention, découvrir quel
est le véritable état de la question, et quelles sont les opérations
rigoureuses qu’elle demande (n° 4g (*).

61. Si les deux quantités sur lesquelles on doit opérer sont égales
entre elles , et qu’on les désigne par a,  on obtiendra,

Pour leur somme, : a •+■a;
Pour leur différence, • a — a;
Pour leur produit , ï aa;
Pour leur quotient , : j

( *) Ceux qui voudront connaître plus il fond cette matière , pourront lire la
Métaphysique des quantités positives et négatives, ou Introduction à l'Al¬
gèbre,  ouvrage quej’ai de'jà cité dans la note du n° 3o, et dans le n° 4g.
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Mais on voit d’abord que a —- a =ao , et que Z = 1 , quelle que
«oit la valeur de a.

62. Si l’on continuait d’ajouter cies a,  de retrancher des a.  de
touliiplier par des a , de diviser par des a , on aurait ces résultats,.

Par addition , a -J - a -f - a -]- a a etc.;
Par soustraction , a — a —- a — a — a -~- etc
Par multiplication , aaaaa etc ./
Par division, —̂ -aan etc ,

6$. En examinant ces opérations algébriques , on voit bientôt
qu’elles peuvent être simplifiées.

Il est évident, par exemple , qu’au lieu de s ^ o , 0» peut écrire
3 a;  qu ’au lieu de a -J - a a,  on peut écrire 3 a;  qu’au lieu de
a -j - a -\- a -\ - a,  on peut écrire 4 a , et ainsi de suite.

De même au lieu.de —a — a,on peut mettre — 2 a;  au lieu de
■—«—a —a , on peutmellre 3a, et ainsi de suite. (Arith.  n°s 119,.
120, 121.)

Cette espèce de simplification s’appelle réduction* parce qu’elle
réduit plusieurs termes à un seul.

64. Quant aux expressions aa yaaa >. aaua , etc.  ou doit bien,
pouvoir les représenter au moyen de la lettre a et des chiffres 2,3,
4, etc.; mais, si l’on plaçait ces chiffres comme les précédents, on con¬
fondrait alors des choses qui ne doivent pas être confondues ; car i]
est évident que a -\- a -\ - a,  par exemple, n’cst pas la même chose
que aaa,  ou que a X a X a- Si a vaut 2.,. a -J - a ou 3a  vaut
a -f. 2 -h 2 ou 3 X 2 ou 6, tandis que ctaa  vaut 2 X 2 X 2 = 8.

On ne peut donc pasà la place de aa  écrire 2 a ; et l’on ne pour¬
rait pas non plus écrire a 2., parce qu 'il est convenu que toutes les
quantités qui s’écriront de suite sur une mémo ligne et sans inter¬
position de signe, seront multipliées les unes par les autres ; en sorte
que 02 = 0X2 = 1 X « - 2 «.

Ne pouvant donc écrire pour aa,  ni 2 a ni a 2, on est convenu
d’écrire a3, en mettant le chiffreà droite de la quantité , mais un peu
Plus haut. En sorte que aaa = a5, que aaaa — a 4, et ainsi de suite.

60. Il faut bien observer que ma  désigne que la quantité a est
ajoutée à elle-mèine, et qu’elle est m fois dans la somme, ou en
d autres termes qu’elle est multipliée par m,  tandis que am désigne
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que la quantité « est multipliée par elle -même , et qu ’elle est ni  fois
facteur dans le produit , ou en d’autres termes qu ’elle est élevée à la
puissance m (Arith.  n os 76 , 77 ) : aussi pron,once -t-on alors a élevéà m.

N - B.  Pour lire les formules suivantes, <z2, a3, a 4, a 5, etc . on
peut donc dire a élevé à deux , a élevé à trois , a élevé à quatre,
a élevéà cinq,  etc . ; mais ordinairement , quand l’exposant est un
nombre , on simplifie l’expression en disant a deux  ou a carré , a
trois  ou a cube, a quatre , a cinq,  etc . Mais pour lire am ,  on ne
pourrait prononcer a emrne,  parce qu ’il j  aurait équivoque , et qu ’on
confondrait am avec am;  tandis qu’un chiffre ne se place guère à
la droite d’un autre sans être exposant : a deux  ne peut pas être
pris pour a  2 ; car cette dernière quantité se prononcerait a multi¬
plié par deux,  et vaudrait 2 a.

66. Parce que ma = am,  ou parce qu’on obtient le même résultat'
en prenant a m fois , ou en prenant ma  fois {Arith.  n ° 7g ) , on
considère la quantité m comme entrant dans le produit de même
que la quantité a,  ou comme concourant avec elle à le former , et
on dit en conséquence que m est le coefficient  de a.

La même chose n’ajant pas lieu dans l’expression am ,  qui n’est
. point en général égale à m* , on ne considère pas la quantité m

comme entrant dans le produit , ou comme concourant à le former,
et on désigne cette quantité m dans ce cas par le nom d’exposant (*).

67. On appelle  donc coefficient dé une quantité algébrique sim¬
ple ou composée( 11” 56) , une autre quantité souvent numérique,
placée au devant de la première sur la même ligne, et que l’on con¬
sidère comme son multiplicateur  y

Et l’on nomme exposant d’une quantité algébrique simple ou com¬
posée, une autre quantité souvent numérique, placée à droite de la
première sur une ligne un peu supérieure, et qui indique la puissance
à laquelle elle est élevée.

Quelquefois on donne un exposant aux quantités numériques,
comme nous allons le voir dans le numéro suivant.

(*) Coefficient  vient de cum , avec , et à ’ef/ice 're , faire . Exposant  vient de ex
pour extra,  en deliors , et «le ponere,  poser , placer , mettre.



SUR UES QUANTITÉS SIMPLES. 37

68. Du reste, on ne saurait trop inciter les commençants à bien
distinguer les coefficients des exposants, carils sont portés à les con¬
fondre. Les quantités mae t am sont toutes deux des produits ; mais
dans le premier de ces produits m est lui-même facteur , dans le
second m indique simplement combien de foisa est facteur.

Tout cela deviendra plussensible si l’on substitue des chiffres aux
lettres. Ainsi3 X 2 = 6, 32= g , 4 X 3 = 12,4 3= 64 , 2 X 4 =8,
24= i 6,3X5 — t5,3 5= 243 , etc. etc. (n° 65).

68 bis.  La multiplication répétée d’un nombre par lui-même, vient
de nous conduire aux puissances. Or, on sait que l’opération contraire,
ou celle par laquelle on revient des puissances aux racines, s’appelle
extraction des racines {Arith.  n oS 76 , 77 ). Nous dirons à cette oc¬
casion que pour indiquer l’extraction de la racine du degré n d’unen
quantité représentée par a,  on écrit a,  et que l’on prononce ra¬
cine n ième de a.  Quelquefois cette extraction est possible : il est clair,

par exemple, qu’on a J/ "8 = 2, parce que 2? = "8. On a aussi0. 5
g =  3 parce que 32= 9 , et ]/ ~Z'2 — 2 parce que 25=32 , etc.

Du reste , le signe }/~  qui est une r dont on a un peu changé la
fo raie , s’appelle signe radical,  et le chiffre ou le symbole qui est à
l’ouverture de ce signe, se nomme Yexposant da signe radical.  On
voit que le mot exposant  est pris ici dans un sens différent de celui
que nous lui avons donné au n° 67.

CD. Nous voyons par tout cela comment les quantités algébriques,
de simples qu’elles étaient d’abord , deviennent composées (n'’53 ).

Quand les quantités simples que l’on ajoute les unes aux autres,
ou que l’on retranche les unes des autres sont différentes, les résul¬
tats se trouvent composés de plus d’un terme (n° 2,11). Les quantités
d’un seul terme s’appellent des monomes, celles de deux des hino-
tnes , celles de trois des trinômes,  et en général celles de plusieurs
termes des polynômes.

Quand les quantités simples que l’on ajoute les unes aux autres,
°u que l’on retranche les unes des autres , sont égales entre elles,
les différents termes qui résultent de-ces opérations , et qui seraient
festés distincts et séparés si les quantités eussent été différentes, se
redui se nt  dans ce cas à un seul ; et la quantité qui a cté ajoutée plu-
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sieurs foisà elle-même, ou relranchée plusieurs fois d’elle-même,
se trouve précédée d’un coefficient qui très-souvent est en chiffres,
parce que le nombre des termes qui se sont réduits à un seul est
très-souvent déterminé . On voit que cette réduction  et ce coefficient
numérique indiquent qu’une partie de l’opération n’a été autre chose
qu’une opération arithmétique , parce qu’il est resté quelque chose
de particulier dans le cas que l’on a examiné. Du reste , cette obser¬
vation peut s’étendra aux autres opérations algébriques.

Quand les quantités simples que l’on multiplie ou divise les unes
par les autres sont différentes, il en résulte des monoraes composés
de plusieurs lettres et sous la forme entière ou fractionnaire.

Quand ces quantités sont égales, il en résulte des monomes affectés
d’exposants et sous la forme entière ou fractionnaire.

Les quantités simples forment donc par leur addition , leur sous¬
traction , leur multiplication et leur division, des quantités compo¬
sées, qui à leur tour peuvent être additionnées , soustraites, multi¬
pliées, divisées, etc.



SECTION II.

Des operations sur les quantités composées ,
monomes et polynômes ( n ° 53 ).

CHAPITRE PREMIER.

Observations préliminaires.

70. Nous avons donné , au n° 59, des règles pour l’emploi des
signes-)- et—, dans les principales opérations de calcul des quantités
d’un seul terme , considérées comme directes ou comme inverses.

Or , comme les termes des polynômes peuvent être pris un à un,
et que , d’après l’observation du n° 43, on peut considérer comme
direct tout terme qui a le signe -)* ou qui est supposé l’avoir , et
comme inverse tout terme qui a le signe —, il en résulte que les
réglés du n° 5g s’appliquent aux quantités de plusieurs termes
comme à celles d’un seul terme.

Du reste, les polynômes peuvent recevoir la forme de monomes
en les écrivant entre parenthèses, ce qui fournit un moyen d’indi¬
quer les opérations de calcul à faire sur ces quantités combinées
entre elles ou avec des monomes. En voici des exemples:

Additions indiquées, ( a3b -)*- 5 cd) -j - (3a5 *— 2mn) ,
. . . . (üef-\ -gh) -| -ik, . . ..  5/ an*4-f- (2a3b—.fac ).

Soustractions indiquées, (a 3b-\-5cd) — ( 3ab3—2mn),
. . . . (6 ef -\ -gh ')— ih, _5 Pm 1—( 2a3b—jac ).

Multiplications indiquées, ( a3 b Scd ) X ( 3ab3— 2mn  ), OU
(a 3b-^ 5cd). ( Zab3-~ amn ),  ou plus simplement encore (a 3b~\-5cd)
(3ab3~2mn) . . . . (ab- -̂cd—ef)  X m3n , ou (ab-̂ -cd~ -ef ). m3n,o \i
(a6 -)_ cc;— ef ) m3n (té*2 ,c , icf).

Divisions indiquées, (a -j-5— c) ; ( c—d ), . . . . ( a^-b—c) ; mn,
g2h ; (?» -)- »— p ).
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Puissances indiquées, (a -J- 6) 2, . . . (ns— b) 5 . . . . (4 a2b—3ab 2y' ,
- (a™-}- &»— cPf\ ( n ° 65 ).

3 5
Racines indiquées.  j/ ' ( 5 a t b — 8 a 3 Z>2-]- c ) , . jX ( 7 a 2Z>5-J-

4 a sb2), . . . J/ -(3 7 c3û?2) . . . . l/ ~(a 2-j- a ab  4 2) (n° 68 bis).
On  peut remarquer sur tout cela,
i “. Que — ( 3aZ>2—27rare) = — 3a&2-}- 27777î, que — (2a 2b-\ -’jac)

= — 2a 2b—Jan -, que — (— d2e — 2g) = -J - d2e -\ - 2g,  et , en géné¬
ra 1, que le signe — mis au devant d’une parenthèse , change les signes
des termes contenus dans la parenthèse ;

2°. Que souvent , dans un calcul , on indique les multiplications
au lieu de les effectuer , pour ne pas perdre de vue les facteurs ( Arith.
n° 69 ) , dont les produits seraient composés.

3°. Que souvent même , quand un produit est donné , on cherche
à découvrir quels sont ses facteurs , pour pouvoir exprimer le produit
au moyen de ces mêmes facteurs : c’est ainsi qu ’en arithmétique on

peut écrire , au lieu de 12, |4, 3^ ou 2 . 6 , ou 2 . 2 . 3;
4°. Que si l’on a un facteur monome , simple ou composé , et qu’il

n ’ait point de signe , on peut éviter de le mettre entre parenthèses,
comme nous venons de le voir dans nos exemples de multiplications,
et comme nous l’avions déjà vu aux nos 2 , c et 19.

5°. Mais que si le monome multiplicateur avait le signe — , ou
qu’ayant le signe -f -on voulût le lui conserver , on ne pourrait éviter
de le mettre entre parenthèses qu ’en le plaçant au devant du poly¬
nôme de cette manière . — m? n ( ab -}- cd ) , -j- np ( gh -\yik)  :
car si on le plaçait à la suite du polynôme , on n’aurait plus qu’une
soustraction ou une addition . Il est évident que (ab -\ -cd ) — =
ab -\ -çd — m2n } et que (gh -\ - ik ) npz= gh -\ -ik -j - np y

6°. Que les parenthèses sont même nécessaires pour indiquer la
multiplication des quantités simples , quand celles -ci ont des signes
et qu ’on ne veut employer ni le point , ni le caractère X - Ainsi
(-{- a ) ( — b ), ou . . . . -J - a (— b ) , indiquent la multiplication de
-j- a par — b , tandis que , - ( - )- « ) — Z>, ou - ]- <as— b , ne sont que
des soustractions.

70. Que dans la division , lorsqu ’on l’indique par un trait horizon¬
tal placé entre le dividende et le diviseur , on peut se passer des
parenthèses , comme nous l’avons vu aux ncS 2 e et 19.
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Ainsi (a -}- &) ; (c— d)  = a -\ -b
c— d’ (a - f- i — c ) l mn =

a-\ -b—c
m ti gh 3 : (m -\ -n —p ) -. gh*

m - -̂ n -

Du reste , quand les divisions sont mises sous la forme de fractions,
°n peut les lire de deux manières : se lit a -J- b divisé par c_ d,
ou a -\ -b sur c —d,  comme nous le savons déjà ( n° g , e , note),
— —- se lit a -\-b—c divisé par mn,  ou a-\ -b—csurmni —-mn 1 —p
se lit ^ /i divisé par m -\ -n —p,  ou g h sur m-\ -n—-p ;

8°. Que dans les racines on peut remplacer les parenthèses par un
trait horizontal , qui recouvre toute la quantité , en partant du signe
radical. Ainsi, les racines indiquées plus haut pourraient s’écrire de
cette manière :

3 5
VSa ' b— 8a 363+ c , . . . . V 7a3b*+ 4 a3b3,_n

3c2d -\- j c3d3, . . .etc.
9°. Que ces formes de monomes données 'aux polynômes per¬

mettent d’appliquer à ees derniers les règles qu’on donne pour les
opérations à faire sur les premiers , comme nous aurons occasion de
le voir par la suite.

CHAPITRE II.

De l’addition, de la soustraction , et de la réduction des
quantités composées.

71. On a démontré (nos 5q et 70) que pour additionner les quan¬
tités algébriques , il faut les écrire de suite avec leurs signes, et
tjue pour les soustraire il faut aussi les écrire de suite en changeant
les signes des quantités à soustraire. Nous allons appliquer cette règle
a quelques exemples de polynômes, les monomes ne pouvant souf-
frir aucune difficulté.

6
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Exemple Ier. On propose d’ajouter 3a 2b-\ -ac — cl  avec aa 2b-\-’jac -,
on aura,

3 a a b -h ac — d -j- 2a 3b - |- 7 ac.
Exemple  II . On propose d’ajouter 5abc — aa 2d  avec aa 2d — 5abc

et avec a -J- b;  on aura,
5abc — aa 2d -\ - aa 2d — 5a £c -j- a -|- b.

Exemple III - On propose d’ajouter 4 ~É. — 6a 5bsc avec -f-
5a 3b2cj  on aura,

acd , acd
4 —:- 6a sb2c -\-1 - 5a *b2c.m m

Exemple  IV . On propose de soustraire 3a 5b3c2-j - 2 ac  de 4a 5bsc3
— 3 ac ; on aura,

4a sb*c2 —  3 ac — 3 a 5b5c2— 2 ac.
Exemple  V . On propose de soustraire a sb -j - 6 cd  de a 5b -j - acd;

on aura,
a sb 2 cd — a 5b — 6 cd.

b5c cd
Exemple VI . On propose de soustraire 7 - ~ — 5 — 8 ac  de

b*c . cd7 - — 5 — — 8 ae :• « m *

on aura,
b ’c

7 —- 5
cd b3c cd,

— 8 ae — 7 — 4 - 5 - •+ Sac.m Ti ai

72- Mais il est facile de voir que le résultat du premier exemple
se réduit à

5 a 2b h - 8 ac — d,
parce que 3 fois a 2b et a fois a sb équivalent ensemble à 5 fois a2b,
ou à 5 a 2b , quelle que soit la valeur de a 2b,  et parce que î fois ac,
et 7 fois ac , équivalent ensemble à 8 fois ac  ou à 8 ac,  quelle que
soit la valeur de ac.

De même le résultat du second exemple se réduit à
a -f - b,

parce que 5 abc — 5 abc  et 2 a %d — 2 a 2d  se réduisent égale¬
ment à zéro , quelle que soit la valeur de abc  et de a 3d.

De même encore , le résultat du troisième exemple se réduit à

5
acd

— a !b2e,

**V:
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, acd acd acdparce que 4 - 1- •= 5 - , et parce que 5« 5 b*c —mm m ^
0 a*b?c = 5 a5b3 c — 5 a *b3c — a sb3c = — a sb3c.

Enfin , le résultat du quatrième exemple se réduit à a1bsc —
5 ac ;
celui du cinquième à . . 4 c d;
celui du sixième à . o.

Cette réduction de plusieurs termes à un seul , qui s’est effectuée
dans tous ces exemples, et qui est ordinairement une opération arith¬
métique (n° 6g ) , ne peut avoir lieu que sur des termes semblables,
c est-à-dire sur des termes composés des mêmes lettres affectées des
mémes exposants, quels que soient d!ailleurs leurs coefficients et
leurs signes.  Il est évident que les termes de la quantité 3 a 3b -+-
*nn— 5 cg -J - 3 di,  ne sont susceptibles d’aucune réduction ,
ta nt que chacune des lettres qui la composent n’aura pas pris
une valeur en chiffres. Il faut même observer que l'expression
3asb -f - 2ab — abc -+- bc  ne peut point se réduire , parce que ,
Quoiqu’il y ait des lettres communes à plusieurs de ses termes,
celles d’un terme ne se trouvent pas toutes dans un autre terme ,
°u n’ont pas les mêmes exposants dans l’un que dans l’autre.»

Pour réduire à un seul plusieurs termes semblables, ilfaut donc,
ces termes ont le même signe , donner pour coefficient au nou¬

veau terme la somme de tous les coefficients, avec le signe com¬
mun; et si les termes semblables ont des signes différents , il faut
faire la somme de coefficients directs et celle des inverses ( n ° 51 ) ,
re trancher la plus petite de la plus grande , et donner pour coef¬
ficient au nouveau terme la différence de ces deux sommes, avec
le signe de la plus grande.

73. On remarquera ici que retrancher un nombre b d’un nombre
a i c’est en d’autres termes chercher le rapport de différence  ou le
rapport excédentif  des deux nombres a et b;  et si l’on trouve a — b
=0 — d , on pourra dire que a . b \ c . d  ( Arith . n os 534 , 535 ) . Alors
*i onaa )> t,a — b est direct , ainsi que c — d - mais si on a a <f
è , a — b est inverse , ainsi que c— d (n ° 53).

Dans l’un et l’autre cas, si l’on ajoute b et d aux deux membres
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de l’équationa — Z>= c— d,  onaa— b-\- b -\ - d ?= .c—d -\ - b -\- d,
ou en réduisant a + d = c + b,  c’est-à - dire que dans l’expression
a . b J e . d,  la somme des deux termes extrêmes est égaleà la somme
des deux termes moyens, comme nous l’avons démontré dans l’arilh-
métique (Arith.  n ° 584 (*).

74. Si l’on ajoutej } un nombre a un nombre d pour avoir a -\ -d,
qu’à cette somme on ajoute encore e?pour avoir a -j-2 d,  et que l’on
continue ainsi d’ajouter d  à chaque somme que l’on formera de celte
manière , il en résultera la progression {Arith.  n° 542) ,

a. a. a + d. a -J - 2 d. a -j - 3 d. a -j - 4 d.  etc.
Si la différence d est directe (n° 53) , la progression est croissante;

mais si cette différence est inverse, la progression est décroissante
QArith.  n os 543 , 544).

Et il est facile de voir qu’un terme quelconque de cette progres¬
sion vant le premier plus la différence multipliée nar le nombre qui
exprime combien il y a de tex-mes avant celui dont il s’agit {Arith.
n° 661 ).

75. Nous ne nous arrêterons pas davantage sur cette matière, que
nous avons développée dans l'arithmétique, et nous terminerons ce
chapitre en observant que si l’on ajoute successivement un même
nombre à lui-même, l’addition devient multiplication , et que si l’on
soustrait successivement un même nombre d’une quantité donnée,
la soustraction devient division. Nous allons examiner ces deux opé¬rations.

îr (*} Le mot terme,  quand il s’agit de proportions cl de progressions , désigné
les palliés séparées par les points ( n° 2,H ).



CHAPITRE III.

De la multiplication et de la division des quantités
composées.

1°. Des monomes.

7G. Une observation assez essentielle à faire avant de commencer
Cet article ., c’est que les règles relatives aux opérations sur les mo¬
nomes peuvent s’appliquer aussi aux polynômes, en donnant à ces
derniers la forme des premiers , au moyen de parenthèses (Revoyez
tout le n°  70 ). Ce principe trouvera encore son application dans les
chapitres VII et VIII , où nous traiterons de l’élévation aux puis¬
sances et de l’extraction des racines dans les monomès, puis du cal¬
cul des quantités radicales.

Tout monome algébrique, s’il est simple, ne contient qu’une lettre,
Outre le signe qui est au devant de celte lettre , ou qu’on peut y sup¬
poser. S’il est composé, il l’est, ou par une lettre avec un coefficient,
ou par une lettre avec un exposant, ou par plusieurs lettres , ou enfin
par la réunion de ces divers éléments.

Cependant tout monome qui n’a point de coefficient numérique,
est censé avoir pour coefficient 1, et toute lettre qui n’a point d’ex-
posant, est supposée avoir l’exposant 1. Ainsi, a5b est la même chose
que 1 a sbl , et a 2bc  équivaut à 1azblcJ, etc. etc. De même le po-
b’nome 7n3i ! — min -J- , etc. mis entre parenthèses , et considéré
alors comme monome , a pour coefficient général 1, et pour expo¬
sant général aussi 1, c’est- à -dire qu’il vaut 1 ( 7a2bs— m n̂- |- etc.).
Tandis que si l’on avait3 (ja 2b$— ivAn-f - etc.)5, le coefficient géné-
ral serait 3,et l’exposant général 5.

11 faudra donc , dans la multiplication et la division des monomes,
considérer les signes, les coefficients, les lettres elles exposants.

77. Or , nous connaissons déjà la loi des signes ( nos 5g et 70) , et
nous avons plusieurs données qui peuvent nous diriger dans la re¬
cherche des autres lois.

1°. Nous savons que plusieurs lettres écrites de suite , sans inter-
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position de signe , sont multipliées les unes par les autres (n° iq ) ,
et qu’il en est de même d’un mélange de quantités numériques et de
lettres , quand ces quantités et ces lettres sont écrites sur une même
ligne (n°! 19 , 64).

20. Nous savons que deux ou plusieurs nombres multipliés entre
eux dans un ordre quelconque , donnent toujours le même produit
( Arith.  n os 110 , 1n , 112) , ce qui nousfournira la facilité d’établir
entre les lettres d’un monome l’ordre alphabétique , qui en facilite
la lecture , et de placer au commencement de ce monome toutes
les quantités numériques , quand le mélange indiqué ci-dessus auralieu.

Du reste , on intervertit quelquefois l’ordre alphabétique des let¬
tres quand on veut faire pressentir qu’une ou plusieurs de ces let¬
tres jouent le rôle de coefficient, comme m dans l’expression mab
( nos 65 , 66, 67).

3°.  Nous savons de plus que si l’on divise un produit par un de
ses facteurs , on a pour quotient l’autre facteur {Arith.  n oa 69 , 161,
i64 ) , et que si Ton divise les deux termes d’une fraction par un
même nombre , la fraction change de forme sans changer de valeur
(Arith.  n " 274). Arrêtons-nous un peu là-dessus.

J,es facteurs d un produit sont les nombres qui ont été multipliés
entre eux pour former ce produit.  Ainsi , les facteurs de 3 abc  sont le
chiffre et les trois lettres , ce qui fait quatre facteurs ; mais on peut
toujours , en les combinant , les considérer comme ne formant que
deux facteurs : par exemple, si l’on divise 3abc  par le facteur 3, on
a pour quotient le facteur composé abc.  Si l’on divise le même pro¬
duit 3aôc par 3a,  on a pour quotient bc,  etc . etc.

Appliquons à quelques exemples les deux principes énoncés dans
l'avant-dernier alinéa ; le premier nous donnera

ab , ab— — b , ~r — a,  etc.a O
Le second, combiné avec le premier , nous conduira à ceci :

ab b a ji
~âc c’ ab b’

parce que a b divisé par a donne b,  que ac  divisé par a donne c,
que a divisé par a donne 1, et que a b divisé par a donne b.

Avant d’aller plus loin , tirons de ces quatre formules une règle
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qui pourra nous être fort utile par la suite : elle se trouve démontrée
par les formules mêmes.

Lorsqu’il y a des facteurs communs à un dividende et à son divi¬
seur, on peut les supprimer départ et d’autre sans altérer le quotient,
pourvu qu’on écrive l'unité au dividende, dans le cas où il n’y reste¬
rait rien par la suppression des facteurs.  Sur quoi il faut remarquer
qu’il u’y a pas besoin d’écrire l’unité au diviseur , lorsqu’il n’y reste
rien par la suppression des facteurs , parce qu’unnombre divisé par i

3 a
ne change pas. Ainsi —= 3,—= a.

4°. Avec le secours de tous ces principes, et la connaissanceque
nous avons des propriétés des exposants, propriétés qui ont été déve¬
loppées dans les nos 64 , 65 , 66, 67 et 68, nous passeronsà la re¬
cherche des lois d’après lesquelles on peut multiplier et diviser les
monomes algébriques les uns par les autres.

Loi des signes.
78. Répétons cette loi déjà connue. Pour multiplier ou diviser

l’une par Vautre deux quantités algébriques, il faut , lorsqu’elles ont
le même signe, donner au produit ou au quotient le signe -\- , et lors¬
qu’elles ont des signes contraires, donner au produit ou au quotient
le signe — ( nos 5g  et 70 ).

Dans l’application que l’on fait de cette règle , on s’énonce ainsi,
soit pour la multiplication , soit pour la division :

-j- par -j- fait -j- , — par — fait -f- ,
-f- par — fait —, — par -}- fait —.

Loi des coefficients.
79. Dans la multiplication.  Il est clair que aaX.3b= 2a3b= 2.3ab

= 6ab (n ° 1 et n° 77, i°, 20), et en général que m.a X nJ>= . ..
mn.ab; m étant le coefficient de a , n le coefficient de b,  et mn,  ou
le produit de m par n , le coefficient de ab ; c ’est - à - dire que les
coefficients du multiplicande et du multiplicateur doivent être mul¬
tipliés l’un par Vautre pour former le coefficient du produit.

80. Dans la clivisision.  Faisons les preuves des multiplications
ci-dessus. Il est évident , par le n"’77, 3°, qu’on a
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6ab
2a

2. 3ab
2 a

:35 6ab 2. ?>ab
~31~  35 = 2a,

mn. ab

mn.ab
m. a nb,

- — = m. a;n. b
c’est-à-dire que pour avoir le coefficientd’un quotient, il faut diviser
le coefficient du dividende par le coefficient du diviseur.

Il faut observer à cet égard , que lorsque la division des coefficients
ne peut pas s’effectuer, il en résulte , pour le quotient , un coefficient
qui a la forme fractionnaire.

2 ab  2 2 J , , , ,
Ainsi —— = - b = ——(Anth.  n ° 254 ) ;3 a 3 o

m . ab m m . a
n . b n n

opérations dont on pourra faire la preuve par la multiplication.
Loi des lettres.

Elle a lieu lorsque le multiplicande et le multiplicateur , ou le
dividende et le diviseur, n’ont aucune lettre commune.

81. Dans la multiplication.  Il est clair que ab  X cd= .abcd,  que
a ^b^  X c~ad = a 7,b2c7’d;  que ambnct, etc.  X d1er, etc.= ambncîdler,
etc. (n ° 77, i° et 2°) ; c’est-à-dire que , lorsque les lettres du multi¬
plicande et du multiplicateur sont différentes, il suffit de les écrire de
suite au produit avec leurs exposants.

82. Dans la division.  L’opération dans ce cas ne peut que s’indi¬
quer : pour diviser a par b,  on écrit a : b , ou Pour  diviser a3bc

, . . a3bcnar m“n,  on écrit croc :m qn = ——  etc.r mVi

c’est-à-dire que , lorsque les lettres du dividende et du diviseur sont
différentes, il suffitd’écrire celles du dividende pour numérateur d’une
fraction , et celles du diviseur pour-dénominateur; la fraction même
est le quotient.

83. C’est en effet là l’origine des fractions algébriques que l’on
additionne , soustrait, multiplie et divise, soit entre elles, soit avec
les nombres entiers , en suivant les règles que nous avons données
pour ces opérations clansl’arithmétique, et en y joignant les principes
particuliers à l’algèbre,-que nous sommes occupés à développer.
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84. On remarquera qu’une fraction algébrique comme ~  pourra,

dans tel ou tel cas particulier , perdre cette forme et ce caractère
lorsqu’on aura donné à ses termes une valeur numérique qui rendra
la division possible. Si parexemple a devient 6, et que b devienne 3,
°n aura — = — — 2. Mais algébriquement parlant ~ est Hneb 3 b
fraction.

En revanche , les quantités a , b, m2n , Smp, etc. sont en algèbre
des nombres entiers , quoique ces expressions puissent prendre dans
certains cas des valeurs numériques fractionnaires.

Loi des exposants.
Elle a lieu lorsque le multiplicande et le multiplicateur , ou le

dividende et le diviseur, ont des lettres communes.
85. Dans la multiplication.  Il est facile de voir que a !b2cX a 2bc

= a 3b2ca2bc= a 5a 2b2bcc (n ° 77, i° et 2°')~ aaaaabbbcc = a 5b5c2
(n° 64) , et en général que am X an= a m a ». Mais comme l’expo¬
sant m indique que la quantité a est m fois facteur dans le produit,
et que l’exposant n indique que celte même quantité a est en outre
n fois facteur dans le produit (n° 65), il en résulte que a doit être
écrit de suite m fois plus n fois, ou (m -j- ra) fois (nos 64 , 65 ).On a
donc a man= a m -H ». C’est-à-dire que lorsqu’il y a des lettres com¬
munes au multiplicande et au multiplicateur , chacune de ces lettres
s’écrit une fois au produit avec un exposant égal , celui qu’elle a dans
le multiplicande , plus celui qu’elle a dans le multiplicateur.

86. Dans la division.  Faisons les preuves des multiplications ci-
dessus. 11 est évident par les nos 64 , 65 et 77, 3°, qu’on a

a 5bsc2 aaaaabbbcc
a 3b2c aaabbc
a 5b3c2 aaaaabbbcc
a 2bc aabc

aman
—- = an ;am am

aman
- —= - =5= a *» .an an

aabc — a 2bc}

aaabbc = a sb2c;

7
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Mais le premier quotient aPbc — a ^—3Z»3- 2c2- ' . i e second a 5b2c
=z=.a->- 2V*- \ e2- 1; le troisième a" = a OT+ n—m , et le quatrième a '*
-— am ~i “» —«.

Donc , lorsqu!il y a des lettres communes au dividende et au divi¬
seur , chacune de ces lettres communes s’écrit une fois au quotient,
avec un exposant égal à celui qu ’elle a dans le dividende , moins celui
qu ’elle a dans le diviseur.

87. Avant de quitter cette règle, - nous ferons observer qu’elle
renferme trois cas différents ; car , ou l’exposant de la lettre commune
est plus grand dans le dividende que dans le diviseur , ou il èst égal
dans les deux , ou il est plus petit dans le premier que dans le second.

a m
Par exemple dans la formule — = am—n si mf > n , m — a est1 a n

direct , mais si m = n , m — n = o , et si m <f n , m — n est inverse ;
on demande donc ce que signifient ces expressions a”  et a—P.

am
88. Puisque a°  provient de il est facile de comprendre que

a ° =  î , car lorsque le dividende et le diviseur sont égaux , le quo¬
tient est toujours l’unité . Toute la différence qu ’il y a entre ces deux
expressions , c’est que le chiffre î désigne l’unité d’une mauière plus
vague et plus générale , et que le caralère a"  désigne l’unité prove¬
nant de la division d’un nombre par lui -même.

Il faut donc bien se souvenir que toute quantité qui a pour expo¬
sant  o équivaut à l’unité.

. . om
89. Mais si 1on avait oü, celte expression équivalant à — ou àom

g , sa valeur , considérée d’une manière générale , serait indétermi¬
née , c’est- à- dire qu ’on pourrait écrire pour g ou o , ou + i (*) , ou
+ 2 , ou + 3 , ou + V,  celte lettre V ayant une valeur quelconque;
car la division consiste à chercher un quotient tel que , multiplié par
le diviseur , il redonne le dividende ; or , il n’y a pas de nombre qui,
multiplié par o ne redonne o , donc en général o° = g = + V .

Cependant , dans bien des cas , celte expression peut avoir une
valeur fixe et déterminée.

(*) Ce double signe -j- signifie -)- ou —.
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Par exemple , si une question avait conduit à la formule x —
3 (a —b
~~- , et que dans un cas particulier on eut a ~ belm = n,

(a — b)n u
3X° m 3Xo

= .§ , et la valeur de x paraî-°n trouverait x-
o™  o

lf ait indéterminée.
Mais en observant , i °. que dans le cas particulier dont il s’agit,

°n a m = n; 2°. qu’on peut effacer les facteurs communs à un divi¬
dende et à son diviseur (n° 77, 3° ) , on sera autorisé,à conclure qu’on.

3 (a — b )»1 ici .r : 3.
( a — by»

90. Quant à l’expressiona —? (n° 87) , elle provient, comme nous
l’avons vu , d’un exposant plus grand , retranché d’un exposant plus
petit. C’est la règle du n° 86 , appliquée à un cas qui , à proprement
Parler , n’y est pas compris. Elle donne

a”>
am+l

Mais d’un autre côté,
am a m

— am—m—t - al-

a™al'
= (n°77>3°)-

En sorte que généralement a~î = —;

c’est-à-dire qu’une quantité quelconque avec un exposant inverse, est
égale à l’unité divisée par cette même quantité , avec le même expo¬
sant, mais direct. m

91. 11  résulte de là que ha —t = — , et qu’à la place de —- on
A al al

Peut écrire , si l’on veut , ba - t.  Si p — 1, on a , —-— ba 4.774 a

Cela donne le moyen de faire passer une quantité de la forme
fractionnaire à la forme entière.

b 1 b 1 bal
O11 voit aussi que- =b 1 — —— —= .bat ( Arith.

x (l " P 1 *

n05 3oo , 3i5 ).

92. Voici quelques exemples de multiplications et de divisions de
ttionomeg, sur lesquels on pourra s’exercer :
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-f 5bzcd2 X — 7a 2bBc = — 35a 2bBc2d2.
— I2n 7p i q5*  X — Il mBnp = -j - l 32 mBnBp BqB.
— «®J*c X 3 aîblc — — 3 am-\ -îb ’‘-\ -ic s .

"f" 18 a Bb2cdy B_ 6 by2
— l5 a Bbc2d By 5 a 2cd2

— 12 a BbBcBnd 2t — aa Bc‘knx
— 18 a 2b7 cnd -' t Jr ,i e*y 2 ' 3 b'kd Bp-\-By 2

Développons la marche du premier exemple de multiplication.
On dira - |- par — f®*1—( n° 7^ ) , 5 fois 7 ou 7 fois 5 font 35 ( n° 7g) ,
b5cd2 X a2bBc donne a 253+ 5c )+ 1c?2 , ou a2bBc2d2 (n 05 77 , 2°>
81 , 85 ).

Développons aussi le premier exemple de division . On dira - (- par
— fait — ( n° 78 ), 18 divisé par i5 donne if = f ( n° 80 ).

a Bb2cdyB a Bbbcdyy2 by 2 o
afibc2d7‘y a Ba2bccdd2y a 2cd2 ^ 71 1 3 ,4 ).

On aurait pu dire aussi
a 5b2cdy 3

= a~ 2bc~*d~2y 2 =

86,go ) = h 2_
a 2cd2

11 conviendra d’ailleurs , après qu ’on aura passé en revue les au¬
tres exemples , de faire les preuves des multiplications par la division
et celles des divisions par la multiplication.

Appliquons aussi les règles que nous veno rt de trouver à quel¬
ques exemples de polynômes , conformément à l’observation conte¬
nue dans le premier alinéa du n” 76.

(3« 25— bc^d) (2 m -̂ - n)
1 ' (3a 25—bc^d)
2°. 7 ( 2a 3'— 45) X 5 (2m— n) =35 ( 2a 3 — 45 ) ( 2m—n) (n ° 7g).
_ 35 (2a 3 —45 ) (2m — n)  ,3°. - = 7 ( 2a 3— 45 ) ( nos 77 , 3°,  et 80 ).5 (2w— n)
4n. 6 (4a5 —53)4X5 (3mn—zp)r = . . 3o (4a 553)4 (3mn — sp) r

(n°! 79,8i ). 7 ( 3« 2_ 2/,',55°. 7 (3a 2 — 25 ) 5 ; 3 ( aw _ n )2 _ . —5-- Z-  =' 3 ( am,— n )2

; n ( n ° 77 , 3°). '
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(3a 2—ai) 5
(n os 80 , 82).

6°. (3a 2—2&)5 (3a 2—ai) 3= (3a 2—2i) 8 (n ° 85).

2i) 3 Cn"86 ).

8°. ( jab -f c5d— 8e5)° = 1 (n ° 88 ).

9°. ( 7ab -f - c3£?)- 10 = (n ° go ),
( 7ab + c5d)

93. On remarquera ici que diviser un nombre a par un nombre b,
a

pour avoir le quotient - , c’est en d’autres termes chercher le rapport

de quotient  ou le rapport quotitif  des deux nombres a et b ; et si l’on
a c

trouve - = - , on pourra dire que a ' b\  Arith.  n os 531 . 53/ ).bd a c
Si l’on multiplie par bd  les deux membres de l’équation - =

b d
on a ac?= 5c,c’est-à-dire que dans l’expression a \ b \ \ c \ d le pro¬
duit des termes extrêmes égale le produit des termes moyens, comme
nous l’avons démontré dans l’arithmétique ( Arith.  n 9 5q5~).

91. Si l’on multiplie un nombre a par un nombre 5 pour avoir
ab,  qu ’on multiplie encore ce produit par b pour avoir ab2, et que
l’on continue ainsi de multiplier par b chaque produit que l’on for¬
mera de celle manière , il en résultera la progression(Arith.  n° 542)

a \ ab \ ab2 l ab3 ; a5 4 ; etc. 4 H
Si la raison b est plus grande que 1, la progression est croissante;

mais si 5 eft une fraction , la progression est décroissante ( Arith.
n°s 543 , 544 >.

Et il est facile de voir qu’un terme quelconque de cette progres¬
sion vaut le premier multiplié par la raison élevée à une puissance
marquée par le nombre des termes qu’il y a avant celui dont il s’agit
( Arith.  n ° 668).

95. Si a — 1, la progression devient
1 : 5 ; 52 : 53 ; 5 4 ; etc . ou

— b° : /A : b2 :b 5 : 5 4 : etc . (n°s 76 , 88),
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dont les termes sont en progression quotitive , tandis que les expo¬
sants sont en progression excédenlive.

Si le premier terme était bm, et que le quotient fut Z>« , la progres¬
sion d , viendrait,

rf bm \ b m+ n ; bmJr 2n ; b”>+ 3» l bm + 4» ; etc.
Par où l’on voit généralemet que lorsque plusieurs exposants d’une

même quantité forment une progression excèdentive , les puissances
de cette quantité marquées par ces exposants , et prises dans le même
ordre qu’eux , forment une progression quolitive.

96. Si , dans notre dernière progression , on fait m = o , elle
deviendra

b° b» l b 2n  l b 3n : bin ; b 3n ; b 6n l b ln \ b Sn  l  etc.
L’on aura ainsi une suite de termes en progression quolitive dont

le premier sera l ’unité , et les exposants de ces termes formeront
une progression excèdentive commençant par o . Alors chaque expo¬
sant sera le logarithme  du terme auquel il correspond , c’est-à- dire
que osera le logarithme de Z>°,que « sera le logarithme de A», que
an  sera le logarithme de b2n, et ainsi de suite (Arith.  n os  68 6,  687).

97 . 11 est facile de voir , i °. que pour trouver le produit de deux
termes de cette progression , comme celui de b2n  par A4n, il suffit
de prendre le terme correspondant à la somme 6 n des deux expo¬
sants ( n° 85 ; Arith . n os 681 , 685 ) ;

2°. Que pour trouver le quotient de deux termes , comme celui
de b 8« par b e'‘, il suffit de prendre le terme correspondant à la diffé¬
rence 2 n des deux exposants (n° 86 ) Arith.  n os 682 , 685 ).

Et comme les élévations aux puissances ne sont que des multipli¬
cations répétées , et que les extractions de racines sont les opérations
contraires des élévations aux puissances {Arith.  n os 744 77 ) , il ne
sera pas difficile de faire aussi ces opérations par le moyen des loga¬
rithmes . Du reste , cette matière a été développée dans l’Arithmétique
dé Émile,  et nous supposons ici la connaissance de cet ouvrage.

2 0 . Des polynômes.

De la multiplication des polynômes.

98. Pour multiplier un polynôme , représenté par « — Z»—J—c —J- etc.
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par un monome , représenté par m,  il est évident qu’il faut multi¬

plier successivement et dans un ordre quelconque tous les termes du

polynôme par le monome.
De même , pour multiplier le polynôme a -{- etc . par le

binôme ?n-\ - n , il est encore évident qu’il faut multiplier l’un après

l’autre et dans un ordre quelconque , tous les termes du polynôme

multiplicande , d’abord par m , et ensuite par n,  ou d’abord par n,

et ensuite par m.
Pour multiplier a —f —A—|—er—|—etc . par il faut multiplier

« — Z>—]—c—}—etc . par chacun des termes du trinôme m -j- re-j- p.

En général , pour multiplier un polynôme par un autre , il faut

multiplier tous les termes du multiplicande par chaque terme du

multiplicateur ; et c ’est ce qu ’on peut très -facilement exécuter au

moyen des règles que nous avons obtenues pour la multiplication

d’un monome par un autre , ou d’un terme par un autre terme.

99- On doit observer à cet égard que les quantités algébriques

n’ayant point , comme les chiffres , une valeur dépendante de leur

place ou de leur colonne , il n’y aura rien à retenir en allant d’un

terme à un autre , ce qui permettra de commencer la multiplication

par la gauche ou par la droite , à volonté (Arith.  n os 88  à g4 ).

On peut remarquer encore que , non -seulement l’ordre des lettres,

dans chaque terme , est en lui -même indifférent , quoiqu ’on préfère

en général l’ordre alphabétique (n° 77, 2° ) , mais qu ’encore l’arran¬

gement des termes entre eux peut varier sans changer la quantité,

puisque la valeur de ces termes , comme nous venons de le dire,

n’est en aucune manière dépendante de leur place.

100 . Du reste , si le multiplicande et IernuUiplicaleur sont d’avance

réduits à la plus simple expression (n ° 72 ) , et que ces deux quan¬

tités n’aient aucune lettre commune , il est clair que le produit ne

pourra contenir des termes semblables , et qu ’il ne pourra par consé¬

quent subir aucune réduction . Dans ce cas , le nombre des termes du

produit sera égal à celui des termes du multiplicande multiplié par

celui des termes du multiplicateur . Par exemple , en multipliant

a _j _ /, _j_ c -J- d par m -\- n -{- p,  on aura un produit total de douze
termes.

Mais si le multiplicande et le multiplicateur sont tels qu ’il puisse
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se trouver au produit total des termes semblables, ces termes se ré¬
duisant alors entre eux , le nombre des termes du produit définitif
sera moindre que dans le cas précédent , c’est-à-dire qu’il sera moin¬
dre que le nombre des termes du multiplicande multiplié par le
nombre des termes du multiplicateur . Comme ce cas est le plus im¬
portant , nous allons l’examiner en particulier , d’autant plus qu’il
n’y a aucune observation à faire sur l’autre.

101. Nous venons de parler de termes semblables; or , ces termes
se présentent sans cesse dans les opérations d’arithmétique ; car les
unités sont semblables aux unités, les dizaines aux dizaines, les cen¬
taines aux centaines, etc. Ne pourrait -on donc former des polynômes
algébriques qui eussent , sous ce point de vue, des rapports plus ou
moins marqués avec les quantités numériques?

102. Pour résoudre cette question , examinons avec quelque soin
les quantités numériques , et séparons les uns des autres les termes
dont elles sont formées; prenons , par exemple , le nombre 52643;
il est évident que nous pourrons l’écrire ainsi:

5oooo-|- 2000-j - 6oo-J- 4o-|- 3.
Mais celte espèce de polynôme peut encore recevoir les deux for¬

mes suivantes (nos i , 65,88 ) :
5.ioooo-|- 2.îooo-)- 6. î oo-)- 4. io -j- 3.î
5 .io 4 -j- 2 .io 3 - {- 6 . 10 2 —(- 4 . 10 1 - )-3 . io 0.

El comme il serait facile de décomposer ainsi tout autre nombre
entier , on en peut conclure

i °. Que les chiffres de ces nombres ne sont autre chose que les
coefficients des différentes puissances de îo , en commençant par la
puissanceo , et s’élevant successivementde la droite à la gauche aux
puissances î , 2 , 3 , 4 , etc.

2 ° . Que dans la manière ordinaire d ’écrire les nombres , on sup¬
prime , soit les signes, soit les différentes expressions des puissances
de io , ces puissancesn’étant plus indiquées alors que par les colon¬
nes. Ainsi, en allant toujours de la droite vers la gauche , on a
d’abord la puissanceo ou les unités , puis la puissance î ou les dizai¬
nes, puis la puissance 2 ou les centaines , et ainsi de suite.

En résumé , les chiffres écrits sont les coefficients des différentes
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puissances de 10, cl ces puissances ne sont indiquées elles -mêmes
que par les colonnes où les coefficients sont placés.

Il résulte de ces observations qu’on ne peut changer la place des
chiffres dans un nombre écrit à la maniéré ordinaire , sans changer
par là même le nombre , tandis que dans les autres manières d’écrire
ce nombre , on pourrait , sans le dénaturer , changer l’ordre de ses
termes , comme il est facile de le voir ( n° 99 ).

103. Tout cela posé , une quantité algébrique de cette forme
7<i 4-]- 5a 3- |- 8« 2 - |- 3at - )- 4a ”,

sera tout - à-fait analogue à une quantité numérique écrite de l’une
des manières ou de l’autre , et l’on pourra changer l’ordre des ter¬
mes sans dénaturer la quantité ( n° 99 ).

104. Mais dans les quantités numériques écrites comme à l’ordi¬
naire , les chiffres se succèdent toujours dans un ordre régulier et
systématique , d’où résulte entre autres la manière d’opérer dans la
multiplication . Or , à part les nombres que l’on retient pour les porter
d’une colonne à une autre , la marche de celte opération ne chan¬
gerait point si l ’on écrivait ces quantités comme nous l ’avons fait
il y a un moment , pourvu du moins qu’on ne dérangeât pas l’ordre
de grandeur de leurs termes ; et l’on pourrait même de celte manière
commencer par la gauche , aussi -bien que par la droite , sans y trou¬
ver plus de difficultés.

Donc les quantités algébriques de la nature de celles que nous
■venonsd’examiner , pourront aussi se multiplier suivant la marche
employée dans les quantités numériques , si du moins l’on ne change
pas non plus l’ordre de grandeur de leurs termes , ou si l’on rétablit
celordre quand il aura été changé.

Si , par exemple , on multiplie la quantité algébrique précédente
par une autre de même nature , avec plus ou moins de termes,
comme celle -ci,

2« 3-j- 5a2-J-3ra' -j- a",
et que l’on suive dans l’opération la marche que l’on suit ordinaire¬
ment dans les multiplications numériques , on pourra être certain
d ’avance qu’on trouvera dans les différents produits partiels des ter¬
mes semblables ( n° 72 ), et que si l’on écrit ces produits les uns sous
'es autres , en les reculant d’une place à mesure qu ’on passera d’un

8
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terme à un autre du multiplicateur , les termes semblables se trou¬
veront placés dans les mêmes colonnes : car tout se passera là comme
dans la multiplication des quantités numériques.

D’ailleurs , les différents coefficients et les différents signes qu ’on
pourra donner à ces termes n’influant en aucune manière sur la
similitude ou non similitude des termes du produit ( n° 72 ) , l’ordre
de ces derniers n’en sera point changé.

105. Avant d’aller plus loin , essayons en effet la multiplication
des deux quantités précédentes en suivant la marche de l’arithmé¬
tique , qui se rapporte du reste à celle que nous avons indiquée au
n° g8 . Seulement commençons l’opération par la gauche , puisqu ’elle
ne peut nous offi;ir ainsi plus de difficultés . Ce sens est celui qu ’on
préfère , parce que c’est celui dans lequel la lecture des quantités se
fait naturellement . Voici le tableau de celle opération:

7 a 4 - |-5 a 3 - (- 8 a 2 - |- 3 a ' - J- 4 a°
2 a 3 5 a2 -]- 3 a ' - j- a°

i 4 a 7 —[— 1 o« 6—16 <z5—j — 6a 4-1- Sa 3
- |- 35a 8-j- 25a 5-f- 4oa 4-j- 15a 3-f - 2oa 2

—|—21  os5—|— i5a 4- |- 24a 3- |- ga 2- |- i 2a'
* —j— 7« 4—5a 3-]- 8a 2 -]- 3a ' -]- 4a '5

i 4 a 7 - ]- 45a 6-f -Gaa5-J - 68a 4-j - 52a 3-\ -3 ja 2 - )- i 5a'
On a d’abord multiplié touL le multiplicande parle premier terme

du multiplicateur , en disant -]- par -}- fait - j- ( n° 78 ) ; 2 fois 7
font i4 (n " 7g ) ; a 4 par a 3 fait a 4+ 3, ou a 7 (n ° 85 ) ; puis -{- par - |-
fait -f -; 2 fois 5 font 10 ; a 3 par a 3 fait a 6 ; puis encore - ]- par -j-
fait 2 fois 8 font 16,• a 2 par a 3 fait a 5; et ainsi des autres termes
-j- 3a ' - j- 4a ° du multiplicande.

On a eu de celle manière le premier produit partiel qui occupe la
troisième ligne du tableau.

On a ensuite multiplié tout le multiplicande par le second terme
du multiplicateur , pour avoir le second produit partiel qui occupe
la quatrième ligne du tableau ; et on a reculé ce produit d’une placevers la droite.

On a continué de la même manière pour avoirde troisième et le
quatrième produit partiels ; et l’on a enfin réduit les termes sembla¬
bles , colonne par colonne , pour avoir le produit total.
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On a dit , par exemple (n° 72 ) , -}- ioa 6 - )-35a 6= -}-45a s , puis
4 ~ 16 a 5 - [-25a 5 -j - 21 a 5 = 62 a 5, et ainsi de suite.

TV. B.  Les commençants ne doivent pas confondre la réduction avec
la multiplication . Quand on réduit , la multiplication est déjà ache¬
tée , et il ne faudrait pas dire , comme ils le font souvent, -f - ioa G
~l- 35a 6 — 35o a { 2, ou 45a 12. C’est ainsi que dans la multiplication

quantités numériques , on doit ajouter les produits partiels pour
avoir le produit total , et non les multiplier entre eux.

10G. Il y a sur tout cela quelques observations à faire encore . Par
exemple , si , sans changer l’ordre des termes , il s’en trouve un ou
plusieurs d’omis entre d’autres dans le multiplicande , il faudra,
Pour obtenir les termes semblables du produit dans un ordre régu¬
lier , remettre à leur place dans le multiplicande les termes omis,
en leur donnant o pour coefficient . C’est ainsi que dans une quantité
nutnérique qui n’a point d’unités , ou de dizaines , ou de centai¬
nes , etc . on écrit o dans le rang du chiffre qui manque.

107. Mais si la puissance ou les puissances de a , qui manquent,
ne sont point comprises entre celles qui sont données , qu ’elles soient
Par exemple à la fin du polynôme , il est alors inutile de les rem¬
placer . Ainsi le nombre 43o vaut 4oo -j- 3o -J- o,ou 4. ioo -)- 3. io -j- o,
ou encore 4. io 2 - |- 3. io 1 -j- 0. 100, ou enfin 4. io 2-[- 3 . io 1,le dernier
terme étant supprimé sans autre.

108. Si c’est dans le multiplicateur qu ’il y a des termes omis,
alors il ne sera pas non plus nécessaire de les remplacer : car , comme
°n multiplie tout le multiplicande par chaque terme du multiplica¬
teur , si un de ces termes manque , il suffira , en passant au suivant,
de reculer le produit de deux places au lieu d’une , et ainsi des au¬
tres . Cela est analogue à ce que l’on fait en arithmétique , lorsque le
tûuliiplicateur contient des o.

109. Voici deux multiplications de ce genre , sur lesquelles on
pourra vérifier ce que nous venons de dire , en opérant comme au
o1 to5 :
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3aJ4-|- Oa3- 2a 2
4a 3— a 2-\ - 5a

lUa 7 -f - o a 6 — 8 a 5

— 3a6— oa 5-}-2«4
-)- l5o 5-j - oa 4— 10a 3

12a7— 3a B-f - 7a5-)- 2a 4— 10a 3

a 4— 5a 3~]~2a 2—3a
2a5— a 3— 4a

2a 9— ioa 8-j- 4a 7—6a 6
T- a 7-j - 5a6 — 2a 5-j - 3a 4

— 4a5-j - 20a4— 8a 3-(- 12a 2

2a 9— 10a 8-j - 3a 7— a 6— 6a 5-}- 23a 4— 8a 3-|- 12a 2.
110- Tout cela posé, reprenons le produit du n° io5 , ou du moins

ses quatre derniers termes, qui seront suffisants pour établir une com¬
paraison importante entre les quantités algébriques de cette forme
et les quantités numériques. Ces quatre termes sont ceux-ci,

52a 3-\ -3ya2 i5a ’ -)- 4ap.
Faisons a == 10, nous aurons

52.103-(-37 .102-j- tô-io 1-J - 4.100. (a),
ou, ce qui revient au même,

52ooo-|- 3700-j- i5o -f-4.
Additionnant ces quatre termes, nous obtiendrons enfin 55854,

nombre équivalant à
5.io 4-}- 5.io 3-j- 8.io2-(- 5.io ' -4-4.10° . (b).

Ainsi donc les deux quantités numériques (a) et (b) ont la même
valeur sous des formes différentes; les coefficients de la première sont
composés, ceux de la seconde sont simples.

Mais on voit facilement que ces coefficients composés contiennent
eux- mêmes des puissances de 10. P.ar exemple, le premier terme

52 .io 3=5 o.io 3—j - 2.103= =5 .10' .103-}-2 .io 3= 5 .io 4-}-2 .io 3.
En examinant ainsi successivement tous les termes de la quantité

(a ) , depuis le dernier à droite jusqu ’au premier à gauche , et les fai¬
sant refluer les uns sur les autres , quand cela sera nécessaire, on
reconnaîtra bientôlque , pour tirer immédiatement (b) de (a), il suffit
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«l’écrire clans chaque terme de (a) , outre la puissance de io qu’il
contient , les unités seules de son coefficient, et d’ajouter les dizaines
de ce même coefficient, comme si elles étaient des unités simples,
au coefficient qui esta la gauche de celui-là , puis de continuer ainsi
de terme en terme jusqu’au premier. Mais comme celui-ci a encore
des dizaines à son coefficient, ces dizaines deviendront le coefficient
d’une puissance plus haute d’une unité. Du reste , ce procédé peut
facilement être généralisé.

111. Il résulte de là que si l’on multiplie entre elles deux quan¬
tités numériques de la forme de (b) , n’ayant que des coefficientsd’un
seul chiffre, leur produit pourra cependant avoir des coefficients
composés, tout comme celui de deux quantités algébriques du même
genre , et qu’il ne faudra point , pour comparer ces produits et aper¬
cevoir les rapports qu’il peut y avoir entre l’un et l’autre , il ne fau¬
dra point , disons-nous, changer la forme du produit numérique,
comme nous l’avons fait pour (a) , puisqu’on ne pourrait pas faire
un changement analogue dans le produit algébrique.

112. Appliquons cela à un exemple . Si nous multiplions aaJ -(-
4a ' -J-3a° par 2a ' -j- ya0, nous aurons au produit

4a 3 -J - 22a 2 34a ' - )- 21 a°.
Maintenant si nous faisons a = to , le multiplicande deviendra

2-io 2 - )- 4.to ' - j- 3 .io °, et le multiplicateur sera 2.10 ' —7 . lo °j
effectuant la multiplication , nous trouverons pour produit

4.103-j- 22.I02 -{- 34.Io ' -j- 21.10e*. (a').
Or , ce produit , sous cette forme , sera tout-à-fait comparable au

produit algébrique ; mais il ne le serait plus si nous lui donnions la
forme qu’il peut recevoir par le procédé du n° 110, comme on le
v°it ici,

6.103-j - 5.io 2 -(- 6 .10' -(- 1.100. (b').
Cependant ces deux produits (a!) et (b') ont l’un et l’autre pour

ValeurG56i , ce qui est bien exact , puisque le multiplicande équi-
'aut à 243, et le multiplicateur à 27.

* 113. Mais pour savoir plus généralement quand une quantité
algébrique multipliée par une autre pourra donner des termes sem¬
blables, et quelles seront les conditions nécessaires pour que ces
'ermes semblables se succèdent régulièrement , multiplions le bi '
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nome d’une seule letlre am - )- nn par le binôme de la même lettre
aP -j- aî , nous aurons

a m -j - a »
aP -j - ai

a *n-\ -P -j - an+P -f - a ™+ l -f-
Si l’on supposait m = n,  et / >= q,  les deux facteurs devant se ré¬

duire d’entrée et avant la multiplication , chacun à un seul terme,
le produit n’en aurait qu ’un seul , et il ne serait plus question de
termes semblables.

Si l’on supposait séparément m = a n ou p = q , un des facteurs
se réduisant d’entrée à un seul terme , le produit n ’en aurait que deux
qui ne pourraient être semblables.

Il faut donc que m diffère ' de n , et que p  diffère de q.
Cela posé , l’exposant du premier terme du produit ou m -\- p,

ne pourra être égal ni à l’exposant du second terme , parce que m
n’est pas égal à n , ni à l’exposant du troisième , parce que p  n ’est
pas égal à q ;  mais il pourra être égal à l’exposant du quatrième
ou à n -J - q ; alors ces deux termes seront semblables entre eux , et ne
le seront pas aux autres.

De même l’exposant du second terme du produit ou n -\ -p,  ne
pourra être égal ni à l’exposant du premier parce que n n ’est pas
égal à m , ni à l’exposant du dernier parce que p  n ’est pas égal -à
q;  mais il pourra être égala l’exposant du troisième ou à m -\ - q;
alors ces deux termes seront semblables entre eux , et ne le seront
pas aux autres.

Cependant on ne pourra avoir en même temps le premier terme
semblable au dernier , et le second semblable au troisième ; car si
l’on posait les deux équations m -\ - p — n -\ - q,e t m -f- q = n -\- p,
comme devant exister ensemble , en soustrayant des deux membres
de la première n et p,  et des deux membres de la seconde n et q,
on aurait

m — n — q — p
m — n = p — q ,

ce qui ne peut avoir lieu en même temps.
On ne peut d’ailleurs faire aucune autre supposition d’égalité

entre les exposants des quatre termes du produit , car ceux des deux
derniers ne peuvent être égaux à ceux des premiers que dans les
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Cas que nous venons d’indiquer , et ils ne peuvent être égaux entre
eux , parce que m n ’est pas égal à n.

Lors donc qu ’on aura placé le multiplicande et le multiplicateur
comme ils le sont dans notre exemple , si la somme des deux expo¬
sants de la première colonne égale celle des deux exposants de la
seconde , ou si l’on a m -\ -p = n -j - q,  le premier et le dernier
*crme du produit seront semblables ; mais ils ne se trouveront pas
l’un sous l’autre lorsqu ’on écrira en seconde ligne le produit du mul-
fiplicande par le second terme du multiplicateur , qu ’on le recule
°u non d’une place vers la droite.

Si au lieu de celales exposants pris en croix donnent deux sommes
égales , ou si l’on a m -|- q = n -\- p,  le second et le troisième terme
du produit seront semblables , et ils se trouveront placés l’un sous
l’autre lorsqu ’on écrira en seconde ligne le produit du multiplicande
par le second terme du multiplicateur , et qu ’on le reculera d’une
place vers la droite.

Du reste , le premier cas rentrera dans le second lorsqu ’on ren¬
versera l’un des deux facteurs.

On pourra vérifier tout cela sur quelque exemple particulier , et
en multipliant si l’on veut a i -j - a 2 , d ’abord par n 3-j - a 5 ,  puis par
« 5 -j - a 3 .

Maintenant l’on voit bien que plus il y aura dans les facteurs d’un
Produit de termes qui , comparés quatre à quatre , deux dans l’un
et deux dans l’autre , offriront les relations que nous venons d’énon-
cer , plus il y aura de termes semblables au produit . Et si l’on in¬
troduit dans chaque terme de ces facteurs une seconde lettre b ,
eela ne changera rien aux relations que doivent avoir entre eux les a
pour donner des termes semblables ; mais ces relations devront aussi
ctre les mêmes pour les b.  L ’on en dira autant pour .une troisième
lettre c , pour une quatrième d,  et ainsi de suite.

Il faudra donc en général , pour avoir des termes s.emblables dans
1®multiplication des polynômes , qu ’il y ail au moins deux termes
dans le multiplicande , et deux dans le multiplicateur , qui renferment
les mêmes lettres , et que les exposants d’une même lettre soient tels
dans les quatre termes , que l’on ait

ni — n — p — q
ou m — n — q — p,
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c’est-à-dire que la différence des deux exposants dans le multipli¬
cande soit égale à la différence des deux exposants dans le multi¬
plicateur.

Mais pour que ces termes semblables viennent naturellement se
placer les uns sous les autres , il faudra que l’on ait décidément

m — n = p — q,
soit que m surpasse n,  et que p surpasse q,  soit que le contraire ait
lieu.

114- Ainsidonc , s’il y a plusieurs termes dans le multiplicande , et
plusieurs dans le multiplicateur , qui tous renferment les mêmes
lettres , et que les exposants de chaque lettre prise à part forment dans
le multiplicande et le multiplicateur deux progressions excédenlives,
qui soient toutes deux croissantes ou toutes deux décroissantes avec
la même raison , on aura des termes semblables qui viendront se
placer les uns sous les autres quand on reculera d’une place les pro¬
duits secondaires ( n*s 73 , 74 , 9.3 , 94 , g5 ).

Sur quoi l’on observera que lors même que la progression des
exposants serait croissante dans les deux facteurs pour telle ou telle
lettre , elle pourra être décroissante dans les deux pour telle ou telle
autre lettre , pourvu que les conditions que nous venons d’énoncer
aient lieu.

115. Lorsqu’on arrange de cette manière les termes d’un poly¬
nôme algébrique , on dit qu’on Yordonne;  et quoiqu’il ne soit pas
absolument nécessaire d’ordonner les quantités à multiplier , puis¬
qu’on peut sans cela chercher dans les produits partiels les termes
semblables pour les réduire ; cependant il est plus commode d’avoir
ces termes placés les uns sous les autres , et c’est ce qui arrive quand
on a ordonné.

Si l’on ne peut, dans tous les cas, obtenir la régularité des quanti¬
tés numériques , il faudra du moins en approcher autant que possible.

L’énoncé suivant nous servira de règle pour arriver à ce but , et
on pourra le considérer aussi comme une définition du mot obdoxneu-

On choisira dans le multiplicande et le multiplicateur une lettre
qui se trouve dans les deux , et que Von prendra à volonté ; on écrira
à la première place dans chaque quantité proposée , le terme de cette
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quantité, dans lequel la lettre choisie aura le plus haut exposant ; on
écrira à la seconde place le terme de ceux qui resteront où la même
lettre aura le plus haut exposant , et ainsi de suite.

Lorsqu il se trouvera plusieurs termes qui renfermeront la mime
puissance de la lettre choisie , on les ordonnera entre eux relative¬
ment à -une autre lettre.

116- En combinant tout ce que nous venons de dire avec ce que
Oous avons déjà vu âD n ° g8 , On peut trouver la .règle la plus com¬

mode pour multiplier un polynôme algébrique par un autre.
Il faut d’abord ordonner , autant que possible , les quantités pro¬

posées. Il faut ensuite multiplier successivement de la gauche à la
droite tous les termes du multiplicande par le premier terme du mul¬
tiplicateur , et poser ce premier produit partiel ; puis multiplier encore
tous les termes du multiplicande par le second terme du multiplica¬

teur , et placer ce second produit partiel sous le premier , en le reculant-
d'une ou de plusieurs places , de manière à écrire , autant que cela se,
peut , les termes semblables dans les mêmes colonnes . Ilfaul continuer
de même en multipliant toujours tout le multiplicande par chaque
terme du multiplicateur , et faire enfin la réduction des différents pro¬
duits partiels pour avoir le produit total.

117. Appliquons maintenant cette règle à quelques exemples , et
proposons -nous d’abord de multiplier a 2b -)- 3n 4è 3 —5rt 5Z>2 par
7a 454 -j- 2a s55. Voici le tableau de l’opération :

Sa i b5— 5a 5b2-fa sb
2a 5è 5-j- 7a454

(jtf9Z>8— loa ^b 7 2a 7b6

-j- 2 lo 85 ' — 35a 7 b^

6rt9Z>8-j- 11« 857 — 33a 1 ba f - jn ç'b-'.

On a commencé par ordonner les deux quantités ( n° 115). On a
er| suite multiplié de gauche à droite tout le multiplicande par le
premier terme du multiplicateur , en disant : -{—par —j—fait —[—; fois

3 font 6 ;« 4è 3 par a 5b5 fait « 9Z>8.Puis — par -j- fait — ; 2 fois 5 font
l0 ; a 5b2 par a 5b5 fait rt8/' 7. Puis encore -j- par - |- fait -j- ; 2 fois 1
ônt 2 , a *b par a -'b-’ fait a 7br’.

Après avoir trouvé le premier produit partiel , on a calculé de
9
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même le second , qu’on a écrit sons le premier en le recalant d’une
place.

On a fait enfin la réduction des termes semblables dans la seconde

et dans la troisième colonne , en disant (n° 72) , — ioa 8£7-|- 2 i a 6b7
= -]- iia 8/>7, puis - |- 2 a 7 b6—3 5 a 7 b6=— 33a 7 b6. Ajoutant à cela
les termes extrêmes qui n’avaient point de semblables , on a eu le
produit total (Voyez le n° io5 ).

Voici plusieurs autres exemples que nous nous contenterons de
figurer :

5a 4— 2a 36- |- 4n2/>2
a 3— 4a 2/»- j-2 b3

5a 7— 2a ®6-|- 4a 5/>2
—2oa fl6-|- 8a 5è2 — 16a 4/»3

- |- ioa 4è 3—4a 3i 4- |- 8a 2Z»5

5a 7—22a66-j- i 2a 562— 6a i b5—4« 364- |-8a 265

a 3-j - 3a 2è - |- 3a&2 -f- 63
a 3—3a 2Z»- |- 3aZ»2 —b 3

a 6-J - 3a 5Z»-j- 3a 4Z>2-f- a 3/»3
— 3a 5b— ga 4/»2— ga 3/»3— 3a 2è 4

+3a 4£2-}- ga 3/»3 -j - ga 2è 4-j - 3a />5
— a 3b3— 3a 2b^— 3ab 3 — b 3

a e —3a 4/»2- |- 3a 2/»4 —/ <®

a 3-j - 2 t 2/» 2.ab2 b3
a 3— 2a 2/»- |- 2a/»2— b3

a 6-j- 2a 5ô - |- 2a 4/i2 -|- a 3/>3
— 2a 3 b— 4a 4è 2— 4 a 3/»3— 2a2/»4

-)- 2a 4/>2- |- 4n3/>3-j- 4a2/»'4-j- 2a&3
— a 3/»3— 2 a2/»4— 2a/»5 — b6

a ® —

5a 3—4a 2/»̂ - 5a/»2 —36 3
4a 2— 5a/ » -}- 2/»2
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20a 5— i6a i b noa 362 — 12a2b3

—2 5a 4Z>-f - 20 a s b 2 — 2 5 a 2b 5 - (- i 5 aê 4

- (- ioa 3b2 — 8a 2b5 -(- ion5 4 —66 5

20 a 5—4ia 4ê>- |- 5ofl 3A2 —-45a 2Z>3 - )-25aZ< 4 — 6ê 5.

118. L’exemple suivant, quelque simple qu’il soit, mérite d’être

remarqué :
a -\ - b
a — h

a2 -\ -ab
— ab — b 2

a2— b2.

H nous apprend qu’en multipliant la somme de deux nombres par

leur différence, on a.au produit la différence des carrés de ces mêmes
nombres.

Soient les deux nombres 8 et 5 : leur somme i3 , multipliée par

leur différence3, donne 3g. Or , le carré de 8 est 64, celui de 5 est

25, et la différence de ces carrés est encore 3g.
Ce principe est d’un grand usage.

119. Si on nous demandait de multiplier le polynôme ce-\- 3a2

'—4bd  par le polynôme 2bd — 'jce — 4 a2, nous les ordonnerions,

autant que possible, d’abord pour la lettre a,  et ensuite pour la lettre b

(n° 115) ; puis faisant l’opération , nous aurions le tableau que voici:

3a2— kbd -j - ce
— 4a2 2bd -J - 7 ce

— 12a 4-j - 16a2bd — 4a 2ce
-j- 6a2bd — 8b2d2 nbcde

— 2ia 2ce-)- 28 bcde— r]c2e2

— 12a4-j - 22a2bd — 25 a2ce-J - 3o bcde— 7c2e2
— 8b2d2.

Sur quoi nous remarquerions qu’il y a dans la troisième colonne

uu mélange de termes dissemblables. Ce mélange n’aurait point lieu si

°n dormait au multiplicande et au multiplicateur les formes suivantes

' U'JS 70, i°, 4", 88, 102, io3 , etc.) :
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3a2—(4bd—ce) a°  et —4a2-j - (2 bd—jce )a°.
ais le calcul n’eu serait que plus difficile.

120- Proposons-nous enfin pour dernier exemple une multiplica¬
tion qui ne fournisse aucun terme semblable proprement dit.Prenons
pour multiplicande le polynôme 3a2—4ù3-j- c5, et pour multipli¬
cateur le binôme 2/»—5»-'

3a2 — 45 3 -f c1
•2m — 5 n

6a2m-—853/ra-J- 2c57»
— 15a2» -j- 2oé3»—5e5ra

6a2m— i5a 2n—853/« -|- 2oZ>3»-j- 2c5t» —5c5».

Les quantités proposéesn’étant pas, rigoureusement parlant , sus¬
ceptibles d’être ordonnées, on les a écrites telles qu’elles étaient. On
a placé le second produit partiel sous le premier , sans le reculer,
et on a lait la somme des deux pour avoir le produit total. Il est
évident du reste qu’on aurait pu écrire irümédiatement le second
produit partiel à la suite du premier.

Cependant si on voulait donner aux deux quantités précédentes
la forme de quantités ordonnées, on pourrait les écrire ainsi (Voyez
le n° précédent) :

3a2— (4Z> 3—c5) a0 et (2»r—5» ) a°.
Ce qui prouve du moins que le cas où les quantités sont suscepti¬

bles d’être ordonnées est plus général que l’autre.

De la division des polynômes.

121. Dans la division, on cherche toujours un quotient tel que,
multiplié par le diviseur, il redonne le dividende. 11 faut donc, pour
que la division soit possible, que le dividende soit un produit , et que
le diviseur soit un des facteurs de ce produit. Or , comme cela peut
avoir lieu sans que l’on s’en doute , on doit en général essayer la
division. Mais, si elle ne s’effectue pas, on se contente alors de l’in¬
diquer sous la forme fractionnaire (n<>s 70  4° et 82 ).

Cela posé, pour rechercher quelle est la marche à suivre dans la
division d’un polynôme par un autre , il convient de prendre des
exemples qui permettent décidément de terminer l ’opération. C’est
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pourquoi nous nous contenterons de faire dans ce chapitre les preu¬
ves de quelques-unes de nos multiplications précédentes. Et du reste-,
c’est en observant ce qui se passe dans la multiplication que nous
trouverons la route à suivre pour exécuter l’opération contraire.

122. Le cas le plus général et celui auquel les autres cas peuvent
se rattacher plus ou moins, c’est celui où les quantités sont suscepti¬
blesd’être ordonnées (n° 120). Or, nous pouvons voir dans les mul¬
tiplications des nos io 5, 109 et 117,

i°. Que les termes du produit total proviennent, pour l’ordinaire,
de la réduction des termes semblables que donnent les produits
partiels ;

2°. Qu’il y a toujours exception à celte règle pour le premier et
le dernier des termes du produit total ; car , pour obtenir ces deux
termes, on n’a point de réduction à faire , puisqu’on recule d’une ou
de plusieurs places les différents produits partiels, en les écrivant les
uns sous les autres : en sorte qu’il n’y a point dans ces produits par¬
tiels de terme écrit au-dessous du premier , et point au-dessus du
dernier ;

3° . Que le premier terme du produit résulte immédiatement de
la multiplication du premier terme du multiplicande par le premier
terme du multiplicateur, et que le dernier terme de ce même pro¬
duit résulte aussi immédiatement de la multiplication du dernier
terme du multiplicande par le dernier terme du multiplicateur.

Il suit évidemment de là que, si l’on prend un produit de ce genre
pour dividende, et un de ses facteurs pour diviseur, on sera sûr de
trouver un des termes du quotient en divisant le premier terme de
ce dividende par le premier du diviseur, ou le dernier par le dernier.
Alors, si on multiplie tout le diviseur par ce terme trouvé du quo¬
tient , et qu’on retranche du dividende proposé le résultat de cette
opération, il est clair que le reste qu’on obtiendra sera le produit du
diviseur par les autres termes du quotient. En divisant donc le pre¬
mier terme de ce reste par le premier terme du diviseur, ou le der¬
nier par le dernier , on aura un second terme du quotient ; et ainsi
de suite.

123. Ainsi donc , voici la marche à suivre pour diviser un poly¬
nôme par un autre :
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Il faut d’abord ordonner , autant que possible , les quantités pro¬
posées , d’après la règle et les observations du n°  115 , eny substituant
les mots  dividende et  diviseur aux mots  multiplicande et  multiplica¬
teur . Il faut ensuite diviser le premier terme du dividende par le pre¬
mier terme du diviseur pour avoir le premier terme du quotient , puis
multiplier tout le diviseur par ce premier terme du quotient , et re¬
trancher du dividende le produit de cette multiplication . Le reste
étant ainsi trouvé , il faut diviser son premier terme par le premier
terme du diviseur pour avoir le second terme du quotient , puis mul¬
tiplier tout le diviseur par ce second terme du quotient , et retrancher
du premier reste le produit de cette seconde multiplication . Il faut
continuer d’opérer de la même manière jusqu ’à ce qu’on ait trouvé
tout le quotient.
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Dans la pratique, ce signe contraire , exigé par la règle de la sous¬
traction , s’écrit immédiatementavant d’avoir formé le terme même;
Après avoir dit -j- par -(- lait H- ) on ajoute ces mots, j’écris —, et
l’on pose ce — sous le premier terme du dividende. On écrit ensuite
le coefficient, et enfin les lettres avec leurs exposants;

En arrivant au terme suivant ou au second terme du diviseur, on
dira donc dans cet exemple: — par -j- fait—, j’écris -j- ; et l’on met*
tra ce -j- sous le second terme du dividende. On continuera en
disant, 1 fois 2 fait 2 , et l’on écrira aussi ce coefficient2 sous le
second terme du dividende. Enfin , on prononcera a 3b par a 3 fait
a 6b , qu’on placera encore sous le second terme du dividende.

D’après ce détail , on comprendra facilement tout le reste de l’opé¬
ration. Et quand elle sera finie, comme le montre le tableau , on
pourra diviser aussi le dividende par le quotient pour retrouver le
diviseur.

*
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a®— b6 . a 3-|- 2a2Z>-}- 2a62 -]- Z >3
~- a®—2a 5b —2  a452— a 353 a 3—2a25-j- 2aZ>2 — b3

— 2a 5b—2 a4ô2— a3b3— 5®

—j—2û55£>—j—4a4&2-]- 4a353 ) 2a 254

2a 452 -J~3a 363-)- 2a ^64 — 5®
—2a462—4a3Z>3—4«2i 4 — 2a&5

— a 36 3 —2 a 2 6 4 — 2 <ï&5 —

_]_ a 353-{- 2a254-}- 2aè5-f- Z>®

o.

Oa pourra diviser aussi le dividende par le quotient , pour retrou¬
ver le diviseur.
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126- Nous terminerons ces exemples de division par la preuve de
la multiplication du n° 120 ; et ordonnant pour la lettre ire, nous
ferons l’opération comme dans le numéro précédent.

( 6a 2m — i5a 2n j
/ — 8b^m -j - 20bsn >
I -j- 2c5ire — 5c5n |

2 m — 5n

3a% — 4&5 -|- c5

— 6a2m -J - i5a 2n . . . i er prod . soustr.

f — 8b5m -(- 20b5n 1
(_ -}- 2c5m — 5c5n J

i er  reste.

-j- 8b în — 2o6 3ti . . . 2 * prod . soustrait.

-j- 2cr°m — 5o^n . .. 2 d reste.

— 2csm -|- 5c sra . . . 3 me prod . soustrait.

O.

On pourra diviser aussi le dividende par le quotient , pour retrou¬
ver le diviseur.

Du reste , si dans cet exemple on n’eût pas ordonné , la forme de
l’opération n’en eût été que plus simple , comme on peut le voir ici:

6a2m— i 5a2n—8b5m-\-2ob5n-\-2c5m—5c5n 2m —5ra

— 8a 2m-̂ - i 5a 2n 3a 2—4i 3-f-c3
—8i 3/7i-]- 20Û3ra-J- 2c57ra—5c5re
- |- 8û3/ra—20 b3n

-\ -2cbm—5c5n
—2c5m-j- 5c5n

Quant aux divisions qui ne peuvent s’effectuer exactement et sans
reste , on en trouvera des exemples dans le chapitre suivant , et sur¬
tout depuis le n° i36 , jusqu ’à la fin de ce même chapitre.



CHAPITRE IV.

Notions sur les séries qui naissent de la division.

127. Nous n’avons pas placé parmi nos divisions la preuve de la
multiplication du n° 118, parce qu’elle devait nous conduire à quel¬
que chose de plus général , comme nous allons le voir.

D’après cette multiplication, il est évident que a2—t 2= (a -j- Z>)
q%  —

(a —b) (n ° 70) , d’où il résulte que —— -—= a -|- b.  Mais les bi¬

nômes a 3—Z> 3, a k—S4, a b—b5, etc . sont-ils aussi divisibles par

a —b? Et quels sont les quotients de ces divisions? C’est ce qu’il faut
examiner.

—

—a 5-j- a 2b
a2b— b3

— a2b-j- ab2

ab2—é 3
— ab2-| -b 5

a — b

a2-\ - ab -\ -b2

o

ai — bi
—«4-J- «3&

+a s b— bi
—a? b-\ -a2b2

+a 2b2— bi
—a2b2-\ - ab3

4 .^ 3_ &4
— ab z -\ - bi

a —rb

a3-{- «26 -f aé2-f-53

o.



80 'SERIES NAISSANT

Ainsi donc
a —b- = i
a —b
a2—b2
a —b =a -j- b

rt3'—b3
sa —b a2-\ -ab b2

^ZÏL = a 3+ a2b+ ah2+ è 3.

On trouverait de même

-°5_^ 5= d *+ a5b+ a2b2+ ai 3+ />4
a 6 _ 7,6
- - — = o 3 + a ^ 4 - a 3£ 2 + a 2i 3 +a5 4 + /> 5.a —b

Et l’analogie porterait à conclure que Ton doit avoir en général

(Formule  A.)
am— b”>

= a m ~~ 1 4 “ am — a Æ ta?»—cibm—
—*b3.

3 4 -b ™—1
Pour vérifier cela , nous multiplierons le quotient par le diviseur,

afin de voir si nous retrouverons le dividende. Voici l’opération:
am—4 4 -a» —2b-f- am—3b2. . . . 4-ab m ~ 2-\- bm —4
a ■—b

am-\ - am—'b -\ -am—3b3. . . . 4 -ah ™—1
—am—lb—am—3b3. . . . —ab>»—1— bm

am— bm.

On observera qu’en multipliant par a le terme ahm—3, qui donne
a 3T,m—4 nous n’avons pas écrit ce produit , parce qu’il tombe dans
la lacune indiquée par les points. De même, en multipliant par — b
le terme am~ 5b3 qui donne—■am—3bs, nous n’avons pas écrit ce
produit qui tombe aussi dans la lacune.

Mais on voit suffisamment par la marche de la multiplication , que
chaque terme d’une des lignes est détruit par son correspondant dans
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l’autre ligne , à l’exception du premier de la première ligue et du
dernier de la seconde , qui n’ont point de correspondants.

128. Quand on exprime ainsi la valeur d’une quantité par une
suite de termes qui se succèdent avec régularité , on dit qu’on déve¬
loppe  cette quantité , et ce développement  ou cette suite de termes
s’appelle une série , surtout lorsque par sa nature ce développement
est susceptible de prendre autant de termes qu’on le veut, comme
Bous en aurons bientôt des exemples.

129. Du reste, si l’on supposeb= .a dans la formule A, le premier
am— am

membre deviendra - = £ et le second deviendra mam—1 :
n _ _ /» u

car chaque terme sera a”>—*, et le nombre de ces termes est m,
comme il est facile de le voir. On aura donc ici §= mam—1(n° 89 ).

130. Si on voulait trouver le développement de - J—p- , on pour¬
ri-j- b

«■ait l’obtenir au moyen de la formule A; pour cela on remar¬
querait qu’en divisant a 3—à3 par a —b ou o4— ô 4 par a —Z>, etc.
le second terme du dividende , c’est-à-dire — Z.3 ou — i 4, etc. n’in¬
flue point sur le quotient , et se borne à détruire le dernier reste ; en
sorte qu’à part ce reste , on obtiendrait le même quotient si l’on se
contentait de diviser a 3 par a — b ou n4 par a —b , etc.

aw-f-Z»™
131. Cela posé, pour déduire le développement de ——;- de la

a -f- b
formule A, il suffit de supposer que b change de signe dans le divi¬
seur, ce qui changera aussi le signe des termes qui contiennent les
puissances impaires de b dans le quotient . On voit facilement d’après
cela quels seront les termes du développement avant la lacune ; et
quant à ceux qui se trouvent après la lacune , et dans lesquels les
puissances de b sont exprimées en m,  il y aura deux cas à distinguer,
celui où m sera pair et celui où m sera impair ; m étant pair , l’expo
sant 77i — a sera pair , et l’exposant m — i sera impair , et le contraire
aura lieu si m est impair.

On aura donc
( Formule  B. )

— = am—*— am—2b-J- am—3i 2.... ■p\- abm —

11
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le signe supérieur des deux derniers termes répondant au cas où m
est pair , et l’inférieur au cas où m est impair.

Si on multiplie le quotient par le diviseur, on trouvera pour
produit

am ip A»
Dans le cas donc où m sera pair , ce produit sera am —bm, et diffé¬

rera du dividende de la quantité 2bm; car am— —
En d’autres termes, la division ne se fera pas exactement, et donnera
pour reste 2.bm.

Mais dans le cas où m sera impair , le produit am-J- Â sera égal
au dividende , et la division se fera sans reste. *

132. 11 est facile de voir par ce que nous venons de dire , que la
a™— bm

formule B pourra aussi représenter le développement—— —. Alors

m étant pair par le produit , am— A» sera égal au dividende , et la
division pourra se faire sans reste ; mais m étant impair , le produit
am-\ -bm  différera du dividende de la quantité — 2i ®>, car cim-\ -bm
— 2bm= .a™— bm.

133. La formule A en revanche représentera encore le dévelop-
amJL-lm

pement de - - ; et le produit étant alors am—bm, soit que m soit

pair , soit que m soit impair, il différera dans l’un et dans l’autre cas
du dividende am b m de la quantité aAm, car am—bm-\ -ib m=a m
-j-ù'”, c’est-à-dire que la division ne pourra point se faire sans reste.

134. Il est bien rare du reste qu’un dividende donné contienne
exactement un diviseur donné , et l’on n’a pas de moyen de s’assurer
en général de la possibilité d’une division : il faut communément
l’essayer, toutefois après avoir ordonné les quantités proposées : car
sans cette précaution , telle quantité , exactement divisible par une
autre , jetterait cependant dans des divisions qui ne finiraient point.

Nous venons devoir , par exemple, que a2—b2 était divisible par
a -\ -b (n 0 127, j32) ; mais si l’on renverse le diviseur, et qu’on divise
constamment le premier terme du dividende par le premier du divi¬
seur , on obtient un quotient auquel on peut donner autant de ter¬
mes que l’on veut.
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Voici cette opération,
a*

— a 2
— 62 b —ci

a5
F

a 3 a5 , a 4 a 5 ,
T - F + F - F+ etc-

or
T 63

+f +i
+ -^ b2

62

b2
a-'
TF

a°
P

b 2

+ î! + e!
63 b4

4 - ï ! — 62
. ^ 64

Si l’on fait attention à la marche de cette division, on verra faci¬

lement qu’elle peut être continuée aussi long-temps qu’on voudra >
et qu’elle donnera toujours un reste. On verra outre cela que la ré¬

gularité du quotient donne la loi  de sa formation , et permet d’indis
‘luer la suite des termes dont il doit être formé, sans qu’il soit besoin
de continuer la division.

Ce quotient paraît différer beaucoup du quotient exact , qui est
a —b; mais il a la même valeur que lui lorsqu’on y joint le reste

divisé par le diviseur. Pour le prouver , nous allons multiplier par

H a les quatre termes écrits au quotient , et nous ajouterons an pro-
7 » ü$
duil le reste - 62: nous retrouverons alors le dividende.

ê4
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aï __ aï * a * a 5y b% p ji
b -J - ci

aï al + et
b 1 Z >2

a 5
T3

j-  f ! _ ^ + fî!
^ b b* ^ b*

O.B

„6f _ — &2
5*

z2 _ £2.

135- La même chose arriverait clans les divisions numériques si
l ’on changeait l’ordre naturel des chiffres ; c’est ce que l’on verra si
l’on essaie de diviser 20 -j - 4 par 2 -{- 10.

136. On obtient aussi un quotient exprimé par autant de termes
que l’on veut lorsqu ’on essaie de diviser un nombre par un autre qui
ne le divise pas exactement . Par exemple,

{Formule  C ).
<2"'f * 5 —j—c etc,

m -}- n - |- p •+■ etc
comme on le voit ici,

a ^ " 4~ G -f - etc,
■ _ an ap. _^

a an «tj 2 ^
m m2 wj 5.

-j- n -j - p -J - etc.

a
m

1 ««+ — ~ — e(c.

an ap
m m

■ an 1 an*
4 — 4 —sm m*

etc. —J —&—J—c —|—etc,

+ ^ + «* •

+ Î4I + *0* + etc . — ll!i — etc. + b + c 4 . etc.m2 wj2 m
an 2 an 3 an 2p ■etc.

- ete. 4 aJLP 4 - «P - etc.  4-
mï ITh

b -J - c —j-1* de*
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o • i ) i . «• Ct ClTi . (ITt | ||oi i on multiplie- k H- r Par 171+ n 4 - P + etc»  et
m mô 1 r

qu’on ajoute au produit le dernier reste , on retrouve le dividende.

137. Si l’on fait /; = o , c ~ o , d = o , etc.  et de même n =  o,
. . , . . , a -, an 5

p = o , ri = o , etc.  le quotient se réduit a — et le reste —— - —
' m m 3

an 2p . . . , , a a . ~ .
— 4- etc.  s anéantit : on a donc alors — = —; ce qui lait voir
m3 m m,

qu’on ne peut développer une fraction dont les deux termes sont mo¬
nômes.

138. Si l’on conserve a , b , c , d , etc.  et m,  et qu’on se contente
de faire n — o,p = o , <7= o , etc.  le quotientse réduira d’abord à

—; mais le reste sera h -f - c -f - d -{- etc.  On pourra donc continuer laTri

division , et l’on aura
a -j - b -)- c -j- etc. = ± + b- -f 1 + etc.m m m

le quotient étant formé d’autant de ternies qu’il y en aura au divi¬
dende , mais ne pouvant pas se pousser au-delà.

139. Si l’on conserve m, n , p , etc.  et a,  et que l’on fasse b = 0 ,
c = 0 , d = o , etc.  on aura

a _ a an an 2
m m 2 7nJ

•etc.
m -j - n -j - p -j - etc. m m 2 m 5

Le quotient sera donc le même que dans la formule générale , et
il pourra contenir autant de termes qu’on voudra *, mais on ne pourra
négliger les restes. Ceux- ci seront aussi les mêmes que dans la pre¬
mière formule , excepté qu’ils ne contiendront plus les quantités b,
c , d , etc.

140. Si l’on ne conserve que a , m et re, et qu’on fasse toutes les
autres lettres égales à o , on aura

(Formule D ).

an 2= a _ f ? + ^1 —etc.- O I _ ^
m -f - n m m*

Le quotient sera encore le même que dans la formule C,  et pourra
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aussi contenir autant de ternies que l’on voudra ; mais il faudra en
général tenir compte des restes.

En arrêtant le quotient au troisième terme, le reste sera , d’après

la formule C, — —car  tous les autres termes de ce reste serontm à

nuis parce qu’ils contiennent des lettres égales à o.

* 141. Il se présente une objection contre ce que nous avons dit
au n° 1Zj , qu’on ne peut développer une fraction dont les deux
termes sont monomes ; car, dira- t- on , on développe en arithméti¬
que les fractions ordinaires en fractions décimales , du moins celles
des fractions ordinaires qui ne peuvent être réduites en décimales
que par approximation : on trouve alors une suite de termes qu’on
peut continuer tant que l’on veut , et cela a lieu lors même que les
deux termes de la fraction proposée n’ont chacun qu’un seul chiffre
( Arith.  n ° 4og ). Mais il faut observer que ce développement n’est
autre chose que la solution de ce problème : Réduire par approxi¬
mation une fraction proposée en dixièmes ; prendre le reste , qui sera
nécessairement fractionnaire y et le réduire en centièmes ; prendre en¬
core le reste , et le réduire en millièmes , et ainsi de suite.

Ce problème en renferme , comme on voit , plusieurs autres ; mais
ils peuvent tous se ramener à celui - ci : Réduire par approximation
une fraction proposée à un dénominateur donné.

Or , pour réduire une fraction à un dénominateur donné , il faut
que ce dénominateur soit différent de celui de la fraction proposée,
sans quoi elle serait toute réduite . Ce dénominateur sera donc plus
grand ou plus petit que celui de la fraction. Cela posé , représentons

la fraction par —et le dénominateur donné par m,  on aura £ =

m n , n étant la différence directe ou inverse des deux nombres (3et
m,  selon que m sera plus petit ou plus grand que /3.

La fraction proposée — sera donc aussi représentée par ——j-—̂;
d’où l’on voit que l’on peut toujours considérer comme binôme le
dénominateur des fractions ordinaires que l’on propose de réduire
en décimales.
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iu ^ ^ B C4 1

142. Si après avoir réduit par approximation ^ — au déno¬

minateur 77i, on voulait réduire le reste au dénominateur m2, puis
le nouveau reste au dénominateur m3, et ainsi de suite , il est clair
qu’on n’aurait qu’à prendre la formule D, qui donnerait la solution
de ce problème ; et si dans cette formule on faisaitm =  xo, on aurait
le cas particulier des décimales.

* 143- On pourrait aussi résoudre ce problème et trouver la for¬
mule en raisonnant comme on le fait en arithmétique pour réduire
les fractions en décimales (Arilh.  n os 3g2 et suivants).

Je veux diviser a par (3, et trouver un quotient qui ait pour déno¬
minateur m : je commence par multiplier a par m ou par (3— re=
m (*) ; j’ai le dividende al3— an  qui est m fois trop grand ; faisant la
division, j’ai le quotient a et le reste — an , l ’un et l’autre m fois trop

grands; le véritable quotient est donc —, et le véritable reste — —.
m m

an
Je veux diviser—■—par /3, et trouver un quotient qui ait m2 pour

771

dénominateur : je commence par multiplier - par m2, et pour
777

cela je supprime d’abord le dénominateur m,  et je multiplie encore
-—an  par m ou par /3— n;  j ’ai le dividende — an$ -f - an 2, qui est
m2 fois trop grand ; faisant la division , j’ai le quotient — an  et le
reste-j- an 2, l ’un et l’autre m2 fois trop grands ; le véritable quotient

CITT> CITL'
de cette seconde division est donc — — , et le véritable reste -f--

TU2 m~

Je veux diviser— par  j6, et trouver un quotient qui ait m3 pour

dénominateur : je commence par multiplier —g- par m3, et pour

cela je supprime d’abord le dénominateur m2, et je multiplie en¬
core an 2 par m ou par (3— n;  j ’ai le dividende an 2i3— are3, qui

(*) Nous savons que /3= m -(- n ; retranchant n des deux membres de l’e'qua-
ll °n , nous aurons (3 — n m.
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est rai3 fois trop grand ; faisant la division, j’ai le quotient an 2 et le
reste — ara3, l’un et l’autre ni5 fois trop grands ; le véritable quotient

de celle troisième division est donc—- , et le véritable reste —m°  m 3

En continuant de même, et réunissant les différents quotients
trouvés , on aura la formule D.

* 144. Si dans cette formule D , on fait m = io , on trouvera
a a an . an 2 ara 3-- ———— —- —{—etc.jt io -f- n io ioo  îooo ioooo 1

ou
a

10 -j - n

n2
ÎOOO

— etc.)
formule au moyen de laquelle on pourra réduire par approximation
une fraction ordinaire en fraction décimale (n° i 42), ra étant un
nombre direct ou inverse, suivant que le dénominateur de la frac¬
tion proposée sera plus grand ou plus petit que 10.

11 conviendra du reste de préparer la fraction proposée de manière
à rendre ra le plus petit possible, c’est-à-dire à faire que le dénomi¬
nateur de celte fraction diffère aussi peu qu’on le pourra du nom¬
bre 10.

Si l’on propose, par exemple, on fera i et l’on aura a =
3 et ra— i , ce qui donnera - = £ = 3 (tô -)- 735-]- Xoôô 4” ToSôô
-j- etc. ) = o. 3333 . . .

On verra aussi par là que f = o. 6666. . . , que i = o. 1111. . . ,
que f = o. 2222 . . . , etc.

Si l’on propose -pj-, on aura a= 1 et ra= 1, d’où — J_ _
“f " 1000 Tôoôô ”1” Toô ~t~  10000 “f " e Ĉ- ==  ° 9°D09 ' • ’

Si l’on propose on observera que £ = 5 X -j = 2 X o. 3333 . . .
= 0. 1666. . • •

Du reste, cette formule ne sera pas en général aussi commode dans
la pratique que le procédé arithmétique ordinaire , et nous ne l’avons
donnée que pour faire voir la liaison qui existe entre les calculs géné¬
raux et les calculs particuliers. Nous proposerons cependant de ré¬
duire encore par ce moyen \  en décimales.

Ici l’ona a = 1, etra==— 3; ce qui donne f = ^ -f ^ -j- ^ %5
H- 7Ô5S5 "H 100000 H- etc •
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Ces termes peuvent s’écrire en colonne , en observant que le der¬
nier chiffre de chaque numérateur doit être plus reculé d’une place
^ers la droite que le dernier chiffre du numérateur précédent j on
®ura ainsi

^ — o. ï
, t>3

«9

8i
a43
7a9
2187
G56i
ig683

Sgoég
177147
53i44i
i5g4323
4782969
ect. etc.

j. = o . i 4!2857 i40807299
etc. etc.

Mais en observant qu’âprès le sixième chiffre lés deux premiers
feviennent , sans pouvoir être modifiés par les nombres qu’on devrait
Continuerd’ajouter , on en conclura que ces nombres ramèneraient
aussi le troisième chiffre et les suivants jusqu’au sixième, pour en
former une période ; on écrira donc

} = o. 142857 i42857 142857 etc.

* 145; Si dans cet exemple, ainsi que dans d’autres qué nous avons
déjà vus ou qui pourraient se présenter encore , la formule ne donne
Pas immédiatement chaque chiffre du quotient , c’est qu’en opérant
généralement comme nous l’avons fait au n° i43 , les quotients par?
l'els que l’on obtient ne peuvent pas répondre dans tous les cas  aux
tluoiients partiels que l’on trouve lorsqu’on divise des quantités nu¬
mériques.

12
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Par exemple, en divisant ai3— an  par fi,  nous avons eu pour quo¬
tient a;  mais si l’on fait a = - i , fi — 11  et n = i , comme il le faut
lorsqu’on veut réduire py en décimales , on aura afi—an = 10, qui
divisé par 11  donnera o, au lieu de i qu’indique le quotient générale.

Par exemple encore , en divisant — anfi -\- an 2 par fi,  nous avons
eu pour quotient — an;  mais si l’on fait « = 1, /3= 7 et ra — 3,
comme il le faut lorsqu’on veut réduire j  en décimales, on aura
— anfi-\- ari ^ 3o,  qui divisé par 7 donnera 4, au lieu de 3. qu’in¬
dique le quotient général — an.

* 146- Si l’on suppose qu’on opère sur des quantités numériques
pour réduire une fraction donnée ~  ou — -,— à un dénominateurr fi m-f -n
donné m,  le reste au dénominateur m2, et ainsi de suite (n° i42 ) ,
qu’on raisonne comme au n° i43 , et qu’en prenant dans chaque
division partielle le quotient entier le plus exact possible, sans qu’il
pèche jamais par excès, on représente ces quotients successifs par
q, r/ , q", etc. on aura un résultat de celte forme

ü = -£ + _£!.+ ^ + 51' + etcfi m ' m 2 ~m 3 ^r mi' etC>

Si l’on fait jo , on aura la réduction de ~  en décimales; et si

l’on fait m égal à 2, ou à 3, ou à 12, etc. on aura la réduction

de — en fractions binaires , ternaires , duodécimales, etc.

147. Si dans la formule D on fait a = m, elle devient

( Formule  E ).

n . n2
1 - Y- ■—m 1 m2

n3 . ni
T -j- y - etc.T) 3 • mum-\ - n ' m 1 m 2 m 3 1 mi

148. Si dans celle-ci on fait n = 1, on a
(Formule  F ).

' +
+ _L _ 2 - + _L — etc.m2 m 3 mi

149- Si l’on J fait au contraire n ;= — 1, on a
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(Formule G ).

■= 1 + -- + — + - 3̂ ~ etc.m m m* m*

150. Si dans la formule D, on fait  a = Belm = i,ona

m
m — i

1 - j- n

On a donc aussi :

= n — n2 -f - ra? — «1 -f - n5 — etc.

( Formule  H ).

m — m2 -j - m3 — mi -)- t ?is — etc.
î - j- m

151. Si dans la formule D , on fait a — n et m i j on a

n
l n

= — n — 7i 3

On a donc aussi

■n6 ni — ns ■etc.

m

î -j- m

( Formule  I ).

= — m — ira 3 — ira 3 — mi — etc.

152. Rapprochant ces quatre dernières formules

= I — _L -4- — — etc* _ i 1
m

m -j - î
m

m — l

m

l -j- m

m

+ — + —■ + —:; 4 “ etc
m m*

= — m — m2 ■m 3 — etc

- etc. . . (F),

- etc.

■ms —- etc. (H ),

. (I) ,
— l -j- ira

on remarquera d’abord que , quoique la première fraction j-

soit écale à la troisième — ^ — , et que la seconde —— -soit égale
® \ -f - m ‘ m — 1

à la quatrième- ,es  développements de ces quantités égales

sont bien différents ', mais on ne perdra pas de vue qu’ils ne peuvent

être égaux aux quantités mêmes qu’autant que l’on y ajoute le reste

divisé par le diviseur.
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Si l'on arrête le quotient après le troisième terme, le reste se dé-»

terminera facilement au moyen du reste “ “ y de la formule D, en

donnant aux lettres a , n et m,  les valeurs qu’elles devront avoir.
Ou peut aussi trouver ces restes en divisant immédiatement les

dividendes de chacune de nos fractions —^ , etc. parm \ m, — 1 '
leurs diviseurs, comme nous l’avons fait pour la formule C; et si
l’on donne un peu d’attention à la manière dont les quotients
partiels naissent, ainsi que les restes, on pourra aisément savoir
d’avance ce que devront être ceux,- ci après tel ou tel terme du
quotient .'

153, Il est évident que si m est plus grand que î dans les séries
du n° précédent , les termes des deux premières iront sans cesse en
diminuant , tandis que ceux des deux dernières iront sans cesse en
augmentant , et que le contraire aura lieu si m <^ i.

On nomme séries convergentes  celles dont les termes deviennent
de plus en plus petits, et séries divergentes  celles dont les termes
deviennent de plus en plus grands.

154. Plus on prend de termes dans une série convergente , plus,
on approche de la valeur de la fraction qui par son développement
a donné la série : car ces termes ne vont en diminuant que parce que
les dividendes partiels ou les restes vont en diminuant ; en sorte que
plus o.n prend de termes, plus la différence que l’on néglige est
petite.

Chacune de ces séries donne donc par approximation la valeur
de la fraction dont elle dérive, et cette fraction est considérée comme
la limite  vers laquelle tend la série, sans jamais pouvoir y arriver.

L’approximation devient utile lorsque , comme il arrive souvent,
on connaît la série sans connaître la fraction, et qu’il importe de
trouver la valeur du moins approchée de celle-ci.

Ce problème , qui est celui de la sommation des séries,  et qui est
l’inverse de celui que nous venons de résoudre dans, ce chapitre,
demande trop de connaissancespour que nous nousy arrêtions dans
cet ouvrage.

455. Plus on prend de termes dans une série divergente , plus ou
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s’éloigne de la valeur de la fraction qui par son développement a
donné la série ; car ces termes ne vont en augmentant que parce
que les dividendes partiels ou les restes vont en augmentant : en sorte
que pluS on prend dé termes, plus la différence que l’on néglige est
grande.

Dans ce cas, comme dans l’autre , mais surtout dans celui-ci, on
51 a la valeur exacte de la fraction par son développement ; qu’en
Prêtant la série à un terme quelconque , et en lui ajoutant le reste
de la division divisé par le diviseur.

Mais comme une même fraction peut donner naissanceà une série
divergente et à une série convergente (n° i5a ), l’art consiste, lors¬
qu’on veut sommer  une série divergente , à trouver la série conver¬
gente qui dépend de la même fraction.

156. Pour donner quelques exemples de ces différents cas, qu’on
supposed’abord m = 2 , la formule F donnera § = î — 3 + { — 5
+ T6—-etc.

En prenant le premier terme , les deux premiers , les trois pre¬
miers , etc. on aura des valeurs tantôt plus grandes, tantôt plus pe¬
tites que la fraction f , mais de plus en plus approchées.

La formule H en revanche donnera | = 2 — 4 —j —S— 16—(—etc,
et les valeurs du premier terme , des deux premiers , des trois pre¬
miers, etc. s’écarteront toujours plus de la véritable valeur de la
fraction f.

La formule G et la formule I donneront dans la même suppo¬
sition

2 := 1+3 + T + i + etc.
2 — — 2 —4— 8—  16 — etc.

Ce dernier résultat est aussi absurde que le second ; mais si, dans
f un et dans l’autre , on tient compte des restes, tout rentre dans l’or¬
dre, comme on pourra le vérifier ( n° t 5a ).

Si l’on fait ot— g , les formules F et H donnent
1 = 1— 2 -J- 4 — 8 —[—16 — etc.
5 — 5 — ï + b — rüH -610 -

el les formules G et I donnent
— 1= 1-j- 2 -[- 4 —j —8 —|—16-j- etc.
_j _ _ ^ _ j . _ l _i _ _ c ^c



94 SERIES NAISSANT

résultats dont deux sont manifestement absurdes , et sur lesquels en
général on fera les mêmes observations que sur les précédents.

157. Si l’on faisait ira= 1, les formules F et H donneraient deux
développements de mais les formules G et l donneraient

^ = 1 —J —î —j-1 —j - î —J—i —J—etc.
5 — — î — î — i — î — etc.

développements qu ’on ne peut mettre ni dans la classe des séries
divergentes , ni dans celle des séries convergentes , puisque leurs
termes n’augmentent ni ne diminuent , mais sont constants.

Si l’on fait attention que le premier de ces développements provient
de la division de 1 par i — i , et le second de la division de î par
— i -f - 1, on verra que , dans l’un et dans l’autre , tous lesrestes sont î ;
en sorte que , multipliant le quotient î —{—î —{—s — î —J—î par le divi¬
seur o , ou le quotient — î — î — î — î — î par le diviseur o , on
aura au produit zéro ; et ajoutant à ce produit le reste î , on retrou¬
vera le dividende i.

Plus généralement , si dans la formule D on fait m =  i et n =
— i , on aura

— = a -J - a -j - a -j- » - (- etc.

En multipliant alors a -j - a - )- a a -]- a  paro , on n’aura que
mais ajoutant à ce produit le reste , qui est toujours » , on retrouvera
le dividende.

158. Du reste , cette singulière expression 2 se rencontre souvent

dans le calcul , et mérite une certaine attention.
Le zéro n’est point une quantité ; maison peut le considérer comme

la limite de tout décroissement dans la quantité . Or , l’on sait que

plus le dénominateur d ’une fraction est petit , plus la fraction est

grande . Et l’on peut conclure de ce double principe , que | n’est

point une quantité , mais la limite de tout l’accroissement que peut
prendre a  étant divisé par des quantités de plus en plus petites . Ainsi

-  vaut la moitié de a , -  vaut a tout entier ;2 ’ 1 '
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T =2 .a — a - \ - a;
2

—= Za =£= Ct et - | - Cl y5

j =  4a = a -j - a -J - a -f- a;~î
a

Tôo5~ == *°00 a i

a
-i - = îoooooo a;
1000000

^ = a -\ - a -\ - a -\ - a -\ - a -\ - a -\ -a -\ -etc. etc.

Je répète donc que ^ est la limite vers laquelle tend la série a -j-

« -{- a -|- a -|- a -j- etc.  sans cependant y arriver jamais: c’est la limite
de tout l’accroissement dont la quantité a est susceptible en l’ajoutant
sans cesseà elle-même.

159. On a donc
I = i -j- i + i -j- i + i + etc.
§ = 2 -j- 2 -j- 2 -)- 2 -|- 2 -j- etc.
§= 3-j-34-3-|- 34-3-j_elCm
* = * + *+ * + * + *+ -* •

| = i + i + i + i + i + «fc.
etc. etc.

En comparant ces differentes expressions, on voit facilement que
l’accroissementdont est susceptible une certaine quantité qui aug¬
mente d’après une certaine loi,  peut être double , triple , etc. sous-
double, sous-triple , etc. de celui d’une autre quantité qui augmente
aussi par la même loi.
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Des fractions continues.

160. En partant de ce principe, qu’une fraction ne change point
de valeur lorsqu’on divise ses deux termes par un même nombre
( Arith.  n°274) , on peut donner aux fractions numériques une forme
assez remarquable , et qui offre divers avantages.

Soit proposée pour exemple la fraction Divisant d’abord 69
par 69, nous aurons pour quotient 1, et divisant aussi i 5i par 69,
nous aurons pour quotient 2 , en sorte que la proposée vaut 1 sur
2 + Ü (n° 7° , 7°)-

Mais -jf devient à son tour , par le même procédé , x sur 5 —]—
et -fe  devient encore 1 sur 3 -|- -1 :

C’est-à-dire que nous avons

69 . JL » _ * . _4 _ _ 1
151 ~2 -HT 69 ~5 + f, ’ 13 “3 + i

Ainsi donc on peut donner à la proposée la forme suivante
69 1
i 5i

2 +
5 +-

3 +

dans laquelle on peut encore raccourcir les traits horizontaux , pour
qu’elle devienne enfin^ 169iôl - , 1

2 + 5 - 4 . i _ t0 + 3 4 . —■+ 4

Mais il est bon d’observer que cette expression ne peut être assi¬
milée à la suivante

i + - + - + -o “ 4 ^ 3 1 4 >

qui a une tout autre valeur , comme il est facile de le voir.
On pourrait opérer de la même manière sur la quantité fraction¬

naire-1̂ . Divisant d’abord i 5i par i 5i , on aurait pour quotient 1}
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el  divisant aussi 6g  par i5i,  on aurait pour quotient en
sorte que la proposée vaudrait 1 sur  o -J*

Mais ayant déjà trouvé ci-dessus la valeur de -ĵ -, on pourrait
donner à la quantité fractionnaire proposée la forme que l’on voit ici,

i5i  i
69

U “T " - . X 1
o -J- 1

a +T + ‘
3 + -

*x
Du reste , en omettant le zéro, ce même développement peut en-

c°re s’écrire de celte manière,
î _ , _ i # î 2 -f- etc.

* 2 -j - etc.  î *2 -j - etc. :2 -f-etc.
2 -j- etc.

(■drîth,  n os 3oo, 3i5 ), d ’où il résulte qu’on a aussi
i i 1

I 5 I
69 - + T+ 1

3 + ■

0est- à - dire que ces deux derniers développements ont la même
' ®leur , savoir (*) :

7/î
Soit en général — une fraction numérique ou une quantité frac*

donnaire telle que n ne divise pas m exactement et sans reste. Di¬
sant m par ni,  nous aurons î , et divisant n par m,  nous aurons un
Codent entier que nous désignerons par a,  et un reste que nQus
^signerons par r , en sorte que la proposée vaudra î sur a.-]-.

le
Considérant à part la fraction — , dans laquelle r <^ m,  parce que
reste r est plus petit que le diviseur in,  nous diviseronsr par r pour

av °ir i , et nous diviserons aussim par r pour avoir un nouveau quo-
l*ent entier S, et s’il est possible, un nouveau reste / , en sorte que

Va 2dra i sur fi -j - ~.

r
m

1*) On pourrait être tenté de croire que cela n’est pas possible , à cause de la
b'andeur de ^ (n° i58 ) ; niais il faut observer que le dénominateur de 1 n’est pas

"̂b'nicui , mais o augmenté delà valeur de tout ce qui suit , ce qui rend la frac-
1011 Pin. petite.

13*
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Prenant encore à part la fraction — , clans laquelle r' r parce

que le second reste / est plus petit que le premier r , nous divise¬
rons r1 par r1 pour avoir 1, et nous diviserons r par i1 pour avoir un
troisième quotient entier y,  et s’il est possible, un nouveau reste r1' :

}J r"
en sorte que — vaudra i sur y -]——, etc. etc.

Nous aurons donc
m
n

rr
r

i

et la proposée prendra cette forme
m 1
n a -f - *— , i

«+ 7 + -L” -f- etc.
Mais comme les restes r , d , r" , etc . sont entiers , et vont toujours

en diminuant , il faudra qu’il y en ait enfin un qui soit o ; alors le
développement s’arrêtera , et sa valeur sera exactement celle de la
proposée.

Du reste , si mf > n,  le premier quotient a sera o , et le développe¬
ment , d’après ce que nous avons vu ci-dessus, prendra l’une ou
l’autre de ces formes,

m
n o - j- t

tH — , i7 ~i-- J'

m
n iS+ 7 + -tf -J- etc.

161. On appelle fraction continue  toute expression decelle forme-
là , où plus généralement de celle-ci

“ b
«. +

8± — , £
f ^etc. (n ° 89, note. )

Unefraction continue est  donc une fraction dont le dénominateur
est composéd’un nombre entier plus ou moins une fraction , qui a elle'
même pour dénominateur un entier plus ou moins unefraction ,formée
à son tour de la même manière que les précédentes, et ainsi de suU&'
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Du reste, nous désignerons sous le nom de fraction  toute quantité

9Ul aura la forme fractionnaire, que son numérateur soit plus grand

0u  plus petit que son dénominateur , ou que les deux soient égaux.

1G2. Mais nous ne considérerons que les fractions continues dont

tous les numérateurs sont égaux à l’unité , et nous supposeronsd’ail-

‘leurs que tous leurs dénominateurs sont directs.
Cela posé, pour réduire le procédé du n° 160 à ce qu’il a de plus

sunple, nous remarquerons,
i°. Que les numérateurs de toutes les parties de la fraction con¬

nue devant toujours être l’unité , parce qu’un nombre divisé par

lui-même équivaut toujours à i,nous n’aurons pas besoin de recher-
cber ces numérateurs ;

a*. Que la fraction continue dépend absolument des quotients
“> y, <T,  etc . qui forment les dénominateurs de ses différentes par¬

les : en sorte que toute l’opération se réduit à trouver ces quotients.
Ces observations nous conduiront évidemmentà la règle suivante,

applicable à tous les cas dans lesquels on aura une fraction numéri¬
que ou un nombre fractionnaire à réduire en fraction continue de

1espece de celles que nous voulons examiner.
Divisez cVabord le dénominateur de la fraction proposée par son

numérateur, et nommez le quotient a; divisez ensuite le numérateur
Par le reste, et nommez le quotient é ; divisez après cela le premier

’este par le second reste, et soit le quotient y; continuez ainsi en di¬

visant toujours lavant -dernier reste par le dernier, jusqu 'à ce que

vous parveniez à une division qui se fasse sans reste, ce qui doit né-

V'ssairement arriver puisque les restes sont tous des nombres entiers

'lui vont en diminuant ; vous aurez la fraction continue générale dit

,l° 160, qui sera égale à la fraction donnée.
Du reste, si le numérateur de la proposée était plus grand que le

dénomiuateur, le premier quotient a serait égal à o ; et d’après ce

que nous avons vu , on pourrait donner au développement deux

lormes différentes, représentées aussi au n° 160.
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163. En suivant cette règle , on trouvera
ai 1 68 157

47 2 + T + j
0

68
0 = *

5
12

i57
i 36

21

68

2 = <8

8 , i_ = 1, -4- — i
5 1 + — « 1

i5t . î
"68 — 2 +3 _j. 1'4-| - •

68 ai
63 3 = u
5

21 5
20 ^6II*3»
1

5 1
5 5 = «•
0

Nous avons figure les divisions relatives à la dernière fraction , etsupprimé les autres.
164. 11 serait facile de conclure de là , sans un nouveau calcul,,

les valeurs des fractions renversées f >t £ï- Examinonsd’abord
le cas des véritables fractions, plus petites que l’unité, comme les.
deux premières du n° précédent. Les développementsde fjr et de 75,peuvent s’écrire ainsi

21

47

et en les renversant , on a

5
12

>•

21  + 4 + t 2 +
1
2 >•

car on peut supprimer, au-dessous de ces deux derniers développe¬ments , le diviseur ou le dénominateur 1.
165. Examinons encore le cas des nombres fractionnaires plus

grands que l’unité , comme ceux du n" i63. Les développements def et de Yr Peuvent prendre cette forme,
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8 _
5

f
1 ^ 1

+r +4r- 157
68 ”

l

et en les renversant on obtient
5 I 68
8

' + '- + h' r

*$ 7

ce que l’on peut finalement écrire ainsi
5 1 68
8

~ r+ ^+ ^
i5j  ~

3+ ’+r+Jr*

3+3+^+4'
Du reste, soit pour ce cas, soit pour le précédent, .il sera facile

dans la pratique,,d’abréger l’opération du renversement, et d’arriver
tout d’un coup au résultat cherché. Celan’a pas besoind’explication.̂

Un coup d’oeil suffit pour apercevoir la simplification du procédé.

166. U y a quelque chose à dire encore sur le cas d’une fraction
dont le numérateur est plus grand que le dénominateur ; car le déve¬
loppement peut recevoir alors deux formes différentes, comme nous
l’avons dit au n° 160 pour la proposée-!̂ L. Or , il est facile de voir

qu’en prenant ce développement sous la première forme - -

on peut alors le retourner , précisément comme on  retourne ceux

des fractions proprement dites, dont le numérateur est plus petit que
le dénominateur (n° *64)..

On a par exemple
i $ i 1

qui devient par le renversement
69
151
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On obtiendrait le même résultat en renversant le développementde
W>  P ris soos  sa seconde forme.

Mais comme cela peut facilement se généraliser, on trouve là une
nouvelle preuve de l’égalité̂ de valeur des deux développementsde
—donnés dans le n° 160  pour le cas où m ^> n.

167. On peut observer sur le développement de § (n° i65 ) , qu’on
peut l’écrire ainsi,

5 1

paree q«* ^ ~ .

En général , quand le dernier terme d’une fraction continue sera
on pourra le décomposer comme nous venons de le faire : ce qui

aurait lieu , par exemple, dans les développements de f , de — et de
~ ( n° i63 , i64 ).

168- Maintenant que nous savons développer une fraction ordi¬
naire en fraction continue , proposons-nous le problème inverse:
Etant donnée la fraction continue , trouver la fraction ordinaire,
qui a la même valeur qu’elle.

Cette opération devra se faire en remontant des derniers termes
de la fraction continue jusqu’aux premiers, et en cherchant ainsi
successivement leurs valeurs.

Pour faciliter ce calcul aux commençants, Usera bon de leur faire

remarquer que y- lorsque le premier trait horizontal est pl us grand que

le second, vaut a \ —— n ° 300, 3i5 ) ,et que
a

quand le trait du milieu est plus grand que les autres , vaut
71
~r • — D’où il résulte qu’au lieu de- —, on peut immédiate-b <t bc 1 b

~d
ji

ment écrire ~ , et :qu’au lieu de — , on peut immédiatement écrire0 c.
H
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bc  En général , le plus grand irait indique la division principale.
Cela posé, pour trouver la fraction ordinaire égaleà cette fraction,

continue (n° 160) ,
1
2+ ir

5 + 3L+ - ’

on cherchera d’abord ce que valent les deux derniers termes, et l’on
aura

._ _ i.
3 +i D’¬

Alors, les trois derniers termes vaudront
i3

5 +tV  fl 69.
Donc toute la fraction continue vaudra

15 1
*69*

69 i
i5iai . ”~ 69

Il sera facile de s’assurer que le chemin inverse ne conduirait pas
au véritable résultat , c’est-à-dire qu’on ne peut résoudre le problème
en descendant des premiers termes de la fraction continue aux der¬
niers.

On pourra s’exercer sur tous les autres exemples des nos 160, i 63,
i 64, 165, et l’on remarquera que les deux développementsqui re¬
présentent chaque fraction ordinaire dont le numérateur est plus
grand qae le dénominateur, conduisent au même résultat , ce qui
achève de démontrer leur identité (nos 160 , 167).

169. Nous venons de voir qu’en remontant des derniers termes
d’une fraction continue jusqu’au premier , et qu’en les sommant suc¬
cessivement, on retrouvait la valeur exacte de la fraction ordinaire
qui était supposée avoir fourni par son développement la fraction
continue. Mais si on négligeait le dernier ou les derniers termes de
celle-ci, il est clair qu’on n’aurait qu’une valeur approchée de la
fraction ordinaire ; et cette valeur serait probablement d’autant moins
approchée, qu’on négligerait un plus grand nombre de termes.

En prenant donc d’abord le premier terme — du développement
. m . . . . .
de — (n” 160, 162), puis les deux premiers , puis les ti ois premiers,
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et ainsi de suite, on forme une suite de fractions ordinaires qui doi*

vent être convergentes  vers la Fraction —Voici  le détail du calcul:

La première fraction ordinaire de la suite en question sera — >
CL

comme nous l’avons dit.
La seconde exprimant la valeur des deux premiers termes du dé**

Veloppement vaudra
i _ _ _ i_ <3

1 a/S - ]— 1 <*|3 - | - 1»
m ~T

La troisième fraction convergente , devant exprimer la valeur dés
trois premiers termes du développement, se calculera en remontant
du troisième au premier, et l’on aura d’abord

g - j- ^ &y-f - 1 0y -j - 1 ’ ^ U*S
y y

* + a $ y -f - et —j —y tl0y —J —et —y

07 -j “ 1 0y-J - I

La quatrième fraction convergente , égale à la valeur des quatre
premiers termes, se trouvera ainsi,

î î f

> + 1 yS' —j — 1 y S' “J -  1
puis

1
;; puis

0-
y —|— 1 "j~ 1

1 1

fiyj' -j - $ fay^ £ -j - ^

et ainsi de suite.
Or, il est facile de voir qu’on peut donner à la troisième fraction

convergente celle forme-ci
07  —j—t 07 -\ - 1

tt0y y —et (a/3—|—1) y—j—et
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Ce  que l ’on reconnaîtra en divisant d’abord les dëux premiers termes

du dénominateur par y pour avoir le quotient a/3-j- i } puis en indi¬

quant, par une parenthèse , la multiplication de ce quotient par le

diviseur y (n ° 70 ).
De même on peut changer aussi la forme de la quatrième fraction

Convergente pour avoir

/3>cT-j- S'- |- (3 ( @y 1) - (- /3

aj3>J' - J- ■)<<(' - j- ct<J' - (- a/3 - j- L ( «0y - |- y -j - a)  a/3 - J- t ,

170. Cela posé , si l’on écrit sur une même ligne horizontale les

quotients a, (3 , y, <f , etc . et qu’on place au- dessous les fractions con¬

vergentes que nous venons de calculer , on pourra faire une obser¬

vation importante,
« , &, .7 ■f

l /3 (^ 7 -j - l ) ( £7 -j - I ) ^ -@

et ’ a/3—|—1 ( a /3—j —1 ) 7 —J —04 ( a {èy y ~a ) a /3 —1

c'est que chacune de ces fractions , dès la troisième , peut se for¬

cer de cette manière : il faut multiplier le quotient écrit üu -dessus

delle par le numérateur de la fraction précédente, et ajouter au pro-
duit le numérateur de t avant -précédente, ce qui forme le numérateur
de la fraction dont il s’agit . Le dénominateur de cette fraction se
Calcule de la même manière par le quotient écrit au-dessus (Celle, et

Par les dénominateurs des fractions précédentes.

171. Ayant vérifié cela jusqu’à la quatrième , voici comment nous

Pourrons démontrer que la même propriété aura lieu dans toute la

suite , quelque grande qu’elle soit . Nous représenterons d’abord la
14• M L M

seconde fraclion par — , la troisième par — , la quatrième par

et la cinquième , quelle que soit sa composition , encore inconnue,

/’

P®r —Nous  aurons ainsi la suite
h
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« , £ , y , f , i

i a c e g
Z ’ b > d ’ f ’ h

gdans laquelle il nous faudra examiner la composition de —.
Nous observerons que

/ a +;

et qu’on doit avoir
+ ; +}■

§.
h i +

H-
i _—>
«

or , il est clair que pour obtenir cette dernière valeur , il suffit de
mettre dans la précédente <T-}- 1 à la place de <f.

Cela posé , puisqu’on a par l’observation - - = — ~ -̂a. (n ° 170 ) ,f df -\ -b von aura

g
h  ~

(*+ r ) + l
^ ^ H-1

ci 'i —j —c —ai
t

d <Té■—J-*d—J—bt

ctTe-J—c —|- az ( cS - |—a ') z —|- c et -J - c
dé'z -J - d -j - bi ( dS'—|—b ) c —|—d J '*~\ ~d*

ce qui démontre que la composition de la fraction — est analogueh 0
a celle des précédentes , et l’on prouverait la même chose de celles
qui viendraient ensuite , si le développement avait un plus grandnombre de termes.

La règle du n° J70 est donc démontrée , et il en résulte d’abord
que les numérateurs des fractions convergentes vont en augmentant,
ainsi que leurs dénominateurs.

172. En appliquant la règle des deux numéros précédents à la
fraction ( n° 160), et en nous souvenant que les deux premières
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fractions convergentes sont représentées par — et par ———

durons

, nous

51 1 1 6
55 -Si.] 51

En l’appliquant à,la fraction (n° i65 ) , nous trouverons
s. 3 4 5
L 2. JJ- 68  .
a 7 30 157'

Pour appliquer la même règle aux fractions dont le numérateur
681 plus grand que le dénominateur , il suffira de remarquer que

dans ce cas on a a = o (160) ; en sorte que la première fraction con¬

vergente, égale en général à —, devient 5, et que la seconde, re-

presentee par ~^ _p“ , devient —•
Si.donc la proposée est (n° 160), on aura.

o 2 5 3 4
1  2 ü 11 151
O 1 5 16 69 *

Si la proposée est (n° i63 ), on trouvera
0 2  3 4 5

1 s 1 12 15 7
O 1 3 13 68 • '

173. On observera que dans tous les cas la dernière fraction con^
Urgente est toujours égale à la proposée, ce qui ne peut être autre¬
ment puisqu’elle est la somme de tous les termes du développement.

On observera encore que lorsqu’on a trouvé les fractions conver¬
gentes vers une proposée, il suffit de renverser chacune de ces frac-
ll °us pour avoir les convergentes vers la proposée retournée. Voyez
deux exemples de cela au numéro précédent dans les proposées
el ~7s-> et dans les proposées et ±2?

On observera enfin que si l’on cherche les fractions convergentes
vers des proposées du genre de celles du n° 167, on en aura une dé
moins ou une de plus, suivant qu’on écrira le dernier quotient 2,
°u qu’on le remplacera par deux quotients 1 et 1. Voyons cela dans
1111 nouvel exemple , et prenons pour proposée la fraction
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En suivant la règle du n° 162, nous trouverons les quotients sui*
vanls , o , 4 , 3 et 2 , et en laissant ce dernier quotient tel qu’il est,
nous aurons les fractions convergentes qu’on voit ici,

o 4 3 2
1 4 15 50
O 1 * T*

Mais en écrivant au lieu du quotient 2, les de,ux quotients 1 et 1,
nous trouverons

o 4 3 1 1
X 4 xi 1 7 50
O 1 3 4 7 '

174- Appliquons encore la théorie des fractions convergentes à
une proposée qui ait un grand nombre de chiffres à chacun de ses
deux termes, par exemple à la fraction -ffflfyjf.

Cherchons d’abord les quotients par la règle du n° 162, et pour
cela disposons ainsi la suite des divisions(Arith.  n ° 226) ;

50000000 55882353
5ooooooo

I = a

5882353 5ooooooo
47058824

8 = fi

2g4i176 5882353
5882352

2 = 7

] 2941176
2941176

2941176 =

o.
Ces quotients étant trouvés, nous aurons

182 2941176

1 8 17 5ooooooo
1 9 19 55882353.

175, Il est facile de voir que est à très-peu de chose près la
valeur de la fraction proposée fff -fffff ; car si l’on réduit ces deux
fractions au même dénominateur , et que l’on retranche alors la
seconde de la première , on trouvera que ne surpasse la proposé®

que de >ce  q u‘ est une très-petite quantité.

176. Cette observation fera juger de l’utilité des fractions conti¬
nues, lesquelles donnent les moyens d’exprimer avec peu de chiffres
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et d’une manière très-approchée , des fractions ordinaires qui con¬

tiennent un grand nombre de chiffres.

177. Mais puisque nous avons été conduits à celte observation en
calculant la différence qui se trouve entre une des fractions conver¬

gentes et la proposée, nous vojons qu’il conviendrait de rechercher
quelle est en général la différence qui existe d’une fraction conver¬
gente à l’autre , et de celles-ci à la proposée.

178. En reprenant la suite du n° 171
a , (3 , y , <r , v, etc.

1 a e e g

« ’ b ’ a ’ 7 * h>
c e

~d el j>et calculant , par exemple , la différence des deux fractions

nous aurons - - «= Mais comme il est évident que le

dénominateur de chaque différence sera toujours égal au produit des

dénominateurs des deux fractions que l’on voudra comparer , nous

ne considérerons que les numérateurs de ces différences. Celui que

nous venons de trouver est cf —de,  dans lequel nous pouvons met¬
tre à la place de^ sa valeur dS~-\ -b,  et à la place de rsa valeur
Ce numérateur deviendra ainsi c (r/«r—f- b) —d — cdJ' -{-bc
— cdf — ad = bc— ad = — (ad — bc), c’est-à-dire que nous aurons

-}- (cf —de) = — (ad — bc),
ce qui nous fait voir que le numérateur de la différence des deux

fractions 7  eta f est égal au numérateur de la différence des deux

fractions et mais avec un signe contraire.

On prouverait de même que le numérateur de la différence des

fractions ~  et ■— est égal au numérateur de la différence des frac-
/ ‘l

lions —
tl mais avec un signe contraire.

Enfin , on prouverait encore la même chose des fractions cl -c—

comparées aux fractions — et —, et de toutes celles que l’on pren¬

drait au-delà de
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Or , comme le numérateur de la différence des fractions — et -r-« Ct- O1 0 ■
ou — et  est égal à a/3-j- 1— a/3 ou à î , il en résulte que l’on
a pour tous les cas

ib — a* = -J - i
ad - * bc =  i
cf — de = -j - x
eh—fs = —1

etc,

179; On voit donc, . !.0; que l’on a toujours — —-, puisque laa b
seconde de ces deux fractions retranchée de la première donne un,
reste direct ; mais qu’en revanche on a parce qu’ici le reste

est inverse. On a de même — — et < [ -f -, et ainsi de suite.a j j h
ISO* On voit, 2". que quoique ces fractions soient alternativement

plus grandes et plus petites les unes que les autres , il n’y en a point
qui soient égales entre elles, parce que les différences vont toujours
en diminuant ; par exemple , quoique la fraction — soit plus petite

1 c
que les fractions — et — , entre lesquelles elle se trouve, ,on n’a pasCt Cb

j j parce ciue ■ —u au
1 C a  i
. j tandis Que , . —*->• • Oi ' i

ab d b db  .

db '̂ . a.b,  car donc — <T — .db aJ>

En général , les différences vont en diminuant , parce que leurs
numérateurs sont, toujours i , et que leurs dénominateurs vont en
augmentant (n° 171, 178).

181, On voit , 3°. que les numérateurs des différences étantl ’unité,
ces différences ne pourraient devenir plus petites que par l’augmen-
taliou de leurs dénominateurs . D’où il résulte qu’en descendant de

la fraction — à la fraction —, on n’en pourrait trouver aucune qui

fût plus rapprochée de — que ne l’est ‘f,  à moins que le dénomi-
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dateur de celle fraction supposée ne fût plus grand que b;  qu ’en

Montant de la fraction — à la fraction on nen pourrait trouver

aucune qui fût plus rapprochée de — que ne l’est — , à moins que

le dénominateur de celte fraction supposée ne fût plus grand que d,
et ainsi de suite.

182. On voit, 4°. que toutes ces fractions sont réduitesà leur plus

simple expression; car si a et Ô, par exemple, dans la fraction —,

°u c et d  dans la fraction —, avaient un diviseur commun , ce même

nombre diviserait aussi ad —̂bù;  mais cette quantité étant égale à
l’unité (n° 178), n’est divisible que par l’unité.

Il en résulte que si l’on développe en fraction continue une Frac¬

tion ordinaire qui ne soit pas réduite à ses moindres termes, lorsqu’on
voudra sommer la fraction continue , on ne trouvera que la plus sim¬
ple expression de la proposée.

Par exemple, {-£ donne les quotients o , 2 , a , 2 , et l’on a
0222
1 3 s 1 g
0 13 5

c’est-à-dire que la somme de toute la fraction continue est -x = yf.

183. On peut faire encore sur tout ceci une cinquième observation,
que nous allons développer en reprenant nos fractions convergentes
des n°s 171, 178,

1 a c e g
r ’ T ’ ~ïï’ 7 ’ Tl ’ elc’

Nous savons que , et que leur différence est^j (n°5178,

*79), ce qui donne ^- = —-b a cio

Nous savons que -- —, et que leur différence est — , ce qui

donne -- = — 4 - —•  Mettant ici à la place de — sa valeur trouvée
d b bd b

dans le précédent alinéa , on a — - - - 4- —.
a cl ctb bd
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En continuant de même, on trouverait

B I I . I 1

g 1 1 I 1 I , I
h <t ~ Tb + ïd ~~ df ^ fh' elC‘ elC'

Mais comme la dernière Fraction convergente est égale à la pro*

posée (n° 173) , si on représente celle-cip ar on aura

m i  1,1 1 » 1
N a ab ' bd df ' f h

Cependant, si le numérateur de la proposée était plus grand que soit

dénominateur , on aurait u— O et — — —, quantité sigrande (ii° i58)

que sa différence avec la suivante, savoir —■. se trouverait encore g*ao

En sorte que les deux premiers termes de la formule précédente de¬
venant £— 5, et se réduisant à rien , la suite en serait altérée . Cette
première fraction qui est souvent supposée commencer la série
des convergentes, doit donc dans ce cas être supprimée, et la série
en question deviendra par là

à c e g
T ’ d ’ f ’ h'

Du reste , ce rejet de g revient à prendre le développement de la
proposée plus grande que 1, sous la forme la plus naturelle ou sous
sa seconde forme ( n° 160, 162) , qui donne pour premier terme de

g,
la suite des convergentes fi ou —, qui est dans ce cas la valeur de

y (n°-172).
c a . 1 e

Maisy = y + fg-i comme nous l’avons déjà vu, de plus —̂ :
-r -ri ; donc
d df  ’

On trouverait aussi

__
f b ‘ bd df 4

à b ~ bd df ' fli
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Donc pour Ce cas, en nommant la proposée—, on obtiendra

M a . i » , 1
bd df ^ fk 6C'

Appliquons la première formule aux fractions convergentes vers
qui sont (n° 173)

\ 3 i | 68
2 ’ 7 ’ 3o ’ 167"

Observant que a =a 2 , que è — 7, que 3o, et que/ = 167, nous
aurons

68 _ 1 1 , 1 i_
167 2 2 .7’  7 .30 30 . 157’

"Ce qui est bien juste , comme on peut le vérifier.
Appliquons la seconde formule aux fractions convergentes vers

qui sont , en omettant 5 (n° 172) ,
2 7 3o 157
ï ’ 3 ’ 73 ’ 68 ' *

Observant que a = 2 , que 6 = 1 , que e?==3, que / e±= i 3, et que
^ = 68, nous trouverons

157 2 . 1 1 . 1
68 “ ï" ' rj  3 . I3 + T3768 5

Ce  que l’on pourra aussi vérifier.
184. Comparons maintenant chaque fraction convergente avec

la proposée (n° 177), et pour cela considérons la fraction continue
■771 1
71 ’*+ T+ 1

* + Z + eic-

Si l’on ne prend que — , qui est la première fraction convergente,
CL

°° a un dénominateur trop petit, puisqu’il devrait être a , plus tout

Ce  t[ui suit ; ainsi la fraction est trop grande.

Si l’on prend — ou ■ 1_t _, qui est la seconde fraction conv
b “ -Tg ,

8en le *le dénominateur jetant trop petit , —,csttrop grand, de mêm
fr t i-
que a ^ . donc ‘a ou "£~ >est une fraction trop petite-

er*

e

15
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En continuant de raisonner ainsi , on verra que dans tous les ca*
les fractions convergentes sont alternativement plus grandes et plus
petites que la proposée , et cela jusqu ’à la dernière fraction de la
suite , fraction qui est égale à la proposée.

185. U en résulte que celle dernière fraction , ou la proposée , est
toujours comprise par sa valeur entre deux fractions consécutives
quelconques de la série , ce qui est possible parce qu ’elle a un dé¬
nominateur plus grand que tous les autres ( n° 181 ).

186. Il suit encore de là et de ce que nous avons dit au n” i 8 t:,
que chacune des fractions convergentes exprime la proposée plus
exactement que ne le ferait toute autre fraction qui aurait un déno¬
minateur plus petit que celui de la fraction convergente qui vient
ensuite.

La fraction par exemple , approche plus de la proposée que

toute autre fraction dont le dénominateur serait plus petit que d.

186 bis.  Mais quelle est exactement la différence qui existe entre
la proposée et une des fractions dites convergentes , commepar exem¬

ple -yr dans la suite dun n i 7 i?
Pour résoudre celte question , reprenons la suite dont il s’agit avec

les quotients placés au -dessus.

inc

etc.

etc.a c e ;g
’ b ’ d ’ f ’ h ’

ee-j- c
— — (nos *70 ? 17ï ). MaisNous savons que dans cette suite -y

josé

lions continues que l’on voit ici

/i T c
cette même fraction — et la proposée sont aussi égales aux deux frac-h

h

7 + » + r + - + ,

m
n a + (3-j- ,

_j_etc-

En sorte que •y- deviendra égale à la proposée —,si l’on met dans
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la valeur de celle-là s-j- elc. à la place de « simple. Faisant donc
S

celle substitution dans la première valeur de —, indiquée ci-dessus,

et représentant pour abréger , e-j- elc. par d, on aura pour la valeur

de la proposée cette expression assez simple

Gela posé , désignant toujours la proposée par — , on aura

>n
n f

ed - f- o

fTÇd
e _ _efi ' + cf — € *’ •

f t fW + d)
( n° 178).

de

J l\J l>“h d)

cf — de
J \f r’-\ -d)

Voilà la différence cherchée.
On prouverait de même que la différence de la proposée avec —

est égale à- , , ■■■■■ —.
b d {dSf-fb)

Mais d’après tout ce qui précède , on peut aussi exprimer cette
différence comme on le voit ici,

7tl

n
c ed -j-c c deJ -\ -cd—cfV—cd {de—cf)  d
d J *'~\~d d d {fi '-fd)  d {ft '-\ -d)

d {f *'fd)

Maintenant comparons cette dernière différence avec celle de — ,

et  nous aurons cette proportion,
' m c

n d •U / ) ■■
+ >

fJ ’ ‘ dVV + d ) ’ f (f ' f -d)

Faisant abstraction des signes des deux derniers termes de la pro¬
portion , et multipliant ces mêmes termes par df {ft ' -\ -d) ( Arith .

n‘ 547 ), puis effaçant les facteurs communs au numérateur et au
dénominateur de chaque nouvelle fraction ( n° 77, 3 ’), on obtiendra

c

~d
m,
n

d.

Or , comme, f "f > d ( n " 170 > cl fllle  d 'ailleurs d = £-|- elc. qui
11 est jamais 1, il est évident que ft ' f > d.  En généralisant cela on
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■voit que tes différences des fractions —
b ’ d ’ f>

» a, c e
—, etc. avec ta pror

posée vont toujours en diminuant , abstraction faite de leurs.signes,,
et que ces fractions sont réellement convergentes vers ta proposée
(n ° 169).

1;87. Les fractions convergentes étant alternativement plus petites-
et plus grandes que la proposée , il en résulte qu’on peut séparer ces.
fractions et en former deux séries, dont l’une comprendra les frac¬
tions plus petites que la proposée, et l’autre -les fractions plus gran¬
des,, la fraction proposée terminant cependant l’u-ne ou l’autre de ces
séries, puisqu’elle est toujours la.dernière des.fractions convergentes-

Si l’on prend alors les différences qui auront lieu,entre les frac¬
tions consécutives des deux suites, on-verra que les numérateurs de
ces différences ne seront pas toujours égaux à l’unité. Lors donc
qu’un de ces numérateurs ne sera pas 1, c’est-à-dire lorsqu’il surpasr
sera 1, on pourra insérer entre les deux fractions qui ont fourni celte-
différence, d’avives fractions ,intermédiaires,  qui lieront celles de la
suite , et participeront à leurs propriétés.

On verra tout cela développé au,long dans les additions de La¬
grange à l’Algèbre d’Eutcr , et l’on y trouvera aussi.des applications
fort intéressantes de ces principes.

188. Du reste, cette théorie , pelle du na i46 , et d’autres encore
relatives aux fractions numériques , peuvent être rapprochées et en¬
visagées sous un même point de vue en se proposant ce problème :
Transformer par approximation. une fraçtion en une autre dont le.
numérateur ou le dénominateur soit donné.  C ’est ce qu’a fait, voii-
Lagrangp dans le cinquième pallier du Journgl {le l’école polybecbtr
pique-
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Bu*plus grand commun diviseur et de là plus grande
commune mesure^

Premières notions sur les incommensurables*

l'89. Il' est évident que la régie du n° 162  pour réduire une frac¬

tion ordinaire en fraction continue , n’ëst autre chose que celle du

a° 227  de l’Arithmétique d’Emile , pour trouver le plus grand coin --

tnun diviseur die deux nombres . En sorte que la recherche du plus

grand commun diviseur de deuxquantités se Ii.e immédiatement aux

objets dont nous venons de nous occuper.

190. Comme les caractères algébriques ,sont susceptibles de rece¬

voir différentes valeurs numériques , on ne peut guère dire , en com¬

parant les quantités algébriques , lesquelles sont les plus grandes et

lesquelles sont les plus petites»
Par exemple , a% sera plus grand que a,  si a est un nombre en¬

tier ; mais le contraire aura lieu si a est une fraction : a - |- b sera plus

grand que a si. a et b sont directs ; mais U sera en revanche plus petit
que a si a est direct et b inverse.

Parmi les quantités littérales , celle qu’on appelle  la plus grande,

est celle dans laquelle les lettres qui la composent ont le plus haut

exposant , ou dont chaque terme renferme un plus grand nombre de
facteurs.

191. Cela posé , soient A et B les deux quantités dont on veut avoir
Ie plus grand commun diviseur , et soit A B.

Il est clair d’abord que le diviseur cherché ne pourra être plus

grand que B ; or , B se divise lui-même : s’il divise donc A , il sera le

Nombre cherché ; mais si , outre le quotient a , on a un reste R , le divi-

seur sera plus petit que B.
Or, on a A — « B-)- R : donc le diviseur doit diviser B et « B-J- R;

donc il doit diviser R.

Mais R sc divise lui -même ; s’il divise donc B-, il sera le nombre
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cherché ; mais si , outre le quotient £ , on a un second reste R/ , le
diviseur sera plus petit que R.

Or , on a B = 0 R -f- R' : donc le diviseur doit diviser /3 R -| - R,‘;
donc il doit diviser R' .

192. En continuant de raisonner ainsi , on verra qu ’en algèbre,,
comme en arithmétique , pour trouver le plus grand commun divi¬
seur de deux quantités données , ilfaut diviser la plus grande par la
plus petite , ensuite la plus petite par le premier reste , le premier reste
par le second reste , le second reste par le troisième reste , et ainsi de
suite , jusqu à ce qu 'on arrive à une division sans reste ; alors le
dernier diviseur est le plus grand commun diviseur des deux quan¬
tités proposées ( Ari .th . n“5224 , 227 ).

Si on veut chercher le plus grand commun diviseur de plusieurs-
quanlités A , B, C, D , etc . il faudra d’abord chercher celui de A et
de B; et , le désignant par a,  on cherchera celui de a. et de C, et , le
désignant par on cherchera celui de /3 et de D , et aiusi de suite.
Le dernier diviseur communsera celui de A, de B,de C , de D , etc.

N . B.  II conviendra d’arranger les quantités proposées A , B, C,
D , etc . de manière à commencer parles plus simples , pour s’élever
graduellement à celles qui le seront le moins.

193. « Avant de mettre en pratique la règle précédente , nous
ferons une observation qui peut en faciliter l’usage : c’est qu ’on 11e
change rien au plus grand commun diviseur de deux quantités
lorsqu ’on multiplie ou qu’on divise l’une des deux par uûe quantité
qui n’est point diviseur de l’autre , et qui n’a aucun commun diviseur
avec celle autre . I*ar exemple , ab  et «c ont pour commun diviseur a:
si je multiplient par d,  il viendra abd,  qui 11’a avec ac  d’autre com¬
mun diviseur que a,  c ’cst-à-dire le même qui était entre ab  et ac,
et réciproquement.

« Concluons de là , i ° que , si , en cherchant le plus grand commun
diviseur de deux quantités , 011s’aperçoit , dans le cours des divisions
que l’on fera successivement , que le dividende ou le diviseur ait
un facteur ou un diviseur qui ué soit point facteur de l’autre , on
pourra supprimer ce facteur;

2°. Qu ’on pourra multiplier l’une des deux quantités par ici nom¬
bre qu ’un voudra , pourvu que cc nombre ne soit point diviseur de
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l’antre quantité , et n’ait aucun facteur commun avec elle . » (Lacroix,
Algèbre , 2mc  édit .)

19i . Supposons qu’on demande le plus grand commun diviseur

de a 2— Zab -\ -ab 2 et de a 2—aZ >.— 2b2 :
EXEMPLE 1er .

fl1 - 3 ab  2 Zi2

— a 2 ab -}- 2Z /2

— zab  4Z> 2

a -J- 2Zi

n2 — aZ >— 2Z)2

1

a 1 — aZ >— 2Z>2

•— n2 - (- 2aZ>

a?; — 2b2

— ab -J - 2Z)2

— a -j - 2Z)

— a —- Z<

o

En divisant a 2—3 «Z>-f- 2Z>2 par ns2 — ab — 2Z;2, le quotient est 1,

et le reste — 2aZ>-|- 4Zi2, qui se réduit à — a -j - 2b , en supprimant le

facteur 2b,  qui ne divise pas n2— ab — 2 b2, et qui n’a point de di¬

viseur commun avec cette quantité.
En divisant ensuite a 2— ab —- 2b2 par — a -j - 2Z1, le quotient est

— a — b,  et le reste nul : en sorte que le plus grand commun divi¬

seur est — n -)- 2Z>, ou a —2Z1, ce qui est le même nombre pris avec

un signe contraire . L’une de ces valeurs divisant les quantités pro¬
posées , l’autre les divisera aussi.

19.5. II faut observer que , si , au lieu de mettre deux termes au se-

eond quotient , on n’en eut mis qu ’un , cela n’aurait pas empêché de

trouver le plus grand commun diviseur.
Le reste étant alors ab — 2 b2, et se réduisant à a — 2A par la sup¬

pression du facteur b,  si l’on eût divisé — a -\ - ab  par a —2 b,

— Cl —j— a — 2b

-4- a — 2 b - 1
0

°n aurait eu — 1 pour quotient , eto pour reste : en sorte quen — ab
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eût 'été le plus grand diviseur commun , eu — a -f*- ab , qui est la
même quantité prise avec un signe contraire.

Il ne faut donc pas craindre de tomber en erreur en ne mettant
pas an quotient tons les termes qui pourraient s’y trouver.

196. Il faut encore observer qu’après avoir trouvé le premier terme
—a  du second quotient , et le reste ab — aû 2, on aurait pu réduire
ce reste avant de continuer la division : cela aurait changé le quotient,
mais non le plus grand commun diviseur, seule quantité qui importe
«ci. Voici la forme de la seconde division dans ce cas :

a -J -̂ 2Û

a — 1

o.

197. Il faut enfin observer que l’on pourrait changer les signes
de l’une ou de l’autre des quantités , ou de leurs restes , sans changer
le plus grand commun diviseur.

En divisant par exemple a 4-—ab —ab2 para — Dû, au lieu de —a
-j- 2Û, on aurait

a 2 — ab — 2 b2 a — dû
— a2-j - 2ab a -\ - b

ab — 2 b*
ab -j - 2b2

0 ,

ce qui donne également a — 2Û, ou — a -j - 26, pour le plus grand
diviseur commun.

198- Du reste, les observations desn'” ig3 à 197 inclusivement ne
sont pas particulières aux quantités algébriques , et peuvent s’appli¬
quer aussi aux quantités numériques , comme on le verra facilement.

199. « Proposons-nous pour second exemple de trouver le plus
grand commun diviseur des deux quantiléséa 3— 1 8a*b naû 2
— 6b3 et 7a2 — 23 aû -j- 6û2.

a 2 — ab — 2 b1
— a2 -j - 2ab

ab — 2b2
a — 2 b

— a -h 2b
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EXEMPLE II.

5a * — i8a 45 -j- 11 ab 2 — 65*
35a 3 — 126 a 2b -f - 7fàb 2 —  4 ab 3
35a * -{- n5a 2b — 3oab 2

7a 4 — 23 ab -J - 6bi

5a — 11

—i iia 45 -f - bfab 2 —  42& 3
— 11a 4 47 ab — 4aè 4

•— 77 flï -f " ^ 2906 — 2g4/>4
■-J- 77a 4 — 253 ab -j - 665 4

76a6 — 228b1
à ■— 3 b

7a 4 — 2 3ab -f - €b 2
— fa 2 -j - 2ia5

à — 3b

’ja — 2 b
— 2ab -j - 6b2
-(- 2ab —- 65 4

O.

« il Faudra donc diviser là première de ces deux quantités par là
Seconde ; mais comme 5 ne peut élré divisé exactement par 7, jè
Multiplierai la première par 7 , qui , n’étant point facteur d’e tOuS
lés termes de la Seconde , rte peut rien changer art commun divi¬
seur : j’aurai 35a *— I26a 45 fjab 2-t - tob 3 à diviser par 7a ’— 23ab

~f~664. En faisant là division , jè tr0uvèrai5apourquotiertt,etpour
teste -—1ia J5 - |~47aZ>2—426 *. Comme l’exposant de a,  dans celui-
éi , est encore égal â. celui de a  dans le diviseur , je puis continuer
1®division ; mais j'observe qu’il faudra encore , par la même raisort
Hùé ci-dessus , multiplier par 7 ; d’àilleurs , je remarque que je puis
Mer b dans tous les termes de — l \a ib-\ - lk’jab' i— 42b3, parceqrt ’il rt’èst
Point facteur commun de tous les tfermes drt diviseur 7a 4 — l& ab

+ 66»; j’aurai donc , d’après ces observations , ffa 2 -j - 3'2ga&
2g4&4 à diviser par 7a * — 23ab -j - 6b2 : faisant lâ division , j’ai
*1 pour quotient , et ÿônû — 2285 4 pour rCSle. Je vais donc diVf

Mr 7a4— 23st5 -{- 654, qui m’a servi de diviseur jüsqu ’ic?, par le teste
7&ab —- 228é> 4, ou plutôt par 76a — 228 b'. POut que la division pût
sé faire , il faudrait multiplier là première de ces deux quantités par

16
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76' ; mais, avant de faire cette multiplication, il faut savoir si 76 n’est
pas facteur de toute la quantité 76«— 2286, ou s’il n’a pas quelqu’un
île ses facteurs qui en soit facteur commun. Or , je remarque que 76
est trois fois dans 228; et , comme il n’est pas facteur de 7a3—23 ab
-j- G63, je supprime dans le diviseur 76a — 2286, le facteur 76, et
j’ai 7a3— 23 ab -j - 66* à diviser par a — 36 seulement; la division
faite, il ne reste rien : d’où je conclus que le commun diviseur des
deux quantités proposées est«— 36. » (Lacroix , Algèbre , 2m0 édit .)

200. Il est du reste bien essentiel de remarquer que les procédés
du n° iy3 pourraient quelquefois se trouver en défaut.

Soit proposé, par exemple , de chercher le plus grand commun
diviseur de ces deux quantités:

EXEMPLE III.

3 .5a3b — 3 . 18aa63-}- 3 . na6 3— 3 .664. . . . (A),
9 .7o362— 9. 23 ab3 -j - 9 .6a64. (B);

on ne sera point autorisé par le n° ig3 à diviser (A) par ses divi¬
seurs monomes 3b, 3, et b,  puisque ces valeurs divisent aussi (B).
On ne sera pas plus autorisé à diviser (B) par g6a,nipar les facteurs
de 96*, puisque ces facteurs se trouvent aussi dans (A).Enfin,on ne
pourra pas, pour rendre possible la division de (A)-par (B), multi¬
plier ( A) par 3 .7b,  parce que cette quantité 3.76 a un diviseur
commun avec (B). Que faudra-t-il donc faire?

Remarquant que les quantités proposées (A) et (B) ont un facteur
ou diviseur raonome 36 commun à toutes deux , on le supprimera
dans tous leurs termes, et on le mettra en réserve comme devant
servir de multiplicateur au plus grand commun diviseur, que les
quantités proposées auront alors sous leur nouvelle forme. Or , cette
nouvelle forme sera celle ci,

5a3—i8a 36 -j- na6 3 — 66 3.. . . (Af),
3. 7a’6 — 3 .23a6* -j- 3 .663. . . . (Bf).

Maintenant , pour chercher le plus grand commun diviseur de
(Ar) et de (Bf), on divisera (Br) par 36 , qui n’est pas diviseur de (A0>
et qui n’a avec (Af) aucun diviseur commun. Cela fait, les deux quan¬
tités seront les mêmes que dans l’exemple deuxième. On aura donc,
comme dans cet exemple, a — 36 pour le plus grand commun divi-
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seur de (Af) et de (B' ), eipar conséquent (a — 3b ) 3b = 3ab — g6 1

pour le plus grand commun diviseur de (A) et de (B).

201. Il résulte de là que la première opération à faire pour trou¬

ver le plus grand commun diviseur de deux quantités algébriques,
est d’effacer dans tous leurs termes le facteur monome commun

Qu’elles pourraient avoir. On procède alors à la recherche du plus

grand commun diviseur des quotients, puis on multiplie ce diviseur
par le facteur monome mis en réserve.

202- Il y a encore une observation à faire qui pourra servir à

simplifier, dans bien des cas , la recherche du plus grand commun
diviseur.

Soient proposées les deux quantités

6bs -J - 15b4a — 4&3e1— ioZ> . . (A),

gb3a — zjb 3ac — 6bac* -J - i8ac 3. (B),

nous verrons d’abord qu’elles ne renferment point de facteur mo¬

nome commun à toutes deux dont on puisse les débarrasser (n° aoj );

'nais on pourra , d’après le n° ig3 , diviser la première par Z>’ , et la

seconde par 3a , sans changer le plus grand commun diviseur.Elles

deviendront par là,
643-j- i5i *a — 4bc* —îoae 1. . . . (A' ),

3b3— g— abc* -J - 6c3. . (Br);

et leur plus grand commun diviseur, s’il existe, pourra se trouver

•mmédialementpar le procédé ordinaire.
Mais comme la lettre a , qui se trouve dans (A' ) , manque absolu¬

ment dans (B' ) , le diviseur commun de ces deux quantités , s’il existe,

ne pourra point contenir d’a,ou , comme on dit , il sera indépendant

d’«. Cela posé , il est probable que ce diviseur sera commun aussi aux

deux parties de ( A' ) , dont l ’une contient a,  et non l’autre , savoir :

(lôb* — ioc *) a  et (6b3 — 4it 1) o° ;

c’cst-à-dire cu ’il sera le plus grand commun diviseur de ces deux

quantités et de (B' ).
Avant de nous assurer de la vérité de ce principe , cssavons-le sui

I exemple en question.
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EXEMPLE 1Y.

i5 b* — 10 c 1 063 _ 4bc*
3b* — 2 c*

— 3b*  4 - uo*
3b* —•2C*

1

O

363— g4*c —;24c* -jr- 6c3
— 34 3 t |t 24ç*

—- g4*c 6c3
-rjr g4*c -— Gc3

3b* — 2 c*

4 — 3c

9r

On a cherché le plus grand commun diviseur de \5b *— îoe * et
de,64 3—44c 1, qu’on a trouvé être 34*-r- 2e*. On a ensuite cherché
celui de 3b2—zc 2 et de (B') (n° 192) , qui s’est trouvé le même . En
sorte que 3b*— 2ç* est bien le plus grand commun dtviseurde (A' )
et de (B' ) , et par conséquent , de (A) et de (B).

Pour s’en assurer mieux encore , et pour comparer en même temps,
les deux méthodes , nous allons rechercher çe diviseur par le procédé:
ordinaire . Voici l’opération ,figuré? :

645-|r i544a —-443c*t—-iob *ac* g4 3»— 2.7A3ac — Gbap*-(- i 8ac 3;
6i4 3;-(- J5b*a —,bbc* — 1oac*

— 643-}- i84 *c -j- 44c * — 12e3
3b3~— gê ’c

a
— 24c * - |- bc 3

i56 *a -j- i84 *c-=- io,ae*— 12c3
(5a -j~(5<?) 34J— (5« -)- 6c) 2c*>

3b *— 20*

343 — gb*c — 24c *-f-6 c3 3b*— 2c*
— 3b 3 - (- 24c 3 b — 3ç

—g4 *c -|- Çç3;
-f -g4*c— 6c3

9-
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203. Essayons maintenant de légitimer le procédé abrégé du nu¬

méro précédent , et de le généraliser.
Nous avons eu un plus grand commun diviseur qui ne contenait

point d’a , ou qui était indépendant de a,  quoique a se trouvât dans,

«ne des quantités proposées. Mais il peut arriver qu’une lettre soit

dans les deux quantités proposées , et que cependant le plus grand,

commun diviseur soit indépendant de celle lettre , ou ne la contienne

Pas. On peut prouver cela en formant ces quantités de làçleurs choisis,

dans ce but. Par exemple , les deux produits suivants.

(aa — h) {b — \)  et (3a 2-}- &) (^ — t)

auront évidemment b— i pour plus grand commun , diviseur , et ce

diviseur sera indépendant de a,  sans que a manque ni dans l’un ni;

dans l’autre des produits ; çar , effectuant les multiplications ., on aura

aab —h 1 — 2a -j- é et 3a? b-\ -b*—?Za%— b.

Comment s’assurer, dans des cas semblables , que le plus grand;

Commun diviseur est indépendant de a ?'
Représentons par

Ra3 -f - Sa 1 -f Ta -f U . . . . . . (X ),
S'a’-j- T'a + U''. . . . . , (Y),

deux polynômes ordonnés pour la lettre a,  et dont les. coefficients.

R , S , T, U , S*,.T', Uf, ne contiennent point d’a.

Supposons de plus que ces polynômes n’aient aucun facteur mo¬

tionne commun , parce que s’ils en avaient eu un d’entrée , on les en,

*urait débarrassés ( n° aoi )..

Imaginons enfin qu’ils aient un diviseur commun D , qui ne con¬

tienne point d’n- Çe diviseur , d’après ce que nous venons de dire,

sera polynôme.
D’ailleurs , puisque le quotient de (X ) par D doit redonner (X)

quand on le multipliera par D, qui ne contient point d’a , il faudra

que ce quotient renferme les. mêmes puissances d’a que (X) , ou qu’il

*° it de la forme ra3-f - sa1-)- <a - ]~ a. On aura ainsi

Ra3-)- Sa 1-j- Ta -J- U = rDa3-f -sDa *-)- <Da -j- aD ;

retranchant alors des deux membres de cette équation tous les ter¬

mes du second , il ne restera rien dans celui -ci , et Ton aura
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+ Ra3+Sa * -f Ta -}- U 1
—rDa 3—«Da’— tDa — nD j ==0 ^*

ou, en réduisant colonne par colonne,
(R—rD) a3-)- (S—sD) a3-)- (T —<D) a -|- (U—«D)= o.

Or , comme tout ce premier membre doit se réduire à zéro pour
une valeur d’aquelconque , ou pour chaque valeur particulière qu’on
voudra donner à a,  il fiant que l’on ait séparément

R—rD—o, S—sD= o , T —iD = o , etc.
et par conséquent

?D= R, sD= S, 40 = T , etc.
d’où l’on lire , en divisant par D les deux membres de ces égalités,

R S T
rs= D’ S=s D ' ‘= D' e, °-

c’est-à-dire que D divise sans reste et séparément chacun des coefli-
eients R, S , T , etc. de (X) jet on prouverait la même cboscde ceux
de (Y).

Donc ces coefficientsR, S, etc. divisibles par un polynôme D,
sont eux-mêmes des polynômes.

204. Cela posé, imaginons qu’on ait ordonné pour la lettre a deux
quantités dont on demande le plus grand commun diviseur , qu’on
les ait aussi débarrassées du facteur monome commun qu’elles-
pouvaient avoir , et qu’on les ait simplifiées par le n“ î g3. 11 est clair,
par ce qui précède , que si quelque puissance de la lettre a a , dans
l’une ou dans l’autre des quantités proposées, un coefficient monome,
ou , ce qui revient au mêmesi  chaque puissanced’a n’est pas répé¬
tée dans deux ou plusieurs termes en y comprenant a0, ces deux
quantités n’auront point de diviseur commun indépendant de a
(Voyez les exemples x et n ). On pourra dans ce cas chercher leur
plus grand commun, diviseur par le procédé ordinaire ; ou bien ou
pourra voir si,.en ordonnant pour une autre lettre , il serait possible
qu’elles eussent un diviseur indépendant de celle nouvelle lettre-là.

Du reste , celle observation qui n’exige qu’un simple coup d’œil

(*) On comprend que de Vt'quation 6 -4- 8 — 1— 2 = 7 ~frl - f- 5 , ou peut tirer
en retranchant des deux côtes tout le second membre , f1-j - 1}— 1 — 7 — y .— i
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peut donner de l’assurance dans la marche que l’on suit. Ainsi, dans
le second calcul de l’exemple iv ( n° 202) , remarquant que les mè¬
nes puissances de b ne sont point répétées dans plusieurs termes, on
et‘ conclura que les quantités proposéesn’ont point de diviseur indé¬
pendant de b , ou que b doit se trouver dans leur plus grand commun
diviseur, en sorte qu’ayant mis le resté de la première division sous
nette forme (5a -\ -6c)  362— (5a -|- 6c) 2c2, on ne craindra point de
le diviser par 5a-|-6c. En d’autres termes, on sera certain que5a -j-6c,
qui divise ce reste, ne divise pas l’autre quantité 3b3—9b*c— 2bc*
~j-6c3; car autrement les quantités proposées auraient un diviseur
5o-j- 6c indépendant de b,  ce qui ne peut pas être.

205. Si, après avoir ordonné pour a,  on remarque que tous les coef¬
ficients des puissances de a sont polynômes, il sera possible alors que
'es quantités proposées aient un diviseur commun indépendant de a,
ce qui n’aura pourtant pas toujours lieu.

Mais nous avons vu que D ne divisait (X) et (Y) qu’en divisant
leurs coefficients; donc il faudra chercher le plus grand commun
diviseur de tous ces coefficients polynômes (n° 192), et, s’il existe, il
sera le diviseur indépendant de a.

206. Si en suivant cette marche on trouve un diviseur indépen¬
dant de a,  il faudra en général diviser par ce facteur les deux quan-
titës proposées, puis voir si les quotients n’auraient point encore quel¬
que diviseur commun dépendant de a ou contenant a.  Si cela ne
doit pas avoir lieu , le procédé ordinaire conduira bientôt à un reste
sans a,  et l’on en conclura , t °. qu’il n’y a point de diviseur com¬
mun dépendànt de cette lettre ; 20. que le diviseur indépendant déjà
tr ouvé, multiplié parle facteur monome mis en réserve au commen¬
cement de l’opération, est le plus grand commun diviseur cherché.
^lais si l’on trouve au contraire un diviseur dépendant de a , il fau¬
dra le multiplier par le facteur indépendant et par le facteur monome.

207. Dansl’exemple îv du n"202, où les quantités proposées étaient
aPl'ès les simplifications,

(15b1— loc 2) a -j - (6b3— 46c 2) a ',
(3b3— gà ’c— 26c2-}- 6c3) a? ,

**ous avons trouvé 36a—2c2 pour diviseur indépendant d’u. Mais
n°us étions surs qu’il 11’y en avait point de dépendant de cette lettre,
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puisqu’elle manquait absolument dans la seconde quantité simplifiée*
Et d’ailleurs, nous n’avions,point eu de diviseur monome commun:
en sorte que 3b2— 2c1 était bien le plus grand commun diviseur cher¬
ché . On fera la même remarque sur plusieurs des exemples qui vont
suivre.

208. Sien cherchant un diviseur indépendant de a,  dans le cas
où on pourrait soupçonner son existence (n° 205), on n’en trouvait
point , ou , ce qui revient au même , si les Coefficients polynômes
des puissances de a dans les deux quantités proposéesn’avaient point
de diviseur commun , on se Contenterait de Chercher le diviseur dé¬
pendant d’a >et on le multiplierait , s’il y avait lieu , par le facteur
monome commun, mis en réserve au commencement de l’opération.

209. Nous allons terminer par quelques exemples, auxquels on
appliquera tous CCs principes.

EXEMPLE V.

2a4-{- 2a3é —a2bd—àb2â
'2a3"̂ 2.a1b—» abd — b2d

3a3-j - 3a2b bab2 bb 3
2

6a3-\ -§a 2b—3abd—3b2d
6a3—6 a2b~—8ab2— 8b*

-—8ab*—3abd- -̂ 8b̂ —3b2d
— (8b2-\ -3bd) a —(8b2-\ -3bd )h

a -|̂ è

3a3-J - 3a2b bab2-i|- bb3
— 3a3— 3a2b

a -\- b

3a2^-bb 2
bab2-\- bb3

— l±ab2—44 3

6 .

Si on eàt ordonné pour à  les deux quantités proposées, la pre¬
mière aurait pris cette forme (ab b2)d  —  ( 2a3-j - 2a2b) , et là
seconde serait restée la même. Cherchant alors le plus grand com¬
mun diviseur des coefficients ah b2 et 2a3-f - 2a? b, on aurait très- '
vite trouvé a -\- b.  Cherchant ensuite le plus grand commun diviseur
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de a -j - b et île la seconde quantité proposée , on aurait reconnu
‘lue c’était a -\ - b même (n° ao5 ).

Voilà le diviseur indépendant de d,  et il n’y a pas lieu à chercher
Un  diviseur dépendant de cette lettre , puisqu ’elle manque absolu¬
ment dans la seconde quantité ( n° 207 ). Donc a -\- b est le plus grand
commun diviseur ; car on n’a point séparé de diviseur roononae
commun.

EXEMPLE VI

Tiré des Leçons de mathématiques de Marie.

3bcq - j - 3otnp  i 8àc -j- 5mpq üiad — 'jfgl — ^cidq

(3bc -)- 5 mp ) q - |- 18 bc -j - 3omp ('lad— 7fg ) q -f (4ad — qfg) 6
—( ‘àbc- |- 5 mp ) q — 18 bc — àomp 7 + 6

o 3bc -\- 5mp.

Si on eût ordonné pour b (cette lettre étant une de celles qui
manquent dans la seconde quantité ) , on n’aurait eu qu’à chercher
le plus grand commun diviseur deSc ^ -j- 18e et de bmpq -\ - 3omp ,
ou en simplifiant , de £ -|- 6 et de q -j - 6 , qui est q -f - 6 même . Or , ce
lûnorae divisant aussi la seconde quantité proposée , est le plus grand
commun diviseur cherché ( n° 207 ).

EXEMPLE VII

Tiré de l’Algèbre de Clairaut.

a 2d2 .— a 2c2 -|- c^ — c2d2 4a 2d — 2ac 2—. 4acd^  2c3

(d 2 —e 2 ) a 2 -f - c4 —- c2d2 2da 2— (c 2-|—2cr?) a - |̂ e3

( d 2 — c2) ?.da 2 -J - 2c^d — 2C 2^ 3 (d 2 — e 2 )

-~(d2—c 2)2da 2-{- (d2—c 2) (c2-\ âcd )a
— {d2—e 2) c3

— sc ^d -̂ - c2d 2 -j - 2ec?3) a — (— — 2c 3c?-]- e2c?2-}- 2ec?3 ) e
a — c

ada 2 — e2« — 2cc&z -|- e3 a — c
— 2da 2 -\ - acda 2da — c2

— c2a -f - c3
c2a — c 3

o il
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Clairaut a opéré, clans cet exemple, précisément comme nous ve¬
nons de le faire ici; mais si l’on ordonnait pour d,  les deux quantités
proposées deviendraient :

[a2—e2) d2— (a2c2— e4) et (4a2— 4ac ) d—(2ae2— 2c3).
Cherchant alors le plus grand commun diviseur des quatre binômes
renfermés entre les parenthèses, on trouverait a — c presque sans
calcul. Voila le diviseur indépendant de d.

Divisant les deux quantités proposées par a — c,  on aurait les deux
quotients suivants, (d2—e2)a -j- (c?2— c 2) c et 4ad— 2c2, que l’on
verrait bientôt n’avoir point de diviseur dépendant de d,  ou n’avoir
plus de diviseur commun ( n° 2o6). Donc a — c serait le diviseur
cherché.

EXEMPLE YIÎI.

Zbm2a2 lobmna 2 5bn2a2 5bm2a -\- 5bn2a-\-5brti-\-5bn...(A),
i5bm2a — i5bn 2a -\ - 25&?ra5-}- j5bm 2n -\- j5bmn 2-)- 254a 5. . . (B ).

On cherchera d’abord si (A) et (B) n’ont point de diviseur com¬
mun monome, et si cela est on le séparera. On ordonnera ensuite
les quotients pour une des lettres , comme a , puis ou cherchera s’ils
n’ont point de diviseur commun, pour avoir ainsi le diviseur indé¬
pendant de a (il 0 2o5) ; on continuera comme il est dit au n° 20 S.

Le plus grand commun diviseur sera 5b ( m-\ -n).
EXEMPLE IX.

4 /na 5 — 4raa3 -j- i 2màa ^ -—\Hnba 2 -\ - 12 mb2a — i 2.nb2a -\ - (imb'i
--“ 4nbz . . . . (A ),

4pa2-j- 4(/a 2-]- 8Zipa-l- 8Zij'a -[- 4Zi2p -|- 4Z)25r. . . . (B ).

On séparera le diviseur monome commun; on cherchera le divi¬
seur indépendant de a,  on n’en trouvera point.

On simplifiera les quotients déjà ordonnés pour a , et on cherchera
leur plus grand commun diviseur par le procédé ordinaire.

Celui des deux quantités proposées sera 4 (a 2 -|- 2aZ>-J- b2) =
4 (a -j- Z>) 2.

EXEMPLE X.

Za2b^m -j - 3a3Zi3(ra—Za2b^n—Za5b n̂ -\- Zbs cm-\- Za b̂°cm
—Zb-'cn—Za^b^cn. . . . (A ),

15a 2b^m -j - 15b 5cin — 15a 2b 3n — 15b 5cn — (ja5b2m — g ab 2crft
— gct5b2n ~\- gab2cn. . . (B ).
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Onséparera le diviseur commun monome 3ù2, on ordonnera pour

a > et on cherchera le diviseur indépendant de a,  qu ’on trouvera

être m — n.

On divisera par m — n les deux quantités (A) et-(B), après qu’on

les aura débarrassées du facteur commun monome.Les deux quotients

®e contiendront plus que les lettres a , b etc;  et l’on cherchera si ces

Quotientsn’ont point de diviseur commun,dépendant de a. On trou¬

vera a 2-j- c„
Alors on multipliera entre eux ces trois diviseurs pour avoir le plus

firand commun diviseur 3b2 (m — n) (a2

210. Nous saurons donc, d’après tout cela, trouver le plus grand

Ootnmun diviseur de deux quantités littérales , lorsque ces quantités

“e seront paspremières entre elles{Arith. n° 229); mais quand elles

l ’auront point de diviseurs communs, on ne pourra pas le recon-

Da ître dans tous les cas aussi facilement qu’en arithmétique , où les

“estes diminuant sans cesse, il s’en trouve enfin toujours un égal à

‘unité.
Quelquefois on pourra voir immédiatementque les quantités pro¬

poséesn’ont point de diviseur commun, et l’essai que l’on en ferait

“apprendrait rien de plus. Il est bien clair , par exemple, que a-\~b

et o-j~d sont dans ce cas..
H’autres fois ee ne sera que par l’essai que l’on pourra s’assurer

de la nonrexistence du diviseur; et cet essai sera d’autant plus né¬

cessaire que l’on aura moins l’habitude du calcul , et la connais-

sance de la composition des quantités algébriques.

Si l’on demandait, par exemple, le plus grand diviseur commun

de a 2-j- 2aZ' -|- ù2 Je .a— b, et que l’on ne pût pas prononcer

Avance sur ce diviseur on opérerait ainsi :

a2 -f- 2aù -j- ù2. a — b

— a2-f- ab a -\- 3b
3ab -j - b2

— 3ab -j - 3b2
ib 2.

Parvenu 'à, il faudrait diviser tt-— b par 4b2, ce que l’on voit bien

n °lrc pas possible.
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Mais, par les observations du n° ig3on peut , sans changer le plus
grand commun diviseur, diviser le reste ib 2 par lui-même, puisqu’il
ne divise pas a —b,  et qu’il n’a point de diviseur commun avec a—b:
ce reste se réduisant ainsi à i , on n’aura plus à diviser que a — b par i,
et la division se faisant sans reste , 1 sera le plus grand commun
diviseur.

Ce procédé généralisé conduirait toujours , comme en arithmé¬
tique , au diviseur 1, lorsque les quantités algébriques seraient pre--
mières entre elles ; mais il n’aurait aucune utilité , puisqu’il faudrait,,
pour le mettre en pratique , avoir déjà reconnu que la quantité qu’on
voudrait diviser par elle-même, ne saurait diviser l’autre quantité,
et n’aurait avec elle aucun diviseur commun.

211. Quand on a trouvé le plus grand commun diviseur de deux,
quantités , on peut exprimer de la manière la plus simple le rapport
que ces quantités ont entre elles; il faut pour cela considérer le plus
grand commun diviseur comme une nouvelle unité à laquelle on
rapporte les quantités proposées.

Sachant par exemple que le plus grand commun diviseur de 91
et de 294  est 7, on trouvera que le rapport de 91  à Qg4 égale celui
de i3 à 4a , parce que la nouvelle unité 7 entre i3 fois dans 91, et
4a fois dans 2g4.

Le plus grand commun diviseur de plusieurs quantités n’est autre
chose, sous ce point de vue, que leur plus grande commune mesure.
Aussi emploie- t-on en géométrie la méthode du plus grand commun
diviseur pour chercher la plus grande commune mesure des lignes.
Si l’on propose, par exemple, deux lignes À et B, on porte la plus
petite Bsur la plus grande A autant de fois que possible; s’il y a un
reste R, on le porte sur B autant de fois que possible; s’il y a un
second reste R'’, on le porte sur le premier autant de fois que possi¬
ble ; on continue ainsi jusqu’à ce qu’un des restes soit contenu un
nombre de fois juste dans le précédent , et ce reste ainsi contenu
dans l’autre est la plus grande commune mesure des lignes A et B-

Mais on démontre en géométrie qu’il y a des lignes qui , quoiqu’on
puisse les mesurer séparément , n’ont point entre elles de commune
mesure.Si l’on mène, par exemple, d’un angle à l’autre dans un carre
une ligne droite qui traverse la ligure, cette ligne, qu’on appelle
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diagonale, n ’a point de commune mesure-avec le côté du carré ; on

Peut pourtant partager chacune de ces lignes à part en autant de

Parties égales qu’on le voudra ; mais quelle que soit la partie qui

entre un certain nombre de fois juste dans une des lignes , elle n’en-

tr era pas un nombre de fois juste dans l’autre , et laissera toujours un

t'este plus petit qu’elle. "Voilàce que démontre la géométrie , et ces.

lignes comparées entre elles sont dites incommensurables. La diago¬

nale, par exemple , est incommensurable avec le côté du carré , et

réciproquement.
Dans le calcul , nous n’avons pas encore eu d’exemples de nom¬

bres incommensurables, car lorsque nous avons dit que deux nom¬

bres n’avaient point de commun diviseur, nous avons seulement

voulu dire qu’ilsn’en avaient point d’autre que l’unité. Tous les nom¬

bres entiers ont au moins pour commune mesure l’unité , et il est

facile d’assigner la commune mesure des fractions entre elles et avec

l’unité il sut̂ t pour cela de réduire tous ces nombres au même dé¬
nominateur.

Ainsi, en réduisant -j , \  et 1 en douzièmes, on a —,  et J-| ,

nombres,dont la commune mesure ou l’unité commune est yj (•Arith .,

n° 255, note ).
Mais comme on démontre encore en géométrie que , si;le côté du

carré est pris pour unité , la diagonale est égale à la,racine seconde

de 2 ou au nombre qui , multiplié par lui-même, donne 2 , il faut

rechercher quel peut être ce nombre , et s’il a une mesure commune

avec l’unité. Plus généralement , il faut examiner si les racines se¬

condes, troisièmes, quatrièmes , etc- de nombres quelconques sont
commensurablesentre elles et avec l’unité.

Cela nous ramène à traiter de l’élévation aux puissances et de l’ex-

h'aciion des racines (n° 65) {Arith.  n 0" 74  à 77 ).
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ÿç l’élévation, aux puissances et de l’extraction des,,
racines dans les monomes,

Nouveaux détails sur les incommensurables ...

212 - Les mathématiciens sont con veN c/s  d ’appeler jpirs >s--
san cE  jfième d’une quantité quelconque  A , directe ou inverse , le-
produit dans lequel.cette quantité , prise avec son . signe , est  n fois
facteur , n étant un nombre entier direct et plus grand que  1 ; et d’ap¬
peler racine nième  de ce produit la quantité même qui U servi-à. le
former (n° 65. ) ( Arith.  n ° 76 ),

Ainsi -J- a X . -f - a = -{- a2 est la seconde puissance  ou le carré
de - j- a , et cette quantité même est la racine seconde  ou carrée  de
-f - a X a = -j- a 2 ( Arith.  n ° 74 avec la note ).

Ainsi — a X —r.a X —ra = — a 3 est la troisième puissance  ou la
cube  de —a,  et cette quantité même est la racine troisième  ou cu¬
bique  de — a X — a X —a = — A3 ÇArith. n ? 75) , et ainsi de suite.

On peut-donc dire aussi que la racine.  n me d'une, quantité quel¬
conque b, directe ou in verse , est une seconde quantité qui , élevéeà la
puissance  n mo, ou prise  n fois comme facteur , redonne la première b.

213.  Pour indiquer l’élévation à la puissance n mi- de la quantité
+ A, on écrit ( + a )», et l’on prononce + a élevé à n ( n ° 65 ).

Pour indiquer l’extraction de la racine nm” de la quantité + b,  on
n ^_

écrit, comme nous le savons déjà, +b , et l’on prononçe'mcme nm*
de + b (n “ 68.bis ). Mais lorsque ra= 2 , on écrit simplement }A -j- B,
en supprimant dans ce cas  le chiffre 2,, qui est-censé écrit à l’ouver¬
ture du signe radical , et l’on prononce racine de -j- b.

214.  Si la quantité a est directe , il est clair qu ’on aura ( - (- a ) »
= -j- A'1, quelle que soit la valeur de n ; c ’est-à-dire qu’une puis¬
sance quelconque d’une quantité directe est directe , parce que des
facteurs directs ne peuvent donner qu’un produit direct.
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Mais si la quantité a est inverse, on aura (—a)» = 4; a* , le signe
supérieur répondant au cas ou ra serait pair , et le signe inférieur à
celui où n serait impair ; car un nombre pair de facteurs inverses
donne un produit direct , tandis qu’un nombre impair de ces facteurs
donne un produit inverse.

» _ n

215. Il résulte de là , i ° quejX -j- b =iï^ B s' n est  pair , et
n _ _ »

que — _j_j/ ~Bsi n est impair (*) ; c’est-à-dire que générale¬
ment parlant  une racine paire d’une quantité directe est ambiguëi
et qu’elle peut être indifféremment affectée du signe -j- ou du signe

, si rien dans la question qui a conduit à cette racine ne déter¬
mine lequel des deux signes doit être préféré, mais qu’une racine
Unpaired’une quantité directe est nécessairement directe.

n

216. Il résulte de là , 2° que Vr — b  ne désigne aucune quantité
81 u esL pair, parce qu’il n’y a aucune quantité directe ou inverse
qui étant facteur un nombre pair de fois dans un produit , rende ce

n _ n

Produit inverse , et que '[/' — b — — B si n est impair : c’esl-à-
*fere qu’une racine inverse est nécessairement inverse.

217. Après avoir examiné ce qui a rapport aux signes, nous en
ferons abstraction , et nous examinerons ce qui a rapport aux quan-
■̂tésa et bsupposées monoraes; n étant d’ailleurs toujours un nombre

emier direct , et plus grand que 1 ( Relisez n° 9°. et n° 76, pre¬
mier alinéa).

218. Si a — o , on a as = o * = o.

219. Si a — 1, on a a» = 1» = 1.

220. Si a est un entier plus grand que 1, kn sera un entier d’au-
la «u plus grand que rasera plus grand.

221. Si a est un nombre fractionnaire plus grand ou plus petit

(îUe1, représenté par -^-, a et ^ étantdes entiers , on aura

(*) Dans les seconds membres de ces deux équations E est suppose' n’avoir aucun
6lSne  sous le radical , et ou y considère cette quantité d’une manière absolue,
C0l®nre en arithmétique.
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actet etc, etn
/3j6j3 etc. /3*

'Jr,  la dernière valeur — se tire immédiatement de la première
a

(—)“ , ce qui donne la règle suivante (*) :

Pour élever un nombre fractionnaire à une puissance  n , il faut
élever à cette puissance le numérateur et le dénominateur du nombre
fractionnaire.

Alors, si a /3 , le résultat sera d’autant plus grand que n sera
plus grand . Mais si a <^ /3, le résultat sera d’autant plus petit que n
sera plus grand. I6_

9 -
JL£ -
27 •>

4 \ 2

JL -— _12 _ .
64 5 1 2 M8.

222. Nous n’examinerons pas le cas où a serait une somme ou une
différence, parce que nous voulons, pour le moment, rester dans
les monomes, ou du moins dans les quantités qui en ont la forme.

Mais si à est un produit représenté par dfiyS', etc. , on aura a»= *
etc.)',= (a£>tf' etc.) (a.fiyJ' etc. ) (a/3></' etc.) etc.= aaa . . . .

. . . . yyy _ J'J'J'_ elC. = a» /3'*y» <f»etC.
Or , la dernière valeur se tire immédiatement de la première , et

donne la règle suivante (n* 221, note ) :
Pour élever un produit à une puissance  n , il faut éleverà cette

puissance chaque facteur du produit proposé.
Sur quoi il faut observer que,  si le produit a un coefficient numé¬

rique , ce coefficient étant aussi facteur et pouvant être représenté
par a , il est soumisà la loi que nous venons d’énoncer.

(2ab) i = i 6ai b 4; ( 5abc) 5=3ia5a 5bscs

223. Si a était un quotient , ce serait le cas du n° 22 J.

(*) Une règle est l’indication du chemin le plus court ou du procède le plus ge¬
neral pour arriver à un re'sultal cherché . Pour découvrir cette règle , on passe sou¬
vent par divers intermédiaires . qu ’il faut ensuite franchir pour avoir l’énoncé de la
règle . C’est ce qui est bien sensible ici , et dont nous aurons de fréquents exemple
dans ce chapitre et le suivant.
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Mais si a est une puissance déjà formée et représentée par a.m, on

aura a»= («’»)'*= a™. aw. àm. e te.= a7nJrmJrmd~etc.~ amn:
Ce qui fait voir (n° 221, note ) que , pour éleverà une puissance n

o.ne quantité qui a déjà un exposant , il faut multiplier cet exposant
Par celui de la puissance demandée.

Remarquez que (aOT)n= (a n)w=a ?WI.
(2 3)2= (2) 6= ( 2 2)3= 64, et en effet 23= 8 et 82 = 64 ; de

même, 22=4 et 43 = 64.
224. Si a était une racine affectée du signe radical ( n° 216 ),

P

cotnme J/ "a, et qu’on voulût l’élever à la puissance» , figurée ainsi,

{Vuf , ce cas appartiendrait au calcul des quantités qui sont expri¬
mées au moyen des signes radicaux , et dont nous avons fait un cha¬
pitre à part , qu’on trouvera à la suite de celui-ci.

Nous devons donc nous occuper actuellement des différentes va-
n

leurs particulières que peut prendre la lettre b dans la formule b
<*»° 217).

Mais avant cela appliquons à quelques exemples un peu com¬
posés les règles des trois derniers numéros :

(2a 3b2c) 4 = i6a 12 Z>8e4 ; («Zdc'»)» =a nblncmn;
(5a 3b lm cP~t ' d) s = 8 12 5a x3b' °>nc3î~sr r'd \̂

(jab ' °cs”1d 3’>- é') :‘l>= q2pa 2pb 2ç'Pc' °"‘Pd (inp—iP;

^ia 2bc m~ 2n 'f  8 m 8Mc 4*— &n
V bdsePx J ~~ 64 d 32c iPxi

On a aussi (n0’ 70, g° ; 76, 217) :
/ 3a 2b —‘5e\ 4 ( Sa2b— 5c ) 4
\ 2771 — n J (27» — 72) 4 ’

^(3a2/7-j- 4ccZ) (77î -|- /î )^ 5=( 3a2/7-ĵ-4«f)5 (777-J- n) 5 y

{0>a 2b — 5c -\ -d ) = (\ .3a 2b — 5c f - d)^ ’= (3a 2b— 5c-j-df 3.

225. Reprenons maintenant la formule générale de l’extraction

tles racines , b,  en faisant toujours abstraction des signes -j- ou
' -■>et supposant que n soit un nombre entier direct et plus grand
*îue 1 (n° 217).

18
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n n
Si b= o,  on a J/ "b = j/ "o = o ; et en effet o» = o (n° 218 ).

n n
226. Si b= i , on a b = 1/i = i ; et en effet i » = 1 (n n21  g)1
227 . Si b est un nombre entier plus grand que i , il peut arriver

deux cas :
i°. Ce nombre b,  dont il faut extraire la racine nme, peut être tel

que cette racine soit aussi un nombre entier , comme s’il fallait , par
exemple, extraire la racine seconde de 81, qui est 9, ou la racine
troisième de 125, qui est 5, etc.

20. Le nombre proposé peut être tel que sa racine demandée ne
soit pas un nombre entier , mais qu’elle tombe entre deux de ces
nombres , comme si on demandait la racine seconde de 7 , qui est
évidemment plus grande que 2 parce que 22=4 , et plus petite que 3
parce que 32=q), ou la racine troisième de 3o , qui est plus grande
que 3 parce que 33=27 , et plus petite que 4 parce que 43= 64, etc.

Dans le premier cas, b sera égal à la puissancenme  d ’un autre nom-
n

bre entier , c’est-à-dire qu’on aura b = a ». Alors on trouvera J/ 'b==n

a" = a , ce qui est évident par la définition des puissances et des
racines ; et en effet (a)’»= a» = b.

Dans le second cas, b ne sera égal à la puissance nme  d ’aucun
autre nombre entier . Quelle sera donc la valeur de l’expressionn
Kb?  c’est ce qu’il faut examiner.

n 1
228 . Si l’on faisait 72= 2 et b = 2 , on aurait b= X^ 2 = 2

(n ns 211 , 213), et cela désignerait le nombre qui , multiplié par lui-
même , doit donner 2.

Or , ce nombre est plus grand que 1, puisque 1 X 1= 1, et il est
plus petit que 2 , puisque 2 X 2 = 4. 11 paraît donc qu’il doit être
égal à l’unité plus une fraction.

Si nous essayons 15 ou § , nous aurons § X 3= f , ce qui est trop
grand de 4; mais 1 \  ou f donnerait f X.-| — ff , ce qui est trop petit
de en prenant 1 £ ou on trouverait JJ-X ^ -= "rr , ce qui
est encore trop petit de

11 est clair qu’en continuant de tâtonner ainsi, on pourrait appro¬
cher toujours plus du nombre cherché ; mais la question est de savoir
si on y arriverait enfin.



DANS LES MONOMES. 139
n

Pour généraliser celle recherche , observons que \/ r b,  clans le cas
que nous supposons, ne peut , comme nous l’avons déjà dit , désigner

. ' n

aucuu nombre entier ; car si on avait \f  b = a , cette lettre étant un
entier , on aurait B= a”, ce qui est contre notre supposition.

n

Si l’expression V'  b  ne peut désigner un entier , elle semble donc
devoir désigner un nombre fractionnaire ; mais ce nombre élevé à
J®puissance n devrait redonner b,  qui est un entier plus grand que i.
Ï1 faut donc voir si un nombre fractionnaire multiplié par lui-même
Une fois, deux fois, trois fois, etc. peut donner un produit entier.

et
229. Représentons par — un nombre fractionnaire quelconque

déduit à sa plus simple expression: a sera un entier égal à un nom¬
bre premier ( Arith.  n D106) ou à un produit de nombres premiers,
et il en sera de même de /3; mais aucun des nombres premiers fac¬
teurs de a ne se trouvera parmi les facteurs de /3, et réciproquement:

car nous avons supposé que la fraction — était réduite à sa plus sim¬

ple expression.

(n ° 221), il fau-

0 soit exactement

divisible par /3”, ou que jS« soit facteur de a ”.

231. Or , il nepeuty avoir dansa ” d’autres nombres premiers que
Ceux qui sont dans a, ni dans /3"d’autres nombres premiers que ceux
qui sont dans g;  seulement chacun des nombres premiers qui sont
dans a , sera répété connue facteur dans a” deux ou plusieurs fois
suivant la valeur de n,  et il en sera de même des nombres premiers
de g et de gn. Aucun des nombres premiers qui sont facteurs de a”,
*>e sera donc facteur de gn, et réciproquement (n” 229 ).

232. Cela posé, désignons par/5,p ’,p ",p " ' , elc.  les nombres pre-
ttiiers égaux ou inégaux facteurs de a” , et nous aurons,

a.n pp 'p"p ,n  etc.
g» g’1

cl pour que g'1 soit facteur de «■” , il faudra que gn soit égal ou à un

/ a \ a”
230- D un autre cote , comme on a ( — ) = —

» VPJ
Ira pour que ( — J soit un nombre entier , que a
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des p,  ou au produit de deux p,  ou au produit de trois p,  ou , etc*
{J rit h.  n° 219 ).

233. Mais, i °. /3» qui est un produit ne peut être égal à un nombre
premier seul , comme p  ou p'  ou p ", etc.

2 0. On ne peut a -voir /3» égal à un produit de deux ou plusieurs p -'
car si l'on avait, par exemple,

/S" = pp 'p " etc.
011  en tirerait , en divisant les deux membres par/j,

— =p p” etc.
• r tf ' ^mais p ' p etc.  étant un entier , il faudrait donc que — fut aussi u»

P
entier ; il faudrait donc que p divisât exactement /3», ou fût facteur
de /S", ce qui n’est pas.

234. 11 résulte de là qu’un nombre fractionnaire , multiplié par lui'
même une fois, deux fois, trois fois, etc. ne peut donner un produit
entier , et que la racine reme  d’un entier (n° 217), ne saurait être une
fraction.

n
235. Or , nous avons vu que y b ne pouvait désigner un entier

(n° 228 ). Celte expression n’étant donc ni celle d’un entier , ni celle
d’une fraction , semblerait n’avoir aucune valeur , et cependant nous
avons aussi vu (n° 228 ) qu’en faisant des suppositions particulières
pour b et pour n, on arrivait à des résultats qui pouvaient être con-

71
sidérés comme valeurs approchées de y b.

n
236. Tout cela prouve que y r,,  dans notre supposition actuelle

(n" 228), est une quantité qui n’a aucune commune mesure ni avec
les entiers ni avec les fractions , et par conséquent aucune commune
mesure avec l’unité (n° 211) : c’est ce que l’on appelle dans le calcul
une quantité incommensurable  ou irrationnelle,  celte dernière ex¬
pression faisant entendre qu’on ne peut assigner exactement le rap¬
port ou la raison qu’elle a avec l’unité.

Les nombres entiers et fractionnaires s’appellent , par opposition
à ces derniers , des nombres rationnels  ou des quantités rationnelles-3 3 3 4 4 4 4
y 2, y  3, y  5, y 2, j/ "3, y 4, y 2, y 3, y  4, y 5,  etc . sont
des quantités incommensurables ou irrationnelles.
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J- J

Mais y  1 = i , y 4 = 2, y <j~ 3, y 8 = a , y  27 = 3,
4 4

^ 16= 2, y  81^ = 3, etc. sont des quantités rationnelles.
3 3 » »•

En algèbre J/ "» , j/ ' Æ, K "̂ 3>^ ^2>V' c > a > «»■ sont,
l’épulées incommensurables , parce qu’on ne peut extraire ces ra¬
cines qu’en donnant aux lettres telles ou telles valeurs particulières.

3 4 »
En revanche y as = a , y a3= a , y ai =s an~a  sont

réputées rationnelles , quoique dans tel o®. tel cas particulier a lui-
ttiême puisse avoir une valeur incommensurable , comme si l’on sup-

3-
posait a = y  2, ou a = y  2 , ou n = y 5, etc. (n° 84 ).

237. Il faut bien comprendre que les nombres incommensurables;
ont une valeur très-réelle , quoiqu’on ne puisse exprimer exactement
Cette valeur en unités et parties de l’unité ; car ces incommensurables
peuvent se représenter très-exactement par des lignes.

Par exemple , si l’on représente l’unité par une ligne d’une lon¬
gueur prise à volonté, la diagonale du carré construit sur celle ligne
comme côté, désignera la longueur exacte de y  2 , mais ne pourra
être traduite en nombres qu’au moyen d’une approximation , ou du
signe y,  ou de quelque chose d’équivalent (n° 211).

238. Si b est un nombre fractionnaire■—, plus grand ou plus,

petit que 1, on aura
n *1

y a.n
y n = &

car l’extraction des racines est le contraire de l’élévation aux puis¬
sances.

y n / » \„
Et en effet fz — î\ — — * ■— (n ° 221) = ce qui est cvî-

\y O . (y *)'
dent d’après la définition des puissances et des racines.

On voit par la que pour ex Ira ire une lacine  n dun nombreJ 'i~ne~
tionnaire , il faut extraire cette racine du numérateur et du dénomi¬
nateur du nombre proposé (n ° 221).
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Alors celle fraction
n gardera sa forme , ou prendra l’une ouv

n
l ’autre de celles -ci , - J/ a suivant que ses deux termes se¬

ront irrationnels ou rationnels , ou que le numérateur ou que le
dénominateur seront seuls rationnels.

5
V

3

’ 3 >
V 7

4
ISIA ^ S.y si — s» V 25 _11

5
V"  ’

ï/ \ U. :V 25 5

Eaites aussi les preuves des opérations du n0 221 .
239 . Voulant rester dans les monômes , ou du moins dans les;

quantités qui en ont la forme , nous n’examinerons pas le cas où B
serait une somme ou une différence proprement dites.

n
Mais si b est un produit représenté par a^y^ elc.  on aura y  b =

n n n n n
V alSyJ'  etc . = y a y /? y y y J'  etc . : car l’extraction des racines,
est le contraire de l’élévation aux puissances.

n n n n n n n
Et en effet {]/ " a y 0y 7 y  J: elc .)*= (y *)n (j/g ) » ( j/V )”
71

(y <f ')n etc . ( n” 222 ) — a^yS~ etc . ce qui est évident par la définition
des puissances et des racines.

On voit par là qu e,pour extraire une racine  n d’un produit , il faut
extraire cette racine de chacun des facteurs du produit donné (n ° 222 ) :

Sur quoi il faut observer que si le produit a un coefficient numé¬
rique , ce coefficient étant aussi facteur , et pouvant être représenté
par «, il est soumis à la loi que nous venons d’énoncer.

Du reste , ou toutes les racines pourront s’extraire , ou aucune ne
le pourra , ou quelques -unes seulement le pourront , ce qui modi¬
fiera la forme du résultat.

3 - S 5 5 3
y 2ya °bsc^=: 3abc ; y jab = ~y j y a y bV l6âbc~ bny by c—bay bc.
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N. B.  Celle dernière forme peut avoir lieu parce qu’on peut con-
sidércr (bc) comme un seul facteur , dans l’expression \Z" 16a2bc.

faites aussi les preuves des opérations du n1’ 222.

240. Si b était un quotient , ce sérail le cas du n° 238.
Mais si b est une puissance représentée par un exposant effectif,

n n _2L
comme, par exemple , '»m, on aura f/r  b= a ’”= a » : car l’extrac¬
tion des racines est le contraire de l’élévalion aux puissances.

\ n mn m
a " J = a ®( n” 223) == ■« :

Ce qui  fait voir que , pour extraire une racine  n d’une quantité
lui a un exposant , il faut diviser cet exposant par celui de la racine
demandée (ri " 223).

Alors , si l’exposant m de la puissance a.m est exactement divisible

Par l’exposant n de la racine demandée , l’exposant — du résultat

sera entier ; mais si m n ’est pas divisible par n , l’exposant — sera

fractionnaire.
3 3

l/ ~8a eb { = j/ ~a ^a ^b ^^c5 = 2«2£ 4C.
s. A 1

j/ "a ^b^c = a '2 b2c 2 ;
\Z~  ga^Z>,0c5= J/^3 2a^b i0 c^ = 3ab 5c3.

Faites aussi les preuves des opérations du n° 223, et enfin celles
des opérations du n° 224.

241. Du reste , les exposants fractionnaires nous ramènent à l’exa¬
men des exposants en général , examen qui d’ailleurs devait natu¬
rellement suivre celui des signes et celui des valeurs des quantités
A et b (n ° 217 ). Et nous n’avons point à examiner le cas où u serait

de la forme y /3 , qui donnerait j/" b= J/ - \/ r /3 , puisque ce cas est
renvoyé au chapitre suivant (n° 224 ).

Cependant nous invitons les lecteurs à faire , avant d’aller plus
loin, et au moyen des règles des trois derniers numéros , les preuves
des élévations aux puissances contenues dans le n° 224.

242. Les exposants qui rappellent véritablement l’idée des puis¬
sances et des racines , sont les exposants 2 ,3 , 4, 5, 6, etc. (n°2t2);
ce n’est que par extension que l’on dit qu’une quantité est élevée à
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la première puissance  ou élevée à 1 lorsque son exposant est 1, qu’elle
est élevée a o , élevée à — 2 , élevée 4 -f , etc. lorsque son exposant
est o , — 2, j j etc . , et de même pour les racines.

243. Nous avons déjà vu précédemment que a' =as (n° 76), que
a° = 1 (n ° 88 ), et que a t = — (n ° go).a?

244. Quant aux exposants fractionnaires , ce que nous avons dit
au n° s4o doit nous faire comprendre qu’ils indiquent des racines à

» 2L ,
extraire : car , puisque }/ "am= « " , il est clair que réciproquement

n
a » =z ]/ r a”>'.

Ce qui fait voir que lorsqu'on a une quantité avec un exposant
fractionnaire , on peut , au lieu de cela , écrire cette quantité sous le
signe radical , en mettant à Vouverture de ce signe le dénominateut
de l'exposant fractionnaire , et en faisant servir son numérateur deX‘
posant pour la quantité sous le signe radical , et réciproquement.

â 5
Ainsi, {3a2b)5= y (3a2b)2 ;

p ^ 5aib2 = = {5aW?  ;
S. 8

(2a b̂— 7c2d) a== y  (2a sb— 7c2d) 5 ;
^ ————— 771 1

y 2a3b — jc 2d = y {2  a35 — jc 2d)' = (aa 35 ■— ']c2d\ m.
{Voyez  n os 70, 90, 76, premier alinéa , 217 ).
Cette règle , qui en renferme deux, la directe et la réciproque,

mérite une attention particulière , parce qu’elle est d’un grand usage,
et qu’elle peut entre autres résoudre la plupart des difficultés que
présente le calcul des quantités affectées du signe radical (nos 68 bis,
213). Nous pourrons nous en convaincre quand nous en serons au
chapitre suivant. En attendant , continuons l’examen des exposants.

n
245. Si dans la formule générale de l’extraction des racines y  b, ,

n 1 I
on suppose n— i,  on a y  b= y  b1=u i ~b.

C’est-à-dire que dans ce  cas le radical peut tout simplement se
supprimer.

• 1 71 ° h246. Si l’on suppose = onaj / b t=. y r =b ( rT a4o )
Bi-f- ï -j- i -j- i -j- i -f- efc. ( n° i5g ).
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n —m i

SLl’on suppose n = — m,  on a jX b— jXb = b », ( n ° 24o)
m m

(n° 226)(n°244) ■7 (n° 238).

m

247. SLl’on suppose re= — , on a — B
p
m

P'"bP ( n ° 244).

Alors si p o, on a

248. Maintenant , puisque nous avons découvert des quantités qui
®e peuvent s’exprimer exactement qu’au moyen des signés radicaux
ou des exposants fractionnaires, on sent qu’il peut être nécessaire,
flans bien des cas, de savoir opérer par addition , soustraction , mul¬
tiplication, division, etc. sur ces quantités-là. Nous allons nous occu¬
per de ces calculs dans le chapitre suivant, comme nous l’avons déjà
annoncé aux nos 224 , 24i,  après avoir cependant tiré de tout ce
qui précède deux ou trois conséquences qui pourront nous être fort
utiles.

Du reste , les quantités affectées de signes radicaux ( nos 68 bis,
2i3 ) sont elles-mêmes désignées par les noms de quantités radicales

Tl

ou de radicaux.  Ainsi + \/ ~a.™ est une quantité radicale , ou simple¬
ment un radical ; + est le signe du radical;  jX est le signe radical
(n° 68 bis); a est la quantité sous le signe radical ; n est Vexposant du
signe radical (n ° 68 bis) , et la lettre m est enfin l’exposant de la
quantité sous le signe radical.

Yoici maintenant les conséquences ou les corollaires dont nous
venons de parler :

P nn
249. Premier corollaire (a»») » = J/ ’(a.”1)? ( n ° 244) — a™p

mp  p
(n° 223 ) = a » ( n os 240 , 244 ) == «”’ » (Arith.  n ° .254).

JL r . .
Or , celte équation = a!»-„ , fait voir que la règle du

n° 223, démontrée pour le cas des puissances entières, s’applique
aussi au cas des puissances fractionnaires.

19
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260. Second et troisième corollaires:
n n n “ 2?

a.» 0m = y ' a.n y (̂ (n 0 23g ) — <*”£ "
“ »

(n° 24 o) = a/3 *= a j/ r (ii°  244 ). Donc
n n

■fSa.n$m— a y *$>»,
et , en renversant cette équation ,

72 n

a.y p™— y u”is>».
Or , la première cle ces deux formules fait voir qu’on peut quel¬

quefois sortir un facteur de dessous le signe radical pour l’écrire au
devant. Cela a lieu quand ce facteur est élevé à une puissance du
degré de la racine à extraire . Il faut alors faire cette extraction.

La seconde formule indique que l’inverse est toujours possible,
c’est-à-dire que si l’on a un facteur au devant d’un radical , on peut
faire passer ce facteur sous le signe radical , en l’élevant à une puis¬
sance égale au degré de la racine à extraire . (Cela aurait déjà pu se
conclure du n° 23g. Voyez ce numéro en entier ).

Du reste, ce facteur , quand il est au devant du radical , s’appellen
le coefficient  de celui-ci ; a est le coefficient de a y

Appliquons ces deux formules à quelques exemples :
3 3 4

Suivant la première, y  64c5a?3e = 4d y c5e,  et y lPg kh =
Pgy ?h-

5 3 t
Suivantla seconde, 3i2ky il 2= y 108i6k5l2, et jp mqr y 5vnxt

— y 5 . 'J tp mtq rtonx.
On a aussi (nos 70, g°, 76, 217 ),
S ^ _

y 3a  ( 2a sb 4 cd) 5 ( m — re ) =2  ( 2a 5b -j - 4cd) y m — n;
4 _ 4

3 {a-\ -b) y c—d = y 81 (as -j- 6) 4 (c — d).
On pourra faire les preuves par les réciproques.



CHAPITRE VIII.

hes opérations sur les quantités radicales et sur celles qui ont des
exposants fractionnaires.

251. Pour rechercher les règles propres à ces opérations , nous
supposeronsd’abord que les quantités écrites sous les signes radicaux
sont monomes; mais ces règles pourront aussi s’appliquer aux poly¬
somes, lorsqu’ils auront la forme de monomes, comme nous l’avons
déjà vu dans plusieurs occasions (nos 70, 90, 76, 224, 244, 25o).

Puisqu’un radical peut , sans changer de valeur , prendre la forme
d’une quantité affectéed’un exposant fractionnaire ( n° 244 ), il est

évident que les quantités radicales doivent avoir de grands rapports
avec les fractions.

Ainsi , tout comme on peut réduire une fraction d’une expression
plus composéeà une expression plus simple, en divisant ses deux ter¬
nies par un même nombre lorsqu’ils ont un facteur commun {Arith.
n° 274), de même on doit pouvoir réduire un radical d’une expres¬
sion plus composée à une expression plus simple, en divisant par un
niême nombre l’exposant du signe radical et celui de la quantité
sous ce signe, quand ces deux exposants ont un facteur commun:
car , qu’on le remarque bien , ces deux exposants deviennent les
deux termes de la fraction , quisert elle-même d’exposant à la quan¬
tité sous sa seconde forme.

6 j> s 2
Par exemple, J/ "a9= a ®= a2— J/ -a3, et cette dernière valeur

aurait pu se tirer immédiatement de la première , en divisant tout
d’un coup par 3 les  deux exposants Get g.

8 2.4 _ 2.4
Par exemple encore , J/ " a.'2/S‘° = tt5.4$5.4 == (a 3#3)"*

(lV" 222 , 223 ) = > 3/3â ) 2i ï = ( a 3/35 )^ = ]̂ ( a 3^ 5 ) 1 = j/ ' a 3/35 ; et

cette dernière valeur aurait aussi pu se tirer immédiatement de la

première en division par 4 les trois exposants 8, 12  et 20.
nr nr r

Plus généralement , a.mr ^try,lr = =
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— n n
( aw|3p̂ g) n — j/ *{am$pyq)A ^ u.m{èpyci , et toujours ce dernier rft
dical aurait pu se tirer immédiatement du premier, en divisant par *
les trois exposants mr , pr  et qr.

Donc un radical peut être réduit d’une expression plus composée
à une expression plus simple, lorsque l’exposant du signe radical et
ceux des quantités multipliées entre elles sous ce signe, ont un facteur
commun. Il jaut pour cela diviser tous ces exposants par leurfac¬
teur commun.  Alors le radical change de forme sans changer devaleur.

JV. B.  Si les quantités sous le signe n’étaient pas multipliées entre
elles, et qu’elles fussent ajoutées ou soustraites, la règle ne pourrait
s’appliquer à ce cas. Par exemple, on ne pourrait pas faire

8 _ 4 _
a2-j- 64—c6 égala a -|~6a—c3 ;

8
Mais si l’on avait \Z" (a -)- t) 4 (c— d) e, ce radical pourrait se ré-4

duire à j/~ (a -f- i) 2(c— d )3.

c- u \f  °4oi l on avait V -j-,; ,
8

, on pourrait écrire au lieu de celab hi
\ft

t> a4 \f f fll  Vparce que l’on a y — = V ( — 1 .

Appliquons ce principe à un exemple un peu composé:
4 2

j/ "Vt5a8b'°c*d 6n= j/ "5a kbi cd ~°n.
Nous avons trouvé ce résultat en suivant la règle précédente, et

en remarquant que 25 — 5*. Mais si nous eussions voulu nous passer
de la règle , et suivre en détail les diverses transformations de la
quantité proposée, nous aurions opéré ainsi,

4 2.2
1/ 2.5a8b^®c?d8n  5 2a2-4Z>2-3c2cîi‘3’1=.

^ (5a 465 ^ S»)2 _ ( 5 a 46 5c^3 »)^ 2_ :

(5a 4&W 3a )ï = |/ '( 5a 4&W 3s) , =3
\Z'5a ib5cd5”, comme nous l’avons vu ci-dessus.
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252. Dès qu’on peut diviser tous les exposants d’un radical tno-
Sorne par un même nombre , sans changer la valeur de ce radical,,
il en résulte qu’on peut aussi multiplier tous ccs exposants par un
Meme nombre , sans changer ia valeur de la quantité radicale . El il
est clair que par ce moyen on pourra réduire deux ou plusieurs ra¬
dicaux différents à la même expression oïl au même degré , c’est-à^
dire à une forme telle qu’ils aient le même exposant à l’ouverture du
signe radical : car cela est lout-à-fail analogue à ce qui a lieu dans
les fractions, lorsqu’on multiplie leurs deux termes par un même
nombre , et qu’on les réduit ainsi au même dénominateur (Arith.
nos a44 , 289, 2g4).

n r v
Si l’on a , par exemple, y a. $ , Vr  y/ , et y ^ Ç', en multipliant

tous les exposants du premiei radical par ru, tous ceux du second
far nv, et tous ceux du troisième par nr, on aura

nrv n J
i ° . y a mru i3P rv -~= y *m n v,J

nrV T ! , _ , .
2 ° . y r y nsv i' ntv =y r yj' t }( a - 25l >’

nrv v I
3°. y% nTx\nTy ■= . y *xçv  ]

et les trois radicaux proposés seront réduits à la même expression
ou au même degré.

Du reste, les transformations que viennent de subir nos radicaux
auraient pu se légitimer en opérant d’une manière directe , comme
nous allons le faire pour le premier.

n rnp_ mrv prv
y cT $ — an fin (n ° 24 o ) — a nrv $ nrv (Arith . n ° 274 ) =

( —̂ nrv 1 nrv
ymrv ^ rvjnrv (n „ a4g ) = („oa44)= y «mrv(P™.

Et comme tout cela pourrait facilement s’appliquer à un plus grand
nombre de radicaux , on voitqu c,pour réduire deux ou plusieurs ra¬
dicaux à la même expression ou au même degré, il faut multiplier
io Us les exposants de chaque radical , c'est-à -dire celui du signe ra¬
dical et ceux des quantités multipliées entre elles sous ce signe, par

produit des exposants de tous les autres signes radicaux (Voyez le
N. B.  du numéro précédent ).
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Par exemple, les trois radicaux suivants
3 5

ja zb,  1/ 5cd2, J/ e,
réduits au même degré d’après cetie règle , deviennent,

3o 3o 3o
\/j' sa 5̂blS, \/ 5l0c'«dla, l/e 6.

Cependant , lorsque les exposants des signes radicaux auront des
multiples communs à tous {Arith.  n° io5 ), plus petits que le produit
total de ces exposants, on pourra trouver pour les radicaux réduits
au même degré des expressions plus simples que ne les donnerait
la règle précédente , si elle n’était point modifiée. Mais pour que ces
expressions soient tout d’un coup les plus simples possibles, il faudra
que leur degré ne soit pas plus élevé que le plus petit multiple  des
exposants en question. Or , ce plus petit multiple se trouvé par la
règle donnée au n° 296 de l’Arithmétique d’Émile. Un exemple
éclaircira ce que nous venons de dire :

12 20
Les deux radicaux a"  et l/ 7>7, réduits au même degré par la

240 24°
règle précédente , deviennent [/« 4°° et J/é 94> tandis qn’aprcs avoir
trouvé le plus petit multiple de 12 et de 20, qui est 6o = 5 . i 2==
3 .20, on peut multiplier les deux exposants du premier radical par 5,

60 60
et ceux du second par 3 , pour avoir |/« 5S et J/b *' .

253. Si l’on veut ajouter unradical avec un autre, ou le soustraire
d’un autre , il est clair qu’il faudra les réunir en observant la loi des
signes, telle qu’elle est pour ces deux opérations. Mais la réduction
ne sera possible que lorsque les radicaux seront semblables, c’esl-a-
dire qu’ils ne différeront que par le signe extérieur -j- ou — , et par
le coefficient placé au devant du radical.

333
Par exemple, 1/ a? -j - 2 J/ a*— 3 1/b *;

4 4 4
5 J/ a?b—3 l/cdb — 2j/VJ = 0|
7 J/ a->c— 8 \/tdc — g J/a 4c= — 10 1/« 4c.

Mais \/a -\ -\/b —]/c  ne peut pas se réduire.
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Par exemple encore,
5 _ 5 _ _ 5 _ _

3 /̂ a^ + c3̂ 4 -7K' a*b-\ - cid*— bV  «2i -fc 3a?a
5

= 6y r«z ù̂-j- c3üis ;
t, _ _ V_ _ t _

m V' a4 -\- 2b -\ - nj / a ^-\ - 2b —pV ^ a $-\ -ub
P _

= ( ui - j- 7i— p ) \ ^  n4 - |- 2Ù;
5 3 ^ 7

7 j/ "a -\ - b -\ - 2 y ^c — b— V' d -\- g  est irréel uctibie.

* 254.On pourrait soupçonner que, pourvu que les quantités souS
les signes radicaux fussent les mêmes, on rendrait les radicaux sem¬
blables en les réduisant à la même dénomination.

Pour rechercher ce qui a lieu dans cette occasion, supposons qu’on
n p

Veuille ajouter a m avec a 1, on aura
n p np np

Vr a m+ KV = lSa ”* + ( n ° 252 ) ;
ftiais pour que les radicaux fussent semblables, il faudrait que l’on
eût mp— nq,  ou n \ p \ \ m \ q (Arith . n° 6oo).

Or, si l’on suppose que/ ) divisé par ra égale r,  on aura aussi q di¬
visé par m égal à r .- d'où il résulte que p = nr , el que q— rnr.  Les

n nr
deux radicaux proposés sont donc y ^a " nif/"  a”' ' . Mais le second
est semblable au premier , comme on le voit en divisant ses deux ex¬
posants par r (n n25i ). La réduction au même degré ne peut donc
vendre les radicaux semblables que dans le cas où l’on obtiendrait

même chose par la réduction à la plus simple expression.

255. Essayons maintenant de multiplier un radical par un autre,
e*supposonsd’abord qu’ils sont du même degré.
n ’ fl m p i) r 'ifL 1
^ = — (a'W/ ) ”

(n"24())= y^ (a.m yqy) = y~ «y//.
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Or , la dernière valeur se tire immédiatement de la première , et
donne la règle suivante :

P our multiplier un radical par un autre radical du même degré, il
faut multiplier la quantité qui est sous le signe radical du multiplia
cande par la quantité qui est sous le signe radical du multiplicateur,
et affecter leur produit du signe radical commun.

■Si les radicaux proposés ne sont pas du même degré , on commen¬
cera par les y réduire (n° 252), et l’on opérera ensuite comme nous
venons de l’indiquer :

n n n

8V {a -{- byX5V (cff -dÿ = 4o V (a+ by (c -fi/j '-i.
3

m \Z ^a"‘bmc^  X ri ]/ "&asbnc? d —
G 6

m (~)sa'2'b lm c'JXn (^ya ' °b, ’>c:‘td 3 —
6

. mn  y~ Têffai ' L5m + :ln  c ^P + ^d 2. .

4 g
3J/a ? b2 X I/a b̂3 X 7 l/3abc ==

56 36 36 56
3 l/rt s45 36 X 1/a' 8/'2" X 7 |/34a4Mc4 — ai

256- Essayons aussi de diviser un radical par un autre radical du
même degré :

KVV
n

K >V î> (yvï

(«V)
(y^ r)

1n
i =n

n n

/ a m 0f - f ( *m &\ K__  w fa. m W  .
V y<iP J ~ ~ V \ yiyr / _ V ^

Or, la dernière valeur se tire aussi immédiatement delà première,
et fournit la règle suivante:

Pour diviser un radical par un autre radical du meme degré,  '
faut diviser la quantité qui est sous le signe radidal du dividende
par celle qui est sous le signe radical du diviseur , et affecter leur
quotient du signe radical commun.

Si les radicaux proposés ne sont pas du meme degre , on commen
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cera par les y réduire (n° 252 ), et l’on opérera ensuite comme nous
venons de l’indiquer.

Pour s’exercer , on fera , d’après cette règle , les preuves des mul¬
tiplications du n" 255.

257. Voyons maintenant ce qu’il faut faire pour élever un radical
a une puissance.

( » y ( - - a ( y
J = \ a. tt6nJ  :

»Y Y *
== 1 ) -

: \/ a.”>r£pr

La dernière valeur résulte du nn 247 , et elle résulte aussi du
H0 25 1 : car , par ce numéro -là les deux exposants d’un radidal,
savoir celui du signe radical et celui de la quantité sous ce signe,
peuvent se diviser par un même nombre , soit que cette division
puisse s’effectuer , soit qü’elle ne le puisse pas.

Du reste , chacune des trois dernières valeurs de notre radical peut
se tirer immédiatement de la première ou du radical proposé , ce qui
nous donne les trois règles suivantes , qui conduisent au même but :

Première règle . Pour élever un radical à une puissance , il faut

multiplier les exposants des facteurs écrits sous le signe radical par
S’exposant de la puissance demandée.

Seconde règle . Poür élever un radical à une puissance , il faut

éleverà la puissance demandée la quantité qui est sOUs te signe ra¬
dical , sans toucher a celui-ci.

Troisième règle . Pour élever un radical h une puissance , il faut

diviser Vexposant du signe radical par Vexposant de la puissance
demandée.

( n \ r rt

a — b (c— j  a —|—h)r r (n

l/ (a ĵ- b)P (c-j- d '/h

V gg5gp ?8)4= a4m  V
8ia207,4 » c32

625 e 8/ * '1

2401

x
2V3a $bmc»

Mr ~’
20
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258 . Si dans la formule générale du numéro précédent r = n,
on aura tout d’un coup par la troisième règle

n i
( = y 'am& — a’a&f (n " 246 ):

C’est-à-dire que lorsque l’exposant dit signe radical est égal lt
l’exposant de la puissance à laquelle on veut élever le radical , on a
pour résultat la quantité même qui est sous le signe radical  ce qu1
est d’ailleurs évident , d’après la définition des puissances et des ra¬
cines , comme nous l’avons déjà dit plusieurs fois.

259 . H résulte de là que ( l/ '”— a) n — — o ; que n soit pair ou
impair.

Or, comme nous avons vu que — a ne désignait aucune quan¬
tité lorsque n était pair (n° 216 ), les commençants pourraient croire
qu’il y a ici une espèce de contradiction ; mais elle n’est qu’appa¬rente.

Supposons qu’on demande à quoi se réduit l’avoir d’un joueur qui
ayant d’abord 10  francs en pocbe , perd 5 francs dans une partie,
4 dans une autre , et x dans une troisième , il est évident que cet
avoir se réduit à rien , ou à o.

On voit par là qu’une question très- bien posée , et qui ne renferme
en soi rien d’absurde ou d’impossible , peut conduire à o ; et l’on
comprend qu’une question qui , au lieu de conduire à o , conduirait
à V ~ x, par exemple , devrait renfermer en elle -même quelque
chose d’impossible ou d’absurde , parce qu’il est impossible d’extrairela racine carrée de — 1.

n

Ainsi donc , quoique — ane désigne aucune quantité lorsque
n _ _ n _

n est pair , on ne peut pas faire V' — a = 0 ; 1/ — a,  dans ce cas,
est un symbole d’impossibilité , o n’est point un semblable symbole :

n _
o est la limite de tout décroissement dans la quantité , V' — a n’est
point une limite.

Il ne faut donc pas être surpris si l’on a ( l/ — a ) » = — a,  tandis
qu’on a o,!= o.

D’ailleurs , il ne faut pas considérer ( l/ -—os) » comme une puis-
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sance; il faut bien se dire que ce n’est autre chose qu’une manière
d exprimer la quantité — a,  tout comme nous avons vu

a9= i , a~ n = etc.

260. Il se présente ici une objection : (j/ -— a *y dira - t-on , égale

sans contredit — a Y. V — a,  et par la règle du n° 255 celle

Quantité égale —sX —a = y/~-j- «»= + « ; en sorte qu’on doit

Pouvoir prendre pour la valeur de {]/"  — a )a aussi bien -j- a que— a.
La réponse est fort simple : nous avons dit que généralement par¬

lant  la racine de -j- a2 est -j- « ou — a , parce que -j- a2 provient
°u de -j- a X -j- a , ou de — <z X — a;  lors donc qu’on ne sait pas
^quelle de ces deux multiplications a donné -j- a2, la racine est am¬
biguë; mais il ne peut pas en être de même lorsqu’on a une expres-
s‘on qui montre celle des deux racines qui est à préférer ; et c’est

Précisément lecasde la formule ^ — — « ou (V —-a) a; sa
valeur est déterminée et ne peut être que — a.

261. Cette observation conduit aussi à la véritable valeur de

^ — a 'X. V' —b : d’après la règle du n° 255, cette expression dé¬
pendrait 1/ -j- ab =HbJ/ àb;  mais ce double signe ne peut avoir
l*eu que lorsqu’on ignore si -j- ab  provient ou de-}- a X -j- 5, ou de

a,  X -T- b;  or , ce n’est point le cas ici; on sait que -j - ab  provient
de — « x — b; d ’où il résulte que l’on a décidément

-j- V — b = — \/ab (*).

262. Nous venons de voir que les symboles d’impossibilité, en se
combinant entre eux, pouvaient perdre leur caractère primitif , et
désigner alors des opérations possibles et de véritables quantités. En
°onséquence on les admet dans le calcul , et l’on est même allé jusqu’à
leur accorder le nom de quantités : c’est ce que l’on appelle des
Quantités imaginaires,  les autres s’appelant alors , par opposition,
des quantités réelles,  qu’elles soient rationnelles ou non.

(*) Voici une autre démonstration tic ce principe V — a = Va. — 1 et y —Z>=

b"b. y — i ; donc le produit des deux quantités proposées est égal à.
t' ~- uy —i .y a.yb = —lVab = —yab.
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263. Voyons enfin ce tju’il faut faire pour extraire une racine d’un

radical , c’est-à-dire pour extraire une racine d’une quantité déjà
affectéed’un signe radical:

r n r Ht JL L Ht- » H t
l = l/ 'a '-g » = a» r JS®»-= (a r (3 r f = r/S' ,

n H. t n — « r
JÆais = =

« ~nr nrEnfin î/ (a>B|3P) = (aw/3P) = l/tt' a0p.
Rapprochons ces trois résultatsj nous aurons

n Ht n r
V <*r &T — v ' V 'aPiït == J / a.m@P,

Or , chacune de ces trois valeurs peut se tirer immédiatement du
radical dont on a demandé d’extraire la racine , ou de l’expressionr n
V̂ V ce qui nous donnera les trois règles suivantes, propresà
résoudre la question :

Première ’ bègue . Pour extraire une racine d ’un radical , il faut
diviser les exposants des facteurs écrits sous le signe radical par t ex¬
posant de la racine demandée.

Seconde bègue . Pour extraire une racine d ’un radical , il faut ex¬
traire lu racine demandée de la quantité qui est sous le signe radical,Sans toucher à celui-ci.

Troisième règi .e . Pour extraire une racine d ’un radical , il faut
multiplier l’exposant du signe radical par l’exposant de la racine
demandée,

r n. n r
Remarquez que , d’après, la seconde règle,/« ( Voyezune remarque analogue n° 22Î ).
Pour s’exercer , on fera d’après pes règles les preuves des élé¬

vations aux puissances du n° 257.
264. Maintenant , si l’p.u reprend lçs quantités,a et b du n° 2l3, et

qu’au lieu de les supposer mono mes ou ayant la forme de monomes,
comme on l’a fait jusqu’ici, ouïes suppose composées de deux ou de
plusieurs termes non réunis en un seul , on sera conduit à s’occuper
des puissances et des racines des polynômes. C’est ce que nous allô,ns
faire dans le chapitre suivant.
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De l ’élévation aux puissances et de l’extraction des ra¬
cines dans les quantités de deux ou de plusieurs ter¬
mes ; de la formule du binôme.

265 . D’abord , si nous multiplions « -f - /3 par a -j- /3, nous aurons
la seconde puissance , ou le carré de a - j- Æy

et - f - Æ

a -)- 13

a 2 -j - a/3

+ <* + /32

a 2 —j —2a/3 - j- £ 2 .

La multiplication faite , nous trouverons ( a -)- S) 2 = a 2-(- 2a|3 -{-■
22 , c’est- à-dire que le carré d’un binôme contient trois termes,
savoir le carré du premier terme de la racine , le double produit
des deux , et le carré du second.

266 , Il est facile de voir que si les deux termes du binôme étaient
inverses , tous les termes du carré seraient directs , comme lorsque
les deux termes du binôme sont directs , ce qui est d’accord avec ce
que nous avons dit que -\ ~a X -f- « — — a X — a.

Mais , s’il n’y avait qu’un des termes du binotne qui fût inverse , le
terme du milieu dans le carré , ou 2aS, serait seul inverse . Dans ce
cas, si l’on supposait , i ° a. la racine se détruirait , et lecarrése
détruirait aussi, puisqu’on aurait «3 = a2 , «3 = S2, et par consé¬
quent 2aS = a2fli 2 , c ’est-à-dire la partie inverse égale à la partie
directe . Si l’on supposait , 2° que a et S fussent inégaux , la racine se¬

rait directe ou inverse , suivant que le -j- l’emporterait sur le — , ou

lg — sur le -j- : cependant le carré serait toujours direct , puisque —
Par fait -j- tout comme -f - par -j- . On aurait donc a2 -j - B2^>  2a/L
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267. On ne peut donc jamais avoir afl +2aS -j- S2 égal à une
quantité inverse.

268. Si l’on multiplie le carré de a -}- 8 par a -f- 3,
* 2 + 2 «3 + 8 2

a + 2

ço3-J - 2aa8 -}- a324- *J8+2031+fi*
a3-j - 3a28 -j- 3a3a -(-fi 3,

on aura (a -f-8)3= a 3-j - 3a28 -f- 3a8ï -J- 83, c’est-à-dire que le cube
d’un binôme contient quatre termes,savoir le cube du premier terme
de la racine , trois fois le carré du premier par le second, trois fois
le carré du second par le premier , et le cube du second.

269. En écrivant ce cube ainsi a3-j- 83-(- 3a8 (“ -f- 8), on verrait
qu’il vaut aussi le cube de chaque terme de la racine , plus le triple
produit des deux termes multiplié par leur somme.

270. Si a et 8 étaient tous deux inverses, tous les termes du cube
seraient inverses; maiss’il n’y avait qu’un des termes du binôme a-{-8
qui fût inverse, les termes du cube qui contiendraient les puissances
impaires de ce terme inverse seraient inverses, et les autres seraient
directs.

271. Si l’on multiplie le cube de Par
«3+3« 26-f-3a3a +6 3
a -j - 8

a 't - j- 3a 38 + 3a a6 14 - «S3
-j- a38 -i- 3a283-i- 3«83+84

«4+ 4*38-f 6«aBa+4 «33+6 *,
on aura (« -j- 8)4— «4-J- 4a3S-J- 6aa3i -j- 4aS3-f-6'l ; et si a et 8 sont
inverses, tous les termes de la quatrième puissance seront encore
directs ; mais s’il n’y a qu’un des termes du binôme a -j- 8 qui soit
inverse, les termes de «4-j- 4a38 -j- , etc.  qui contiendront les puissan¬
ces impaires de ce terme inverse seront inverses, et les autres seront
directs.

272. On trouverait de même
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(* -f Û)S= ««- |_5«4S-|- io« 38*4 - Joa’B3+5 *54-j- fiï,
(a-f6 )0= «6 6«5S 15*48»4-20“3S3+ 15«’S4_]_6aS5+ S 6, etc.

273 . En rapprochant les puissances que nous venons de calculer,
Et les écrivant sans coefficients , comme on le voit ici,

a*(i0-bt 0P
«s|30- |- «1|B*4 -a0|32

«3j3o-4- «VH - *40?-+-“O/33

8^ 0 +a 3l3, + '« î ^ + « , ^ + *V

as/S0+a /‘BfH- a3i32H- a2/S3H- « M 4-l- a04 5 '
e£c\ étfc.

On observera que tous les termes de chaque puissance contiennent
a et S , que dans le premier a  a pour exposant l ’exposant même de la

puissance , et que S a pour exposant o ; qu’ensuite les exposants de a
vont en diminuant d’une unité d’un terme à l’autre , et ceux de S en

augmentant d’une unité , et que la suite s’arrête lorsque l’exposant
de a se trouve être o , et que celui de B se trouve être égal à l’expo¬
sant même de la puissance.

274 . De là il résulte nécessairement qu’il y a toujours à chaque
puissance un terme deplusqu ’il n’y a d’unités dans l’exposant de celte
puissancejcar les exposants de Bsont dans la première puissance o , i,
dans la seconde o , 1 , q,  dans la troisième o , î , 2 , 3 , dans la qua¬
trième o , î , 2 , 3 , 4 , dans la cinquième o , x, 2 , 3 , 4, 5 , etc.

275 . On observera encore que la somme des deux exposants de a
et de S, dans chaque terme d’une puissance , est toujours égale à l’ex¬
posant de cette puissance ; que si la puissance est paire , et par con¬
séquent le nombre des termes impair , les exposants des deux lettres
dans celui du milieu sont égaux , et qu’en général les exposants des
deux lettres sont les mêmes dans le premier elle  dernier terme*
dans le second et l’avant-dernier , et ainsi de suite ; mais que ces
Exposants sont placés dans un ordre inverse , c’est-à-dire que celui
de a dans un des deux termes que nous comparons , appartient à S
dans l’autre , et réciproquement '.

276 * 11 est facile de voir que toutes ces lois ont lieu dans une

Puissance entière quelconque du binôme « -j- 6;
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Car d’abord les quantités à multiplier pour la formation successive
de ces puissances, sont telles que les termes semblables des produits
se trouveront placés les uns sous les autres en reculant chaque se-
cond produit d’une place vers la droite (n° 114).

Cela posé, prenons une puissance quelconque déjà formée et dans
laquelle on observe les lois indiquées, et mulliplions-la par a~]- 3
pour former la puissance suivante ; le premier produit sera celui de
la puissance choisie multipliée par a , et il est clair que cette multi¬
plication ne fera qu’augmenter d’une unité l’exposant de adans cha¬
que terme du multiplicande ; en multipliant ensuite ce multiplicande
par 8 , on' formera un second produit dont le premier terme sera
semblable au second terme du premier produit , le second au troi¬
sième, et ainsi de suite jusqu’au dernier , qui n’aura point de corres¬
pondant dans la ligne supérieure , et qui ne contiendra que 8 avec
un exposant d’une unité plus grand que celui de la même lettre dans
le dernier terme du multiplicande.

277. Il serait donc bien facile de former la puissance rême  du binôme
a. —{—(3 , s’il ne s’agissait que des lettres et de leurs exposants , et il est
clair qu’abstraction faite des coefficients, on aurait

tj —. . .—]— j— —j—etjSa—̂-j—

278.Ën observant que dans lé premier terme on a 0 élevé à o et
a  élevé an —  o , que dans le second on a 0 élevé à i et a élevé à
rt— î , que dans le troisième on a 0 élevé à 2 et a élevé an — 2, et
ainsi de suite, on comprendra que dans le terme dont le rang serait
marqué par m,  on aurait /3 élevé à m-—1 et a élevé an — (m -— i),
c’est-à-dire que ce terme serait , à pari le coefficient, . ;
a n -~ ( m — i ) /3 m—î ; et il est à remarquer qu ’il donnerait tous les au¬
tres , en faisant successivementm égal à i j à 2 , à 3 , etc.

279- Quant aux coefficients, comme ceux du binôme a -{- /Ssont l
et l,en multipliant par a-)- (3 une puissance déjà formée pour trou¬
ver la puissance suivante, il est évident que les coefficients des deux
produits partiels seront les mêmes que ceux du multiplicande ; en
sorte qu’on trouvera toujours les coefficientsd’une puissance en écri¬
vant deux fois sur deux lignes superposées les coefficients de la
puissance précédente , ayant soin de reculer d’une place ceux de la
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seconde ligne , et en additionnant alors ces nombres par colonnes.

Par exemple , les coefficients delà troisième puissance étant i , 3,

1, on trouvera ceux de la quatrième par cette addition,

î , 3 , 3 , î
1 , 3 , 3 , i

i > 4 , 6 , 4 , î

280. Il serait plus simple encore de n’écrire qu’une fris les coeffi¬

cients de la troisième puissance,
i , 3 , 3 , î

î , 4 , 6 , 4 , i

et , en additionnant le premier avec le second , de placer la somme 4

dans l’intervalle de ces deux nombres , mais sur une ligne inférieure;

de faire la même chose pour la somme 6 du second et du troisième,

pour la somme 4 du troisième et du quatrième , et d’écrire l’unité

avant et après les nombres trouvés 4 , 6 , 4.
En passant ainsi de la puissance o à la première puissance , de la

première à la seconde , de la seconde à la troisième,de la troisième

à la quatrième , etc . on formera le tableau suivant,
1

î 1

12 1

i 3 3 i
î 4 6 4 î

î 5 îo io 5 î
î 6 i5 ao | 5 6 i

etc . etc.

et l’on observera , i° que le coefficient du premier et du dernier terme

dans chaque puissance est î ; 2° que ces coefficients vont en aug¬

mentant depuis le premier jusqu ’au milieu de la suite dans un sens,

et depuis le dernier jusqu ’au milieu de la suite dans l’autre sens , en

sorte que si le nombre des termes est impair , celui qui est au milieu

est le plus grand de tous , et qu ’en général les coefficients des termes

également éloignés du premier et du dernier , dans chaque puissance,

sont égaux.
281 . Si*l’on fait attention à ce que noûs avons dit au n" 279 , sur

21



PUISSANCES ET IIACINES162
la manière dont les coefficients d’une puissance donnent ceux de
la suivante, et que l’on ne perde pas de vue que les coefficients de la
première puissance sont 1 et i , on comprendra que les propriétés
des coefficients que nous venons d’énoncer (n°280) appartiennent a
toutes les puissances entières du binôme * -j- £, en sorte qu’il serait
facile de former les coefficients de la puissance ram8, si l’on avait
déjà ceux de la puissancen — 1.

282. Mais comme il serait à désirer que l’on pût les former ironie-
diatement , nous devons chercher à découvrir s’il n’y a point quelque
loi d’après laquelle ces coefficients naissent les uns des autres dans
une même puissance.

283- Or , on voit au n° 272  que si l’on prend le coefficient du
second terme du développement de (a -j- /3)6, qui est 6, qu’on le
multiplie par l’exposant de a. dans ce même terme , ou par 5 , et qu’on
divise le produit 3o par le rang de ce terme , ou par 2, on trouve le
coefficient i5 du troisième terme ; que si l’on prend à son tour ce
coefficient i5 , qu’on le multiplie par 4, exposant de a. dans ce terme,
et qu’on divise le produit 60  par le rang de ce même terme, ou par 3,
on trouve le coefficient 20  du quatrième terme.

On peut faire la même observation sur tous les autres termes, soit
de cette puissance, soit des autres puissances que nous avons cal¬
culées, et voir que toujours , dans ces puissances-là , on trouve U
coefficientd’un terme quelconque, à l’exception du premier , en mul¬
tipliant celui du terme précédent par l’exposant de a dans ce mime
terme, et en divisant le produit par le nombre qui marque le rang
du terme sur lequel on opère.

284- Mais celte loi , observée dans les six premières puissances,
s’étend-elle à toutes les autres ? Nous pouvons le présumer d’après
les réflexions du n° 28t , et , si cela était , on aurait en général,

(a - |- (3)n = -j - na.n „n - 2fl2 I » (» — !) ( » — 3)2f32 -f 2 . 3

an— 3 fl3 n (n — 1) (n— 2) (n— 3)
2 . 3 . 4 ttn 4g4 _| _ j etc . . . _ _|_ Qu,

Cependant on ne peut pas admettre cette formule sans une dé¬
monstration rigoureuse. . •
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Or , d’après le ^ 277,il ne peuly avoir aucun doute sur les lettres
“ et /3 et sur leurs exposants; nous n’avons donc à nous occuper que
des coefficients.

Quant à ceux-ci , ils sont facilesà trouver pour une puissance quel-
c°nque quand on a ceux de la puissance moins élevée d’une unité
(o os 279 , 280, 281). On pourrait donc former ceux de la puissance

1avec ceux déjà puissancen , en supposant ccb derniers connus,
^lais si, dans cette supposition, on pouvait prouver que les coeffi-
dents de la puissance rc-j- i sont composés en rc-j- 1, précisément
comme ceux de la puissance n sont composés en n,  on en conclu¬
rait que la loi en question ayant lieu pour une puissance quelcon¬
que, elle a lieu aussi pour la puissance d’une unité plus haute que
celle-là. Or , ajouterait-on encore , la loi est vraie pour la sixième
puissance (n° 283), donc elle est vraie pour la septième; et l’étant
pour la septième, elle l’est aussi pour la huitième , et ainsi de suite
pour toutes les puissances entières et directes.

Admettons donc pour un moment que les coefficients de la puis¬
sance n soient tels que les indique la formule du n° 284, et calcu¬
lons ceux de la puissance n -j - 1 par le procédé du n° 27g, en
écrivant,

n(n — \ ) {n —2 ) n(n—i ) (/t—2) (rc—3)n(n
2 .3 .4

1 —|— n —J—

Puis, en additionnant colonne par colonne.
Nous aurons d’abord 1 et n -j - 1 pour les deux premiers coeffi¬

cients de là puissance ra-j- 1. Quant, au troisième, au quatrième , au
cinquième, etc. il y aura des réductions à faire (*)•

(*) Pour faciliter l’intelligence des calculs dont nous allons nous occuper , ri

sei'a bon . de donner quelque aiiention aux formules suivantes:

1° . am -\- bm — crn — m {a -\- b — c) (n ° 70 )*

a° . m {a + b) — m{c .— d ) = b) — [c - » ) — m (a + 5 ~ c +d ) .

3°. (,n—n) (a -\ - b)-\- {m—n) {c— «) ((a -f -è) + (c—d)) =
(in — n ) {a -\ - b -\ - c — d).

4°. (m—ji) {p-j- q) {a -\- b)-\-{m—n) {p + q) (C—d) =.
(m - r/i ) (p -\- q) ( {a -\- b) Jr{ c - - d) ') (p + ï ) (a + &+ c — <*)•
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Par exemple , le troisième sera

»(n —i) _n (n — i) 2n « («—O -)-2 ” « (« —
2 2 3 2 2

n(« - |- i ) (« - [- ») « (ra-f - i) ( (« -f- l )— t) .
3 2 2

Le quatrième se calculera en suivant la même marche , et donner*

2 . 3 ' 2 2 . 3 * 2 . 3

«(«— 1) («—2)-}- «(«— 1)3 n(n —•1) (ra—2-f -3) «(«—
2 .3 2 .3 2 .3

(« + 0 (») (» - 0 (» + l ) ((« + !) — 1) ((« + >) - 2)
2 .3 2 .3 . '

On aura pour le cinquième,
«(« — l) (« — 2) (n — 3) , «(« — 1) (« — 3)

2 .3 . 4 2 .3 ~

n(n—  t) («—2) (n—3)-f-«(«— 1) (n-—a)4 «(«— 1) («—2) (n —3 -f-4)
2 .3 .4 2 .3 .4

« (« — 1) (« — 2) (« - (- 1) (« + *) (" ) — 0 (» — 2) _
2 .3 .4 2 . 3 . 4

(ra-f - l ) ( pi -}- i )— l ) ( (n -f- l )— 2) ((ra- f- l )— 3)
2 . 3 . 4

en sorte qne les cinq premiers coefficients de la puissance n -j - 1
seront réellement composés en « - J- 1 , comme les cinq premiers de
la puissance « le sont en n.  Pou*- rendre la chose plus évidente , rap"
prochons ces coefficients eu les écrivant sur deux lignes horizontales,
et mettons dans la seconde »’ à la place de « -j- 1 , nous aurons ce
petit tableau,

, . i „ ,_« (« - - 1) | n{n — \ ) {n — a) «(« — 1) (« — 2) (« — 3)
r 2 .3 ' 2 . 3 . 4 ’

, _i , . n '( n '— ■>) . « ' [“■' — l ) (« ' — 2) . n ' (n’ —1 ) (» r— 2) (« ' — 3) !
' n "T " a ' * ^3 • 2T3T4 ■

Mais il reste à savoir si ce résultat aura lieu pour deux coefficients
de rang quelconque . Pour nous en assurer , laissons de côté les deux
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premiers, puis comptons le rang des autres , depuis le troisième, par
les nombres 1, 2, 3 , etc. comme on le voit ici :

i . 2. 3.
n (n—'î) , n {n—i ) (/z—2 , n{n—\){n—a)(n—3)

Puissancen . . . . - f- -- r;-r —-‘
2 2 .0 2.3.4

Nous remarquerons alors que le dernier facteur de chaque numé¬
rateur est égal à n moins le rang du terme, et que le dernier facteur
de chaque dénominateur est d'une unité plus grand que ce même
rang : en sorte que le terme dont le rang estp  vaut évidemment

P-
n (n—1) (n—2) . . . . (n— (p —1) (n—p)

2.3.4. p (p~ f- i)

On voit aussi que le terme précédent dont le rang est p—1, et
qu’il faut ajouter à celui-ci pour avoir le terme de rang/ »de la puis¬
sance /*—j—1, vaut

p — i.
n (n—i) (n —2). (n— (p—2)) (n—(p—  1)).

2.3.4 . , • . {p -—i )p

Maintenant , pour ajouter ces deux termes , réduisons-les d’abord
au même dénominateur en multipliant le numérateur et le déno¬
minateur du second par p- j- 1, puis faisons l’addition des numéra¬
teurs ; nous aurons
n (n—1) - (n—(p—I)) (n—p)-\-n (n— 1) -( n—(p—i )) (/>-|- l )

2.3,4 . . . .p (p - j- i)

n{n—[).... (n—(p—i))(n—p-f-p -f-i) n (ji —1).... (n,~~(p—i ))(/î-}- i)
2 .3 .4 . . ./ >(/>- )- 1) 2 .3.4 . -p (p -f- i)

_ (» -(- ») (")(rc— — (p — 1)) _
— 2 .3.4...p (p + t ) __

(" + !)((" + *)— 0 ((” + 0— a). . .. ((ra+ ■)—P) _
2 .3 .4. -pip+ 0

n\ n’—1) (n'—a)....(n'—p)_ n’(nr—1)(V —2)....( n' —(p— i))(n'—p)
2 .3 .4 . .pCp+ i) 2 .3 .4 . .p (p- f- 1)

Nous avons donc pour les deux termes du rang p,  dans la puis¬
sance n et dans la puissance it-J- i ou n', ces deux valeurs,
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Puissance n. . .

Puissance n' .

n {n—  i) (n—a).... (n—(p—i)) (n—p)
a.5A....p {pJr \)

nl(n'— i) (n' —2)... (n!—(p—I)) (n'—p)

Or , le second est évidemment composé en n'  ou en ra-|- i comme
le premier l’est en n : d ’où il résulte que tous les termes de même
rang sont composés de la même manière dans les deux puissances»
et que la loi du n° 283 ayant lieu dans une puissance quelconque»
elle a lieu aussi dans la puissance plus élevée d’une unité , ce qui
complète la démonstration de la formule.

Du reste , c’est une formule qu’on appelle le binôme de Newton,
et elle est d’un si grand usage dans toutes les parties des mathéma¬
tiques, qu’il importe de se la rendre bien familière.

285. D’ailleurs, en reprenant les coefficientsi et n des deux pre¬
miers termes de la puissance n,  le rang du terme quelconque que
nous avons désigné par p deviendrait p~|- 2. Faisant p -j- 2= m , oO
auraitp = wi— 2 , et /i -j- i =tn — 1; et substituant ces valeurs dans
le terme en question, en y remettant d’ailleurs les lettres a et H avec
leurs exposants, comme nous l’avons vu au n” 278, ce terme de¬
viendrait

m
n (n—1') (n—2)- . - .(n— (m—2))

2.3.4.... (m—1)
a.n— {m—1) —1.

De ce terme , exprimé ainsi, et que l’on appelle le terme général,
dérivent tous les autres , excepté le premier 1,  en faisant successive¬
ment m égal à 2 ? à 3, à4 , etc-

286. Si les deux termes du biuome a -}-/3 étaient tous deux in¬
verses, et que n fût pair , il est facile de voir que tous les termes du
développement seraient encore directs , mais que , ces deux termes
étant inverses, si n était impair , tous les termes du développement
seraient inverses.

Si un seul des deux termes du binôme était inverse, les termes du
développement qui contiendraient les puissances impaires de cette
partie inverse seraient inverses, et les autres seraient directs.

287. Au lieu d’écrire les coefficients des premières puissances
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cotunie nous l’avons fait nu n“ 280, si on les écrivait en colonne , les
premiers sous les premiers , les seconds sous les seconds, et ainsi de
suite, on formerait le tableau que voici :

TERMES.

Puissances

1 er 2 me gme 4me 5 me 6 me , etc.

0 l

1 1 1

2 mo 2 1

3 me 1 3 3 1

4 m < 1 4 6 4 1

5 me 1 5 ÎO IO 5 1

gme 1 6 15 20 i5 6 1

etc. etc. etc.

288- Et l’on remarquerait , i ° que les premiers termes des puis¬
sances successives ne sont autre chose que la suite des nombres con¬
stants 1, 1, i , 1-, 1, 1, etc.

289. 2” Que les seconds termes forment la suite des nombres na¬
turels 1, 2 , 3 , 4, 5, 6, etc.

290. 3° Que les troisièmes termes forment la suite des nombres
1 ,3 , 6 , to , i5 , etc . que l’on appelle nombres triangulaires , parce
qu’on peut les arranger en triangles de celte manière

etc.

291. 4° Que les quatrièmes termes forment la suite des nombres
*>4, jo j 20, etc. que l’on nomme pyramidaux,  parce qu’on peut
les arranger en pyramides.

292. 5° Qu’en général les premiers termes, les seconds, les troi¬
sièmes, les quatrièmes , les cinquièmes, etc. forment les dill'érenles
suites connues sous le nom générique de nombres figurés.

293. 6° Que le premier terme de la seconde suite correspond au
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second delà première, le premier de la troisième au second de la
seconde, le premier de la quatrième au second de la troisième, el
ainsi de suite.

294. 70 Qu’un terme quelconque de l’une des suites est égal à 1®
somme des termes supérieurs de la colonne précédente.

Ainsi i 5 ,dans la troisième colonne , équivaut aux nombres 5 -f"
4 3 2 -j- i de la colonne précédente.

De sorte quen remontant de colonne en colonne , on peut tou¬
jours exprimer un terme d’une colonne au mojen de ceux de 1®
première , ce qui résulte de ce que les coefficients des puissances suc¬
cessives sont formés des coefficients delà première puissance (n°279)-

295. 8° Que la somme des coefficients de la puissance o est
1= 20 j que la somme des coefficients de la première puissance est

I _J_ 1 =2 = 2 ' ; que la somme des coefficients de la seconde puis¬

sance est 1-}- 2 -j- 1= 4 = 2 a;-que la somme des coefficients de 1®
troisième puissance est 1— 3 —j —3 —{— 1 = 8 = a3; que la somme
des coefficients de la quatrième puissance est 1—j—4-]—6—}—4 —f - 1= 16
= 2$, et ainsi de suite.

Pour prouver que cela doit être ainsi, il suffit de faire dans la for¬
mule a = /3= 1: car elle devient alors

» , , ni n—O , n(«— — 2) ,
2 = i + H - - - 1- TT - h

n(n— 1) (n—2) (« —3)
2 .3 .4 -J- , etc.

en sorte que la somme des coefficients de la puissance n dea -f-0
est égale à 2", ce qui généralise notre observation.

296. Si nous savions donc calculer un terme quelconque pris dans

une quelconque des suites des nombres figurés, nous pourrions dé¬
terminer la valeur du coefficient du mième terme pour la nième puis¬
sance du binôme «t -j—j3{Voyez  le lableauj , et nous vérifierions ainsi
le coefficient du terme général donné au n° 285. Mais ces calculs

ont peu d’utilité.
297. Cependant ces observations seules prouveraient, non-seule¬

ment que le coefficient du premier terme de la nième puissance est ij

parce qu’il est dans la suite des nombres constants 1,1,1,  1 , etc.
mais encore que le coefficient du second terme est n,  parce qu’il est
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dans la suite des nombres naturels j , 2, 3 , 4 , etc. , et que le premier
terme 1 de cette suite correspond à la 1” puissance, le second 2 à
la 2me  puissance, le troisième3 à la 3me  puissance, etc. et le nmen à la
nmc puissance.

298. Nous pourrions même trouver facilement le coefficient du
troisième terme de la puissance car il doit être égal (n° 2g4)
à la somme des termes supérieurs dans la colonne précédente du ta¬
bleau, c’est-à-dire qu’il doit être égal à 1—2—|—3—J —4—, e// ?-- • -—j—
(n— 1).

Or , ces nombres forment une progression excédenlive, dont la
somme se trouve en ajoutant les extrêmes 1 et n — 1 , et multipliant

leur somme n par la moitié du nombre des termes, ou par —- -
• fjx 1^

{Arith.  n° 666). Ce coefficient est donc - —-— (n° 284).

299. Maintenant , pour faire quelque application de la formule du
binôme, supposons qu’on veuille élever par son moyen la quantité
ax—y 'a la cinquième puissance, on aura

(2* —y)s=. (2a :)1 -j - ~ (2 *)4(—y) -j - ^ (a*)3(—y)* +
5 . 4 .3 5 .4 .3 .2 , . . 5.4.3.2.1

(axy (—yy + (a *) (~ j) 4+ — V/.”*: (a*)“(—y)5;
1 . 2 . 3 1.2.3.4.5

ou, en effectuant les opérations indiquées, et en supprimant d’abord
les facteurs communs au numérateur et au dénominateur de chaque
coefficient,

(ax —y) 5 = 3uxs — 8o *4y-j- 80x3y* — 4ox Iy 3-j - 10.vy4-~ y s.

Si l’on veut élever zx*— 3 — à la sixième puissance, on aura

(2 *’— 3 y) 6= (ax >)6 + $ (2x>y ( — 3 7 -) + 77̂ <2*2)4
/ v\ a 654 / y\ 3 , 6. 5.4.3 ,
Ht) + .45 <“-i' (- 3l ') + m4 !“- ■3v)‘+

6.5.4.3.2,
1.2.3.4.5

°u , en effectuant les calculs,
22
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^ 2*2— 3 = 64a:' =*— 576a 10. — -j - 2160 a8.^ - 4320* 6.~ '{'

486oa 4. ^ — 29 i 6a ' . J - + 729.J - .

300 . Si l’on voulait élever le trinôme a -]- b -j - e à une puissance
quelconque , par exemple à la troisième , on le pourrait au moyen
de la formule du binôme : car , faisant a = a et b - )- c , on aurait

[a -j- (b -j —c)]3= u 3—|— (b -j —e) -j- 3os \b -j —c)2 (b -J - e)3.
Mais la formule donne (b - |- c)2 = &2-}- %bc- )- c *, et (i -f- c)3 =

i 3-J - Zb*c -\ - 3bc %-j - c3; et substituant ces valeurs dans l’équation
trouvée , on a
(a -j- b c) 3 = a 3-j - 3a 2é -[- 3a 2e -j- 3«i>* - j- 6abc -j - Sæ 1 —J —Z»* —|-

3é 2c -J- 3ic 2-j - c3. •
Si l’on voulait élever le quadrinome a -j- i - j- c -\ -d  à une puissance

quelconque , par exemple àla seconde , on le pourrait aussi au moyen
de la formule du binôme : car , faisant a — a  et (3= d,  on
aurait

[a -j - {b-J - c - |- c?)]*= a “ 2a(b -J - c -{- d) -J - (i - j- c -J- e?)2.
Pour trouver ( J -j- c - f- c?)2, on ferait de nouveau a = b et /3= «

-j- d,  et l’on aurait

[b  d )] 2— b* ab(c - (- d) -f - (e -J- d)2.
Mais la formule donne (c -|- dy =a c1 -)- acd - |- d *j en sorte que

l’on a
(è -J- c - J- tZ)2 = &2-j - 26c -}- ibd  c 2-J - lcd -J - c?2 ;

et , substituant cette valeur dans la première équation , on obtient
(a - |- b-\- c-^-dy = a *-\ - 2ab - -̂ 2ac -^~2ad - -̂ b*-}- 2Z>e -̂ - 2bd -\ -c%

-j- 2cd ~̂ ~d2m
Ces exemples font assez voir comment il faudrait opérer en gé¬

néral pour élever , au moyen de la formule du binôme , un polynôme
quelconque à une puissance entière et directe quelconque.

301. Du reste , au lieu de faire a égal au premier terme du poly'
nome proposé , et /3 égal à la somme des autres , on pourrait faire *
égal à la somme de tous les termes , excepté le dernier , et /3 égal au
dernier : le développement serait le même , mais autrement ordonné-
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302. Tout ce que nous venons de dire des quantités algébriques
Sa pplique nécessairement aux quantités numériques. Il est facile de
voir, par exemple, que si l’on élève au carré un nombre composé
de dizaines et d’unités , ce carré contiendra le carré des dizaines, le
double produit des dizaines par les unités, et le carré des unités
(n° a65); que si l’on élève un semblable nombre au cube , ce cube
contiendra le cube des dizaines, trois fois le carré des dizaines par les
unités, trois fois le carré des unités par les dizaines, et le cube des
unités (n° 268) ; et ainsi de suite.

303. Si ce nombre , à élever aux puissances, contenait plusde deux
cliilfres, on pourrait le comparer aux polynômes que nous avons con¬
sidérés dans le n° 3oo, et faire« égal au premier chiffreà gauche de
ce nombre , et 0 égal à tous les autres ; ou, d’après le n° 3oi , faire
a. égal à la somme de tous les chiffres, excepté le dernier à droite,
et 0 égal à ce dernier . Puis , décomposant successivement et de la
même manière les parties qui contiendraient encore plus de deux
chiffres, on raisonnerait sur ces nombres comme sur les polynômes
algébriques, et l’on verrait que les puissances des uns sont compo¬
sées comme les puissances des autres.

304. On pourra donc élever les quantités numériques aux puis¬
sances, soit par la multiplication immédiate, soit avec l’aide de la
formule du binoine.

Mais le moyen qui sera le plus prompt et le plus commode dans
le cas de puissances plus ou moins hautes, ce sera d’opérer par lo¬
garithmes, d’après les principes expliqués dans l’Arithmétique d’E¬
mile. J’invite les commençants à s’exercer beaucoup à ces calculs.

305. Après avoir examiné en détail les puissances des polynômes,
il faut parler de leurs racines.

71

Si dans notre formule 1/b , la quantité e exprime un polynôme,
il y aura deux cas»bien distincts à considérer , celui où le polynôme
serait une puissance parfaite du degré de la racine qu’on veut ex¬
traire , et celui où le polynôme ne serait pas tel que nous venons de

n

le dire. Dans le premier cas, 1/b  serait une quantité rationnelle;
dans le second, ce serait une quantité irrationnelle (n° 236).

30G. La formule du binôme fait voir que pour trouver la racine
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d’une puissance parfaite du degré « d’une quantité composée de
deux parties, il suffitd’opérer sur les deux premiers termes de cette
puissance; car si l’on sait que ces deux premiers sont an-\-nan~^ >
ayant extrait la racine n du premier , on aura «, qui est le premier
terme de la racine; élevant alors a à la puissancen— 1, et multipliant
cette puissance par n , on aura nu *' 1, quantité par laquelle on divi'
sera le second terme de la puissance, ou naP~K̂,  pour avoir lequo-
tient j3, second terme de la racine. L’élévation de à la puis"
sance n fera voir si c’est bien là la racine cherchée.

5
307 . Exemple I . On demande la valeur de J/ ( 3%xs — 8ox4y -{-

So-v3/ 1— éox ay3-|- toxyi —y5).
Ayant ordonné la quantité , on extraira la racine 5me  du premier

terme, laquelle est ax ; on élèvera 2* à la 4™' puissance, qui est
16*4; et , multipliant ce nombre par 5, on aura 80*^ quantité par
laquelle il faudra diviser le second terme — 8o*4y de la puissance
proposée: le quotient — y sera le second terme de la racine. Déve¬
loppant alors (2*—y) s, on verra que c’est bien là la valeur cherchée
(n ° 299).

308. Exemple II . Quelle est la valeur de l’expression

—576*'°. — -J- ai 6o*8.^ -— 4320*6.^y -|- 486o*4.,?L

y S y6 \

-2916 *». - + 729^ J?
Le premier terme est 64æ,:i,dont la racine 6rae  égalelta .v1(n °2i5 )>

la puissance5me de zfc estzfc32*'°,qui , multipliée par 6,devient
+ 192*'°; en divisant par cette quantité le second terme

— 576*'°. — , on trouve le second terme de la racine zc 3 — ; en

sorte que celte racine est ± 2*’ + 3 ■ . OU +
( ” •—3t)

ce

que vérifie l’élévation à la 6mo puissance ( n° 299).
309. Exemple III . On demande la racine cube de 27*3’»-}-54xaOT/?

-J- 36*™/ 2 P-j- 8y3? . ■
La racine cube de o.yx 3m  est 3xm, qui doit être le premier tern>e

de la racine ; 3xm élevé au carré donne g.r2OT, qui , multiplié par
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devient 27 x*m; divisant par ce nombre le second terme 54s?*myP,  on
a pour quotient ayp.  La racine cherchée est donc 3xm-\ -ayP, ce  que
confirme l’élévatiou au cube.

310.Exemple IV. On demande la racine seconde de ax”>yp

+4 y2P.
1t}x myP

l/gx 3"»= ± Zxm;  ± ( Zx”>)' X 2 = ± 6.t”V = ± ayP.

Donc iSQx*m-\- iaxmyp -j- 4y*.P= ZÎz3x”’ îzayp =i ( 3x ,B-| -2y?)j
et en effet ( ifc 3x”>+ ayp)*= g* 3"*-J- i axmyP-{- 4y 3?.

311. Exemple V. On demande la racine troisième de a3 -f - 3a35

-J- 3a3e-f-3a53-j - Gabc-f - 3ac2—f - 63—f - 353c-f-35c3 c 3.
Comme il y a ici plus de quatre termes, il y en aura plus de deux

à la rpcine ( n° 274) ; mais on réduira ceux-ci à deux en considérant
le second et les suivants comme n’en faisant qu’un (n° 3oo). Ayant
donc ordonné d’abord pour une des lettres comme a,  puis pour une
seconde commeA, on aura a3-}- 3a 3(b -j - c) -j - 3a (53-}-5e -j- c3)-{-

(53-\- 3b2c -j - 35c3-|-c 3), et l’on traitera ce polynôme commen’ayant
que les quatre termes figurés au moyen des parenthèses. On prendra
donc d’abord la racine cube du premier terme a3; élevant cette ra¬
cine a au carré , et multipliant par 3 , on aura 3a3 pour diviseur du
second terme 3n3(5 -f-c) , et le quotient sera (5-J- e). En sorte qu’on
aura « -(- ( 5 -j- c ) , ouo -j- 5-f-c, pour la racine cherchée, ce qui
se vérifie en élevant cette quantité au cube ( n° 3oo).

312. Exemple VI . On demande la racine seconde de a3-j- 2a5
-f-2ae 2ad -|- 5 3-J - abc -{- abd -{-c 3-J - 2cd-{- d%.

Comme il y a ici plus de trois termes, il y en aura plus de deux
à la racine (n° 274) ; mais on réduira ces derniers à deux en consi¬
dérant le second et les suivants comme n’en faisant qu’un ( n° 300 ).
Ayant donc ordonné d’abord pour une des lettres comme a,  puis
pour une seconde comme 5, etc. on aura a3-j-20 ( 5 -J- e ~j- £5) -J-

( 53_|_ 25c -j- abd -(- c 1-j - acd -}- d1) , et l’on traitera ce polynôme
comme n’ayant que les trois termes figurés au moyen des parenthè¬
ses. On prendra donc la racine seconde du premier terme a 3; éle¬
vant cette racine a à la première puissance, et multipliant par 2, on
aura 2a pour diviseur du second terme aa {b-\-c-\-d ) ,el  le quotient
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sera b -j - c -j- d.  En sorte qu’on aura a -|- b - |- c -(- d pour la racine
cherchée , ce que confirme l’élévation au carré (n° 3oo ).

313 . Dans ces deux derniers exemples , nous avons considéré tous
les termes de la racine , excepté le premier, comme n’en faisant qu’un;
nous aurions pu , au lieu de cela , considérer tous les termes de cette
racine , excepté le dernier , comme n’en faisant qu’un (n° 3oi ) ; et
cela nous aurait conduits à un procédé d’extraction un peu différent
de celui que nous venons d’employer , mais moins simple que lui
dans le cas des quantités algébriques . Nous le supprimons donc pour
abréger ; d’ailleurs , nous aurons occasion de le mettre en usage pour
les quantités numériques , dans lesquelles il réussit mieux que celui-
ci , et nous laisserons aux lecteurs le soin de les essayer l’un et l’autre
dans les différents cas , et de reconnaître ce qui fait la plus grande
facilité de l’un en algèbre , et la plus grande facilité de l’autre en
arithmétique.

314. Passons à l’extraction des racines des quantités numériques-
Le plus petit nombre de deux chiffres est 10 , que l’on élève faci¬

lement aux différentes puissances entières en y ajoutant un zéro
pour la seconde , deux zéros pour la troisième , trois zéros pour la
quatrième , et en général n — i zéro pour nm°.  Or , comme le nom¬
bre îo s’exprime au moyen de l’unité suivie d’un zéro , la puissance
nme de îo s’exprimera par l’unité suivie de n zéro ; en sorte qu’elle
contiendra iz-j- i chiffres.

315. Il résulte delà , i °. que si un nombre contient moins de /z-j- i
chiffres, sa racine n'"“ sera au-dessous de îo , et n’aura par conséquent
qu’un chiffre.

Il n’y a pas de règle pour trouver la racine dans ce cas : c’est une
affaire de tâtonnement et d’habitude . Mais si la racine à extraire est
d’un degré élevé , et si par conséquent le nombre proposé est con¬
sidérable , puisque nous ne parlons ici que des puissances parfaites,
il sera plus simple d’opérer par logarithmes (n° 3o4 ).

316. 11 résulte de là , 2°. que si un nombre contient au moins n-\- 1
chiffres, sa racine nmu aura plus d’un chiffre ; mais que les chiffres
comparables au premier terme de la puissance , c’est-à-dire les chif¬
fres significatifs de la nme puissance des dizaines de la racine , ne seI
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trouveront jamais dans les n derniers chiffres vers la droite du nom¬
bre proposé.

Par exemple, le carré des dizaines de la racine ne peut se trouver
»ii dans les unités , ni dans les dizaines du carré total ; le cube des
dizaines de la racine ne peut se trouver ni dans les unités , ni dans
les dizaines , ni dans les.centaines du cube total , et ainsi de suite.

IU ’est pas moins évident que les chiffres comparables au second
terme de la puissance, c’est-à-dire les chiffres significatifs de la
(n~  i )me  puissance des dizaines de la racine , ne se trouveront ja¬
mais dans les n—1  derniers chiffres vers la droite du nombre proposé.

Ainsi, dans le carré , les chiffres significatifs de la première puis¬
sance des dizaines ne pourront se trouver dans les unités; dans le
cube, les chiffres significatifs de la seconde puissance des dizaines
ne pourront se trouver ni dans les unités , ni dans les dizaines; et
ainsi de suite.

317. Ces Observations conduisent au procédé qu’il faut suivre pour
extraire les racines des quantités numériques ; mais c’est par des
exemples qu’il convient de l’expliquer aux commençants.

318. Exemple I. On demande d’extraire la racine carrée de 3364.
Ce nombre contenant plus de deux chiffres, en a plus d’un à sa

racine (n° 3t6 ).
Mais pour avoir les dizaines de cette racine, il faut extraire la ra¬

cine du carré des dizaines (n°‘ 3o2,3o6 ); et ce carré ne peut être ni
dans les unités, ni dans les dizaines (nn 3i6 ).

On séparera donc deux chiffres sur la droite du nombre proposé,
en cette manière , 33' 64; et l’on extraira la racine du plus grand
carré contenu dans la partie de gauche. Ce plus grand carré est a5,
dont la racine est 5; et ce carré ôté de 33, on a le reste 8, à côté
duquel il faut abaisser le premier chiffre 6 de la tranche suivante
pour avoir le second terme 86 (n " 3i6 ).

Élevant le chiffre 5 à la première puissance, et le multipliant par
a, on a le nombre io , par lequel il faut diviser le second terme de la
Puissance(nos 3o2 , 3o6), ou 86; et le quotient 8, écrit à la suite du
chiffre déjà trouvé 5 , devra composer avec lui la racine demandée,
qui sera donc 58, ce qu’il faudra vérifier par l’élévation au carré.

Voici comment on dispose l’opération que nous venons de faire:
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33 '64 58 58
25 58

86 10 464

2go

3364
N.  B . Il y a une marche un peu plus courte que celle-ci pour

extraire la racine carrée ; mais si on voulait l’appliquer aux puis¬
sances plus élevées , elle donnerait quelque embarras . Nous croyons
que les règles les plus générales sont les meilleures , surtout pour les
commençants , dont il ne faut pas surcharger la mémoire.

319* Exemple II .' On demande la racine carrée de 36 i.
En opérant et raisonnant comme dans le premier exemple , on

trouvera l/ 36 i = 19. Voici le tableau de l’opération :
19

3'6i
1

*9

26 2

36i
On observera qu’en divisant 26 par 2 , le quotient qui se présente

est 13 , mais qu ’on ne peut écrire plus de 9 à la racine , parce que les
dizaines ont déjà été déterminées . Ce qui fait que le quotient parait
devoir être aussi grand ,c’est que le carré des unités étant 81, il se trouve
8 dizaines de trop dans ce que nous avons appelé le second terme.

320. Exemple III. On demande la racine carrée de 54g9025.
Puisque le carré de 1000 est 1000000 , nombre plus petit que le

proposé , et que le carré de 10000 est 100000000 , nombre plus grand
que le proposé , il est clair que la racine cherchée sera entre 1000
et 10000 , c’est-à-dire qu ’elle aura quatre chiffres ; mais , d’après l’ob¬
servation du n° 3 i 3 , nous considérerons tous ces chiffres , excepté le
dernier , comme ne formant qu’un terme , qui sera celui des dizaines.

En raisonnant alors comme dans le premier exemple , on sera con¬
duit à séparer deux chiffres sur la droite du nombre proposé 54 ggo 25 ,
et à chercher la racine du plus grand carré contenu dans la partie
de gauche ou dans 54 gyo.

Considérant donc pour un moment le nombre 54ggo comme celui
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qui a été proposé, on sera de nouveau conduit à en séparer deux
chiffres sur la droite , et à chercher la racine du plus grand carré
contenu dans la partie de gauche , ou dans 54g.

Séparant encore deux chiffres sur la droite , et opérant comme
dans les exemples i et 2 , on trouvera 23 pour la racine du plus grand
carré contenu dans 549; faisant le carré de 23 , et le retranchant de
54g, on aura le reste 20, à la suite duquel on écrira le premier chif¬
fre 9 de la tranche suivante, pour avoir le second terme 209 (n °3i6 ).

Considérant alors le nombre 23 comme exprimant les dizaines
de la racine de 54ggo , on élèvera 23 à la première puissance, et on
Multipliera par 2 , ce qui donnera 46, nombre par lequel on divisera
le second terme de la puissance, ou 209, et l’on aura le quotient 4,
qu’on écrira à la suite de 23.

Faisant le carré de 234 , et le retranchant de 54ggo, on aura le
reste 234 , à la suite duquel on écrira le premier chiffre 2 de la tran¬
che suivante , pour avoir le second terme 2342 (n” 3i6 ).

Considérant le nombre 234 comme exprimant les dizaines de la
racine de 54ggo25, on élèvera 234 à la première puissance, et on
Multipliera par 2, ce qui donnera 468, nombre par lequel on divi¬
sera le second terme de la puissance, ou 2342, et l’on aura le quo¬
tient 5 , que l’on écrira à la suite de 234.

Faisant le carré de 2345, et le retranchant de 54ggo25, il ne res¬
tera rien , ce qui prouvera que 2345 est la racine demandée.

L’opération principale peut être figurée ainsi :

puissance 514g'go'25
— 4

2345 racine.

i*r reste. . . i4 4 1" diviseur.

— 52g

2me reste . . . 209 46 2me  diviseur.

— 54 756

3m' reste . . . 2342 468 3™' diviseur.

— 5499025

4m' reste . • • 0
23
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321. Exemple IY. On demande la racine cubique de 34oiaaa4.
Ce nombre contenant plus de trois chiffres, en aura plus d’un à sa

racine cubique (n° 3 16). Mais quel que soit ensuite le nombre de ces
chiffres, nous les considérerons tous , excepté le dernier , comme ne
formant qu’un terme , qui sera celui des dizaines (n° 3\3).

Pour trouver ces dizaines, il faut extraire la racine troisième du
cube des dizaines (n0*3o2, 3o6); et ce cube ne peut être ni dans les
unités , ni dans les dizaines, ni dans les centaines de la puissance
(n° 3 16 ).

On séparera donc trois chiffres sur la droite du nombre proposé,
en cette manière 34oia ,224; et il faudra extraire la racine troisième
du plus grand cube contenu dans la partie de gauche, ou dans 34 oi 2.

Considérant pour un moment le nombre 34oia comme celui qui
a été proposé, et raisonnant comme on vient de le faire, on sera de
nouveau conduit à en séparer trois chiffres sur la droite , et à cher¬
cher la racine troisième du plus grand cube contenu dans la partie
de gauche , ou dans 34.

Ce plus grand cube est 27, dont la racine troisième est 3,  et ce cube
ôté du nombre 34 , on a le reste 7 , à la suite duquel on écrit le pre¬
mier chiffre o de la tranche suivante, pour avoir le second terme 70
(n° 3 16 ).

Faisant le carré de 3 , qui est 9 , et multipliant par 3, on aura
encore 27, nombre par lequel on divisera le second terme, ou 70.
Ayant trouvé le quotient 2, on l’écrira à la racine à la suite du 3 qui
y est déjà.

Faisant le cube de 32 , qui est de 32768, on le retranchera du
nombre proposé, et l’on aura le reste 1244, à la suite duquel on
abaissera le premier chiffre2 de la dernière tranche , pour avoir le se¬
cond terme 12442 (n“ 3 16).

Faisant le carré de 32 , qui est 1024, et multipliant par 3 , on aura
6072 , nombre par lequel on divisera le second terme de la puissance,
ou 1244a. Ayant trouvé le quotient 4, on l’écrira à la racine à la
suite des chiffres3 et 2 qui y sont déjà.

Faisant le cube de 324, et le retranchant du nombre proposé, il
ne restera rien , en sorte que 324 sera la racine cubique cherchée.
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L’opération principale peut être figurée ainsi :

puissance  34 ,oi2 ,224
— *7

3a4 racine.

i*r reste . . . 70 27 1er  diviseur.

— 32768

2m* reste . . . 1244a 3072 2"“ diviseur.

- 34012224

3mc reste . . . o

322. En général , pour extraire la racine  n med’un nombre ex¬
primé en chiffres, ilfaudra , i °partager ce nombre en tranches de n
chffres , en allant de la droite vers la gauche jusqu ’à une dernière
tranche qui pourra contenir moins de  n chffres ( nous désigne¬
rons ces tranches , comptées de gauche à droite , par les lettres
A, B, C, D, etc.) ; 2° extraire la racine  n me de la plus grande puis¬
sance  n me contenue dans la tranche  A , racine qui n’aura qu’un
chiffre, qu’on mettra en réserve, et quej ’appellerai  a ; 3°faire la puis¬
sance,n du chiffre a , et la retrancher de la tranche  A ; 4° à côté du
reste de la tranche  A, abaisser le premier chiffre de la tranche  B, pour
avoir le second terme de la puissance  A, B; 5° élever le chiffre a à la
puissance  n—l , multiplier cette puissance par  n, diviser par ce produit
le second terme de la puissance  A, B;et, ayant trouvé le chiffre  b pour
quotient, l’écrire à la suite du chiffre  a ; 6° faire la puissance  n du
nombre exprimé par les deux chffres  a et  b écrits de suite, et la re¬
trancher des deux premières tranches  A et B; 70 à côté du reste,
abaisser le premier chijfre de la tranche  C, pour avoir le second terme
de la puissance  A , B, C; 8° élever le nombre  a , 1>, à la puissance
n — 1, multiplier cette puissance par  n , diviser par ce produit le se¬
cond terme de la puissance  A, B, C, et , ayant trouvé le chiffre  c pour
quotient, l’écrire à la suite des chiÿres  a , b ; çf faire la puissance  n
du nombre exprimé par les ch ffres  a , b , c, et la retrancher des trois
premières tranches  A , B, C; io° à côté du reste, abaisser le premier
chiffre d - la tranche  D , pour avoir le second terme de la puissance
A, B, C, D ; 11° élever le nombre  a , b, c, à la puissance  n— 1,
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multiplier cette puissance par  n, diviser par ce produit le second terme
de la puissance A, B, C , D, et , ayant trouvé le chiffre  d pour quo¬
tient , l’écrire à la suite des chiffres  a , b , c ; 12°faire la puissance
n du nombre exprimé par les chiffres  a , b , c , d , et la retrancher des
quatre premières tranches A,  B , C, D , et ainsi de suite jusqu 'à ce
qu’il n’y ait plus de tranches et plus de restes. Alors les chiffres
a, b, c , d , etc. exprimeront la racine demandée.

Celte règle est fondée sur les observations des n1” 3o2, 3o3, 3o6i
3i3,  3i4 , 3i6,  et les exemples précédents l’éclaircissent.

323. Du reste , quand la racine à extraire sera d’un degré un peu
élevé, ou que le nombre proposé sera considérable , Usera plus sim¬
ple d’opérer par logarithmes.

324. Pour extraire la racine nm° d ’une quantité fractionnaire , il
faudra extraire séparément cette racine du numérateur et du déno¬
minateur de la fraction , et diviser le premier résultat parle second-

325. Si le polynôme représenté par b dans l’expression 1/b n’était
n

pas une puissance parfaite du degré n , la quantité 1/b  serait irra¬
tionnelle (n° 3o5 ) , et l’on pourrait alors ou lui laisser la forme ra¬
dicale, ou lui donner celle d’une puissance fractionnaire (n05 a4o, 244),
ou enfin chercher à développer la quantité irrationnelle , c’est-à-dire
à trouver sa valeur par approximation (nos 228, z3j ).

Si l’on a , par exemple, b= a -j- /S etc.  on poseran n
ou b (a —j—$ —j—y etc.y

» I
ou J/B = =(œ—)—/3—J—y—}—etc. )“

ou l’on cherchera la valeur approchée de ces expressions.
326. Le premier moyen qui se présente pour développern _

j/ a -J - >-j- etc.  c ’est d’essayer d’y appliquer la règle du n° 3o6.
327. On trouverait , par exemple , d’après celle règle,e3

•-j - etc.aV « 138 a 3 if  x
Voici comment on procède : on extrait la racine de a,  qui est j/ * >

on l’élcve au carré , et on soustrait ce carié « du binôme proposé; il
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reste alors R,  que l’on envisage comme formant le reste du carré.
Alors on divise ce reste par aV a pour avoir le second terme de la

racine , savoir —-— ou On fait de nouveau le carré du bi-2l/ <* 2 l/«

nome /a. -)- — binôme que l’on considère comme monome,

et comme représentant le premier terme de la racine. Ce carré est

“ —/3—)— , que l’on soustrait de a. R pour avoir le reste —
l /3a . . .
r —. On divise ce reste par le double de la racine , ou par 2}/i

pour troisième terme de cette racine. On8 aj/ et
R

r— , et l’on a ■Va’
continue de la même manière, en poussant l’opération aussi loin qu’on
le veut.

328. Maintenant , si a est un carré comme A1, la suite n’aura plus
de radicaux , et la formule deviendra

- R R% R 3 fi4
l/A :‘- f - /3= A. + 57 -bTT + TSTÏ — fiaTT + etc ‘

série d’autant plus convergente que a’  surpassera davantage R.

329 - « On voit par là qu ’il n’est aucun nombre dont on ne puisse
extraire la racine carrée de la même manière , puisque tout nombre
peut se décomposer en deux parties dont une soit un carré représenté
par A’.

« Si l’on cherche , par exemple , la racine carrée de 6 , on fera G
= 4 -f- 2 , et par conséquent A*= 4 , A= 2, j3= 2 , d’où résultera
V'G= 2 ^—i!6-I_ 6T— 77524“H elc• Si l’on voulait ne prendreque
les deux premiers termes de cette , suite , on aurait 2 i = dont le
carré — est de -j plus grand que 6 ; mais si l’on considère trois termes,
on a 2 ~ — dont le errré *£££- est encore de ~£e- trop petit.

« Puisque dans cet exemple £ approche beaucoup déjà de la vraie
valeur de |/6 , nous prendrons pour 6 la quantité équivalente — i.
Nous aurons alors A1= ^p,A = | , R— — -j ; et calculant seulement
les deux premiers termes de la nouvelle suite qui résultera de là ,

nous trouverons l/6 = f -]- 2 = !b  3 — aô =foi or > Ie
2 3
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carré de cette fraction étant ne surpasse que de 75g le carré de
1/ 6.

« Faisant maintenant 6 — de sorte que a = -±| , et

# — — 75g, et ne prenant encore que les deux premiers termes

de la suite , on aura 1/6 = | g + l -~lîr = lê — = £5 —
20 20

= dont le carré est  Irra -. Or , 6 réduit au même dé¬
nominateur vaut l’erreur n’est donc plus que de yg j h oô- ”
(Euler , Algèbre .)

330. On trouverait aussi , d ’après la règle du n° 3o6 , et en opé¬
rant d’une manière analogue à celle du n“327,

+j -l — i - £- + à - f — +etc-î 3
J/a 2

O
aya’

81 3 2 * 3 X

«3i>a*

331. En sorte que si a est un cube comme A3, la suite ne contiendra
plus de radicaux , et l’on aura

1/ . 3 1 T . 1 1 ^_ lE  I s ^ 10 ^ 1 ■
V  A - |- p - • A - j- s ^ 9 a j ^ 81 A 8 343  A ” > etc ’

série d ’autant plus convergente que A3 surpassera davantage /S.

332 . « Voilà donc une formule au mojen de laquelle on pourra
trouver par approximation , comme on dit , la racine cubique d’un
nombre quelconque , puisque tout nombre peut se partager en deux
parties dont la première soit un cube.

« On voudrait , par exemple , déterminer la racine cubique de 2:
on représentera 2 par 1 -j- 1 , de façon que A= 1 et jS= 1, et l’on

3
aura par conséquent J/2 = 1 -f - -j — -f-gr — >elc•Les deux pre¬
miers termes de cette suite font 1 g = -§, dont le cube | y est trop
grand de 57; qu’on fasse donc 2 = | y— ¥f> on aura  A— el £ = — Af,

3 _ H)
et par conséquent 1/2 = f -J- — fj - , ces deux termes font -f —■

Ta = T3>donl le cul,e esl  ffsïîi ; or >2 — fHMa : ainsi  l ’erreur est de
’sTsïab'j erreur que l’on pourra diminuer encore en suivant le même
procédé , et l’on approchera d’autant plus vile de la valeur qu ’on
cherche , que l’on prendra un plus grand nombre de termes des suites
qui l’expriment . » ( Euler , Algèbre)
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333. On pourra opérer de même pour les puissances plus élevées*

334. Mais en observant que a1-}- /3= (x -̂j- g )^ s; l’on essaie de

développer (a 1-)- #)3 au moyen de la formule du binôme , et que Ton
fasse pour cela n = i , on retrouvera la suite du n° 328, et bien plus
facilement par ce procédé que par le précédent.

On retrouvera aussi très-vite la série du n° 33 1 par la formule du
3 _ £

binôme , en faisant parce que a3- |- /3= ( a3-|- /3) .
Et ainsi des autres puissances.

* 335 . A. L’accord de ces résultats avec ceux que donne l’extrac¬
tion immédiate des racines, nous portera à soupçonner que la formule
du binôme , dont nous n’avons établi la légitimité que pour le cas des
puissances entières et directes , peut s’appliquer aussi au cas des puis¬
sances fractionnaires , et peut-être à celui des puissances inverses-
C’est ce qu’il s’agit d’examiner.

B. Divisons d’abord le second membre de la formule du binôme
(n ° 284 ) par a»,- ce second membre deviendra

g n ( n —1 /S 1 n ( n —1 (n — 2 ) /33 .1 -4 - n — -4- - — -4- - ■ - - - h- etc .* a » 2 ai “ 2 . 3 a3 ‘

Divisons ensuite le premier membre de cette formule , ou («-J-#)»,
par la même quantité a"; ce premier membre deviendra

é.+ AVi
U /

faisant alors — = >, on aura

, , . i n (n —0 , n (n —1 ) (n — 2 ) , .<1+ ») ’ = ! + - - >=+ - - - -V + **?.

et si l’on démontre la vérité de celle équation pour toutes les valeurs
quelconques de n,  on aura aussi démontré la vérité de la formule

générale pour toutes ces valeurs : car remettant — pour y, et mul¬

tipliant de part et d’autre par a« , on  retrouvera la formule.
C. Or , nous savons que la suite
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. , n{n — 1 ) , n{n —1 ) {n — 2) , ,
i + »r+ - 7*+ - - ’-s- ‘ **+ •*?. (H)

2 2 «O

équivaut à (1—f—yf  lorsque n est un nombre entier direct ; mais nous
ne savons pas encore quelle est la valeur de cette suite lorsque rcn’est
pas entier et direct.

Cependant , quelle que soit la valeur de n,  le rôle que cette lettre
joue dans la suite (II) , ou la fonction qu’elle y remplit , est la même,
c’est-à-dire qu’elle ne se trouve point dans le premier terme de la
suite , que dans le second y est mul tiplié par n,  que dans le troisième 7’

, . , ni n— i ) . -
est multiplie par - -- , etc.  JNous exprimerons cela en disant que

dans tous les cas la suite (H) est une même fonction  de n.
D. En général , nous appellerons  fonction d’une quantité , toute ex¬

pression de calcul dans laquelle cette quantité entrera d’une manière
quelconque ; et nous désignerons ces fonctions par f , f' , ï " , etc . F,
F r, F", etc . <p, <p', <p'r, etc.

Ainsi f (.v), F (x), F (x) , Fr (.v ) , etc.  indiqueront des fonctions de x
différentes , c’est-à-dire des expressions de calcul dans lesquelles la

quantité x entrera de différentes manières.
En revanche f (x ), f (y ) , ou F (x ) , F (y ) , ou etc . indiqueront

des fonctions semblables de x et dey,  ou des expressions de calcul

dans lesquelles les quantités a; et y  entreront , chacune à part , de la
_ _ % ^ . ax b

même manière . Telles seraient , par exemple , le» fonctions ■-

ay -j - b
c —y

etc.

E. Cela posé , il est clair que , quelles que soient les valeurs de n et

de m,  on aura
i \ h/ 'm _ _ t \ ( n  _

73-j - e2c .= f (ra)., n(n—  1) , , n(n — i ) (n — 2) ,
i + ny n- -— y H- -

1 -j—my —|- -- y +
2 . 3

m(m — 1 ) {m. 3
2 . 3

etc. = f (m' l

et par conséquent (1 -f- ny -j- etc.) (1 -j- my -|- etc.) = f (/i) X f (ira). j
Mais , quelles que soient les valeurs de n et de m,  le produit de

1 ny -j - etc.  par 1 -j- my - |- etc.  aura toujours la même forme

générale . Il suffira donc de connaître celte forme dans un cas , pour
savoir ce qu’elle sera dans tous les autres.
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Or , dans le cas où n et m sont des nombres entiers , on a

1~\~n7 H- etc. = ( t -f- y)n, et 1 -{" my -j “ etc. = ( i 4 - y )m, et par

Conséquent

(l -\ -ny)-\ -, etc.) ( i -j -my-{-,etc .) = ( i-^-y)» (i4 - ?)OT= (l4 -})»+ »»=

l -j- (n-\ -m)y-\- -- -- y 4 " etc‘

Donc , la même forme a lieu dans tous les cas , ou pour toutes les

■Valeurs de n et de m,  c ’est- à-dire que le produit en question est com¬
posé en n-\ -m,  comme ses facteurs le sont , l’un en n et l’autre en m:
end ’aulres termes , f\ m)X/ '(«,—4( n”H ra)> et par conséquent

f =  f (re) X î (m).

Faisant m—a-\ -b , celle équation devient fyn-\ -a -\ -h)—{(n) Xf (a -J- i );

mais par ce qui précède f (fit4-6)~ f («) X f (é) , d’où il suit

f („4_a4-ù)= f(n) X f («) X f (ù).
En continuant de même , on trouverait

f («4- a - |- &4 - etc.) =  f (/j) X f(«) X f (ù) X etc.

Maintenant , si l’on suppose n = a — b — etc. = ^ ~, h et l  étant des

entiers directs , et — une  fraction , on aura

f (T + T + T + " ‘’-) =r (T) Xf (T) Xf (T) X ”K'

et si la fraction ~  est répétée / fois , on obtiendra =

ou f (//) — ; tirant de part et d ’autre la racine du degré l,

on trouvera _j

1>{ h — i )
Mais f (A) = i -f- h y 4 - - - 714 *etc• et  comme dans ce cas

h est un nombre entier direct i 4 " hy -}- etc. = (i -\ - y )h,  ce qui— h

donne f (/i) = (î - j- ?) r ( ^( 1̂)) ~( l ~j~y) ^ ! et , par conséquent,
— f ji  \

(i -\ - y )T= f ( -j\ c’est-à-dire que
24
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/ \ ~ 7i

( 1"f y y = 1-f -~J y+ - »’ + citc-
comme nous pensions le trouver.

* 836. Mais l’équation f ( ra-f-m) ==f (n)  Xf (to) î nous conduira
encore à un autre résultat : car si l’on suppose m= — A,  elle devient

f (o) = f (i») Xf (— ») ;
o.(o — i)et comme f (o) = î -f -o y-f Ÿ -f - etc.

d’où l’on tiré

f (— ») ;

mais nous avons vu que h étant un nombre direct entier ou frac¬
tionnaire , on avait f (n) = (i -f -*)®; d’où il résulte
*==(l —f- >)—•» (n°s go , g1) , et par conséquent

i
(i -j-7)*

(i -\ - y)~ n= f ( — «) , ou enfin ( î -f- ?)—» =
, . , . — n{ — n — î ) ,! -}- (— n)  y -)- —- -f-, etc.

comme nous pensions aussi le trouver.

■337. Nous avons eü, au n° 32g , y 6= ~,  à peu près.
Si nous nous étions proposéd’avanced’obtenir cette racine expri¬

mée en 20 mcs, nous aurions fait 6= j , et multipliant les deux termes
de cette espèce de fraction par 20“ ou par 4oo, nous aurions eu J/6
— J/f extrajant alors la racine du numérateur et du
dénominateur (n° 324), nous aurions obtenu , comme au n° 32 g,
y 6 = environ.

3
338- Nous avons trouvé, au n° 33a, [/1 — fl , à peu près.
Si nous nous étions proposé d’avance d’obtenir celte racine ex¬

primée e,n 72 mes, nous aurions fait 2 égal à f ; et multipliant les deux
termes de cette espèce de fraction par jz 3 ou par 373248, nous au-3 3 3
rions eu J/2 = 4,/f = y  extradant alors la racine troisième
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ou numérateur et du dénominateur (n° 324), nous aurions obtenu,
3

Connue au n° 332, \Z~2= environ.

339. En général , si l’on a un nombre entier e,  qui ne soit pas
une puissance parfaite du degré n,  et qu’on veuille avoir par ap¬
proximation sa raçine nme, réduite au dénominateur d,  on multi¬
pliera e par dn, puis l’on prendra en nombre entier la racine
du produit ed”, la plus approchée possiblê et désignant celte racine

” r ,
par r , on aura y e = -j -, a peu près.

340. Un cas de cette théorie qui mérite attention , c’est celui où d
r .

serait ou 10, ou 100, ou 1000, etc. car alors la fraction —j- serait
une fraction décimale.

Veut-on, par exemple, la racine seconde de 6 en centièmes, on
aura n — 2 , e= 6, tl = 100, d» = d*— 10000, e X d» = 60000,
dont jla racine seconde la plus approchée en nombres entiers est
245, ce qui donne \Z~  6— 2.45, comme on le trouverait en rédui¬
sant en décimales la fraction

Par exemple encore, Yeut-o» la racine tr.oisièmede2 en centièmes,
On aura n= 3,e = 2,d=  100, = îoooopo, edn —  2000000,
dont la racine troisième la plus approchée en nombres entiers est

5.
125 , ce qui donne J/2 — 1.25 , comme on le trouverait en réduisant
en décimales la fraction —r.

341. Si le nombre proposé était fractionnaire , il faudrait extraire
séparément la racine reme  de son numérateur et de son dénominateur,
si possible exactement , sinon par approximation (n° 324) : c’est ce
qu’on peut dire de plus général' à çel égard.

342. Mais si ni l’un ni l’autre des deux termes de la fraction

n’étaient puissance parfaite du degré n,  onfaciliterait l’opération en
multipliant ces deux termes par un nombre tel que l’un des deux,
par exemple le dénominateur, devînt puissance parfaite du degré n,
et il n’y aurait alors qu’une racine a extraire.

Si l’on voulait, par exemple, la racine seconde de 5.iq 3, on
rendrait le dénominateur carré en écrivant au lieu de 5,123, ou

5,i23o , ou 5.i23ooo, ou 5.123 oooqo, ou etc. suivant le nombre
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île décimales qu’on voudrait à la racine , et l’on n’aurait plus qu’a
extraire la racine , ou de 5i23o , ou de 5i23ooo , ou de 5i23ooooo>
ou de etc. Supposons qu’on se soit arrêté à 5i23o : la racine la plus
approchée de ce nombre étant 226 , on aura J/ -5.123= 2. 26 à un
centième près.

343. Mais dans ces différents cas il sera souvent plus commode
d’opérer par logarithmes.

On pourra aussi se servir pour les extractions de racines d’une
méthode donnée par Halley,  et qui offre souvent de grands avanta'
ges : on la trouvera exposée au n° i85 des Leçons élémentaires de
mathématiques  par Lacaille et Marie.



APPENDICE

A LA PREMIÈRE PARTIE.

Des permutations et des combinaisons.

344. A. Introduction . Nous aurions eu differentes fois l’occasion,
dans le cours de cette première partie , d’agiter cette question -. Plu¬
sieurs lettres  a , b, c , d , etc. étant données, de combien de manières
différentes peut-on les écrire, soit en les conservant toutes, soit en
les prenant deux à deux, trois à trois, etc. et combien de produits
différents peut-on former avec ces mêmes lettres, prises de la seconde
manière? etc.

Ce problème , que nous avons craint d’aborder de peur de
nous écarter trop de notre sujet principal , est assez intéressant
pour que nous essayions de le résoudre avant d’aller plus loin,
d’autant plus qu’il pourra nous servir pour ce que nous avons en¬
core à dire.

B. Quand on a plusieurs choses, et qu’on change successivement
leurs places pour trouver tous les arrangements qu’elles peuvent for¬
mer entre elles, 6n dit qu’on les permute,  et les arrangements eux-
mêmes s’appellent des permutations.

Quand on les prend au contraire deux à deux , trois à trois,
quatre à quatre , etc. pour en former des groupes isolés, on dit
qu’on les combine,  et les groupes eux-mêmes se nomment des com¬
binaisons.

Il faut observer que dans les combinaisons des différentes parties
d’un tout , le tout est en quelque sorte démembré pour en prendre
les parties deux à deux , troisà trois , etc. tandis que dans les permu¬
tations de ces mêmes parties, le tout conserve toujours son intégrité,
et que l’on ne fait que faire changer d’ordre aux différentes parties
qui le constituent.
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Nous allons dire un mot, d’abord des permutations, puis des com¬
binaisons.

C. Des permutations entre des lettres différentes.  Deux lettres a et b
n’ont que deux permutations ab  et ba,  dont le nombre est donc ex¬
primé par 2 ou par 1X2.

Trois lettres a , b , c , donnent six permutations : car chaque lettre
peut occuper la première place,et y rester pendant que les deux autres
auront les deux permutations qu’elles peuvent avoir ; chacune des
lettres fournira ainsi, pendant qu’elle est à la première place , deux
arrangements , comme abc, acb,  pour a , bac, bca  pour b , et cab,
cba  pour c : chaque lettre donnant ainsi deux arrangements , çt le
nombre des lettres étant trois , on aura 3 fois deux arrangements,
c’est-à-dire que le nombre des permutations sera 6., ou 1 X 2 X 3.

Si on a 4 lettres , a , b , c, d,  chacune peut occuper la première
place, et dans chacun de ces cas les trois autres peuvent former
1 X 2 X 3 dispositions différentes, comme nous venons de le voir-
Le nombre des permutations est donc dans ce cas 1 X 2 X 3 X 4.

En raisonnant de la même manière , on verra que le nombre des
permutations de 5 lettres est t X 2 X '3 X 4 X 5 , que celui de 6 let¬
tres est 1 X 2 X 3 X 4 X 5 X 6, et qu’en général celui de n lettres
est 1 X 2 X 3 . . . X n.

D. Des combinaisons entre des lettres différentes. 'Deux lettres ne
peuvent être combinées que 2 à 2. Trois- lettres peuvent être combi¬
nées 2 à 2 ou 3 à 3. Quatre lettres peuvent être combinées 2 à 2,,
3 à 3 , et 4 à 4 , et ainsi de suite.

Considérons d’abord les combinaisons2 à 2 de 2, de 3, de 4,
qn général de n lettres . Cela fait, nous considérerons les combinai¬
sons 3 à 3 de.5 , de 4 , de 5, et en.général de n lettres ; puis les com¬
binaisons 4 à 4 de 4, de 5, de 6 , et en général de n lettres , etc.

E . Des combinaisons  2 à 2 . Chercher le nombre des combinai¬
sons 2 à 2 de deux lettres , ce n’est autre chose que chercher le nom¬
bre de leurs permutations , qui est 1 X 2 (n° C.), ou 2 X 1.

Mais trois lettres a , b , c,  combinées 2 à 2, donnent ab, ac , ba ,
bc, ca , çb,  c ’est-à-dire qu’elles ont six combinaisons, bien entendu
que dans tout çeci nous admettons les produits semblables on égaux,
sans admettre les répétitions de la même lettre.

Pour voir comment se forment ces combinaisons, il faut observer
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^ùe chaque lettre , étant à son tour la première, se combine avec
chacune des deux autres , et fournit ainsi deux combinaisons : or,
comme il y a 3 lettres , cela fait 3 fois 2 combinaisons , ou 3 X 2.

Quatre lettres a , b , c , d,  combinées 2 à 2, donneront donc 12
combinaisons : car chaque lettre étant a la première place, et se
combinant avec les 3 autres , donnera 3 combinaisons; et comme il
y a quatre lettres , cela fera 4 fois3 combinaisons, ou 4 X 3.

En général , n lettres combinées 2 à 2 donneront n {n — i) com¬
binaisons: car chaque lettre étant à la première place; et se combi¬
nant avec les n — î autres, donnera n-—î combinaisons; et comme
il y a n lettres , cela fera « fois n — i combinaisons, ou n (n —i ).

F. Des combinaisons  3 à 3. Chercher le nombre des combinaisons
3 à 3 de trois lettres , ce n’est autre chose que chercher le nombre
de leurs permutations , qui est î X 2 X 3 ( n° C), ou 3 X 2 X i.

Mais si l’on a 4 lettres , et qu’on cherche leurs combinaisons3 à 3,
on verra que , pendant que chaque lettre est à la première place, elle
se combine avec toutes les combinaisons 2 à a des 3 autres, dont le
nombre est 3X2 (n°E). Chaque lettre fournit donc ainsi 3 X 2
combinaisons) et comme il y a 4 lettres, cela fait 4X3X2  com¬
binaisons.

Si l’on a 5 lettres , et qu’on veuille les combiner 3 à 3 , on verra
que pendant que chaque lettre est à la première place , elle se com¬
bine avec toutes les combinaisons2 à 2 des 4 autres, dont le nombre
est 4 X 3 (n“ E). Chaque lettre fournit donc ainsi 4X3 combinai¬
sons; et comme il y a 5 lettres , cela fait 5X4X3  combinaisons.

En général , si l’on a n lettres , et qu’on les combine 3 à 3, on
verra que pendant que chaque lettre est à la première place, elle se
combine avec toutes les combinaisons2 à 2 des {n—î ) autres lettres,
dont le nombre est (n — i ) {n — 2) (n° E). On a donc ainsi n (ra :—1)
Cn— 2) combinaisons 3 à 3 pour n lettres.

G. Des combinaisons  4 à 4. Chercher le nombre des combinaisons
4 à 4 de 4 lettres , ce n'est autre chose que chercher le nombre de
leurs permutations.

Mais si l’on an  lettres (n >̂ 4), et qu’on cherche leurs combinai¬
sons 4 à 4, on verra que chaque lettre étant à la première place elle
se combine avec toutes les combinaisons 3 à 3 des (n — 1J autres
lettres, combinaisons dont le nombre est, d’après ce que nous venons
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de dire (n° F ) : ( « — 1) ( 72— 2) (n - 3 ), On a donc ainsi (n — 1)
(n — 2 ) (n — 3 ) combinaisons pour chaque lettre ; et , comme il y a »
lettres , cela fait n(n — 1 ) (ra— 2) (« — 3) pour le nombre des com¬
binaisons 4 à 4 de « lettres.

II. Des combinaisons  m à m . Chercher le nombre des combinai¬
sons m à m de m lettres , ce n’est autre chose que chercher le nombre
de leurs permutations.

Mais si l’on a n lettres {n'̂ > m) , et qu’on cherche leurs combinai¬
sons m à m , on verra que chaque lettre étant à la première place
elle se combine avec toutes les combinaisons ( m— i ) à (m — 1) des
(re— 1) autres lettres . Or , le nombre de ces combinaisons est (n— 1)
{n —2) (72—3) . . . . [72 —(772— 1)] (*). Et comme il y a 72 lettres , cela fait

77(72- l ) (n -2 ) . . . . (72- 772—)—1)
pour le nombre des combinaisons de n lettres prises m à m.

I. Des produits différents.  Quand on a combiné plusieurs lettres
2Ù2,  3à3,4à4 , etc. plusieurs des produits formés sont égaux;
on a par exemple abc = acb — bac = bca — cab = cba.

Il est facile de voir que si lesn lettres données sont combinées2 à2,
on aura le nombre des produits différents en divisant le nombre des
combinaisons des n lettres prises 2 à 2 , ou 72(72— t) , par le nombre
des permutations de 2 lettres , c’est-à-dire par 1 X 2- Ce nombre

. 72(72- 1)sera donc - -2

Si les 72 lettres données sont combinées 3 à 3 , on aura le nombre
des produits différents , en divisant le nombre des combinaisons des
72 lettres prises 3 à 3 , ou n (n — 1) (n —2 ) , par le nombre des per¬
mutations de 3 lettres , c’est-à-dire par 1 X 2 X 3- Ce nombre sera

n (n — 1) (rt— 2)donc . - - .2 .3

(*) Pour Lien comprendre comment nous avons forme' la quantité'
(n — J ) ( 7z— 2 ) ( n — 3 ) . . . . [ 72— ( m — 1 ) ],

qui exprime le nombre des combinaisons de (72—1 ) lettres prises (772—1 ) à (m —1 ),
il faut observer que cette quantité devait être composée de plusieors facteurs di¬
minuant toujours d’une unité , que le premier devait être (72— x) , et que leur
nombre devait etre (771— 1j . Or , puisque le premier facteur égale 72 diminué de 1 »
que le second égale n  diminué (le 2 , etc . il est clair que le (772— 1yeme ,j cut éga¬
ler 72 diminué de 772■— I.
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En général , si les n lettres données sont combinées m a m,  on
aura le nombre des produits différents , en divisant le nombre des
combinaisons des n lettres prises m a m , ou n (>i — i ) (n — 2). . . .
(n — m -j- 1), par le nombre des permutations de m lettres , c’est-à-
dire par i X a X 3 X - • • n*. Ce nombre sera donc

7i ( n — i ) ( n — 2 ) . (n—

1 . 2 . 3 . . . . . . . . m

K. Le nombre de tous les produits différents que l’on peut former
avec n lettres , en les prenant 2 à 2 , 3 à 3 , 4 à 4 , et ainsi de suite
jusqu ’à n à n,  c ’est-à-dire jusqu ’à ce qu’on les prenne toutes , sera
donc

n(n —î ) , n(n — î ) (n — 2) , , n(n —î ) . . . . (n— n -f- i)
- + - TS - + e'C‘ +  i .a .3 . . . » 5

ou , parce que le dernier terme , qui a le numérateur égal au déno¬
minateur , équivaut à l’unité , ce nombre sera

n(n - •i ) , »(« — O (w-
' 2 .3

■2 )
■etc. - |-

Or , si l’on développe par la formule du binôme l’expression ( i—{—î )”,
on trouve

,1 — O , n(n — l ) (u — 2)
(I + l)» == 1 + tt+ __ +  J - - L.

d’où l’on tire , en retranchant de part et d ’autre 1-J- n
n(n

}- etc. -f-

■1) , n(n — 1) O — 2)
-f - - etc. -j-(l+ l) „_ l _ ra: a ,

Mais le second membre de cette égalité n’étant autre chose que le
nombre des produits en question , il en résulte que ce nombre égale
(l -f - i) n — 1 — n , ou 2" — 1 — n.

Par exemple , avec un seul nombre on peut former 21— 1 — 1
produits , c’est- à-dire o produits ; avec deux nombres on peut former
a1— 1— 2. ou 1 produit ; avec trois nombres on peut former 2 3 —
1— 3 ou 4 produits ; avec quatre nombreson peut former 2$— 1— 4
ou 11 produits , et ainsi de suite.

L . Des permutations lorsque plusieurs lettres sont semblables.
Nous prendrons d’abord un exemple particulier : on demande le
Nombre des permutations des lettres aaabbc.  Si ces six lettres étaient
différentes , le nombre de leurs permutations serait 1 X2X 3 X 4 X 5

25
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X 6 (n“ C). Mais plusieurs de ces lettres étant semblables, plusieurs
des permutations indiquées par le nombre iXîX ^ X ^ XSX^
seront semblables; et il est facile de comprendre que comme il y a
trois a,  le nombre total des permutations devra d’abord être divisé
par iX 2X3,  nombre des permutations de trois lettres; mais comme
il y a aussi deux b,  le nombre total des permutations devra encore
être divisé par 1X2,  nombre des permutations de deux lettres. Le
nombre cherché sera donc

1.2. 3.4 .5.6 4 .5 .6
- - - = - - E= faO.1.2. 3 .1 .2 2

On verra clairement d’après cela que pour trouver le nombre des
permutations de tant de lettres qu’on voudra, dont plusieurs sont
semblables, il faudra d’abord chercher le nombre des permutations
de toutes les lettres comme si elles étaient toutes différentes, puis
diviser ce nombre , i ° par celui des permutations d’autant de lettres
qu’il y en a de semblablesà la première , 2° par celui des permuta¬
tions d’autant de lettres qu’il y en a de semblables à la seconde,
3° par celui des permutations d’aiilanl de lettres qu’il y en a de sem¬
blables à la troisième, et ainsi de suite jusqu’à la dernière.

M. Des combinaisons lorsque chaque lettre est répétée autant que
possible.  Deux lettresa , b,  prises 2 à 2, en admettant la répétition
de la même lettre , donnent 4 combinaisons, aa , ah , bb, ba.  Le
nombre des combinaisons est donc alors 22.

Trois lettres a , b, c,  prises 2 à 2 , delà même manière , donnent
9 combinaisons, aa , ab , ac; bb, ba , bc; cc, ca, cb.  Le nombre des
combinaisons est donc alors 3a.

En général , p ourformer ces combinaisons2 à 2 , on prendra la
première lettre a,  et on la combinera avec elle-même et avec les
autres lettres , ce qui donnera d’abord autant de combinaisons qu’il
y a de lettres ; on prendra ensuite la seconde lettre b,  et on la combi¬
nera avec elle-même et avec les autres lettres , ce qui donnera en¬
core autant de combinaisons qu’il y a de lettres. On fera la même
chose avec la lettre c,  puis avec la lettre c?, s’il y en a plus de trois,
et ainsi de suite; et à chaque fois on aura autant de combinaisons
qu’il y a de lettres : en sorte que, lorsqu’on aura fini, le nombre total
des combinaisons2 à 2 sera égal au nombre des lettres multiplié par
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lut-mème, ou au carré du nombre des lettres. S’il y a n lettres , il
y aura donc n% combinaisons.

Maintenant, si l’on avait 3 lettres , et qu’on voulût les combiner
3 à 3, on commencerait d’abord par les combiner a à a , ce qui don¬
nerait les 3*combinaisons suivantes, on , ab , ao;  66 , ba , bc, ce,
ca, 'cb.  Ensuite on combinerait la lettrea avec chacune de ces com¬
binaisons, en lui faisant occuper la première place, puis la lettre b
avec les mêmes combinaisons, et de la même manière; puis la lettre c,
et l’on aurait par conséquent 3*combinaisons pour chacune de ces
lettres ; ce qui ferait en tout 3*X 3 = 33, comme on le voit ici :

aaa, aab, aac , abb, aba, abc, acc, aca, acb;
baa, bab, bac, bbb, bba, bbc, bcc} boa, bcb;
caa, cab, cac, cbb, cba} cbct ccc, cca, ccb.

En général , si l’on avait n lettres à combiner 3 à 3, on commen¬
cerait par les combiner a à 2, ce qui donnerait n3 combinaisons;
puis on combinerait encore successivement chacune des n lettres
avec les n% combinaisons 2 à 2, ce qui donnerait n' X»  combinai¬
sons 3 à 3, ou n3.

De même, si l’on avait n lettres à combiner 4à4,  on commence¬
rait par les combiner 3 à 3, ce qui donnerait n3 combinaisons; puis
on combinerait encore successivement chacune desn lettres avec les
n3 combinaisons3 à 3, et l’on aurait ainsin3 X n combinaisons4 à4,
ou ni.

En continuant de la même manière, on verrait que « lettres com¬
binées 5 à 5 donnent ns combinaisons , que combinées 6 à 6 elles
donnent n6 combinaisons, et qu’en général combinées m à m elles
donnent nm combinaisons.

N. Puisque n lettres combinées deux à deux donnent «’ combi¬
naisons, que combinées trois à trois elles en donnent n3, que com¬
binées quatre à quatre elles en donnent ni,  et ainsi de suite, il en ré¬
sulte que le nombre de toutes les combinaisonsde ces n lettres , en
commençant parles combinaisons2 à 2, et en finissant par les com¬
binaisons n à n,  est égal à (Arith.  n° 676)

n3 4- n3 4- ni . -j - «"= - - .111 n — 1

O. Pour abréger , nous ne rechercherons point le nombre des
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'combinaisons de n lettres , lorsque, toutes ou quelques-unes sontré-
pétées, niais qu’elles ne le sont pas également; et nous ne recherche'
rons point non plus quel est, clans ce cas et dans celui du n° M, 1®
nombre des produits différents qui résultent des différentes combi'
naisons dont il s’agit, soit ici, soit dans ce numéro-là.

P. Du reste, la théorie qui vient de nous occuper a des applica-
lions nombreuses et fort intéressantes, et entre autres dans le Calcul
des probabilités.  Nous allons résoudre par son moyen la question
suivante :

Q. Six personnes doivent se ranger autour d’une table de jeu , et les
places seront déterminées par le sort. Deux amants qui se trouvent
parmi ces six personnes , seraient bien aises d’être Vun à côté de
l’autre. Combieny a-t-il de chances pour , et combieny en a-t-il
contre?

Six personnes peuvent former iXaX 3X4X5X 6= 720 arran¬
gements différents (n° C).

Cela posé, désignons les deux amants par A et B. Pendant que^
sera à la droite de B , si on les considère comme uue seule personne,
on verra que, sans changer leur position respective, on pourra faire
J X 2 X 3 X 4 X 5= 120 arrangements qui leur seront favorables.
Et comme il en sera de même pour le cas où A sera à la gauche
de B , cela fera déjà 120-J- i2o = 24o arrangements heureux.

Ce serait tout si les six personnes étaient placées sur une même
ligne droite ; maisA étant à un bout de la ligne , et B à l’autre , si
l ’on forme le cercle , comme cela a lieu quand on est autour d’une
table , les deux amants se rejoindront ; or , sans changer celle dis¬
position , les autres personnes, qui sont au nombre de quatre , pour¬
ront former 1X 2 X 3 X 4= 24 arrangements, encore favorables
aux deux amants. Et comme il en sera de même lorsque A se placera
au bout de la ligne qui était occupé par B , et B à celui qui était
occupé par A,  cela fera de nouveau oA  arrangements favorables.

Les chances pour seront donc ou nombre de 24o-f-24-j- 24= 288,
et par conséquent les chances contre au nombre de 720 — 288= 43a.

Il y aura donc 432 à parier contre 288, ou 3 contre 2, ou i|
contre 1, que les amants seront séparés.



SECONDE PARTIE.

DES ÉQUATIONS QUI NE SONT PAS RÉSOLUES DÈS QU’ELLES

SONT POSÉES , ET DE LEUR RÉSOLUTION.

SECTION PREMIÈRE.

(généralités relatives aux équations , et chan¬
gements préparatoires qu’on peut leur faire
subir.

CHAPITRE PREMIER.

Nouveaux exemples de questions qui fournissent des
équations à résoudre, et division de ces équations en
plusieurs classes et  degrés.

345. Nous avons déjà vu quelques exemples de ces sortes de ques¬
tions dans les premiers chapitres de cet ouvrage; nous allons en
donner d’autres. Nous nous exercerons à exprimer par des équations
les rapports des connues aux inconnues (nos 5o,  5 1) dans les problè¬
mes qui rions seront proposés; mais nous n’essaierons point pour le
moment de résoudre (n° 52) ces équations; il faudra avant d’en venir
là poser encore quelques principes qui nous seront nécessaires.

D’ailleurs, ceci n’étant en quelque sorte qu’une introduction à la
seconde partie de cette Algèbre, les problèmes que nous allons propo*
ser seront plutôt arithmétiques qu’algébriques ; il est bon dans toute
étude de commencer autant que possible par ce qui est le plus facile-
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Nous devons avenir encore qb’un même problème peut souvent
être envisagé sous plusieurs faces différentes, d’où découlent autant
de manières différentes de le mettre en équation; mais nous ne nous
arrêterons pas pour le moment à tourner et retourner ainsi les
questions qui vont être soumisesà notre examen, ce qui nous entraî¬
nerait à trop de longueurs ; nous réservons cet exercice, très-utile en
lui-même, pour uue appendice que nous placerons à la fin de cette
seconde partie , et qui contiendra d’autres matières que nous avons
jugées devoir aussi être détachées du corps de l’ouvrage.

Du reste, notre but , en donnant ici tous ces problèmes, est de satis¬
faire les commençants un peu difficiles, qui n’aiment pas à résoudre
des équations sans savoir si elles se rattachent à quelque chose de
réel. Je veux leur faire voir que des questions pratiques peuvent con¬
duire à des équations de degrés divers. Ceux qui ne seront pas si exi¬
geants , et qui voudront atteindre plus vite le but , pourront passer
immédiatement aux nos et 358.

346. Problème I. « Un pire laisse quatre fils , qui partagent son
bien de la manière suivante : le premier prend la moitié de {héritage,
moins  3ooofrancs ; le second prend le tiers du même héritage, moins
1000j runes; le troisième prend exactement le quart du bien; et le
quatrième prend enfin la cinquième partie du bien et 6oo francs . De
combien était {héritage , et combien chaque fils a-t-il reçu? » (Euler .)

Les conditions du problème sont telles que , si l’on connaît l’hé¬
ritage , on pourra sur- le-champ calculer les portions de chaque fils.

Soit donc l’héritage . x
l’aîné des fils aura. — — 3ooo

2

le second. - tooo

i • • - æle troisième. —4

le quatrième. -f- 6oo.

Et ces quatre parts réunies équivalant à l’héritage même, l’équation
sera celle-ci,

— — 3ooo -j- -î-i ooo+ -7- + -r + 6°° = x.2 3 4 5
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347. A. Problème II . « Un homme a deuæ espèces de monnaie:
7 pièces de la plus forte espèce, arec  12 pièces de la plus faible , font
288francs ; et  12 pièces de la première espèce, avec  7 de la seconde,font
358 francs . On demande combien vaut chaque espèce de monnaie F»

(Lacroix .)
Je suppose qu’une pièce de la plus forte espèce vaille x francs , et

qu’une pièce de la plus faible vailley  francs.
Sept pièces de la plus forte vaudront donc qx  francs, et douze de

la plus faible 12y francs , ce qui donnera celte équation,
7* -)- 1ay — 288.

D’un autre côté, douze pièces de la première espèce vaudront 12*, et
sept de la seconde vaudront 7y,  ce qui donnera cette autre équation,

12* -j- qy = 358.
B. Problème III . Un hommea deux espèces de monnaie : 7pièces

de la première espèce, avec  12 pièces de la seconde ,font  288 francs.
On demande combien vaut chaque espèce de monnaie F

En nommant encore x la valeur d’une pièce de la première espèce,
ety  celle d’une pièce de la seconde, on n’aura que l’équation

qx -J - my = 288.
G. Problème IV. Un hommea deux espèces de monnaie: 7pièces

de la plus forte espèce , avec  12 de la plus faible,font  288 francs;  12
pièces de la première espèce, avec  7 delà seconde, font 358 francs;
enfin la valeur d 'une pièce de la première espèce , répétée autant defois
que Vindique la valeur d’une pièce de la seconde , produit 24o francs.
On demande également combien vaut chaque espèce de monnaie F

En représentant toujours ces valeurs par .r et par y,  on a d’abord
les deux équations du problème 2,

qx - )- i2r = 288
12* -|- 7̂ = 358;

mais on a de plus celle-ci,
xy = 24 o.

348. Problème V . « Trois joueurs qui ont fait une partie se retirent ,
le premier avec autant de fois  7 écus que le second a de fois trois écus ,
et le second avec autant de fois 17 écus que le troisième a de fois
5 écus ; et si l’on multiplie l'argent du premier par l’argent du second ,
et l’argent du second par l’argent du troisième, et enfin l’argent du
troisième par l’argent du premier , la somme de ces trois produits est
383o f . Avec combien d’argent se retirent -ils chacun ? » (Euler .)
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Je suppose que le troisième se retire avec * fois 5 écus , ou avec
5* écus.

Le second aura donc x fois 17 écus, ou 17* écus.
Quant au premier , il a autant de fois7 écus que le seconda de fois

trois écus, en sorte que l'argent du premier est exprimé par 7 X
\jx  119*
3 3 '

Maintenant , si l’on multiplie l’argent du premier , ou

2020 **

celui du second, ou par 17», on aura

Si l’on multiplie l’argent du second, ou 17*, par l’argent du troi¬

sième, ou par 5x , on  aura 85 xx.
Si l’on multiplie l’argent du troisième, ou 5x,  par celui du pre-

1193: égôara;
mier, ou par —-—, on aura —-—

Enfin, si l’on ajoute ces trois produits, qui doivent valoir ensemble

383o | , on aural’équation
2023 **

-J- 85** -j-

349. Phoblëme VI . « Un homme achète un cheval, qu’il vend au

bout de quelque temps pour  24 pièces de 5francs . A cette vente il perd
autant pour cent que le cheval lui avait coûté de pièces. On demande
combien il l’avait payé. » (Lacroix .)

Je suppose qu’il l’avait payé * pièces.
Puisqu’il perd autant pour cent que le cheval lui a coûté, il perd

* pour 100.
Mais si sur chaque 100 il perd * , combien perd-il sur ce qu’il a

payé, c’est-à -dire sur *?
On a la proportion 100 : * : ; xiun  quatrième terme, qui est par

conséquent c’est là ce que perd l’homme en question.

D’un autre côté, comme il a payé le cheval * pièces, et qu’il en a

retiré a4, il est clair que sa perte est aussi exprimée par * —.24.
On a donc l'équation

100
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350. A. Problème VII . Trouver deux nombres tels que, si l'on
ajoute leur produit à leur somme, on obtienne  79 . et que, si l’on re¬
tranche ce même produit du carré du plus grand , on ait  18.

J ’appelle a- le plus grand des deux nombres cherchés , et y  le
plus petit, ce qui donne tout de suite les équations,

x -\ -y -\~xy = 79
xx — xy = 18.

B. Problème VIH. <1Trouver deux nombres tels que, si Von ajouta
leur produit à leur somme, on obtienne  79 , » sans autre condition.

(Lacroix .)

Appelant encore x et y ces deux nombres, on n’a que la seule
équation

x ~\ ~y -J - xy — 79*
C. Problème IX. T,•ouver deux nombres tels que, si Von retranche

le plus petit du plus grand , on ait pour reste  2 ; tels encore que, si Von
ajoute leur produit à leur somme, on obtienne  79 ; et tels enjin que,
si Von retranche ce même produit du carré du plus grand , on ait  18.

Nommant toujours x le plus grand , et,y le plus petit , on a
x — y —2

x+ y + xy — vd
xx — at >' = i 8.

351- Problème X. « Quelques capitaines se trouvent en campagne;
chacun d’eux commande à trois fois autant de cavaliers et à vingt
fois autant de fantassins qu’ils sont de capitaines . JJh cavalier reçoit
chaque mois pour sa paie autant de florins qu’il y a de capitaines,
et un fantassin la moitié de cette somme; d’ailleurs , la dépense totale
pour la paie de tous les cavaliers et de tous les fantassins , est de
l 3ooo florins par mois. On demande combien ily a de capitaines.  »

(Ë uler . )

11 y a a capitaines ; chacun d’eux commande à 3a cavaliers et à
20a fantassins ; il y a doue en tout a fois 3a ou 3.va  cavaliers , et a  fois
2oa ou 20 AA fantassins . Mais choque cavalier reçoit par mois a  flo¬

rins , et chaque fantassin -  llorins ; en sorte que îa dépense totale est

de . . . a fl . X 3aa -f - 'l  fl - X 20 xx,  ou de 3.v3-f - ioa 3, c’est - à- dire

qu on a

26

3a3-f - tOA3= i 3ooo.
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352. Problème XI . « Quelques négociants ont en commun uncapi-
tal de 824.0 écus ; chacun y ajoute quarante fois autant a ’écus qu’ils
sont d’associés ; ils gagnent avec la somme totale autant pour cent qu’ils
sont d’associés . En partageant le profit , il se trouve qu’après que cha¬
cun a pris dix fois autfl.nl d ’écus qu’ils sont d’associés , il reste 224 écus.
On demande quel est donc le nombre de ces associés ? j> (Euler .)

Il y a x associés ; chacun d’eux,ajoute au capital de 8240  écus,
4o .vécus ; en sorte que ce capital se trouve être de 8a4o ĵ- 4oa: X
824 o -j~4o.r .r.

Ils gagnent avec celte somme x pour cent , de manière que leur
gain doit se déterminer ainsi 100 : 824 o -j- 4o.r .r ; ; x ; un quatrième

. , 824o.r -l- 4o.vxA-
ternie,  qui est par conséquent - - '• JJans le but de partager
ce profit , chacun des associés prend d'abord lo .r écus , ce qui fait
pour tous ioxx; mais il reste encore 224 écus : d’où il résulte que le
gain monte à ioxx -J - 224.

On a donc l’équation
8l 'iOX-\ - !lOXXX ,
- = lo .V.V - f- 224.100 1

353. Problème XII . Trouver deux nombres tels que , si au carré du
premier multiplié par le second , on ajoute deux fois le carré du second
multiplié par le premier , plus trois fois le carré du premier , plus qua¬
tre fois celui du second , plus dixUiuit fois le premier , plus quatre fois
le second , le tout ensemble fasse 14-4*

En nommant x le premier des deux nombres cherchés , et ^ Ie
second , on formera tout de suite cette équation

x*y -j - 2\fx -j - 3.V2-J - 4y ’ -J- 18x -j - hy = 144.
354 . Problème XIII . Un enfant a 624 jetons : il en met un certain

nombre sur une même ligne droite , et derrière cette première rangée
de jetons , il en met une seconde égale à la première , puis une troi¬
sième , puis une quatrième , etc. jusqu ’à ce qu’il ait 'autant de rangées
qu’il y a de jetons dans l’une d ’elles ; il place ensuite un jeton au devant
de ce premier assemblage ; enfin , à côté de ce même assemblage il en
construit un second tout pareil , avec son jeton au devant , puis un troi¬
sième , puis un quatrième , et ainsi de suite , jusqu ’à ce qu’il ait au¬
tant d ’assemblages moins deux qu’il y a de jetons dans l’un ou l’autre



ET LEUR CLASSIFICATION. 203

de ces assemblages ; cela fait , il ne lui reste plus de jetons . On demande
combien il y en a dans chaque rangée.

Il y a x jetons dans chaque rangée , et par conséquent il y a a; ran¬
gées dans chaque assemblage , ce qui fait xx jetons pour chaque
assemblage , ou plutôt xx -f - i , à cause du jeton qui est au devant de
chacun.

Maintenant il y a autant d’assemblages moins deux qu’il y a de
jetons dans l’un ou l’autre de ces assemblages , ç’esl-à-dire qu’il y a
æx- |-  i — 2 ou xx — t assemblages.

Or, en multipliant le nombre des jetons de chaque assemblage par
le nombre des assemblages , il est clair qu’on a le nombre de tous les
jetons , qu’on sait d’ailleurs être de 624 .

On a donc (xx - |- î ) (xx — î ) = 624 , ou , en effectuant la mul¬
tiplication (n° 118 ),

*4— i = 624.

355. Problème XIV . « (Le gouverneurd’une place assiégée voulant
obtenir au plus tôt du secours de son général , lui écrit que la garnison
est réduite à autant de centaines d’hommes qu’il y a d ’unités dans la
valeur directe de  x de l’équation  x4—x3—44x-2~|- 49x == -45 -L ’homme
chargé de ce billet est arrêté par les ennemis : on le fouille , on voit l’avis
donné au général , et l’on n’y comprend rien . Si vous eussiez été dans
le camp des assiégeants , quel parti auriez -vous tiré de ce billet P »

(Marie.)

L’équation est déjà posée ; nous pourrons y revenir dans le temps:
en attendant , elle nous servira d’exemple . Nous allons la répéter ici:

x4— x3— 44x a-j- 4g .v= 245.

356. Problème XV . « Un homme ayant placé une somme  a dans
une entreprise ou il perd d ’année en année , et toujours dans la
même proportion , il cherche à retirer ses fonds ; mais ne l’ayant pu
quiaprès la  n me année , il trouve que la somme placée est diminuée de
la quantilé  b de ce qu’elle était après la première année . On demande
à combien pour cent montait sa perte par an. » (Clairaut . )

Il perdait x pour cent par an. ^
Calculons d’après cela à quoi s’est réduite la somme a pendant la

première année , ou ce qui restait au prêteur au bout de cette année-là.
Si 100  est devenu 100 — x,  qu ’est devenu a?  On le trouvera en
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posant celle proportion : le capital 100 est au capital a comme le
reste 100 — x est à un quatrième terme,  ou en abrégé

,100 : a : : 100 — a?: 4ma  terme.
Ce quatrième terme , qui exprime ce qui reste au bout de la pre¬

mière année , est donc ^ l0°uo a > et c’est en même temps le capitalde la seconde année.
Pour trouver ce qui reste au bout de cette seconde année , on dira :

Si 100 devient 100 — a:, que devient al 3El l’on posera cette

proportion : le capital ioo est au capital ^a  comme le reste
10.0 — x est à un quatrième terme,  ou en abrégé

/ioo — .r\
100 ; - ) ioo — a; ; v ^Herme.\  ioo /

Ce quatrième terme , qui exprime ce qui reste au bout de la seconde
loo - X

too
• 1 / Juu—”X \ ,

annee , est donc ( — \ a;  et cest en meme temps le capital de
la troisième année.

Pour trouver ce qui reste au bout de celle troisième année , onfera encore
/ : oo — atV

îoo ; ( - « 100— J 4me terme:\  ioo J
/ICO - AT\ 3et ce quatrième terme sera- a.V ioo J

On trouvera de même , pour les restes au bout de la quatrième,
de la cinquième , et en général de la n mû année , les quantités

too ■ r \4
' £

t oo — . ioo — æ\ n
a.

100 / \ 100 J  \  i oo

IJ un autre colé , le problème dit qu 'au bout de la n mc  année , la
somme est diminuée de la quantité b de ce qu ’elle était au bout de
la première année . Mais après la première année la somme était
/ioo — x\ • /1oo — ,v\ ^l — —- — ) a : elle est donc apres la nmc( - )a — b.  Eu sorte
qu on a l’équation

too

1 Otl — jt \ » f/ too — .r\
ioo /

«■ ■b.
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Or , si Von observe que
100 — x x

= i- -, on aura
lOO lOO

n (n ■— i )
lOO

etc. . . . -f-

~ - (nos 284 , 335) ; en sorte que Véqualion ci-dessus pourra pren¬

dre celle forme,

100 "
n(n — i )

ioo 22

357. On voit suffisamment par ces exemples , i ° que les différents
problèmes qu ’on peul proposer conduisent à des équations qui con¬
tiennent une ou plus d' une inconnue ; 2“ qu ’il y a quelquefois autant

d’équations que d’inconnues ( Voyez  les problèmes 2 et 7 , et tous
ceux qui n’ont donné qu ’une inconnue ) ; 3° que d’autres fois les in¬
connues et les équations ne sont pas en même nombre ( Voyez  les

problèmes 3 , 4 , 8 , 9 et 12).
358 . Mais en considérant à part telle ou telle équation , si celui

de ses termes qui contient le plus d’inconnues semblables ou non
multipliées entre elles , en renferme un nombre n,  celte équation est
dite du nm' degré.

Du reste , on représente ordinairement les connues , lorsqu ’elles
ne sont pas exprimées en  chiffres , par les premières lettres de l’al-
phabel a , b , c , d , e, etc.  et les inconnues par les dernières u , x,

j 3 ^ ClC»

Exemples d?équations du  1 er degré .
Celles des problèmes 1 et 2 , et les suivantes

3x 5 x — x -J - 12 = 7
x -J - 2y — s = 4.

etc.

Exemples d ’équations du  2° degré.
Celles des problèmes 5 , 6, 7, 8, et les suivantes

sx 1 -4- 3-r1— 6 = 14sx 1 3 -r 1— 6 = 14

x* -}- 3x 2— 5x — 3x 7 = i5
xy -j- 2x — 3y -j - | = i4t

axy = 8
etc. etc.
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Exemples d’équations du 3° degré.
Celles des problèmes io , 11, 12, el les suivantes

x l -j - O.X = 10
a .ryz -j - bxy - |- ex -j - dy = e

etc. etc.

Exemples d’équations du  4 m' degré.
Celles des problèmes i3 , 14 , et les suivantes

x^-j - px^— q
x^-fpx ^-f qx — t.
*y 2+ axy + i>xy*■+ cxy = d
*1Y-\ -xy -\ -y = a.
xyzu -}- 3xy -J - 5u — b

etc. etc.

Exemples déquations du  n me degré.

Celle du problème iô , et les suivantes
Xn 4 . Ax ”~1+ Bx n~24 .. -\ -Kx = L.
xy n~1-J - x *y n~2-j-y 3x n~5— A.

etc, etc.

CHAPITRE II.

Des premières opérations sur les équations , et de quelques
changements qu'on peut leur faire subir par l ’addition ,
la soustraction , la multiplication , la division, l ’éléva¬
tion aux puissances et les extradions de racines.

Notions sur la  décomposition des équations , sur leur  abaissement,
et sur  l ’évanouissement des radicaux.

359. Pour découvrir les propriétés des équations , et pour les ré¬
soudre , il est souvent nécessaire d’ajouter à leurs deux membres une
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tnème quantité , ou d’en retrancher une même quantité , ou de mul¬
tiplier ou de diviser ces deux membres par un même nombre , ou
de les élever à une même puissance , ou enfin d’en extraire une même
Racine.

Ces opérations , tout en changeant la valeur de chaque membre
de l’équation , ne détruisent point leur égalité , et ne dénaturent point
le rapport des connues aux inconnues , exprimé par l’équation même
(n os 5o , 5 1).

360. Si l’on avait , par exemple , l’équation
\ —4 = 8 -f -6x »»- 1 — \x m,

en ajoutant de part et d’autre j x m, on aurait
x m-\ - axm- \ —4 = 8 -J- 6x m~* ;

retranchant ensuite des deux côtés 6x m~i , on obtiendrait

xm — 4x »*- t — 4 = 8 ;

ajoutant enfin 4 dans les deux membres , on trouverait
xm — tixm- 1 12 ,

équation beaucoup plus simple dans un sens , ou beaucoup moins
chargée de termes que la proposée.

En général , si l ’on a x f - b — a,  et que l’on retranche b de part
et d’autre , on trouve x — a — b;  ou , si l’on a x — b = a,  et qu ’on
ajoute b des deux côtés , on trouve x = a -\ - b.

Cela revient évidemment à effacer un terme quelconque dans le
membre où il se trouve , pour l’écrire dans Vautre avec un signe con¬
traire.  Cette règle s’appelle la règle de transposition , parce qu ’elle
sert à transposer un terme d’un membre dans un autre.

361. H est bien clair que si l’on transpose tous les termes d’un des
membres dans l’autre , il ne restera rien dans celui - là.

Parexemple , notredernièreéquation ^ ±= « -j- ô, donner— a—b= o>
ce qui est du reste évident par soi -même . L’équation précédente
xm — 4 xm- 1= 12, donne x m— 4j ?«- 1—12 —-O.

362. Mais si l’on transpose les deux membres en masse , on peut
alors changer les signesou ne pas les changer : x = a -\ - b donne — a
— b = — x , et donne aussi a -J - b = x.

363 . Celle observation fait encore voir qu ’on peut changer tous
les signes -des termes d’une équation sans les transposer , pourvu qu ’on
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les change tous . Car x — a -}- &donne —a — b ~ — x , et cette der¬
nière équation est la même que celle -ci , — x— — a — b.

364. Si nous avions les équations

x «
a

m n n

x m px m- ' q
abc

XXX

^T + T + y* 3’
et que nous voulussions débarrasser leurs différents termes des divi¬
seurs qui s’y trouvent , nous multiplierions la première par a,  la se¬
conde par nui,  la troisième par abc,  et la quatrième par s 8 , ce qui
nous donnerait

x m-\ -y — ab
anx 3-j - bmx 2—cmy = mnd
bcx m-{- acpcr/i - ^ xzxabq
28 .r = i t\x -j - 7-r -j- fiæ —j —84.

Ainsi , pour faire disparaître les diviseurs des termes d’une équa¬
tion , il faut en général multiplier toute l’équation par le diviseur
qu’on veut faire disparaître , s’il n’y en a quan dans ce cas , ou par
le plus petit multiple des diviseurs différents , s’il y en a plusieurs.

JD’uprès cela,

x -\~— = a donne x 2-fy.

X X

Ü . J — - = — . ay ffbx -= c
x ‘ y xy

x x x

Mais cette dernière ne peut rien apprendre , puisque a , b cto  re¬

présentent des quantités connues ( n'’ 358 ).
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365 . Du reste , il sera bon d’observer que l’on a ici un moyen de

faire disparaître d’une équation les exposants inverses qui pourraient
affecter les inconnues.

Si l’on avait , par exemple,
_j_ ax~ n= b,

on en tirerait d’abord ( n° go)

■- 1- — '’>
x m ‘ xn

puis , en multipliant par ocm X x ” ( n° 354 ),

Xn-j - ax m— b X™-\-’‘.

366 . Si nous avions l’équation
ctx.™-f -bXm~K-j - ex ®"3— d,

et que nous la divisassions par a,  elle deviendrait
, h , , c „ d

X r» 4- X m~ \ 4- X m~ ^ — -
1 a ' a a

Par où l’on voit que , pour débarrasser un terme quelconque d'une

équation des quantités qui multiplient Üinconnue dans ce terme , il

faut , en général , diviser toute l'équation par ces quantités.

367 . Sur quoi l’on observera que s’il se trouve dans tous les termes

de l’équation un même facteur , et qu ’on la divise par ce facteur -là,

elle est ainsi simplifiée.
Par exemple , 2xy -\ - bx + 8y = 12  donne tout de suite r y - (-

2.t - j- 4y — 6.

368 . Si ce Facteur , commun à tous les termes , est une inconnue

à la première puissance , l’équation est alors abaissée  par là d’un

degré.
Ainsi , x3— 4 .r 3= gi devient , en divisant par x , x*— 4.r = g-

AinsijU ’jy1— jx — ax,  équation du 3 ,Ile degré à deux inconnues,

devient y *— 7 = 2 , équation du second degré à une seule inconnue,

l’autre ayant été éliminée,  c ’est -à-dire ayanL disparu par cette opé¬
ration.

Et l’on voit bien que , si le facteur commun était un produit de plu¬
sieurs inconnues semblables ou non , I équation serait ainsi abaissée

de plusieurs degrés.

369 . Quelquefois le facteur qui peut diviser une équation est po-
27 -
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lynome , et ce polynôme , ou ne contient point d’inconnues , ou en
contient . Dans ce dernier cas , l’équation s’abaisse, et dans tous le*
cas elle devient plus simple.

Par exemple , pour le premier cas,
m 1-j - bx 3 -J - lax -j - 2bx — ha — 46= 0, est la même chose que

x a-|- 2 O -j- 6) x —4 (n-f-6 )= o , équation divisible par
a -\ - b,  et qui devient , en effectuant la division,

Æ’-)- 2X- 4 = 0.
Par exemple encore , pour le second cas,

(x —i ) (•*—3)-}- (x— i ) (x—5)— (x— t ) (x -}-4 )= o , est divisi¬
ble par x— t, et devient , en effectuant celle opération,

X - 12 = 0.

xn

370. A. Si l’on avait l’équation l/x a= a , en élevant chaque mem¬
bre à la puissance m,  on aurait x n—a m, équation qui n’aurait plus
de radical.

Comme on a quelquefois besoin de faire disparaître les radicaux
d’une équation , nous allons donner ici quelques exemples d’opéra¬
tions de ce genre , qui pourront servir de modèle pour des cas sem¬
blables.

B. Si l’on avait l’équation
x— 2a — b-\ -\/ 'ax  :

laissant le radical seul dans un membre , on aurait
x — 2a — Z >= l/ax;

puis, carrant chaque membre , on obtiendrait
x 2— 4 «r -)- 4a2— 2.bx hab b*— ax,

équation sans radical.
C. Si l’on avait |/x -|- l/f = n , on ferait le carré des deux mem¬

bres, et l’on trouverait
x -J- nl / Xy -\ -y = eï1,

d’où l’on tirerait
x -|-y —a*——al / ~xy,

puis
( •̂ -hr — ~hxy.

3 3 .
D. Si l’on avait l/ 'x -}- |/ jy= o, on cuberait les deux membres, et

l’on trouverait
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3 3
x -j- 3 î/x 'y xy *~hy —« s

3 3 3
x -j- 3 \/xy (|/x -f kV ) -\ -y = a *.

3 3
Mettant a à la place de |/x + Kr , on obtiendrait

3
x -|- 3a -\ -y = a 3.

Laissant le radical seul dans le premier membre , et cubant de nou¬
veau, on aurait

a ja i xy ?= ( à i —x —jk) 5 .
-3

E. Si l’on avait \Xx -\ - \/x — a,  on en tirerait
3

\Sæ = a — \/æ
x = a3— 3a2|/x -}- 3ax — x (/x
x = a3-j- 3ax — (3a2-|- x ) l/x
(3a 1-(- x ) l/x = a3-)- 3ax —x
(3a 1-j- x) 1.x = (aî -j- 3ax —x) 1.

F . Enfin , si l’on avait x -j- ax | i = b,  on en tirerait
ax \/ — 1= b—x
—<i*x 2= (Z>—x )*.

G. Ces exemples suffisent pour faire comprendre que l’on peut
toujours faire épanouir  les radicaux et les imaginaires qu’une équa¬
tion contient.

Mais on observera qu’on a aussi par là un moyen de faire dispa¬
raître les exposants fractionnaires , irrationnels ou imaginaires , qui
pourraient affecter les inconnues d’une équation.

Si l’on avait , par exemple,
A l

x 5 -j - x * = a,

on en tirerait d’abord (n° 244) 3
|/x -f- \/ ' x = a,

puis l’on opérerait comme nous venons de le faire au n° E.
Si l’on avait

aT m = a,

ni  étant direct ou inverse, on élèverait chaque membre à la puis¬
sance V ni,  et l’on aurait (n° ua3)

, .m _ V miiC - ((  «
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Alors, si m était inverse, on opérerait comme au n° 365 , et s’il

était fractionnaire , on opérerait comme dans l’exemple précédent.
371. Si l’on avait l’équation

x m-j - max m 1 -j - —-- - a1x m 2 -J - etc. -J - mam—1x -|-
a m =  J}m )

en extrayant la racine m des deux membres , on trouverait
tC —j —Ct b ,

équation qui , du degré m , est abaissée tout d’un coup au premier
degré.

372. Mais si dans une équation les inconnues jouaient le rôle d’ex¬
posants , il faudrait avoir recours aux logarithmes pour leur faire
quitter celle place-là.

Pour bien comprendre ce que nous allons dire à cet égard , il faut
se souveuir que le logarithme d’une puissance est égal au logarithme
de la racine multiplié par l’exposant île la puissance; que , par exem¬
ple, log. a™—m log . a ( sJrilh . n" 697).

Ainsi, ax— b donne log. ax=  log. b , puis x  log. a = log . b.

De même, ax = b donne log. ax = log .ô, puisa;” log. a = log.ô.
y . y

De même encore , ax = b  donne successivement log. ax —  log . b,

. . . X?  log. a = log . b, . . .xy = — , . . . log . a:̂ ’= log. — ,& 0 log . a b b log . a
■ , 1° S - by  log . x = log . -- .log. a

CHAPITRE III.

Propriétés générales des équations.

Fonctions symétriques de leurs soluteurs.

373. Nous supposerons toutes les équations préparées par les pro¬
cédés des n°*565, 370 G , et 372, de manière à ce que l’inconnue
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ou les inconnues de ces équations n’aieni que des exposants entiers
et directs , et que cès inconnues ne jouent pas elles -mêmes le rôle
d’exposants.

Cela posé , une équation à une seule inconnue , du degré m [m étant
donc entier et direct ) , contiendra nécessairement un ou plusieurs

termes , qui renfermeront a » (n° 858), et de plus un ou plusieurs ter¬
mes qui ne renfermeront point d’x , ou qui seront entièrement con¬
nus ( n“ 368 ). Elle pourra contenir aussi un ou plusieurs termes qui
renfermeront x m~*, un ou plusieurs termes qui renfermeront
et ainsi de suite , jusqu ’à un ou plusieurs termes qui renfermeront oc.

Cette équation étant donnée , on pourra toujours faire passer tous
ses termes dans le premier membre , pour n’avoir que o dans le se¬
cond ( n" 36 1). On pourra ensuite réunir en un seul tous les termes
qui renfermeront x ™, en un seul tous ceux qui renfermeront a;» -1 ,
et ainsi de suite (*). Enfin , l’on pourra débarrasser a '»' des quanti¬
tés qui diviseront ou multiplieront celte puissance de l’inconnue,

et cela en multipliant ou divisant toute l’équaLion par ces quantités
( nM 364 , 366 ).

Si l’on avait , par exemple , l’équation
ax m-)- a 'x m-j - etc. -j - bæm~1- |- Vx m~ ' -j - etc. -j - cx m~%-j - cfr” 1- 2-)-etc.

-}- etc. -j- goc- |- g*.r -j- e/c.-j- A-}- A’-}- etc. = — a " .x:m— b" x m~ 1 —
c" .r >»- s — etc.  ( ¥V) , on en tirerait

(*) Ceci est une espèce de  réduction ( u° 72 ) ; mais pour la faire , on considère

comme semblables tous les termes qui renferment une meme puissance de l’incon¬

nue , et cela en rangeant dans la classe des coefficients les quantités connues uumé-

riepres et algébriques qui multiplient ou divisent l ’inconnue.

Nous allons en voir un exemple général ; en voici 1111ou deux plus particuliers:

L ’équation ax- J- bx — ex -j - d -J - e — >peut s’écrire ainsi : {a -\- b — c ) a:- j-

f d-]- e—f )= o; et celte équation est considérée comme n’ayant sous cette nou¬
velle forme que deux ternies seulement , parce que tout ce qui est entre deux pa¬
renthèses est censé ne former qu ’un seul nombre.

De même , l’équation ax — - x + m— 5 = o , peut s’écrire aiusi : (a — ^- 1).*

( m _ 3 ) = 0 . Nous avons déjà vu quelque chose d’analogue dans le nu yC , et

dans les n” 5 19,70, 56 y , 3” ° j ^ j

[**) On demandera peul - etrc comment il arrive qu ’une réunion de termes directs

soit indiquée égale à une réunion de termes inverses ; mais il faut observer que les
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(n-\ -a! -\ -a" -\-etc.)x™-j - (b-\-b'-) -b" -) -etc.)x ”>- ' -]- (c-\ -c'-\-c" -\-etc.)
xm~2 -j- ei;c. -J- elc.) x -\ -{h -\ -h' -\~etc.)= o. Faisant alors

-\ -a’r- -̂etc.= n , b~\-b'-\~l l,-\-eic.= p } c-[- c'-j-c,/ -j- eic.= f/,etc.
g -\-£ -\- elc.= t , h -\ - h' -\ - etc.—u,  on aurait
nx ™ px »>- 1-\ -qx m~2 -f - etc. -f - tx - |- u= o ; divisant par n toute
l'équation , on obtiendrait

x m-j - ~ xm~t _j_-‘L-xm~2 -f - etc. -J —x -j— =  o; supposant enfin

—■— P , Q>  ete - T, V,  l ’équation proposée devien¬
drait

x mJ r p x m- \ J _ Q,L-m- 2 _j _ etc%  y x _|_ £/ =0 .

374. Dans cette équation , les quantités P , Q,  etc . T, U,  sont ou
monômes ou poljnomes , ou égales ou inégales, ou directes ou inver¬
ses, ou entières ou fractionnaires , ou commensurables ou incom¬
mensurables , ou réelles ou imaginaires.

Ces lettres peuvent même , dans certains cas , devenir égales à zéro,
pourvu qu elles ne le soient pas toutes en même temps : car alors
l’équation n'existerait plus , ou l’on n’en pourrait plus rien tirer.

375. Celte même formule pourra encore représenter une équation
à plusieurs inconnues ; il suffira de supposer pour cela que l’on a
ordonné l’équation pour les différentes puissances d’une même in¬
connue x, et que les lettres P , Q,  etc . 7’, U,  renferment les autres
inconnues.

Par exemple , l 'équation
a 3- )- axy* -j - bxy -j - cx %y -j - dx 2-f - ey = o,

peut s’écrire ainsi,
•V3-f ('•/ + d ) JL2 4 - (ap ’ - j- by ) x -f ey = o ;

et si l’on représente cy -|- d par P , ay2-f~by par Qet ey par R, on
aura

quantités désignées ici généralement par a , a 1, b ’, b ' , etc . ainsi que l’incun nue repré¬
sentée par x, ‘et quelques - unes de ses puissances , doivent avoir , soit les unes , soit
les autres , dans tels ou tels cas particuliers , des valeurs inverses qui rendront in¬
verses une partie des termes qui paraissent directs.

Celle observation s' applique à l’équation suivante , dans laquelle un assemblage
de termes en apparence directs est égal à o.
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x 3-j - P.r a+ Qx + Æ = o,
équation qui rentre dans la formule précédente.

376. Quand on prépare les équations comme nous l’avons fait dans
les nos 3y3 et 3^5,  cela facilite leur résolution et la recherche de
leurs propriétés.

377. Il faut d’ailleurs observer que si m désigne la plus haute
puissance de l’inconnue , x”1 s’écrit pour l’ordinaire à la première
place, et s’appelle le premier terme ; que Pæm~ l s’écrit à la seconde
place, et s’appelle le second terme ; que Qx’”—1 s’écrit à la troisième
place, et s’appelle le troisième terme , et ainsi de suite jusqu’au ternie
qui ne contient point d’m, ou qui ne contient que tu0 (n ° 88), lequel
s’écrit à la dernière place, et s’appelle le dernier terme.

378. Les quantités P , Q,  etc. s’appellent les coefficients de Véqua¬
tion (n ° 373, note i re) ; P  est le coefficient du second terme , Q le
coefficient du troisième, etc. et la quantité qui ne contient point &’x
est supposée multiplier a:0 ou l’unité , et tient en conséquence sa place
parmi les coefficients.

379. Si P  est égal à zéro, le second terme manque ; maisQ *™- ’
conserve cependant son nom de troisième terme , quoiqu’il soit alors
écrit à la seconde place. De même, si Q= o, le3 mc terme manque;
mais Rx m~ 3 conserve son nom de 4m° terme. En un mot , chaque
terme conserve son nom, soit que les autres manquent , soit qu’ils ne
manquent pas.

380. Si tous les termes manquent , excepté le premier et le dernier,
on dit que l’équation est à deux termes,  et ces équations méritent
d’être considérées à parL; nous nous en occuperons bienlôt.

381- Si le dernier terme manquait , et que les autres restassent
tous ou en partie avec le premier , l’équation pourrait être abaissée
en divisant tous ses termes par la plus petite puissance de .rque con¬
tiendrait l’équation (n° 368).

Mais alors le coefficient de cette puissance restant par là sans x,
deviendrait le dernier terme (n°5077, 378 ).

382- Il est facile de comprendre qu’un nombre quelconque étant
donné , on peut toujours former une équation en x,  même d’un
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degré plus élevé que le premier , et dans laquelle x  ait pour valeur
ce nombre.

Si , par exemple, le nombre donné est a , en faisant x”>= ou
x m— a>» =zo , et en supposant , pour simplifier , m égal à un nombre
entier plus grand que 1, on a l’équation demandée , qui donne
x — a;  cette quantité pouvant être directe ou inverse , entière ou
fractionnaire , rationnelle ou irrationnelle , réelle ou imaginaire (*)•

(*) Supposons un problème d ’après lequel il s’agisse de trouver un nombre ca¬
pable de satisfaire à certaines conditions : il est clair que ces conditions pourront
être telles que le nombre cherché soit nécessairement entier . Mais elles pourront
aussi être telles que le nombre cherché soit fractionnaire.

Ce n’est pas tout : ces conditions pourront encore être de nature à ne pouvoir
être satisfaites que par un nombre irrationnel . Si l’on demandait , par exemple , la
grandeur de la diagonale d’un carré dont on connaîlraitle côté , celle quantité serait
incommensurable , comme nous l’avons dit au u° 2oy.

Enfin , s’il y avait quelque impossibilité dans ces conditions , cette impossibilité
pourrait se manifester de différentes manières , entre autres en conduisant à un
résultat imaginaire ou à un résultat inverse.

Cela bien compris , il est évident qu ’après avoir représenté par a; l ’inconnue du pro¬
blème suppose , après avoir mis ce problème eu équation , et résolu celle équa¬
tion , on trouvera , suivant les cas , x  égal à un entier , ou à une fraction , ou à un
nombre irrationnel , ou à un symbole imaginaire , et que ces valeurs seront ou
directes ou inverses . Je dU qu ’on trouvera x  égal à l’un de ces résultats ; à moins que
x lie disparaisse de lui - même , ou qu ’il ne soit égal à zéro , comme si l’on avait
7.v -{- 2 — 5a.*-— 2 — 2x = o , qui se réduit à o = o , ou si l ’on avait 5x — 5a: = O,
ce qui donne 2a: —o , et par conséquent x=  o.

Un de ces cas dont la métaphysique embarrasse le plus les commençants , est
celui ou l’on a x  égal à un nombre inversecomme — a : car , dit - on , a* est la
même chose que - j- A.*, et il est impossible de faire un nombre direct égal à un
nombre inverse . Mais ce n’est pas ainsi qu ’il faut voir la chose ; ou ne doit consi¬
dérera *que comme un signe destiné à représenter l ’inconnue , et comme l'équivalent
de ces phrases , le nombre cherché , le nombre qu 3 il faut trouver , etc . Ainsi,
quand on écrit a:— — 2 , ce n’est pas poser 2 — — 2 ; c’est dire d ’une manière abré¬
gée , le nombre que Von cherche est — 2 \ ou , pour traduire tout ce qui tieuL aux
signes algébriques, .c’est dire , le nombre cherché est  2 ; mais ce nombre est in^
verse cle ce qu on Vavait supposé (n os5o , 67 ) .

Du reste , celte observation s’applique aussi aux autres cas , c’cst -à- dire à ceux
dans lesquels on a x égal à une quantité fractionnaire , incommensurable , imagi¬
naire , nulle , quoique ce symbole x  ait la forme ou l’apparence d’un nombre entier.

J ’invite los commençants à méditer sur cette note.
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Mais on peut même varier l'équation qui doit donner à l’inconnue
la valeur demandée.

Veut -on , par exemple , une équation qui donne x = 2 , celle

équation sera ou X = 4 , ou x 3 = 8 , ou xi — 16 , ou etc . Et parce

t)ue l’on a 22+ 3 X 2 — 10 = 0 , OU23—5 X 22-f- 3 X 2 -)- 6 = o,

on etc . l’équation demandée pourra être x i Sx — 10 = 0 , ou

x 3— 5* 2-f - 3x  6 = o , ou etc . équations qui sont également sa¬

tisfaites lorsqu ’on y suppose x =2.
Veut -on une équation qui donnex = -~- 2 (Voyez  la nole )>cette

équation sera ou x 2==4, oux 3= —8 , ou xi—  16, ou etc . Et parce

que l’on a (— 2)2-j - 4 (— 2) - j-*4 = 0, ou (—-2)3-f - 3 (— 2)2— i = o,

ou etc . l’équation demandée pourra être x 2 -f - 4cc~j- 4j = o , ou

x 3-J- 3-c2— 4 = o , ou etc.
Veut -on une équation qui donne cette équation sera ou

X = i , ou x 3= i , ou etc . Et parce que l’on a (l) 2 6 (i ) — ^ -= o,

Ou (i) 3— 8 (l/ *- |- 5 (5) — | = o, ou etc . l’équation demandée poütVa

être a;2- )- 6a; — ■!/ = o , ou a:3— 8 u2-(- 5x — £ = o , ou etc.

Veut - on une équation qui donne x = X2 , celte équation sera ou

a-2= 2 , ou x 3 =  2 (/ 2 , ou x4 = 4 , ou o:5=4X2 , ou a 6=8 , ou etc.

Et parce que l’on a ( X2) 2-{- 3X2 -—(2 -{- J/18 ) = 0 , ou (X2 )3 5

(IX2) 2— 2 (1X2) — 10 = 0 , ou etc . l’équation demandée pourra être

a 2-j-Zx — (2 -)- JXi8 ) = o , ou x 3-^5x* — 21 - 10= 0 , ou etc.

Veut -on une équation qui donne x = fX — 2 , cette équation sera

x % = —2 , ou x 3= —■ 2 lX — 2 , ou etc . Et parce que l’on a (X —a)*

— 2 (X —2 ) —(—( a -f-X —- 8 ) = o, ou (X— 2 )3 —5 (X —2) 2- (- a

( X — 2) -— 10 =0,  ou etc . l ’équation demandée pourra être

.z'2— 2 .r -J~(2 -j- X — 8 ) = o,ou x 3— 5x *-\- 2.x —10 = 0 , ou etc-

Veut -on enfin une équation qui donne :u = 2 -j- X 2 , il est clair

que puisqu ’on a ( 2-j- X2 )2— 4 ( 2 -f-X2 ) -j- 2 = 0, l’équation de¬

mandée pourra être celle -ci : x a— 4æ ' -J- 2 = o.

383- Cela posé , le nombre , quel qu’il soit , qui , mis a la place de x

dans une équation , satisfait a cette équation , onia  résout , peut

s’appeler le soluteur (*) de l’équation.

(*) Je 11e puis me déterminer à faire usage du mol de racine , admis par tous les

auteurs , parce que je sais que ce mot , employé dans deux acceptions très - diffé-
28
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384.  Les exemples précédents suffisent pour faire comprendre q" e
les soluteurs de telles ou telles équations sont directs ou inverses,
entiers ou fractionnaires , rationnels ou irrationnels , réels ou ima¬
ginaires , et que , lors même qu’une équation a un soluteur irrationnel
ou imaginaire, ses coefficients peuvent dans certains cas être ra¬
tionnels.

385.  Mais est - ce qu ’une équation quelconque , prise au liasard et
formée arbitrairement , sans assigner d’avance aucune valeur à x,
peut toujours avoir un soluteur quelconque ? On comprendra l’im¬
portance de cette question , si l’on observe que les problèmes arith¬
métiques variant à l’infini , ils peuvent conduire à des équations de
toute espèce et de toute forme ; en sorte que sans s’arrêter aux pro¬
blèmes mêmes, on doit s’attacher à chercher la solution de toutes les
équations imaginables.

V'Alembert  a démontré dans le tome II des Mémoires de l’acadé¬
mie de Berlin , année 1746, qu’il y avait toujours , soit une quantité
réelle , soit un symbole imaginaire , qui,mis à la place de x  dans un
polynôme xm-|- Px m~~1-j - Qx»1—2-J - etc.-j - V, rendait ce polynôme
égal à zéro, et était par conséquent soluteur de l’équation.
1» -}- Px ”*—' -j - Qxm—*-{- etc.-j - U—  o. Mais cette démonstration
n’étant pas à la portée des commençants , je la supprime et suppose
le principe admis.

386.  Cela posé , représentons par a le soluteur de l ’équation
x m-j- Px m~ J-j - Qxm~ 2. . .-j- Tx -\- U—Q

(n° 373), ou supposons que l’on ait trouvé x — a , nous aurons
4 - Qam-2 _ +T *+ U—O,

d’où nous tirerons
U=z—am— P *™—1— Qu.™—*. . _ Ta.

Si nous mettons ensuite cette valeur de Uk  la place de Z7même
dans l’équation proposée, nous aurons

rentes , est pour les commençants l’occasion de bien des ide'es fausses qu’une ex¬
plication ne prévient pas complètement . D’ailleurs , comment dire à un élève : voici
une racine qui n’est j/as une racine , et quand j 'emploierai ce mot , prenez
bien garde dans quel sens je l’emploie , etc . etc . etc.  Le plus simple , le plus
sûr et le plus méthodique , est sans doute d’adopter un mot propre à la chose : j’avais
déjà proposé celui-ci en 1793( Voyez  la Préface).
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xm-\- Pxm~ i Ç rw—a_|~ . . . .~\~Tjc
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— a.m— p am~i — Qtt« - 2- - - J u »

ce qui peut s’écrire ainsi

(i » — am ) -J - P (x m~ z a.m~' ) Q ( J H- ‘ -—a w—: j J 1

(■T—a)= 0.

Or , comme nous savons que x ”*— am est divisible par x — a ,

(n° 127), il en résulte que tout le premier membre de notre dernière

équation , considéré même comme une formule algébrique dont on

ne connaît point la valeur , et abstraction faite de son égalité à zéro,

est divisible par x —a.
387. Mais comme notre dernière équation n’est autre chose que

la proposée , on peut dire qu’/m soluteur d’une équation quelconque

étant représenté par «, le premier membre de cette équation est divi¬

sible par  x — a.

388. Pour trouver l’expression générale du quotient de cette divi¬

sion , on prendra l’équation sous sa dernière forme (x»»— a>" ) -j - P

{xm—1— a.™—l) -̂ -etc.; et, divisantd’abordxm—am para:—a, on aura

xm~1_|_ ajcm—z _j _ a.'xxm—->-J - etc. -}- a.™—1(n ° 127). Divisant ensuite

P (xm~ z— a.™—1) para :— a , on trouvera P {x™r—2-\- aur™—3 etc.-\ -

a.m~ i ). Divisant encore Q(xn~ 2 —am~ 2) par x—a , il viendra Q[xm~-3

-j- aiEW—■*-j- etc. -J - 5). Continuant ainsi ces divisions jusqu’à T

(x —a ), qui , divisé par x—u,  donne T1, et ajoutant tous les quotients

partiels pour avoir le quotient total , on obtiendra enfin

xm | p xm~t j QX”>—Z-j - etc Tx-j - U

xm—<~j~ x m —i a?  U»

-j- Pa.m
- {- Qat » -

-f T O.

389. Faisant « -|- P = / 3', - «.* -j- Pa + Q — Q' , etc . on aura

(*) Ces traits verticaux tiennent Heu de p arentlieses. Ainsi la troisième colonne,

par exemple , ou celle qui commence par a2, vaut J ’a -J- Ç) xm 3  .
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xm 4 - Px ™- ' 4 - etc.  ,
- !—- !- = xm—i-i - P 'xm—2-j - Q'xm i 4 - etc.x — a

d’oli l’on tirera

{xm- |- Px ™—2-)- etc. == {x— a) (xm~ 1-]- P f.v”>—2-f - Q' x™—5-j - etc .)

Mais comme xm-\ - Px 2»—*-\ - etc. = o , on aura aussi
(x — et) {xm—2-J - P 'xm—2 _|_ efc .) — o,

nouvelle forme de l ’équation proposée.
Maintenant il est bien clair que le premier membre se réduira

à o , non-seulement quand on aura x —a = o , ou x — a,  mais en¬
core quand on aura xm~ 2- -̂P 'x221—2-j - Q*xm—3-J - etc. = o.

Cette dernière supposition , qui satisfait à la proposée , donne donc
une nouvelle équation du degré m — i ; et cette équation ayant né¬
cessairement au moins un soluteur (n° 385 ) , qu’on peut représenter
par /3, sera divisible par a: — /3 (n° 387 ) , et donnera un quotient de
la forme x™—*-j - P *'xm—3 -j - Q,,xm—'i - )- etc. (n ° 388 ), les coefficients
P " , Q" , etc.  étant différents des coefficients P ' , Q1, etc.  et des coeffi¬
cients P , Q, etc.

On aura donc xm~ ' -)- P 'xm̂ -%-)- etc. =̂ {x — B) (xm̂ 2-\- P ”xm—3
->[-etç .) , et la proposée prendra la forme

(x — a.) (x — J3) (x'm—a-j - P ,! —3-j - etc.) = o.

On verra alors qu’elle peut être satisfaite , soit que l’on ait x — a — o
ou x = a , soit que l’on ait x — /S =0  ou x = |3 , soit que l’on ait
xm—1-(- P nxm—3_|- etc.= ■ O.

Piaisonnant sur cette équation comme sur les précédentes , et de
même sur celles qui suivront et qui seront des degrés m— 3 , m— 4,
m — 5 , etc.  on arrivera enfin à une dernière équation du degré m —
{ni — 1) , ou du premier degré ; et la proposée sera alors décomposée
en m facteurs du premier degré , et prendra la forme

(.r — a) (x — £ ) ( x — >) {x — . (a;— a) —o.

390. Si deux ou plusieurs des lettres a , fi, y , etc.  sont égales , il y
aura deux ou plusieurs des facteurs x — a , x — /3 , x — y, etc.  qui se¬
ront égaux ; mais ces facteurs seront toujours au nombre de m.

391 . Si tous les facteurs étaient égaux , le premier membre de
l ’éqitalion serait la puissance m du binôme x — a.

392. Un supposant les quantités a , B, y , etc.  toutes différentes,
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1équation se vérifie de m manières , c’est-à-dire lorsqu’on a x—a.—o,
ou lorsqu’on ax —fi= o, ou lorsqu’on a.r — y~ o , etc. Et il en ré¬
sulte que a; peut avoir alternativement m valeurs différentes dans celte
équation , c’est-à-dire qu’on a ou x = a,  ou * ==/?, ou x = 7) etc.

On dit en conséquencequ’une équation du degré m a toujours m
soluteurs, et on le dit lors même que quelques-unes des valeurs
« , /S, y , etc. sont égales , parce qu ’alors même l’équation est formée

de m facteurs du premier degré ;maison ajoute que l’équation a deux,
ou trois , ou quatre , ou etc. soluteurs égaux.

393. Le premier membre de l’équation étant ainsi décomposé en
m facteurs binômes du premier degré , x—a , x — /3, x — y, . ■• x—A,
il est facile de prouver qu’il ne saurait avoir d’autre diviseur binôme
du premier degré.

En effet, chacun des binômesx —», x—(S, x —y, etc. ne peut être
divisé que par lui-même et par l’unité : en sorte que si leur produit

(x — » ) (x — (3) (x — y ) . . . . (x — A)
était divisible par le binôme x— » , différent des autres , il faudrait
que l’on eût x— » égal à un produit de deux ou plusieurs des binômes
x — » , x — (3, x — y , etc. Or , le second membre de la prétendue

équation
X » = (x — » ) (x /? ) . . , .

étant divisible par x — », par x—g, etc. son premier membre , ou
x — » , serait aussi divisible par x — » , par x — /3, etc. ce qui est évi¬
demment impossible tant que », /3, etc. diffèrent de ».

394. Donc on ne peut pas décomposer l’équation en facteurs bi¬
nômes du premier degré , différents des facteurs dans lesquels elle a
été décomposée.

395. Donc elle ne saurait avoir de soluteurs différents des m solu-

leurs a., Si, y, etc. qui sont donnés par les équations alternatives .r— a.
=^0 , ou .r — /3== o , ou x -—y— o , etc.

396. Il est évident d’ailleurs que si, après avoir formé le premier
membre de la proposée etc. = o, par la multiplication des m
binômesx — », x —/3, x —y, etc. on voulait donner à ce premier
membre un plus grand nombre de facteurs , en répétant un ou plu¬
sieurs des facteurs x —», x — £, x.— y, etc. il en résulterait un pro¬
duit d’un degré' plus élevé que la proposée.
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397. Donc une équation du mmc degré a m soluteurs , et n’en a pas

davantage.

398. Si l’on multiplie deux àdeux les m facteurs binômes du premier
degré , de l’équation x”»-]-etc. =o , on formera des facteurs trinômes
du second degré , dont chacun pris à part sera diviseur du premier
membre de la proposée •, et il est évident que le nombre de ces fac¬
teurs sera exprimé par la formule

m (rrt— i )
3

puisque cette formule indique le nombre des produits différents que
l’on peut former avec m lettres , en les combinant deux à deux
(n ° 344 , K ).

399 . Cependant on doit bien comprendre que , s’il faut multiplier
entre eux tous les facteurs binômes du premier degré pour former
le premier membre de l’équation , on n’obtiendrait pas en général
le même résultat si l’on multipliait entre eux tous les facteurs tri¬
nômes du second degré.

Par exemple , l’équation du troisième degré
(x — « ) (x — fi) {x — y ) = Ot

a trois diviseurs binômes du premier degré , qui , multipliés entre
eux , forment le premier membre de cette équation . Et quant à ses
diviseurs trinômes du second degré , leur nombre est de

3Xa T
' - ** >3

car elle est divisible par (x — a) (x— (3) , par (x —a ) (x — y) , et par
( ■*— £ ) (•* — ?)• Mais si l’on voulait multiplier entre eux ces trois
diviseurs , on obtiendrait au produit

(x— et) (x — fi) (x— a ) (x— y) ( *— fi) (x— y ) ,

quantité du 6m0 degré.
400 . Si l’on multiplie trois à trois les rat facteurs binômes du pre¬

mier degré de l’équation x» - |- etc. ==o , on formera des fadeurs
lélranomes du troisième degré , dont chacun pris à part sera diviseur
du premier membre de la proposée ; et il est évident que le nombre
de ces facteurs sera exprimé par la formule

?ra(ire— i ) (ira——
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puisque celle  formule indique le nombre des produits différents que
Von peut former avec m lettres , en les combinant trois à trois
(n “ 344, K ).

Sur quoi il faut faire la même observation que pour les diviseurs
du second degré (n° 3gg ).

401. On trouvera de même que le nombredes diviseurs du 4me de¬

gré , du 5mi! degré , etc . sera exprimé par les formules
m(m—i ) (m,— 2 ) (m—3)

2 .3 .4

m{m—i ) {m— 2) (m — 3) {m— 4)
2 .3 . 4 . 5 ’

etc,

402. Nous avons répété plusieurs fois que le premier membre de
l’équation x™ -j- etc.= o , était égal au produit des m facteurs x—*,
x — g,, x— y , etc. : or , il est évident que les quantités «t , g, >, etc.
jouent dans ce produit le même rôle les unes que les autres , puis¬
qu’elles entrent de la même manière dans les facteurs x —a, x —g,
x — y , etc.  et que ces facteurs entrent aussi d'une manière parfaite¬
ment semblable dans le produit (x —a ) (x — g ) (x —y ). . . (x—A),
égal au premier membre de l’équation x.m-̂ - etc,  = 0.

En sorte que si l’on sait de quelle manière une des lettres e,
J3, y, etc.  concourt à la formation des coefficientsP , Q, R , etc.
on saura aussi de quelle manière les autres lettres concourent à celte
formation.

403. Cela posé, si l’on supposait a = /3= y . . . . =A , le produit
(.r — a) {x— g) (x — y). . . . (.r —A) deviendrait la puissance m du
binôme .r— « , et il aurait pour expression

, m(m— 1)
• ma .x '»—1-j - ' a 2.r ”>—2 ■• O

. m( w—i ) (m—a) 3 _j
2 . 3

+ •
4 -a« - (X).

Or , la supposition que nous venons de faire n’a point pu changer
les x de notre produit , et il se trouve contenir en effet les mêmes
puissances de l’inconnue que l’équation proposée.

Quant aux coefficients, ils ont été changés par cette même sup¬
position; mais nous les rétablirons sans peine sur leur véritable pied.
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404.  Dansle développement (X ) ci - dessus , le coefficient du second
terme est — ma , ou

- (a - j- a - }- a . . . -j - a) ;

il sera donc , dans le produit cherché,
— (« + £ + y • ■• + X );

car le premier n’étant composé que de m parties , le second ne peut
non plus être composé que de m parties ; et d’ailleurs chacune des
m lettres a , /3, y , etc.  devant y jouer le même rôle , elles y seront
toutes , et aucune ne sera répétée.

Le coefficient  P du second terme dans le premier membre dlune
équation quelconque , dont le second membre est zéro , est donc égal
à la somme des soluteurs  a , Çt, y , etc . de cette équation ; mais il a un
signe contraire à celui de cette somme.O

405.  Le coefficient du troisième terme dans le développement
m{m — î)

(X) étant c’est-à -dire étant composé de {ad)  répété au¬

tant de fois qu ’on peut former de produits différents avec m lettres,
en les prenant deux à deux (n° 344 K) , le coefficient du troisième
terme dans le produit cherché , ou dans l’équation proposée , con¬
tiendra les produits des lettres a, /3 , y, . . . a,  combinées deux à
deux ; car un des aa  deviendra «3 ou /3a, un autre deviendra ay  ou ya,
et ainsi de suite , en prenant toujours des produits différents jusqu ’à
ce qu ’il y en ait autant qu ’on en peut faire avec les m lettres a , /3,
> , . . . A.

Le coefficient  Q du troisième terme dans le prem ier membre d’une
équation quelconque dont le second membre est zéro , est donc égal à
la somme des produits différents qu’on peut faire avec tous les solu¬
teurs  a , /3, y,  etc . de cette équation , en les combinant deux à deux.

40G. Le coefficient du quatrième terme dans le développement (X)

étant m(m — i ) (m — 2)
2X3 a 3, c’est - à -dire étant composé de (aaa ) répété

autant de fois qu’on peut faire de produits différents avec m lettres
en les combinant trois à trois (n° 344 K) , et le tout pris en moins,
le coefficient du quatrième terme dans le produit cherché , ou dans
l’équation proposée , contiendra les produits des lettres a, /3,y, .. . a,
combinées trois à trois , et le tout pris en moins : car un des aaa  tfe-
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viendra a/3>, ou a>j3, ou etc. un autre deviendra a/3̂, ou atü,  ou etc.
et ainsi de suite, en prenant toujours des produits différents jusqu’à
«e qu’il y en ait autant qu’ou peut eu faire avec les m lettres a , JS,
>>• • . A, en les prenant trois à trois.

Le coefficient  R du quatrième terme , dans le premier membre dû tille
équation quelconque dont le second membre est zéro, est donc égal à
la somme des produits différents qu'on peut faire avec tous les solu-
teurs a , fS, y,  etc . de celte équation , en les prenant trois à trois ; mais
il a un sighe contraire à celui de cette somme.

407. Et ainsi desuile , en observant que le signe du second terme
de l’équation, celui du quatrième, celui du sixième, etc. sont re¬
spectivement contraires à celui de la somme des soluteurs , à celui de
la somme des produits des soluteurs pris trois à trois, à celui de la
somme des produits des soluteurs pris cinq à cinq, etc.

408. Enfin , le dernier terme du développement(X) étant
+ (a X “ X * X “)>le dernier terme du premier membre de l’é¬
quation proposée sera + (a X P X y X —a), le signe-}- étant pour
le cas où m sera pair , et le signe — pour celui où m sera impair.

Le dernier terme , dans le premier membre déune équation quelcon¬
que dont le second membre est zéro , est donc égal au produit de tous
les soluteurs a, /3 , y,  etc . de cette équation , ce produit étant pris avec
son signe si le degré  m de l'équation est pair , et avec un signe con¬
traire si le degré  m est impair.

409. On pourra vérifier tout cela sur l’équation
x 3-j - 2X1— ü3.x — 6o = O,

dont les soluteurs sont -}- 5 , — 4, et — 3; et sur l’équation
— — Q ,

dont les soluteurs sont — i , — i , — 2, -}- 3.
410- En l’appliquant à l’équation

,v3 — ig .u - ]- 3o ■= o,

dont les soluteurs sont -}- 2, -}- 3 , et— 5, on observera que le second
terme manque (n° 379) , ou que son coefficient est o, parce que l’é-
quatiou ayant des soluteurs directs et inverses, et la somme des uns
étant égale à celle des autres , la somme totale est zéro (n° 4o4).

411. Si une équation avait un soluteur égal à zéro, le produit de
29
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tous serait zéro , elle dernier terme manquerait dans cette équation

(n“! 377 , 37g, 38r , 4o8).
Réciproquement si le dernier terme manque, il y a au moins un

soluteur égal à zéro; et si lesn derniers termes manquent , il y an  so-
luteurs égaux à zéro.

412. H faut observer que si une équation a des soluteurs égaux
(n ° 392), d’où il résulte que quelques-uns de ses facteurs x —a,
,r_ g , x — 7 , etc.  sont égaux (n° 3go), les soluteurs égaux à d’autres
doivent cependant être mis en ligne de compte pour la formation

des coefficients de l’équation (n° 3g2).
Par exemple, dans une équation duqnaLrième degré dont les so-

luteurs seraient a., a, g,, g, on aurait

P = — (a + a + ^4 -/3) = — 2 (a + « ;
Q = aa —j —ot.j3—)—a.g -j - ag -\- ctg -j- gg= a%-j ~4ag -J - g*  ;
Il —- (aag aagaggagg) = — 2 (a aÆ- |- */3’);
S = aetgg= ct*g*.

413- Ayant formé le produit des facteurs binômes
(.r — «) (x — g) (.r — 7)- (x — A ) ,

si on le supposait égal à une quantité Z , qui ne fût pas zéro , les

lettres * , g , y, . . . A , ne seraient pas les soluteurs de l’équation qui

résulterait de celte supposition ; mais cela n’empêcherait pas que les

coefficients des différents termes du produit (x — a.) (x — g) (x — 7)

. . . (x — a)  ne fussent composés des lettres a , g, 7 , . . . a,  comme
nous l’avons dit dans les nos 4o4 , 4o5, 4o6, 407  et 4o8 ; seulement il

ne faudrait pas perdre de vue que ces lettres ne seraient plus les
soluteurs.

D’ailleurs, après avoir posél’équation
Çx— a) (.x — g) (x. — 7) . . . (.r; — A) = Z,

en retranchant Z de part et d’autre , on aurait

{x— a) (.x—g) (x — 7) . . . (,r— A) — Z = O;

effectuant la multiplication des facteurs, et réduisant le tout avec la
quantité Z,  on aurait une équation dont le second membre serait
zéro , et les coefficients du premier seraient composés des.soluteurs
de cette équation , comme nous l’avons dit aux nos 4o4 à 4o8; mais
ces soluteurs ne seraient plus les lettres *, g , y, . . . k.
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il4 . Après avoir démontré plusieurs propriétés qui appartiennent
a toutes les équations, il faudrait passerà la résolution de ces mêmes
équations.

Si étant donnée l’équation générale
xm_j _ Pæm—1-j - Qx»«—2 . . . -(- T.x -f - U — O,

on pouvait en tirer m valeurs de x,  telles que chacune fût exprimée
par une certaine combinaison des coefficientsP, Q, . • . T, U,  et de

la lettre m, on aurait la résolution générale des équations : car une

équation plus ou moins particulière étant donnée, en la comparant
avec l’équation générale , on reconnaîtrait pour ce cas les valeurs
particulières des quantités désignées généralement par les lettres P,
Q. . . T, U, m;  et substituant ces valeurs aux mêmes lettres P, Q...
T, U , m,  dans les m,  formules destinées à exprimer les valeurs de x,

on aurait les m soluteurs de l’équation donnée.
Il suffirait même, pour la résolution générale des équations, d’a¬

voir une formule qui exprimât en P, Q . . . T, U, m,  un des solu¬
teurs de l’équation générale : car , ayant trouvé par cette formule un
des soluteurs a d’une équation particulière , on diviserait cette équa¬
tion par .v— a (n ° 387), et l’on obtiendrait une nouvelle équation,
dont le degré serait d’une unité moindre (n° 38g). Ayant ensuite
trouvé par la même formule un des soluteurs fi de cette nouvelle
équation, on diviserait celle-ci par x — fi,  pour avoir une troisième
équation , dont le degré serait de deux unités moindre que celui de
la proposée; et l’on continuerait ainsi jusqu’à ce que l’on eût trouvé
tous les soluteurs.

Mais les méthodes générales que l’on a pour trouver les soluteurs
d’une équation quelconque , ne donnent ces soluteurs qu’au moyen
de séries illimitées (*) , c’est-à-dire qu’elles ne les donnent que par

approximation. (Consultez tout de suite le numéro G3o.)

415. Cependant, quoique nous ne connaissions point les soluteurs
de l’équation

xm_j _ Px m~ 1-|- Qx”»—>. . . -j- T.r.-j - U~  O,

et que nous ne puissions les exprimer généralement que par des sé-

(*) J’.qqielle ainsi les séries qui tendent vers une limite sans jamais y arriver

iz8 , i5i ) .
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ries illimitées, nous savons qu’en représentant ces soluleurs par “■>
8, y, •S', etc.  on a (nos 4o4 à 4og)

o.—j —B—j—y —]— l ' — etc. —— P
aS-j- ay  ad -J- etc.-j - 67-j - f3<T-]- etc. -j - y£-j - etc.= Q
«S>-J- aBd-j- etc.-{- !iyf etc.= — R

«3?detc.= -j —JJ,
En sorte que si les coefficientsP, Q,R,  etc . sont rationnels et ne

renferment point d’inconnues (nos 3/4 , 3j5 ), on a d’une manière
rationnelle et connue (y eût—il même des soluteurs irrationnels),
i ° la somme— P des m soluteurs inconnus, 2° la sommeQ de leurs
produits à deux lettres , 3° la somme — R de leurs produits à trois
lettres , et ainsi de suite.

416. Toute fonction ( n °335 D) comme  P, ouQ , ou  R, ou  U, dans
laquelle plusieurs quantités  a , /3, y, <T , etc . entrent en même temps et
de la même manière , se nomme  fonction symétrique de ces quan¬
tités (*).

417. Du reste , parmi les fonctions symétriques des soluteurs de
l’équation .r» Pæm—>f - etc. = o,  celles du tT 4i5 ne sont pas les
seules qu’on puisse exprimer au moyen des coefficients de cette équa¬
tion ; nous allons entrer dans quelques détails à cet égard.

418. D’après ce que nous avons vu aux nos 38ü , 387, 388, si l’on
divise par ■>:— a l’équation

x™ p xm—■ Qxm—>_ -j- 'JJ.r. U — O,
on aura pour quotient

(A)
%m- i _j _ K I.xm~ i _j _ a2

-J- P | -fPa
+ <?'

xm—l _j _ a3
-j- P a.2
+ Qa

;v»2—4a »»— '

-j - Pa ™- 2

Qa™- 3
+ R

+ T-

(*) Il ne Paul pas confondre les fonctions symétriques avec les fonctions sembla-
iilcs . Deux louciions qui sont telles que « entre dans l ’une de la même manière
que j3 entre dans l’autre , sont des fonctions semblables de « cl de (u° 535 D) }
mais une fonction unique dans laquelle «• et $ entrent en meme Lcrnps cl de I<*
meme manière ; est une fonction symétrique de a et de /S.



des équations. 220

Si on la divise par x —/3 seulement, on aura pour quotient
(B)

xm~ l-1 - /3 /32 xm~3 P xm~ '< /3™—1

+ P 4-Pt -f PF Pfrm—%
+ Q

+ R
-j- Qq™—î

Si on la divise par x — y seulement , on aura pour quotiént
(O

x m— y x m- i -j - y-‘ xm—3-j - j,3

+p -\ -Py +/v
+ *2 +ç>

•+ ym~l
~j- Pyr»- *
+ Qïm- S

+ T>
et ainsi de suite.

D’ailleurs , cette équation étant du degré m,  et ayant m diviseurs
du premier degré x — a , x—/3, x —y, etc. (n ° 38g, 3g3), si on la
divise alternativement par tous ces diviseurs, on aura m quotients-

419. Cela posé, il est facile de voir que si l’on additionne tous ces
quotients entre eux, colonne par colonne , en allant du haut en bas,
on trouvera

i ° Dans la première colonne verticale
Xjn —I-j- .T.m—1-j - etc. = mx™—' J

2 ° Dans la seconde colonne verticale

etc. ) X»>—J=  S -f->—)—etc. -\-inP)
3° Dans la troisième colonne verticale

( «4 -Pa -f Q-f /3'4 -P/3 - |- Q+ etc . ) x »>~ 3= [ct 2+/S 2-f

-\ - eic . -\ - P ( a -J—y3-j— etc . ) -\ -mQ '] x ™—'i ;

4° Dans la quatrième colonne verticale
( a 3-]- / '’a2— {—/S'5—|- Z>/3a- |- (7/3- |—-/îl -j >■̂ - j~Py 2-|~ Q y- P - \~etc.  )

æw—4 —|— 3—|— 73-j—etc. --j —P (a 2-j- /32-j- 72- |- etc .) -j - Q (a -J- y j - etc-)

-}- mit ] x »>—4;

cl ainsi de suite.
Enfin , dans la dernière colonne verticale
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am—<_|_p aOT—1_|_Qam—3_|_etc. -|- T -j- û'*'—‘-j-Pgw—r_j_ QSW“ 3-|- etc.-\-
T -\ -ym~ '-{-P y™—*-|- Qym- 3_|_etCm_{- T-f -etc.= za.m—1_|_ gw —i_j- ym- ‘
- ]- etc.- |-P («>»— ï_(_efC.) - |-Q («m—3-j- gm—3_|_>ra—3_j_e/c.)

—|—e£c.—|—m 21

420. Faisant pour abréger

a -J- 8 -j- y -j - etc.  Sj
a1-j - S1 y1-J - etc. = S a
«.3—)— S 3—}— > 3—{—etc. — S,

a™-f 6™+ y » -f e/c.= S,„ (¥),

la première colonne étant toujours m x”*- 1, la seconde deviendra

(Sy-j - mP ) r/*—2,
la troisième

(S3+ ■PS1+ m Q)v,n~i>
la quatrième

( •̂ + P ‘5a+Q ‘SI+ m/J ).x— 4,

et ainsi de suite ; et la dernière

Sm—j-j- P —x-(- QSm—j-j- etc. -j- m T.

421. La somme de tous les quotients pourra donc être représentée
par la formule suivante

( 2 )

m*”»- 1-}- Sy x m~ 2 S 3 x m- 3_[, S. Xm ^ ■• - • -j —Syn —I

4-mP + PSy + PS 2 "j“ P —>
-)- mQ JrQ s l Q $ m—$

-j- mR -J- RSm—\

422. Maintenant , puisqu’on a 5 , = — P ( n°s 4i5,420 ) , les deux
derniers termes de la fonction 6'a-|- .PS , -f- mQ sont connus :d’où if

résulte que si l’on connaissait la valeur de la fonction même , ou
qu’on prit faire S3 -}-PiS , -j-mQ égal à une quantité connue , on au¬
rait aussi par là la valeur de S2. Celte valeur étant trouvée , on con-

(vj Pour lire les seconds membres de ces équations , j’ai trouvé commode de pro-

rionccr S tic I , S de 2 , S de 3 , . . . .S de m cela prévient toute équivoque.
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naîtrait Jes trois derniers termes de la fonction S3 -|- PS a -f - QSt
-\ - mR,  et si la valeur de celte fonction était connue, on trouverait
par là celle de S3, et ainsi de suite.

C’est-à-dire que, sans connaître les soluteurs d’une équation , on
pourrait déterminer la somme de leurs carrés, celledeleurs cubes,etc.

sommes qui sont évidemment des fonctions symétriques de ces solu-
leurs.

423- Or , le premier membre de l’équation x1»-{- Px m—'-\ -etc~ o,
n’étant anlre chose que le produit desm binômesx—ct,x —S, x—y, etc.
(n° 38g), chacun des quotients (A) , (B) , (C) , etc. est composé
de tous ces mêmes facteurs x — a , x — 6 , x —y , etc.  en exceptant

celui par lequel on a divisé pour avoir le quotient en question; ainsi
le quotient (A) ne contient pas le facteur .r—<a , mais il contient tous
les autres; le quotient (B) ne contient pas le facteur x — fi , mais il

contient tous les autres ; le quotient (C) ne contient pas le facteur
x —y,  mais il contient tous les autres, et ainsi de suite.

424. Le coefficient du 3me terme de (A) est donc égala la somme
de tous les produits à deux lettres qu’on peut faire avec les ira— i
lettres S, yyS' jetc.  parmi lesquelles ne se trouve pas la lettre a (n os 4o5,
4t3 , 423). Et comme on sait d’ailleurs que la somme des produits à
deux lettres qu’on peut faire avec les m lettres a,  fi, y,  etc.  est
égale à Q (n os 4o5, 4t3 ) , il en résulte que le coefficient du 3me terme
de (A) vaut

Q—afi—«-y— a <f— etc.

c’est-à-dire qu’il est égal à Q diminué de tous les produits à deux
lettres dans lesquels entre la lettre a.

On trouvera de même que le coefficient du 3me  terme de (B) étant
égal à la somme de tous les produits à deux lettres qu’on peut faire
avec les m—  i lettres a , y , <f , etc.  parmi lesquelles ne se trouve pas
la lettre fi, équivaut à

Q—a S—Qy—üf—etc.

c’est-à-dire qu’il est égal à Q diminué de tous les produits à deux
lettres dans lesquels entre la lettre fi.

On trouvera aussi que le coefficient du 3me terme de (C) étant

égal à la somme des produitsà deux lettres qu’on peut faire avec les
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m —i lettres a , B, <f ,'etc.  parmi lesquelles ne se trouve pas la lettre y>
équivaut à

Q — ay— j3 >— yS— etc.

c’est-à-dire qu’il est égal à Q diminué de tous les produits à deux
lettres dans lesquels entre la lettre y, et ainsi de suite.

425. Le coefficient du 3ms  terme dans la somme (2 ) des quotients
vaut donc

Q — aS — ay — eut — etc.
-j- Q — «3 — By— BJ'— etc.
-]- Q — ay — By— yS—etc.
-j - Q — aS — BS' — yS — etc.

-)- etc.
c’est-à-dire qu’il vaut

mQ — UaB— 2ay — 2aS — etc.
— s3y — 2SS — etc.

— 2yS— etc.
— etc.

ou , ce qui revient au même,

mQ — 2 (aS-j- a.y-j- u.S-j- etc.—j—S>—j—BeT—etc.-f - yS -j- etc.)

ou enfin mQ — 2Q , parce que la quantité aB-\ -ay -\ - etc. -j- etc.  n’est

autre chose que la somme des produits à deux lettres , qu’on peut for¬
mer avec les m lettres a , S, y>S, etc. (*).

Il est clair que cliacun des produits à deux lettres qu ’on peut former avec

les jn  lettres a-, fi , y , f f etc . doit manquer deux fois dans la somme des quotients :

a@, par exemple , doit manquer dans le quotient (A) qui n ’a pas x — cl parmi ses

facteurs , et dans le quotient (B; qui n’a pas * — £ parmi les siens . Par une raison

semblable , cLy doit manquer dans les quotients (A) et (C) ; et ainsi des autres.

Quant au nombre des produits à deux lettres qui doivent se trouver dans la

somme des quotients , la fonction mQ — 2Qr =z (jn — 2 }Q  l’indique exactement : il y

produits à deux lettres ( n° 4o5 ) , qui , pris m—2 fois , sont

1) (m— a)

a dans Q,

et c’est ce qui doit être : car cliacun desau nombre de ; et c’est ce qui doit être : car cliacun des quotients

. . (m —1 ) (m —2)tno m _ 1 olti 'AD n/i nnntianl «ni . ___ i ' _!
(Aj >(B) , (C) , etc . ne contenant que m — 1 lettres , ne contient que - -- .—-

produits à deux lettres , qui , pris m fois , c’est - à-dire autant de Fois qu ’il y a de

quotients , donnent un nombre de produits exprime par 2
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On a donc S2 -}- PS l -j - mQ— mQ— 2Q, d’où l'on tire , en re¬

tranchant de part et d’autre PS , -\- mQ,

Sa = - PS t -aQ.

426- Le coefficient du 4mo terme de (A), si l’on change son signe,
est évidemment égal à la somme de tous les produits à trois lettres

qu’on peut faire avec les m—1  lettres S, y, etc.  parmi lesquelles

ne se trouve pas la lettre a (n os 4o 6,  4i3 , 423). Et comme on sait

d’ailleurs que la somme des produits à trois lettres qu’on peut faire

avec les m lettres «, 8, y, <f , etc,  est égale à — R (n os 4o6, 4i3 ), il en

résulte que le coefficient du 4ralî terme de (A), si l’on change son

signe, vaut
— jR—aSy—«3 <f — etc.—a.yS'—etc, — etc.

c’est-à-dire qu’il est égal à — R,  diminué de tous les produits à trois

lettres dans lesquels entre la lettre a.

On trouvera de même que le coefficient du 4me  terme de (B) étant

égal , si l’on change son signe, à la somme de tous les produits à

trois lettres qu’on peut faire avec les m— 1 lettres a , y, <f \ etc.  parmi

lesquelles ne se trouve pas la lettre B, équivaut , moyennant ce chan¬

gement de signe , à

— R — aRy— ctBf— etc. — 3 >f — etc.— etc.

c’est-à-dire qu’il est égal k—R,  diminué de tous les produitsà trois

lettres dans lesquels entre la lettre B.
On trouvera aussi que le coefficient du 4me  terme de (C) étant

égal, si l’on change son signe , à la somme des produits à trois lettres

qu’on peut former avec lesm — 1 lettres a , B, J' , etc.  parmi lesquelles

ne se trouve pas la lettre y,  équivaut , moyennant ce changement de

signe, à
_ Jt — aBy— — etc.—■ 8 »<f — e/c. —etc.

c’est-à-dire qu’il est égal à - R,  diminué de tous les produits à trois

lettres dans lesquels entre la lettre », et ainsi de suite.

427. Le coefficient du 4m'’ terme dans la somme (S) des quotients

vaut donc , si l’on change son signe,
/ 30
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— R — afiy— afiS'— etc. — ay£ — etc. — etc.
— R — a$ y — a.$f — etc. — ^yf — etc. — etc.
— R — afiy— ay  J' — etc. Hyf — etc. — etc.
— R — atfJ'— ayJ' — etc. — (3 yS~— etc. — etc.
— etc.

c’esl- à-dire qu ’il vaut
— mR — 3a/3y— 3a ^J' — etc. — 3ay<f — etc. — 3/2y£ — etc.

ou , ce qui revient au même,
— mR — 3 (ajiy - |- a/3 <P-j- etc. -|- ayl ' -^ etc. -j - /SyJ~-)- etc.)

ou enfin,— -mR '—-3 (— R )= — mR -\ ~3R : caria quantité a&y-\ -
ccfic?-}- etc. -J - etc.  n ’est autre chose que la somme des produits à trois
lettres , qu ’on peut former avec les m lettres », £, y, <P , etc. (*)

Voilà donc ce que vaut le coefficient du 4me  terme , si l’on change
son signe ; d’où il suit que , si on ne le change pas , au lieu de valoir
— mR -|- 3 R,  il vaut mR — 3 R.

On a donc -j- / \S2 -)- Ç5 ( -\- mR ==mR — 3R,  d ’où l’on tire,
en retranchant de part et d’autre PS 2 -{- -\- rnR,

S 3 = ~ PS 2 ~~ QS l -3R.
428. En continuant de raisonner ainsi , on tirera du 5me terme de

(2) la valeur de *S4, du 6me  celle de S5, et ainsi de suite jusqu ’au
dernier , qui , étant le 7nme, donnera la valeur de *Sw_ t.

On aura d’abord , pour ce terme -là,
$m —1 PSm—*-}- QiS >w—3.... -j- mT ~ mT — {m  —

d’ou l’on tirera

—1—- P &m—2 3 (jtt*—“*) T»

429 - En rapprochant les formules qui donnent les sommes des
puissances des m soluteurs d’une équation , depuis la somme des
premières puissances jusqu ’à celle des puissances m — 1, on a

(*) Il est clair que chacun des produits à trois lettres qu’on peut former avec
les m lettres et, /S, y , £ , etc,  doit manquer trois fois dans la somme des quotients:
a/3y , par exemple, doit manquer dans le quotient(À) , qui 11’a pas x — apavmi ses
facteurs-, dans le quotient (B) , qui n*a pas x — /3 parmi les siens, et dans le quo¬
tient (C) , qui ne contient pasa;— y.  Par une raison semblable, a/3 doit manquer
dans les quotients (A.) , (B) , (D) , et ainsi des autres. Quant au nombre des pro¬
duits à trois lettres qui doivent se trouver dans la somme des quotients, il est
facile de voir , en raisonnant comme dans la note du 11° 420 , que la fonction 77112—
3R = — 3).R l’indique tel qu’il doit être.
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S, = — P
& = — PS , — 2 <>
S3 = — PS a — Q5 ’x ~ 3Æ

—i — P Sm--j ' ’ — 3— — (/U—■1) P,
formules dont la loi est facile à saisir.

430. Appliquons cela à l’équation
•K3-j - 2a;3— 23a ;— 6o = O,

nous aurons P = a , Q = — 23 , R = — 6o ; ce qui donnera par les
formules

<Sj =3 — a et Sa= 4 -f- 46 ;= 5».
Et en effet, les soluteurs de l’équation étant - j- 5 , —4, —5 (n° 4og ),

on a immédiatement
Sj ou 5 — 4 — 3 = — 2
Sa ou 25 -f- îfi -)- 9 = a 5o.

L ’équation xt— x 3— donnant P = — i>Q ——7,
Aï= î , S = 6 , on a par les formules

SL= i , S3= î -j- i4 = 15
‘ss= i5 + 7 — 3 = 19.

Et en effet , les soluteurs de l’équation étant -f- 1, — 1, — 2 , -(- 3
(n ° 409 ), on trouve immédiatement

S , ou 1 — 1 — a -j- 3 = i
S3 ou 1 —J-  1 —j- 4 -j—9 — 13
S3 ou 1— i — 8 -j- 27 = ig.

L’équation x 3— ig .r ‘-j- 3o = odonnantP = o,Q = — 19, R = Zo t
on a par les formules

S , = 0 , S2= o 4 - 38 = 3S.
Et en effet , les soluteurs de l’équation étant —(—3 , -j- 3 , — 5

(n ° 410 ) j on trouve immédiatement
S , ou 2 —J—3 — 5 = o
S2 ou 4 -j- 9 -j- 25 = 38.

Enfin , l’équation . —x's—îgx 3-j - 4g.r—3o — o, donnant P = — 1,
Q — _ ig f R = 4g , S = — 3o , on a par les formules

S l = i , S2 =  x + 38 = 3g
5's =39 + 19—  i4 7 = — 89,

ce dont nous sommes sûrs , quoique nous ne puissions le vérifier,
parce que celte lois nous ne sommes pas supposés connaître les solu¬
teurs de l’équation ( n° 422 ).
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431. Il faut observer que, dans les formules trouvées, ?» ne peut pas
varier à volonté lorsque l’équation est donnée , et que cette lettre
est nécessairement égale au degré de l’équation, ou au nombre de
ses soluteurs ;en sorte que les formules, telles qu’elles ont été démon'
trées , ne peuvent donner la somme des puissances des soluteurs que
depuis la puissance1 jusqu’à la puissancem— 1, comme nousl’avons
déjà dit ( n° 42g ).

432. Mais si l’on reprend l’équation PX”>—' -j - etc.  = 0, et
qu’on la multiplie par x», on aura

i »+ a-j - Pxm~rn~<-_|_Qx™-1-"—1. -j- Txn~\~1-j - Uxn= o,
équation qui a les mêmes soluteurs a , 6, y, <P , etc.  que la proposée,
outre n soluteurs égaux à o (*).

Cela posé, substituons successivementà x,  dans l’équation a;*>+ »
-)-Pa B>+»__x-j- etc.= 0 , les m soluteurs a , S, y, <f , etc.  nous aurons
les m.' résultats suivants

1. . . . - j- Tcln~\- l -j - Ï7a*= 0,
fi OT+' ,+ -Pfi'”+ ”~ I+ÇS M+ a~ ïl -Z7fi *= o, etc.

et , en ajoutant tous ces résultats , nous trouverons
PSm-\-n—i"f" —a••• .-j- ï 'Sjrf-i-f"USn= o fou

<$ »-(-»= — P $ m-\- n—i — • • •— — US „ ,

équation dans laquelle on pourra faire varier n,  tandis que m restera
toujours égal au degré de l’équation proposée, ou , ce qui revient au
même, au nombre de ses soluteurs.

433. En faisant successivementn égal à o, à 1, à 2 , etc. et en
observant d’ailleurs que S„= a0_j- g°-j- 7° -J- = 1-f -t -f-1-\ - etc.
=m,  on obtiendra les valeurs de Sm ,  de Sm-Sç-lt de Sm-\-2, etc.

Rapprochant alors ces formules des précédentes, on formera le

(*) Les quantités a , (3 , y , £ , etc.  réduisant chacune à o le premier membre de
l’équation .r w -j~ Px m 1 -f - etc . =  o , réduiront aussi à o le premier membre de
l' équation x m ~P n -j - Px m ' 1 -j - etc. = o : car o X = o , quelle que soit
la valeur de x n.

D’un autre côté , il manque dans l’équation xm "H n  Px m ~̂~ n  1 etc. -f-
X/xn — o les n  derniers termes , depuis celui qui renfermerait xn 1  jusqu ’à celui
qui renfermerait .r ° , en sorte qu ’elle a n  soluteurs égaux à o (n05 3jj,  4n ) .
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tableau suivant , que l’on appliquera si l’on veut aux équations du
43o . •

S0—m
S ^ — P
Sa= —PS,- 2ç
S, = —PSa —  QSj—ZR

Sm-= —PS — QSm-., . . . .—SS^— rS . —mU
5*+ ,= —P5„ —QS*. , . . . — 2’5a— PS, —( m+ i )o
Sm-̂ -3:==~~PSm-\[-i — QSm•• •■'— USa—oS  j— (/K-j-2)0

etc. etc. (*).

434 . Maintenant , si l’on multiplie l’une par l’autre les fonctions
«.»—|—/3» r ™—f- etc. = Sn, et a$ -j- /S? -f- yP-}- etc. = , il en résultera
un produit que l’on pourra ordonner ainsi,

{a.a~\~P-\-$n~)rP -]- yn~\~îetc .) a”@P -\ - a?#* -)- anyP- [- «£’}■’>-{- -|-
(3V -)- -f etc. -J - etc.) — S„ Sp.

Mais la fonction renfermée entre les premières parenthèses étant
égale à Sn-f-p, celle qui est renfermée entre les secondes parenthèses
sera donc égale à

Sn Sp p.

C’est la valeur delà fonction symétrique que l’on forme en combinant
deux à deux les soluteurs d’une équation , et en affectant ces solu-
teurs, chacun à leur tour, de l’exposant n et de l’exposant/3 , que

nous supposons pour le moment entiers et directs . Cette valeur est

connue , puisqu’on connaît , par les formules du n° 433 , S„, Sp  et
Sn +/•

435 . En représentant , par exemple , les soluteurs de l’équation

x 3-)- 2x*— 23a : — 6o == o

par a , (3, y , et faisant n — î , et p == 2 , on aura

ai3a“I -  oĉ/3—|- aya -j - a.2 y—|—/S>a—j —@*y —=Si  tS, ■ :

or, dans ce cas S { — — 2 , et S2 = 5o (n ’ 43o), ce qui donne S i S2

P)  Pour faire mieux saisir la loi (le res formules, nu a misOdans les deux der¬
nières , à la place des coelïicients (pii viendraient après £7, et qui doivent en elfel mau-

‘îacr , puisque V est supposé être le dernier terme de l’équation proposée.
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= — îoo . D’ailleurs, les formules du n° 433 font trouver ici é>5 =
— îoo — 46 —{—i8o = 34, en sorte qu’on a

a^ -̂ - a f̂i-̂ - etc.= —100 — 34 = — i34,
ce que , dans cette occasion, nous pouvons vérifier, puisque nous
savons que les soluteurs de la proposée sont 5, — 4 et — 3 (n° 43o).
Nous les combinerons donc deux à deux, en les affectant chacun à
leur tour de l'exposant i et de l’exposant2, et nous aurons

8o — ioo -|- 45— j5 — 36 — 48 = — i34,
comme l’indique la formule.

436. Partant de l’équation trouvée a"/3P-j- «?/3»-f- etc.= SnSp—•
Sn-\-f,  si on la multiplie par at -}- /3a -f" yi -j - etc.= Sq,  on aura un
produit , que l’on pourra ordonner ainsi,

(«"-H/Sf-j- a?j3*+ ï -}- «»-rly?  4" -f-etc- 4 - & 4*
/Spyn-f-tj_J _etc. -|- etc.) 4“

(of-j-!/Sn-J - a”lSp-Hf4 "a£~\~Qya 4* —f- etc.  4 "SP“f~??a
4 " -etc.), 4”

(*”B??34 -%nÇfiyf  4*cttünyi  4"aPB9>n-{- a^&nyf  4 "a3&tj n-\ -etc.-j - e/c.)=
SyiSÿSq— é) K-j-pSq.

Mais la fonction renfermée entre les premières parenthèses étant
égale à Sn-\-qSp— 4 + f-H >et  fonction renfermée entre les se¬
condes parenthèses étant égale à Sp-\-qSn— évhp-f-? (n° 434), celle
qui est renfermée entre les troisièmes parenthèses sera donc égale à

S nSpSq ■Sn- -̂piSq— Sp- -̂ip)n —|— 2 *Sw-J-̂ “\-q.
C’est la valeur de la fonction symétrique que l’on forme en combi¬
nant trois à trois les soluteurs d’une équation , et en affectant ces
soluteurs chacun à leur tour de l’exposant n,  de l’exposantp et de
l’exposant q.

437. En multipliant par ar -f - 3r -j - yr 4 " elc• — la nouvelle
équation que nous venons de trouver, et qui exprime la valeur de
a.ndPy1_j _ etc.  on trouvera un produit dont on pourra tirer la valeur
de a.nfïty1£r-J- etc.  applicable au cas où la proposée sera au moins du
quatrième degré, et aura au moins quatre soluteurs a , B>, y, <f ; et
ainsi de suite.

438. Du reste, il y a une observation très-importante à faire sur
ces formules :
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Considérons la fonction

«"/% ?+ «"ÆV + + a^ >”+ “'’Æ'V -f- aljàty”,
dans laquelle chaque terme est composé des trois lettres *^ y, écrites
dans le même ordre , et affectées des exposants n,p,q a auxquels on
a fait subir toutes les permutations dont ils étaient susceptibles
(n° 344 D); cette fonction est par la même composée de six termes;
tuais si deux des exposants devenaient égaux , par exemple n elp , il est
clair que le premier terme deviendrait égal au troisième, le second
au quatrième , et le cinquième au sixième . Cela posé , si Ton écrivait
encore les six termes , on aurait

ccnflnyq a.n{Zîyn -j - a.n@ny*l -f - a.nj2‘ly!1-j - a {lfinyn -J - a.r!j2”ynj
et la valeur de ces six termes aurait pour expression ( n*436)

^ 2 S n~j~qSn ~f ~2é>a„-|-ÿ.
Mais ces six termes , au lieu de former une seule et même fonction,
formeraient proprement deux fonctions égales , dont chacune serait
composée des trois termes distincts

a n -J- etw/S<î>ra- |- aifi ”yn.
La valeur de cette dernière serait donc

2 ( -j- 2S 7n
En combinant ce que nous venons de dire pour ce cas particulier

avec ce que nous avons dit au n° 344 L , touchant les permutations
d’un certain nombre de lettres lorsque plusieurs d’entre elles sont
semblables , on comprendra que , pour trouver la valeur d’une fonc¬
tion symétrique de la forme an(Zl'yiJ'r etc. -(- etc.  lorsqu’il y aura des
exposants égaux , et qu’on n’admettra pas la répétition des termes
égaux , il faudra calculer cette valeur comme si l’on voulait admettre
la répétition des termes égaux ; puis , en désignant les exposants iné¬
gaux par n , n’, n", etc.  diviser la valeur trouvée , i ° par le nombre
des permutations d’autant de lettres qu’il y aura d’exposants égaux
a n , 2.° par le nombre des permutations d’autant de lettres qu’il y
aura d’exposants égaux à n\  3 ° par le nombre des permutations d’au¬
tant de lettres qu’il y aura d’exposants égaux à n"; et ainsi de suite.

439 . S’il se présentait quelque fonction symétrique fractionnaire,
on ferait la somme de tous ses termes en les réduisant an même dé¬
nominateur , et l’on aurait une fraction , dont le numérateur et le
dénominateur seraient des fonctions symétriques entières , et dont
°n trouverait par conséquent la valeur parles formules précédentes.
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Par exemple,
_ , y_ | i y -J -ctjSa-[- et >* .

Æ « y a. y & afiy

S ' S ?..~ S.Z  ( n os 434 ; 4 o6 , 4o8 ).— A

Par exemple encore,
1

*? + i . ,1
BP + »?

/Sfj’? -{- ctpyp-j - «P/SP
«pjSÎV

'3(.sf Sip) 434j 438j 4o6j 4c8).
(—/ £)?

Sur quoi il est bon d’observer que

—- -j- —J—— = a P-4 - /2 ? y ?
«? 1 jSf 1 »?

440. Venons maintenant à la recherche effective des soluteurs
des équations, qui est le but principal de cette seconde partie , les
chapitres qui précèdent devant être considérés comme une introduc¬
tion à cette recherche.

D’après les observations du n° 357, et pour procéder avec un cer¬
tain ordre , nous traiterons d’abord des problèmes qui fournissent
autant d’équations que d’inconnues; et nous parlerons ensuite de
ceux qui donnent ou plus ou moins d’équations qu’ils ne donnent
d’inconnues.



SECTION II.

De La résolution des équations.

PREMIERE SOUS - DIVISION.

Des problèmes qui fournissent autant d’équations que
d’inconnues.

441. Les problèmes que nous allons considérer ici , ou ne donnent
qu’une inconnue, ou ils en donnent plusd’une ; mais toujours le nom¬
bre des équations que l’on en peut tirer est égal au nombre des in¬
connues.

442. Une première chose à observer a cet égard , c’est que tel pro¬
blème qui s’annonce comme appartenant à cette classe., peut cepen¬
dant ne pas lui appartenir ; le suivant est dans ce cas ;

Trouver deux nombres dont la somme soit  7 , et dont le double du

second , ajouté au double du premier , fasse  14.
En représentant ces deux nombres par .t  ety , on a les équaûons

.r -fy =£ 7, 2,r -}- 2y= i4.
Mais il est facile de voir que 2.r-j~2y n’est antre chose que le dou¬

ble de .r -J-y , et que i4 n’est autre chose que le double de 7 ; en
sorte que non-seulement une de ces équations est une conséquence
de l’autre , mais encore l’une n’exprime rien de plus que l’autre , d’oit
il résulte qu’une des deux peut être supprimée.

Ce problème a deux inconnues ne fournissant donc proprement
qu’une équation, n’appartient pas à la classe de ceux qui doivent
nous occuper actuellement , et il en serait de même de tous ceux qui,
avec2, ou 3, ou 4, ou etc. inconnues, donneraient aussi ou 2, ou 3, ou
4, ou etc. équations, dont 'une ou plus d’une n’exprimerait rien de
plus que les autres.

31



DE LA LIAISON21.2

443.  Du reste , lors même qu ’on n ’apercevrait pas ilu premier
abord l’identité de ces équations , il ne pourrait point y avoir d’in¬
convénient à les traiter comme si elles exprimaient des conditions
différentes; la suite du calcul ne pourrait manquer de faire recon¬
naître ce que l’on n’aurait pas su voir d’entrée.

444.  Une seconde observation à faire dans la matière qui nous
occupe, c’est que le cas des problèmes à plus d’une inconnue et au¬
tant d’équations , rentre quelquefois de lui-même, en tout ou en
partie , dans celui des problèmes à une inconnue et une équation,
comme nous allons le voir par les questions suivantes:

445.  P a EMiÈae question . Trouver trois nombres , dont le premier,
multiplié par 7, donne 35; dont le second, multiplié par 2 , et divisé
par 3 , donne 36 ; et dont le troisième, multiplié par 4, donne un produit
tel que, si l’on en retranche 12, il reste 20.

On voit tout de suite que ce problème se décompose en trois au¬
tres, qui n’ont entre eux aucune liaison, car il revient à ceci:

i ° Trouver un nombre qui , multiplié par 7 , donne 35 ;
2° Trouver un nombre qui , multiplié par 2 et divisé par 3 , donne 36-
3° Trouver un nombre qui, multiplié par 4, donne un produit tel que,

si Von en retranche 12, on ait pour reste 20.
Et il est clair qu’à chacun de ces problèmes répond une des trois

équations
2 Y

qx = 35 , — — 36,  4z— 12= 20.à

En général , si un problème qui donne deux ou plusieurs incon¬
nues et autant d’équations , est tel que chaque équation ne con¬
tienne qu’une seule inconnue , outre les connues qu’elle doit alors né¬
cessairement contenir pour signifier quelque chose(n°s 5o , 51, 3^3) ,
ce problème n’est évidemment qu’un assemblage de problèmes diffé¬
rents et indépendants les uns des autres , à chacun desquels répond
une des équations dont il s’agit. Il rentre donc en totalité (n° 444)
dans le cas des problèmes à une inconnue et une équation.

446 . Seconde question . Trouver trois nombres avec ces condi¬
tions : la somme des deux premiers est 7 , leur différence est 1, elle
troisième, multiplié par 8, donne 4.0.

En représentant ces nombres par x,y,  s , on a
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* + 7 = 7 . x —y = r, 83= 4o.
Cela posé , examinons à part chacune des conditions du problème.
H faut d’abord que la somme des deux premiers nombres soit 7,

Cc  qui , pour ne parler que des nombres entiers et directs , peut avoir
'ieu de trois manières , c’est-à- dire lorsque l’on prend 1 et 6, lorsque
l’on prend 2 et 5 , et lorsque l’on prend 3 et 4.

11 faut ensuite que la différence des deux premiers nombres soit 1,
Ce  qui , en isolant cette condition , peut avoir lieu d’un nombre illi-
Otilê de manières , car on a

2 — 1 = 1, 3 — q = i,  4 — 3 = i, etc. etc.
Il faut enfin que le troisième nombre , multiplié par 8 , donne 40^

ce  qui ne peut avoir lieu que d’une manière , c’est-à-dire en multi¬
pliant 5 par 8.

Maintenant , si l’on réunit les deux premières conditions , elles ne
pourront être satisfaites en même temps que par les nombres 3 et 4,
parce qu’il n’y a que ces nombres dont la somme soit 7 et la diffé¬
rence 1.

Mais si nous voulions aussi réunir la dernière condition aux deux

premières, nous verrions qu’elle s’y refuse en quelque sorte , c'est-à-
dire que cette troisième condition ne se lie en aucune manièreâux
au tres, elqu ’on pourrait changer celle -ci sans dénaturer celles -là , et
réciproquement.

Le problème actuel revient donc à ces deux:
l ° Trouver deux nombres dont la somme soit 7 et la différence 1.
2° Trouver un nombre qui , multiplié par 8 , donne 4o.
Cet exemple fait voir que , si les équations d’un problème ne peu¬

vent pas toutes s’isoler , ou ne sont pas toutes indépendantes les unes
des autres, cela peut cependant avoir lieu pour quelques-unes d’entre
elles. Lorsque cela arrive, le problème rentre en partie (n° 444) dans
Ie cas des problèmes à une inconnue et une équation.

417. Du reste , les réflexions que nous venons de faire sur la dé¬
pendance ou la non dépendance réciproque des conditions ou des
équations d’un problème , nous conduiront à voir quels sont les ca¬
ractères généraux de celte dépendance ou non dépendance,

U est clair que si l’équation 83= 4o n’est point liée aux équations
* + y — 7 / et -v —y = 1? c’est que l’inconnue z que contient celle -là
"e se trouve point dans celles -ci , en sorte que la valeur de cette in-



244 DE DA LIAISON DES ÉQUATIONS,
connue ne dépend que de l’équation 83= 40. Il n’est pas mou»*
évident que si les équations * -J- y = 7 et .r —y = 1 sont liées
entre elles, c’est que la même inconnue , x ou y , se trouve dans les
deux -, en sorte que sa valeur dépend des deux équations ensemble,
et qu’elle doit satisfaireà l’une comme à l’autre.

Il faut donc en général , pour que deux équations soient liées,
i ° qu’une même inconnue au moins se trouve dans les deux,
2" qu’elles contiennent ensemble pour le moins deux inconnues.

La première de ces conditions suit évidemment de tout ce que nous
venons de dire ; et quant à la seconde, il est manifeste que si l’on vou¬
lait poser deux équations avec une seule et même inconnue, ou ces
équations seraient contradictoires , et ne pourraient coexister, c’est-
à-dire que l’inconnue n’aurait pas la même valeur dans les deux, ou
il y aurait toujours une des équations qui n’exprimerait rien de plus
que l’autre , et on pourrait la supprimer.

Maintenant , trois ou un plus grand nombre d’équations étant don¬
nées, si on peut les arranger de manière à ce que la première ait avec
la seconde les rapports que nous venons d’indiquer , qu’il en soit de
même de la seconde avec la troisième, de la troisième avec la qua¬
trième , et ainsi de suite, toutes ces équations seront liées entre elles;
et aucune ne pourra se détacher des autres , ou s’isoler, sans que le
problème qui sera censé avoir fourni ces équations ne soit changé.

Ainsi les quatre équations ax -\- by ~ c, lu = m, dy -\- ez ~ f>
gz -j - hu ==zi,  sont liées entre elles, parce qu’en les arrangeant de
l ’une ou de l’autre de ces manières,

ax -)- by= c lu = m
dy -j - ez ==/ gz bu ----- i
gz -J - hu = i —|—ez = f

luz =̂ m « ;r - J- éy = e,
la première est liée à la seconde, la secondeà la troisième, et la troi¬
sième à la quatrième.

448. Cela posé, nous avons deux questions à examiner :
i ° Étant donnée une équation à une inconnue, dans quel cas peut-

on la résoudre?
2° Étant données deux ou plusieurs équations, qui renferment en¬

semble un nombred’inconnues égal au nombre de ces équations, et
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<]ui sont d’ailleurs liées entre elles (ji°  447) , peut-on parvenir à con¬
naître la valeur de ces inconnues'!

En s’occupant de ces questions, on a trouvé que la seconde se
ramenait à la première , c’est- a-dire qu’on pouvait des diverses
équations fournies par un problème, dans le cas dont il s’agit ici,
tirer d’autres équations ne renfermant chacune qu’une des inconnues
du problème.

On a vu de plus que, pour opérer cette espèce de conversion, il
ft’élait pas nécessaire de savoird’avance résoudre les équations a une
inconnue , et qu’en revanche il était indispensable de connaître
quelques procédés relatifs à cette même conversion, pour pou¬
voir traiter d’une manière un peu générale la première question.

D’après tout cela , nous allons partager celte sous-division en deux
autres : nous parlerons en premier lieu des problèmes à plusieurs
inconnues et autant d’équations, et en second lieu des problèmes à
une inconnue et une équation.

§ L

Des problèmesà plusieurs inconnues et autant d’équations.

449. Nous avons déjà vu quelques problèmes à deux inconnues
et deux équations (nos 347  A,35o A, 446), et l’on doit comprendre
par ceux-là qu’il peut s’en trouver à trois inconnues et trois équa¬
tions, à quatre inconnues et quatre équations, et ainsi de suite.

Ou doit sentir d’ailleurs que ces équations peuvent être de degrés
plus ou moins élevés, non-seulement dans différents problèmes, mais
quelquefois aussi dans le même problème.

450. Cela posé, pour que les commençants aient plus de facilitéà
saisir ce que nous avons à dire sur cette matière , nous prendrons
d’abord quelques exemples particuliers ; mais nous ne nous attache¬
rons cependant point pour le moment à ceux des 11“ 34y A, 35o A,
et 446, dont la trop grande simplicité ne serait pas avantageuse au
développement d’une méthode qui doit embrasser tous les cas.

451. Soient les deux équations
.v3-j —2y.x— 8 —o. . . . ( A )
.ï3-j- 2y .x —6~ o . . . . (15),

que l’on suppose exprimer deux conditions d’un même problème.



246 DE l ’ÉI .IMINATION.

Si ces conditions n’ont rien de contradictoire , ou , en d’autres ter¬
mes, si elles peuvent avoir lieu en même temps, l’inconnue y,  qui est
au premier degré dans les deux équations , aura dans l’une la même
valeur que dansl ’autre , et l’on en pourra dire autant d’une au moins
des deux valeurs de x que doivent fournir chacune de ces équations,
qui sont toutes deux du second degré en x (n° 5 3^5, 397).

J
452. Cela posé, nous observeronsd’abord que si les deux valeurs

de .r que doit fournir une quelconque de ces équations, pouvaientsatis-
faire indifféremmenta l’autre équation , il faudrait que les coefficients
du second terme dans les deux équationsfussentégaux, de même que
les derniers termes, ou que l’on eût en même temps(n”s375,4o4,4o8 ).

2/ = uy  et — 8==— 6.
Mais le second de ces résultats étant absurde , les deux équations

(A) et (B) ou sont contradictoires , ou n’ont du moins qu’une valeur
de x commune.

453. Supposons pour un moment qu’elles ne soient pas contradic¬
toires , et représentons par a et j3 les valeurs de x que doit fournir (A).
Si a est la valeur commune , elle satisfera à (B) , et l’on aura

aa-j-uy .*—6 = 0 . . . . (B ').
En revanche , si c’est & qui est la valeur commune, on aura

13’ - ]- 2/ . 8 — 6 = o . . . . ( B " ).

Dans notre supposition actuelle , une de ces deux dernières équa¬
tions est donc vraie , et l’autre ne l’est pas; ou , si l’on veut , le premier
membre de l’une équivaut à o , et non celui de l’autre. Mais si l’on
multiplie ces deux premiers membres entre eux,  leur produit étant
composé de deux facteurs dont un est nul , sera nul , et l’on aura

a.̂ - 2/ —6(a’-j-£ï)-j-4j a'a£)—12j'(a-|- /3)-j-36= o . . . .(E).

Or , l’équation (A), dont aet j2 sont les soluleurs, lorsqu’on consi¬
dère / comme connue (n°376) , donne a-j- /3= —3y=5— P (n"4o4;,
et a,8= —8= Q (n ’4o8). D’ailleurs , R—  o, parce qu’il n’y a point
de quatrième terme. Delà on tire (nos 433 , 434)

■8. = — 2y S. = — 8/ 3—48/ , '
' 1 *' 8= 4/ ’+ i6 St Sa-S, = 16/.

Joignant à ccs valeurs celle de = (a,8 )’ = Q2= (—8/ = 64,ct
les substituant toutes, dans lequatian (E), aux fonctions symétriques
de a et de fS, ou obtient
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G4-)- 2j ( i Gy)— 6 (4ya-j- 16) -f -4j 2(— 8 ) — i ay (—a y) -J - 36 = o,
Puis, en effectuant les multiplications , effaçant les termes qui se dé¬
truisent, et réduisant , on trouve

4 = o - (F ).

454. Cette équation , qu’on appelle Péquation finale,  étant ici ab¬
surde ou fausse , prouve que l’équation (E ) l’est aussi, de même que
k-s deux équations (B' ) et (B" ) : car si une seule de ces deux dernières
eél été vraie , il y aurait eu un des facteurs du premier membre de (E)
qui aurait été o , et ce premier membre se détruisant par la , les équa¬
tions (E ) et (F ) auraient été vraies.

H résulte de là que ni l’une ni l’autre des valeurs de x de l’équa¬
tion ( A) ne peut satisfaire à l’équation (B), et que ces équations
n’ajant aucune valeur de a:commune sont contradictoires , demêrae
que les conditions que ces équations étaient supposées exprimer.

455. Au lieu d’appeler a et 0 les deux valeurs de x de l’équation (A),
et de les substituer dans l’équation (B) , on aurait pu désigner ainsi
les deux valeurs de a-de l’équation (B ) , et les substituer dans l’équa¬
tion (A ) ; alors , en opérant comme nous avons fait , on serait arrivé
au même résultat. On aurait pu aussi, au lieu d’ordonner les équations
pour l’inconnue x,  les ordonner pour l’inconnue y.  Mais nous ver¬
rons tout cela dans l’exemple suivant , celui - ci ne méritant pas de
nous arrêter davantage.

Du reste , si l’on trouve que la contradiction des équations propo¬
sées pouvait s’apercevoir ici d’un coup d’œil , il n’en serait pas tou¬
jours de même , et il était utile de voir quels résultats on obtenait
dans les cas de 'cette nature.

456. Soient maintenant les deux équations
.r1-| —ly.æ—  8 = 0 . . . . (A)
x?— 3y.æ-j - 2y = o . . . . ( B ),

que l’on suppose encore exprimer deux conditions d’un même pro¬
blème.

11 ne sera peut-être pas superflu que nous répétions tout au long
Pour ce cas le raisonnement que nous avons fait pour le cas pré¬
cédent.

Si les conditions du problème n’ont rien de contradictoire , ou , en
dautres termes, si elles peuvent avoir lieu en même temps , l’incon-
llue ^ , qui est au premier degré dans les deux équations , aura dans
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l ’une la même valeur que dans l’autre , et l’on en pourra dire autant
d’une au moins des deux valeurs de x que doivent fournir cha¬
cune de ces équations , qui sont toutes deux du second degré en *
(n os 375 , 397 >

457. Cela posé , nous observerons d’abord que , si les deux va¬
leurs de .r , que doit fournir une quelconque de ces équations»
pouvaient satisfaire indifféremment à l’autre équation , on aurait
(n os 375,4o4 , 4o8)

— 2jr = + 3j , et — 8 = + 2̂ ;

mais le résultat — ay = -j- 3y,  qui se réduit ( n° 368 ) à — 2 = -}- 3,
est absurde ; donc , ou les deux équations (A ) et (B) sont contradic¬
toires , ou elles n’ont du moins qu ’une valeur de x commune.

458. Supposons pour un moment qu ’elles ne soient pas contradic¬
toires , et représentons par a et /3 les valeurs de x que doit fournir (A).
Si a est la valeur commune , elle satisfera à ( B) , et l’on aura

a2— 3y .a -]- ay = o . . . . (Br ).
En revanche , si c’est /3qui est la valeur commune , on aura

/32— 3y&-\ - 2y — o- (B" )-
Dans notre supposition actuelle , une de ces deux dernières équations
est donc vraie , et l’autre ne l’est pas; ou, si l’on veut , le premier membre
de l’une équivaut à o , et non celui de l’autre . Mais si l’on multiplie
ces deux premiers membres entre eux , leur produit étant composé
de deux facteurs dont un est nul , sera nul , et l’on aura

— 3/ ( a,S1+ * 2/3) + 2J (a*+ *) + 9/ ’(«.0 ) — 6/ ’ (*+ fi  )
-f- 4/ *= o . . . . (E ).

Or , l’équation (A ) dont a et jZ sont les soluteurs lorsqu ’on consi¬
dère / comme connue (n° 3j5 ), donne a.—1-/3= — 2/ = — P (n° 4o4),
et a/3= — 8 = Q ( n° 4o8 ). D’ailleurs , Al= o , parce qu’il n’y a point
de quatrième terme . De là on tire ( n'1s 433 , 434)

= — 2\y S5 = — 8y 3— 48y
‘-S2—4y2+i6 6',S2—S 3=i6y.

Joignant à ces valeurs celle de aa/32= (a/3) 2= Q 2= (— 8) 3= 64,
et les substituant toutes , dans l’équation (E ), aux fonctions symétri¬
ques de a et de /2, on obtient d’abord

G4-—3y (i6/ ) -f-2j (4/-3-}- i6 ) -fgy 2(—8 ) —6r 3(—2r ) -f-4y !*= o;
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Puis, en effectuant les multiplications , réduisant , ordonnant et divi-
saut tous les termes par 4,

515— 29/ ’ 8/ -f- 16= o. . . . (F ).
459. Cette équation , qui est l’équation finale (n° 454), n’olfraùt

aucune contradiction , les équalions (A) et (B) ont une valeur com¬
mune ( n° 457); on voitd’ailleurs que l’équation (F) ne contient plus
9«e l’inconnue y,  en sorte qu’elle rentre dans le cas des équations
a une inconnue. Lorsqu’on saura résoudre ces équations-là, on
pourra trouver lessoluteurs de (F ), et les substituer successivement
a la place dey  dans les équations (A) et (B), qui , ne contenant plus
alors que l’inconnue x,  rentreront aussi dans le cas des équations à
«ne inconnue.

Pour que l’on se fasse une idée juste de cette façon de procéder,
nous indiquerons ici d’avance que l’unité est un des soluteurs de (F'),
ce qu’il est facile de vérifier en mettant 1et ses puissancesà la place
dey  et de ses puissances dans l’équation (F), qui deviendra ainsi

5 — 29 -j- 816 = 0.
Sachant donc que y = 1 , on mettra cette valeur à la place de y

dans les équations (A) et (B) , qui donneront ainsi
X2 -j - 2 .V — 8 = O ,

— 3x -j - 2 = o,
équations à une inconnue , dont chacune pourra fournir , lorsqu’on
saura les résoudre , deux valeurs pour x (n 1 .697 ) , parmi lesquelles
une sera commune aux deux équations, comme nous venons de le
dire.

460. Du reste , il est un moyen de simplifier la recherche de ce
soluteur commun : car si on le représente par a,  chacune des équa¬
tions en x sera divisible parai— a (nQ 387), en sorte que x — a sera un
diviseur commun des deux équations, et sera même dans ce cas leur
plus grand commun diviseur, puisqu’elles n’ont qu’une valeur dex
c°mmuné.

Or , si l’on cherche le plus grand commun diviseur de ces équa¬
tions, 011 trouvera que c’est .r — 2, d’où il résulte que a = 2, ou que
a est le nombre qui satisfait en même temps aux équations (A) et
1®), lorsqu’on y a mis 1 pour y.

461. Mais l’équation filiale en jetant ici du 3me degré , doit avoir
32 ■
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trois soluleurs, qui, mis chacun à part à la place dey,  dans les équa¬
tions (À) et (B), donneraient trois couplesd’équations en x,  d ’où l’on
tirerait trois valeurs de cette inconnue .On aurait donc trois valeurs
d’y,  et trois valeurs correspondantesd’*.

462. Au lieu de représenter par a et S les deux valeurs de x de
l’équation (A) , si nous eussions représenté par ces mêmes caractères
les deux valeurs de x de l’équation (B) , nous aurions eu , en les
substituant dans (A),

ou a2-\ -2y.a-— 8 — o,
ou /35-j - 2j .@— 8 = o ;

multipliant les deux premiers membres entre eux , nous aurions
trouvé , pour l’un et l’autre cas,
a2tS2-f 2y(ct$2-f a2l3) — 8 (a.2-f - Ë2)-j- ij 2.a0 — 16y («-)- /S )+ 64 = O;
mais l’équation (B), dont et et /Ssont les soluteurs, donne P = — 3y,
Q = ay , R =  o, d’où l’on tire

St —3y S7l —  2 jy3 — i Hy2
S2= gr 1— 4/ 5,5, -. 6y2-,

joignant à ces valeurs celle de *2H2= Q 2= 4y2, et les substituant
toutes dans l’équation aux fonctions symétriques, nous aurions éga¬
lement obtenu , après toutes les réductions,

5y>— 2gy2-f - 8y -j - 16= o
pour l’équation finale en y,  comme dans le n° 458.

463. Si au lieu d’ordonner les équations (A) et (B) pour l’incon¬
nue x (n ° 3?5), on les eût ordonnées pour l’inconnue y,  on aurait eu

. x2— 8
y  H— = o . . . (A)

y+
2X

X2
= 0 • •• (B ).2 — 3x

Désignant alors par ala valeur d’y de (A), et substituant celte va¬
leur dans (B), on aurait trouvé

r 2a+ ,
Or , l’équation (A) donne P:

- 3x
x2— 8

2X ; et comme elle n’a qu’un
soluteur , il est évident que S i ~a.  Mais en généra^ ! = — P ; on

. . . x2— 8
a donc ici a = - , et , par conséquent,2X
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_ — 8 ,_
SX 2 ' ■3x

De là on tire , en multipliant toute l’équation par ax (a _ 3.v)
(n° 364),

5x3— ax 3—a4x -(- 16 = 0,

e<luation finale en x,  qui , si on savait la résoudre , donnerait pour x
Jes trois valeurs dont nous avons parlé au n”461. Alors ces valeurs,
substituées successivementà x dans l’équation (A) ou dans l’équa-
l| on (B), donneraient trois équations en y,  dont on pourrait tirer les
tr °is valeurs de cette inconnue, dont on a aussi fait mention au

461.
Je dis dans l’équation (A) ou dans l’équation (B) , car elles n’ont

ebacune qu’un soluleuren, / pour une même valeur de x,  et ce so-
luteur doit être le même dans les deux équations.

Ainsi, comme nous savons qu’une des valeurs de x est 2 (n° 46o),
Ce  que l’on peut du reste vérifier en mettant 2 à la place de x dans
l’équation finale que nous venons de trouver, si l’on substitue ce
Nombreà x dans les équations (A)et (B), elles donnent l’une et l’au¬
be pour résultat y — i = o, d’où l'on tirejv = i.

464. Le procédé que nous venons d’employer pour tirer des éga¬
lités proposées une équation finale en x,  ou pour éliminer (n ° 368)
1inconnue y,  est le même que celui dont nous nous sommes servis,
dans les nos 458 et 462, pour tirer de ces égalités une équation finale
voy,  ou pour éliminer x;  cependant l’application de ce procédé s’est
trouvée ici plus simple et plus facile.

11 peut donc , dans certains cas, y avoir,un avantage à éliminer
telle inconnue plutôt que telle autre ; mais l’habitude du calcul et la
réflexion feront aisément distinguer ces cas, et reconnaître l’inconDue
a éliminer de préférence.

465. Il ne sera pas inutile de faire encore ici une observation,
qui tende à éclaircir la méthode.

Si nous désignons par aet Æ, comme dans le n° 458, les soluteurs
tn x de l’équation (A) du n° 456, et qu au lieu de les substituer a x
dans l’équadon (B), comme au n° 458, nous les mettions à la place
de cette inconnue dans l’équation même qui les a donnés, il est clair
'lue nous aurons
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a‘ -)- ay,a.— 8 = 0,
F -f - UyS — 8 = o;

multipliant l’une par l’autre ces deux, équations , nous trouverons,,
comme au n“ 46a,
«’/S*+ ny{c&+ a 2S) — 8 («»+ /3>) -f 4yJ.a|3— 167(a-f- /3) 64 = o;
mais a et /3étant supposés ici les soluleurs de l’équation (A), et non
de l’équation (B), nous aurons , comme au n° 458, P = 2y, Q ==
- 8, = - oy , s 2= 4r + 16 , S5= — 8j- s - 48jr , S{S2-S 3
= i6/ -, et = 64; en sorte que nous tirerons de là
64 -j - ar (i6j -) — 8(4y2-j - i6) -| - 4y2(—8 ) — 16jr{ —2y ) -|- 64 = o;
ou , en effectuant les multiplications,

64-J- 327’1—Zay*— 128— 3q^2-f-Sq/ 3-{- 64 = 0 ; . . . ( I)
Or, si l’on efface les termes enj  qui se détruisent , on aura

64 — 128-}- 64 = o,
d’où l’on pourra tirer 0 = 0, ou 128 = 128, ou d’autres résultats
semblables, très-vrais en eux-mêmes, mais qui n’apprennent rien.

On obtiendrait un résultat équivalent en opérant sur (B) comme
nous venons de le faire sur (A).

466. Les équations de celte espèce, c’est-à-dire celles dont tous
les termes se détruisent évidemment d’eux-mèmes, et sans aucune
supposition particulière , en sorte que l’on en peut immédiatement
tirer 0 = 0, se nomment des équations identiques (*).

Lorsqu’elles renferment une ou plus d’une inconnue, elles prou¬
vent qu’on peut prendre pour,ces inconnues tous les nombres pos¬
sibles. Ainsi, quelque valeur qu’ou donne à y dans l’équation ( I ) du
numéro précédent, on trouve toujours 0= 0.

467. Pour peu qu’on y réfléchisse, on verra clairement que si
nous sommes arrivés dans le n3 465 à une équation identique, c’est
que , des deux équations données (A) et (B), nous n’avons employé
dans uotre calcul que l’équation (A), que nous avons ainsi isolée de
l’autre , quoiqu’elles fussent liées entre elles et fournies par un seul

(*) t 'n ■' seule  équation est indentique lorsqu ’elle a les caractères que nous ve¬
nons d’indiquer ; mais on dit aussi que deux  équations sont identiques , l ’une rela¬
tivement a l 'autre , lorsqu ’elles n’expriment qu ’une même condition (u os 41a , 445 )-
Koua les appellerons identiques entre elles.
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et même problème. Nous avons donc dénaturé ce problème ; et il est
évident d’ailleurs que , si l’on ne considère que la seule équation
x%-j~ 2y.x —8=o , on pourra y mettre, à la place de y,  un nombre à
■volonté, et qu’on trouvera toujours après cela deux valeurs de a: qui
satisferontà l’équation, telle qu’elle sera alors (nos 385 , 397); c’est
aussi là ce qu’indique l’équation identique en y  à laquelle nous som¬
mes parvenus (nos 465 , 466).

En outre , cette équation x 1-\-uy .x — S^ o , ainsi isolée, n’ap-
partient plus à la classe de celles que nous examinons à présent,
Puisqu’elle est seule et contient deux inconnues.

468. D’après tout cela, on voit bien que si l’on voulait chercher
l'équation finale en y  que peuvent donner les équations

x -Ÿ-y — 7>  2x -far = i4,
que nous avons considérées au nl> 442, on arriverait à une équation
identique, puisqu’elles n’expriment l’une et l ’autre qu’une même
condition, et ne doivent être envisagées que comme une seule et
même équation ( n° 442).

469. Il est donc clair que si de deux équations données, renfer¬
mant deux inconnues, l’une n’exprime rien de plus que l’autre,
l 'élimination d’une des inconnues conduira à une équation identique.

Mais il n’en faudrait pas conclure réciproquement que, si l’élimi¬
nation d’une inconnue entre deux équations à deux inconnues a
conduit à une équation identique, ces deux équations n’expriment
rien de plus l’une que l’autre , et qu’on puisse eu supprimer une.

Supposons, pour développer cela, qu’un problème ait fourni les
deux équations suivantes,

(•r +j ) ( .r -fjr — 4 ) = 0 ,
(•K+J -) Jf ) = o:

S1 l ’on effectue la multiplication des facteurs de ces équations , on

°bliendra
,r 2 -\ - y* -f - 2 rr — 4 .»: — 4jT = O , .tf* —J' * —- O ,

vésultats auxquels on pourra donner cette forme:
+ —  4 ) ,r -f( r 2— 4f ) = 0 - (A ) ,

y * - - - o - ■ ■ ■ ( il ) .

■Appelant alors a et /3les valeurs de .r  de (A) , les substituant dans (B},
cl  multipliant les résultats, on aura
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«*/3*— y* ( «*-f - /3» ) + j4 — o.

Mais l’équation (A.) donnant P = 2j — 4 , Q —^ — 4y, S , = 4 — 2/,
5 , = 2j a — 8 / -}- i G, si l’on substitue ces valeurs dans le produit
précédent , on obtiendra après les réductions

2j4 — ayi -j - 8J3— 8J 3-{- i6y “— i6j “= o,
équation identique ( n° 466 ).

Il est facile de voir que si l’on est arrivé ici à une équation iden¬
tique , c’est parce que les deux équations proposées étaient une consé¬
quence l’une de l’autre . En effet, si l’on multiplie (x-̂ -y —4 )= o,

par on °̂ t' ent (• r "i~7 ) ( x —/) == °j *1 si l’on multiplie

0 +/ ) (,x —r) o , par —t f on obtient (.r -j-y) (x -j-y —4)— o-x—y
Or , une équation étant donnée , il est évident qu ’en la multipliant
par un nombre quelconque , la nouvelle équation qui en résultera
sera une suite nécessaire de la première . Les deux équations propo¬
sées sont donc conséquence l’une de l’autre . Mais cela ne dit point
qu ’elles n’expriment rien de plus l’une que l’autre , comme nous
allons le voir.

La première équation (x -\ -y ) (x -\ -y — 4) = o , peut être satisfaite
de deux manières , c’est-à-dire en supposant , oux -j- j = o (n" 373,
note ) , ou x -f- y —4 = o,  suppositions qui ne peuvent avoir lieu
toutes deux à la fois , comme cela est évident . Or,si x -j-y = o , il
faut que x = —y (n ° 382 , note ) , c’est-à - dire que l’équation sera
satisfaite , quelque nombre que l’on prenne pour x,  si l’on prend le
même nombre en moins pour ^ . Mais six -j-y — 4 = 0,  il faut que
x — 4—y (n ° 36o) ,c ’est-à-dire que si l’onfaitjr égal à l , on aura x
égal à 3 ; que si l’on fait ^ = 2 , on aura x = q ; que si l’on fait y — 3,
on aura ,r = i , etc.

La seconde équation (x -j-y ) (x —y ) =  o , peut aussi être satisfaite
de deux manières , en supposant ou .r -f-j "= o , ou x —y = o,  sup¬
positions qui encore ici ne peuvent avoir lieu toutes deux en même
temps . Or , si l’on a x -) -y=  o , il en résulte x — —y;  mais si l’on
a x —y — o , on en doit conclure x  = y.

Cela suffit pour prouver que les deux équations proposées n’expri¬
ment pas la même chose l’une que l’autre . L’on vient de voir , par exem¬
ple , que si l’on supposait ^ = î dans la première , on pouvait prendre
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alors * = 3 , tandis que si dans la seconde onfaily = 1 ,on ne peut
prendre pour x  que i ou — 1

Mais si les deux équations expriment des conditions différentes,
‘leu résulte que , données par un même problème , l’une ne peut
P»s être séparée de l’autre, et qu’il faut les considérer ensemble ; en
d’autres termes, il faut qu’elles soient satisfaites toutes deux en même
temps.

470. Or , dans cet exemple , les deux équations seront satisfaites
Sll’on pose seulement x -j- y — o, parce qu’elles ont ce facteur com¬
mun ; et sous ce point de vue le problème n’appartiendra pas à ceux
de la classe actuelle , puisqu’il se résoudra par une seule équation
c°ntenant deux inconnues ; mais les deux équations seront aussi sa¬
tisfaites en posant en même temps .r -|- y — 4 = 0 , et x —y = o;
et sous ce point de vue le problème rentrera dans la classe de ceux
qui nous occupent , puisqu’il se résoudra par deux équations à deux
^connues.

Cependant un problème donné devant être envisagé , pour sa so¬
lution complète , en même temps sous tous les points de vue dont il
®st susceptible , il en résulte qu’il y a des problèmes, comme celui
des équations actuelles , qui appartiennent en même temps à diffé¬
rentes classes.

471. Lors donc que , par l’élimination d’une inconnue entre deux
équations à deux inconnues , on arrivera à une équation identique,
ces équations étant nécessairement conséquence l’une de l’autre, au¬
ront un facteur commun qu’il faudra rechercher , afin de les décom¬
poser l’une et l’autre dans leurs facteurs ; et l’on verra alors si ces
facteurs peuvent fournir des équations ; et quand cela aura lieu , on
Rendra compte de ces équations.

Ainsi , comme les deuxéqualions .r -j-y— 7= 0 , 2.r-{- 2y — i4 = o,
c°nduisent à une équation identique , on cherchera leur plus grand
commuu diviseur , qui est x -J -y — 7 ; et ces équations écrites ainsi,

—7 = 0, (.r -f-y —7) 2 = 0, ne pourront être satisfaites que
rV •'11 une maniéré.

même , les équations .r3-\ -y 3-f 2rJ —4.r— 4y— 0, —y»— o,
c°nduisant à une équation identique , on cherchera leur plus grand
c°mmun diviseur x -j-y , et les ayant écrites ainsi (.r -j-y) (x -j-y —4) —o,
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(.*-!-y) (x—y) — o , on verra qu’on peut les satisfaire en même temps

de deux manières , savoir en posant seulement x -\-y ~ o,  ou en po¬
sant ensemblex -\-y —4 = o et x —y = o.

472. Soient maintenant les deux équations
æ2— 3 yl.x -\ -2y — 0 . . . . ( A ),
x1— 3y .x -J - 2 = o . . . . (B) ?

données par un même problème, et dont il s’agisse de tirer une équa-
liou finale en y,  ou, en d’autres termes, dont on veuille éliminer  l’in¬
connue x.

473. Si les deux valeurs de x,  que doit fournir une de ces équations

pour une même valeur de y (n D397), peuvent satisfaire indifférem¬
ment à l’autre équation , avec la même valeur de 7 , on aura
(n os 375 ,4o4,4o8)

— 3y3—~~3y  et 27-= 2.
Or , en divisant par —*■3y les deux membres de l’équation — 3y1

— — 3y, et par 2 les deux membres de l’équation 27— 2 (n ° 368),

on lire également de l’une et de l’autre y= -1: ce qui prouve, i ° que la
valeur de y,  commune aux deux équations (A) et (B), est 1; 20 que
les deux valeurs de x,  dans l’une des équations (A) et (B), sont les
mêmes que dans l’autre. Et en effet, si l’on met 1 pourj -dans ces

équations, elles se réduisent également à celle-ci,
— j- 2 —0.

474. Le procédé que nous venonsd’employer pour rechercher si
les deux valeurs de x de l’une des équations satisfaisaientà l’autre,

nous a fait trouver immédiatement la valeur dey, -mais cela n’ayant
pas lieu dans tous les cas, il faut , pour arriver à quelque chose de

général , raisonner aussi d’une manière générale.
475. Représentant donc par a. et /3 les deux valeurs de x que doit

fournir l’équation !(A), si ces deux valeurs peuvent satisfaire l’une
comme f autre à l’équation (B), on aura simultanément

a?—3y.a -j- 2 = : o,
P— 3y.S-j-2 = o;

et si une seule de ces valeurs a et S convient à l’équation (B) , une
seule des fonctionsa2— 3y.x-j- 2, et — 3y.S-j- 2, équivaudra à o.
Mais dans l’un et l’autre cas, on aura (a2— 3y .*-f- 2) 032—3/ .j8-j-2)

—o, parce qu’un produit de deux facteurs esto, soit lorsque les deux
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facteurs équivalent chacun à part à o, soit lorsqu’un seul de ses fac¬
teurs est o.

Effectuant donc la multiplication , On obtiendra
—3y + *>0)-f 2 (*’■+ P) + a >'a-«/3— 6r («4-f /3)-f 4= o .... (E).

Or , l’équation (A), dont a et 0 sont les soluteurs , donne P = —
•V , Q = 2j , R = o.  De là on tire

s, —3y% s 5— n j g — 18/3,
5 2 = 9r 4 — 4ff 5 t 6 2 — s 3 = 6J 3i

joignant à ces valeurs celle de ai0%= = 4y % et les substituant
toutes, dans l’équation (E), aux fonctions symétriques de « et de /3,
on trouve

4y’ — 3r(6r3) + a (9/ 4— 4J ' )+ 9/ 2(ar )— 6j (3jk2)+ 4= o-,
puis, en effectuant les multiplications; réduisant , ordonnant , et divi¬
sant tous les termes par 4,

y 2—2J ' -f 1= 0 . . . . (F ).

476. Quoique nous ne sachions pas encore résoudre les équations,
nous pourrons facilement trouver les soluteurs de celle-ci, puisqu’il
est facile de voir que son premier membre n’est autre chose que le
carré dey — 1, ou celui de —y- f- 1 (noS 265 , 266, 3o6, 3io ) , c’est-

à-dire que l’on a
y2— 2r + 1= (y— 1) (y— 1)= o,

ou y3— qy -J- 1= (—y -|- 1) (—y -j- i) ==o.

Or , il résulte de là ouy — 1= 0 , ou —y -f- 1= 0, équatiohs qui
prouvent également que y — 1 , comme nous l’avions déjà trouvé
au n° 473 ( Foyez,  pour plus de lumière , le n° 266, et les nos 3go,
3gi , 392).

477. Quant à l’inconnue x,  il faut ici, pour trouver sa valeur , ré¬
soudre l’équation

,T*- 3'V-J - 2 = O y

à laquelle se réduisent également les équations (A) et (B) lorsqu’on
y a mis l’unité à la place dey (n° 4y3); et il n’y a pas lieu à recher¬

cher , comme dans le n° 46o, un plus grand commun diviseur, puis¬
qu’il n’y a qu’une équation.

478. Du reste , on pourra faire sur les équations qui viennent de

nous occuper , des observations analogues à celles que nous avons
33
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faites sur les équations île l’exemple précédent , dans les n0' 46a a
467  inclusivement.

4~9. Soient , en général , deux équations de degrés quelconques,
à deux inconnues x  et y,  données par un meme problème , et dont
on veuille éliminer une des inconnues , comme, x :

i ° On ordonnera ces équations pour x,  et l ’on aura (n° 375 )

œra _j _ Pxm —I -J- Qa ™—» _ \- Tx U — o . . . (A ),
x n _j _ p ' xn—1-{- Q’.X’t—'‘ . . . -j - Y' x - j- Z' = 0 . . . (B ).

2V. B.  Comme il n’est pas dit que l 'on ait m — n,  et comme par
conséquent les deux équations peuvent avoir plus ou moins de ter¬
mes l’une que l’autre , on a représenté les coefficients des derniers
termes par des lettres différentes , les mêmes lettres désignant ordinai¬
rement des termes de même rang.

2 0 On représentera par a, /3 , y , S , etc.  les valeurs de l’inconnue X
de l’une des équations , comme (A), et substituant chacune de ces
valeurs dans l’autre équation (B) , on multipliera entre eux tous les
résultats de ces substitutions , ce qui donnera

(«»-]- l 'a.*- * . . . _ y z ’) ]
(yn~\ -P ' y»—* - YZ ' ) 1 . . . -j- Z r) ! =0 . . . (E ).

etc. etc.  !

car n’y eut -il qu ’une valeur de x commune aux équations (A) et (B),
et n’y eût -il par conséquent qu ’un des facteurs du premier membre
de (E ) égal à zéro , ce premier membre n’en serait pas moins lui-
même égal à zéro.

3°.On effectuera la multiplication des facteurs du premier membre
de (E), et l’on verra que toutes les fonctions dessoluleursa , /3, y,  J', etc■
que contiendra le produit , seront symétriques ; car chacun de ces so-
luteurs entre de la même manière dans le facteur qui le contient , et
les facteurs d’un produit quelconque jouent toujours dans ce pro-
duit -là le même rôle les uns que les autres.

4° On substituera , dans l’équation (E) , aux fonctions symétriques
des lettres a , /S, y, <f , etc.  les valeurs de ces fonctions , exprimées au
moyen des coefficients P , Q , R , . . . T , U,  de l’équation (A) dont
ces lettres a , /3, y, <7 , etc.  sont les soluteurs , et l’on aura une équatio 11
qui ne contiendra plus qu ’une certaine combinaison des coefficients
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P >Q , R, . . . T , U,  et F ' , Qr, R ' > • • • • Y ' , Z' , des équations (A)
et (B), c’est-à-dire qu’o-n aura l’équation finale en / (n° 370 ).

Si celle équation est fausse, les équations proposées seront contra¬
dictoires (n° 454).

Si elle est identique , les équations proposées seront conséquence
l’une de l’autre , et le problème qui les a fournies appartiendra en
totalité ou en partie (nos 442 , 4to)  à la classe de ceux qui n’ont pas

Ie même nombre d’équations que d’inconnues . Du reste , on opérera
dans cas comme au n° 471 .

Enfin , si l’équation finale n’est ni fausse ni identique , et que l’on
n’ait pas encore étudié la résolution des équations à une inconnue,
on pourra rarement aller plus loin que l’equation finale. Mais si 1on
avait fait celle étude , et que l’on eût eu pour but, non-seulement dq

trouver l’équation finale en,y , mais encore de rechercher les valeurs
des deux inconnues x ely,  voici comment on procéderait:

On résoudrait , si possible , l’équation finale en y,  et ajant trouvé
t'es soluteurs , on opérerait successivement avec tous , comme nous
allons le faire avec un.

Prenant donc une des valeurs dey,  on la mettrait à la place de
cetle inconnue dans les deux équations (A) et (B).

Si , par cette substitution , les équations (A) et (B) devenaient iden¬
tiques entre elles {n 1466,  note ) , ce qui ne pourrait du reste avoir lieu
que dans le cas où l’on aurait m — n,  on résoudrait l’une ou l’autre
de ces équations pour avoir les m valeurs de x  correspondantes à
celle dey  que l’on aurait employée.

Mais si , par la substitution dont il s’agit , les équations (A) et (B) ne
donnaient pas des résultats identiques entre eux , on chercherait le
plus grand commun diviseur des premiers membres de ces résultats,
et ce diviseur , étant égalé à zéro , formerait l’équation en x a résou¬

dre pour trouver toutes les valeurs de cette inconnue correspon¬
dantes à celle dey  que l’on aurait employée.

480 . Si l ’on avait trois équations , (A ) , ( B) , (C) , liées entre elles

(n° 447) , et renfermant trois inconnues x , y , 3 , on pourrait  élimi¬
ner x,  d’abord entre (A) et (B) , puis entre (A) et (C) , et l’on obtien¬
drait ainsi deux équations , qui ne contiendraient plus que les incon¬
nues/ - et 3 : on retomberait donc dans le cas des problèmes à deux
•nconuues et deux équations.
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Si l’on avait quatre équations , (A.) , (B), (C) , (D) , liées entre elles , et
renfermant quatre inconnues , u , æ ,y,  s , on pourrait  éliminer u,  d’a¬
bord entre (A) et (B) , puis entre (A) et C,puis encore entre (A) et (D) ,
et l’on obtiendrait ainsi trois équations , qui ne contiendraient plus
que les inconnues x,y  et z;  on retomberait donc dans le cas des
problèmes à trois inconnues et trois équations ; et ainsi de suite (*)•

Soient proposées comme exercices , i ° les deux équations .-c3—y s*
— ax 3-}-5yx — 6y — 3 — 0,  et x 2—yæ — 2x -f 2/ = o , a° les deux
équations x 1— 3yx -j- y 2-jr 5 — o > et nx* —y 2-f- 1= 0 : on trouvera
pour le premier cas l’équation finale/ 2—3/ -)- 1= 0 , et pour le se¬
cond cas y 4— 8/ 2—g — o.

l .G es principes sur l’élimination étant suffisants pour nos be¬
soins actuels , nous devons passer tout de suite aux problèmes à une
inconnue et une équation ( n° 448 ).

On ne sait pas , avons - nous dit ( n° 4i4 ) , exprimer d’une manière
exacte les soluleurs de l’équation

æ m _j_ P x m—■ Qxn >—2. . . . - ]- Tx -j - U=  O ,

du moins tant que celte équation reste aussi générale , c’est- à-dire
tant qu ’on n’assigne aucune valeur absolue ou relative aux lettres
P , U,  qui désignent ses différents coefficients , età la leltrem,
qui représente le plus haut exposant de son inconnue . Examinons
donc des équations moins générales que celle -là , et commençons par
un cas qui paraît devpir être fort simple : ç’est celui des équations à
deux termes ( n? 38.0 ).

(¥) Lorsqu ’on sera plus avancé , on pourra consulter à cette occasion la Théorie
générale des Equations qlgébriques,  par Bczotit , eu t vcd. in -4° .

Du reste , on trouvera dans ¥ Appendice à la seconde partie de notre Algèbre
(les méthodes particulières , et plus simples tpie la méthode générale , pour rélinii-
jiatioio ,dans les équations du premier degré et des degrés supérieurs.



JJ SC problèmes ci une inconnue et une équation  ( n° 448 ).

CHAPITRE PREMIER.

Des équations à deux termes.

■482. Supposons que les coefficients P , Q . • ■. T,  del ’equation gé¬
nérale

x ”>-j - Pæ ™—' -|- Q .r ™—1. . . -)- Tx -j - U = o,
soient égaux chacun à zéro : celte équation se réduira à l’équation à
deux termes

x m-j—U =̂ o,

dans laquelle U est direct ou inverse (n os 373 , note 2 , et 382 , note ) ,
et de là on tirera d’abord (n ° 36o)

m __
Xmz= :— U,  puis ( n° 371 ), x -==\ / r— U.

483 . Lorsque m= 1 , l ’équation xm-\ - U—  o devient ar- j- ï7= o,
qui est la formule générale des équations du premier degré : car,
après avoir transporté tous les termes dans le premier membre (n° 36i ),
réuni en un seul terme tous ceux qui renferment a:, puis tous ceux
qui ne renferment point d’ar ( n° Zj3  avec la note i ro) , et débar¬
rassé l’inconnue des quantités qui la multiplient et qui la divisent
( nos 364 , 366 ) , on aura toujours une équation delà forme .r -f- U= o
(Voyez la note 2 du n° 3q3 ).

Quand on en est là , on transporte le terme tout connu dans le
second membre , et l’on a

x — — U,
ce qui donne pour x une valeur directe ou inverse , suivant que U
se trouvait inverse ou direct dans le premier membre.

N . B.  Les commençants feront bien de s’exercer , avant d’aller plus
loin , à résoudre des problèmes du premier degré , dont ils trouveront
des exemples dans l’Appendice ; ils pourraient d’abord chercher la
solution de ceux que nous avons donnés dans les nos 346 et 347  A.

484. Lorsque ni égale 2 , ou 3 , ou 4 , etc . l ’équation à deux termes
est du second , ou du troisième , ou du quatrième degré , etc . et se
•csout par une extraction de racine seconde , ou troisième , ou qua¬
trième , etc.
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Si m est impair , l'extraction de la racine ne donne qu ’une valeur
pour x,  directe si — U  est direct , et inverse si —- U  est inverse
(n os 215 , 216 ).

Si m est un nombre pair , l’extraction de îa racine donne pour x
deux valeurs qui ne diffèrent que par le signe . Ces deux valeurs sont
réelles si —U  est direct , elles sont imaginaires si — Z7est inverse
(n os2 i 5 , 2 i6 , 262 ) (*).

On trouvera des problèmes de ce genre dans l'Appendice ; et l’on
pourra d ’abord chercher la solution de ceux que nous avons donnés
aux n os 348 , 35 1,354.

48a . H paraîtrait donc que les équations à deux termes ne peuvent
avoir qu un soluteur ou deux , quel que soit leur degré ; et cependant
nous avons démontré (nGS 386 à 397 ) qu ’une équation quelconque

(*) Si l ’on avait donc x*n = d*n ,  on eu tirerait x  r = + Ceci mérite quelque
attention.

Pourquoi , dira -t-on * si vous mettez le double signe devant la racine du second
membre , ne le mettez - vous pas devant celle du premier ? D’AIembert , Bezout et
Lacroix disent qu ôn le peut , mais que cela ne mène à rien de nouveau . Voici le
raisonnement de Bezout , qui revient à celui des deux autres mathématiciens cités;

Si Von écrit ĥxr ^ ^ha , on en tire ces quatre équations -j - x = -{- a , - j- x = — a,
L - x = -(- a , — x = — a .La dernière , en changeant les signes , revient à lapre -
mière . Il en est de meme de la troisième relativement à la seconde . Mais quand
on fait l ’objection dont il s’agit , on n’admet pas que le -j- puisse correspondre au—
et le — au - j- ; on demande que le double t igné soit mis devant les deux membres,
précisément pour que l’on ait ou - j- .r = -J- a , ou — # = — a,  et pas autre chose ;
ainsi , ce raisonnement ne résout point la difficulté.

La véritable raison de cette règle se trouve contenue dans les observations delà

note du u° 382 ; x  n ’est que le caractère destiné à désigner l’inconnue , et dire , par
exemple , que a a=g , c’est dire que le carré dé un certain nombre est  9 , d ’oii il
lésulte que ce nombre , le nombre cherché , est ou -J- 3 , ou — 5 , parce que le carré
<]e — 5 est 9 , tout comme le carré de - j-3 ; ou a donc ce résultat : le nombre cher¬
ché est  ou -{- 5 , ou — 3 , ce que l’on écrit ainsi , a*= + 3 ; si l’on écrivait le double
signe aux deux membres , en faisant correspondre le -j- avec le et le — avec le —•>
on n’aurait qu ’une des solutions du problème.

Il y a une autre manière d ’envisager là chose ; x* = 9 revient à x3— 3a = o , etcec»
revient à ( .r - |- 3 ) ( a-— 3 ) = o (n° 5 118 et 127 ) . Or , celle équation .peut être sa¬
tisfaite en supposant x — 3 = 0 , qui donne x — ou en supposant ,* -J-3 = 0 ’
qui donne x — •— 3 .
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avait autant de soluteurs, soit réels, soit imaginaires , qu’il y avait
d'unités clansl’exposant de son degré. Comment accorder cela ?

m i,

Représentons 1̂ — U par celte lettre étant suivant le cas un
"ombre réel ou imaginaire , rationnel ou irrationnel , entier ou frac-
'ionnaire , direct ou inverse; nous aurons — ZJ— am, et £/ = _ s«-
l’équation générale à deux termes sera ainsi représentée par

xm— s * = o.
cette équation on tirera

xm= am, et x == a.
Mais comme x m— am est divisible par x — a (u °* 127, 387), on

fera celle division, et l’on aura
- {tflt

'- = -f-ax m~ 2-|- a2xm~ 3-j - etc.-f-X — et

ce qui donne
xm— am— (x — a) (xm~ l -j - axm~ 2-J - etc.-j - a"»- ').

Or , puisque xm— am=o , on a aussi
(x — a) (x™—*-j - ax m~ 2-f -etc.-j - am~' ) = O,

équation qui est la même que la proposée, et qui est satisfaite, soit
que l’on fassex -~-a — o, soit que l’on fasse x”>—1-j - ar ®- » -|- etc.
~f- a 2»—1 =  o.

Cela posé, l’équationa?—a — o donne un des soluteurs de la pro¬
posée, et l’équation xm~2-f - -j- etc. -j - a™—2= o doit donner
les m-— 1 autres.

486. Si dans les deux formes que nous venons de trouver pour
l’équation à deux termes d’un degré quelconque , on met ay  à la
place de x,  ou si l’on fait x — ay,  on aura , i°

amy m— <z»>= o, ou y ”2— 1 = 0,
°n aura , 20

[ay — a) (amr~Iy mr~x-f - am—2y m~ 2-J - etc. -|- On~ 2')— o,
"quation qui peut se réduire avec facilité : car si on la divised’abord
par a , ce  qui se fera en divisant seulement son premier facteur par a,
"t si on la divise ensuite par at«—2, ce  qui se fera en divisant seule¬
ment son second facteur par am—2, elle deviendra

(7 — 0 (ym~ z-j-jr ™- 2-f- etc. -j-  i )= o,
et sera satisfaite, soit que l’on ait jr — t = 0 , soit que i’on aity m~ z-j-
J"»~2+etc . -}- 1= 0.
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L'équationj — i = o donne y — 1, et l’équation j» —I-j - y w—'

-J- etc. -̂ - 1 = 0 doit donner m — î autres valeurs pour y.

487 . La proposée y m— î = o fournit donc m valeurs pour y ; et
m

comme elle donne d’ailleurs y = f/i>  il en résulte que 1’uniié , con¬

sidérée comme puissance du degré m,  a m racines , ou qu’il y a m

nombres ou expressions numériques , qui, élevés séparément à la puis¬
sance m,  donnent î pour cette puissance.

Celle de ces valeurs dey que nous connaissons est l’unité même,

qui, multipliée par a, donne la ou a, première valeur de x,  puisqu’on
a ay ; or , cette valeur de x  nous était aussi connue.

Pour avoir les autres valeurs de x , il faudrait multiplier à , ou la va¬

leur de x,  déjà trouvée , par les valeurs d’y différentes de l’unité , que

fournit l’équation y ”»-1 -j -y m'~i etc. -j - i = o , et l’on aurait ainsi

les m valeurs de x  que comporte l’équation x >» — am —  o.
m

488 . Celte équation donnant d’ailleurs x = J / am, il en résulte

qu’un nombre quelconque , considéré comme  puissance du degré m,

a toujours m, racines différentes , ou qu’il y a m nombres ou expres¬

sions numériques , qui , élevés séparément à la puissance m , donnent

am pour résultat.
Si , par exemple , m= 2 , substituant cette valeur dans les équations

précédentes , on aura , i°
a*2— a 2= o , ou .v2= a 2, ou x = J/a 2,

on aura , 2°
y 1— i = o , ou y 2= i , ou y = 1/ 1 ,

on aura , 3°
(y — i ) (y + i ) = o.

En posant alors le facteur y— t = o,  on aura y = -f î , et en

posant l’autre facteur y -f -1 = o , on auray — — î , c’est-à-dire qüe
l ’unité carrée a deux racines, - f- î et — î , qui , élevées chacune à part

à la seconde puissance , redonnent - j- i , ce qui est d’acord avec les

principes posés ci -devant.
Multipliant chacune de ces racines par a pour avoir x, parce que

x = ay , on aura or= —|—£z, ou x = — n, c’est-a-dire que la quantité et

a deux racines carrées , -j- a et — a, qui,  élevées chacune à part à 1°

seconde puissance , donnent également -j- «2, ce qui est aussi d’accord

avec les principes.
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Si m = 3 , subslituant cette valeur dans les équations précédentes,
°n aura, i°

3

x3— a 3= o , ou æ3= « 3, ou T = [/a 3;
011 aura , 2°

_ 3

y 3—-1= 0, ou/ î =louj = [/i;
°n aura , 3°

(y — 0 Cr2-f r + 0 = o-

En posant alors le facteur y — î — o,  on aura y = i ; et en po¬
sant l’autre facleury 2-j - y -j- 1 = o , on aura une équation du second
degré , qui donnera , lorsqu ’on saura la résoudre , les deux autres
soluteurs de l’équation y 3— î = o,ouy J = î , Nous indiquerons
d’avance ici que ces soluteurs sont

— 3 --HI/ - 3 et __
C’est-à-dire donc que l’unilé cube a trois racines , t , — —3,

et -— i — 3 , qui , élevées chacune à part à la troisième puis¬
sance , redonnent t , comme on peut le vérifier.

Multipliant chacune de ces racines par a,  pour avoir x,  parce que

x ~ay,  on aura æ — a X t , ou x — a (— i -j- i J/ — 3 ), ou .r =

c (— \ —i 3). C’est-à-dire que la quantité a3 a trois racines cubi¬
ques, qui , élevées chacune à part à la troisième puissance , donnent
egalement a3.

Si m =  4, on aura , t15
, , , ,

a -t— = o , ou,rt = «t , oux — \/ a i;
°n aura , i° 4

y 4 _ i = o , ou y4 = i , ouy = l/lj
°n aura, 3°

0 — O Cr3+J 2+. r + >) = o-
En posant le facleury — i = o , on aura y — î ; et en posant l’autre

facteury 3-j-j ’ - j- y 1 = °j  on aura une équation du troisième
degré , qui donnera , lorsqu ’on saura la résoudre , les trois autres
s°lufeurs de l 'équation y * — i = o , ouyt = î . Nous indiquerons
d’avance ici que ces soluteurs sont

— i , ~\~ }y — C i.

C’est-à-dire donc que l’unilé , considérée comme quatrième puissance,

a clua tre racines, - j- i , — *>-f "^  C ^ — t, qui, élevéescliacune à
Pa*'l à la quatrième puissance, redonnent i , comme on peut le vérifier.

34
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Multipliant chacune de ces racines par a pour avoir x,  parce que

x — aj ' , onaura .r = a ( - j- i ) ,ouA ' — a (— i ) , ou x = a ( -j- l/—  0>

ou x — a( — [/ — i ). C’est-à-dire que la quantité ai  a quatre racines
quatrièmes , qui,  élevées chacune à part à la quatrième puissance,
donnent également ai -, et ainsi de suite.

489. Mais , pour être certains que ce qui précède soit bien com¬
pris , et que l’on voie comment cela se lie avec les vérités déjà dé¬
montrées,  nous allons revenir sur cet objet , et le présenter sous un
jour un peu différent.

Toutes les puissances de 1 sont 1, et par conséquent toutes les
racines de i sont 1.

Cela posé , que l’on propose ce problème , Trouver un nombre qui >
élevé a la puissance  m , donne pour résultat  i : on sera sûr d’avance
que ce nombre doit être 1.

Cependant , si on le représente par y,  l ’équation t , qui en
résultera , ne différera pas de celle -ci ,y m— i = o , ni de celle -ci,

(,r — i ) {y m~ x+ .r *- 2+ etc■+1 ) = o.
Or , cette équation donne oujp — i = o , d’où l’on tire en effetjK= i,
ou -f - j- etc. -j - t = o, d’où l’on doit tirer encore m — i,
valeurs alternatives dejr.

Ainsi l’unité , considérée comme puissance du degré m,  a m ra¬
cines.

490 . Si nous représentons pour un moment ces m racines , même
sans les connaître , par i , p, <r, r , v, etc.  nous aurons t 1, fm=  i,
<r™— î , t™ == î , om —  î , etc.

D’un autre côté , si nous prenons un autre nombre quelconque , a,
en le multipliant successivement par t , p, <r, r,  v , etc.  nous aurons les
produits ai , ap, ao-, ar , av, etc. ;  et si nous élevons ces produits à la puis¬
sance m,  nous aurons amim, amf n, o % »1, amt ”*, a mvm, etc.  Mais
toutes ces puissances sont égales , et valent chacune am: car i ”>— i,
fm— î , «•"»= t , etc.

Donc une quantité quelconque , am, considérée comme puissance
du degré m de a , s. m racines a t , ap , ar , ar , etc.

491 - On voitd ’ailleurs que , pour trouver ces m racines , il suffit
d’extraire par les procédés ordinaires la racine m dea m,el  de mul'
liplier cette racine a par les m racines î , p, r , t , v , etc. de l’unité-
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492. La racine a,  que l’on lire immédiatement de la puissanceam
par les procédés ordinaires de l’extraction , je la nommerai racine
Arithmétique, et je désignerai les autres par le nom de racines al¬
gébriques, « parce qu’elles ne doivent leur existence qu’à la combi¬
naison des signes de l’algèbre. » (*)

493. Puisqu’il suffit, pour avoir les m racines d’un nombre , de
chercher sa racine arithmétique , et de la multiplier par les m racines
de l’unité , c’est de ces racines-là que nous continuerons de nous
occuper-

Elles sont données par l’équation
(y — o {y Jry m- 2+ etc.  + 1) = o ;

mais le premier facteur y — î = o ne  fournit que la racine arith¬
métiquey = i ; il faut donc examiner le second facteur en posant

jj,-»»—i _j_ym—T-_j - etc.—j-y -j - 1 = o.

Or , le nombre des termes du premier membre de cette nouvelle
équation est égal à m.

Donc sim est pair, cette équation sera satisfaite en faisanty = — 1,
Puisqu’elle deviendra

— i —j—i — i -j- i . . . . — i -)- i = o,

ses termes étant en nombre pair et se détruisant de deux en deux , en
sorte qu’il n’en restera point.

Mais si m est impair , cette équation ne sera pas satisfaite en faisant
y — — i , puisqu’elle deviendra

_|_ i — i -J- i — î . . . . -j- i — î —J—i = i,

ses termes étant en nombre impair et se détruisant de deux en deux ,
en sorte qu’il restera le dernier.

Ainsi donc , si m est pair , on a , sans résoudre l’équation, d’abord
la racine arithmétique î , puis une des racines algébriques — J,qui
est la même que l’arithmétique avec le signe —. Mais sim est impair,
°n n’a immédiatement que la racine arithmétique . Voilà ce que nous
^avions depuis long-temps.

(*) Je nie suis rapproché de Lacroix , qui appelle la première détermination

Arithmétique. et les autres déterminations algébriques.
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Dans l’un et l’autre cas , il faut , pour trouver les autres racines,
résoudre complètement l’équation . Nous avons vu ce qu’elles étaient
pour le second , le troisième et le quatrième degré . ( n° 488 ).

494 . Les solutéurs de l’équation y **— i = o , ou , ce qui revient
au même , les m racines i , p, a-, t , v, etc.  de l’unité , ont encore
quelques propriétés intéressantes que nous allons examiner.

Prenons pour exemple l’équation — i — o , dont nous représen¬
terons les quatre solutéurs par î , p, =■, t , et comparons -la à l’équa¬
tion générale du quatrième degré,

r 4 _|_ p y  3 Qy 2 -j - Ry -j - S = 0  :

nous aurons P = o , Q = o , R—  o , 5 = — i ; et les formules du
n" 433 nous donneront

*5, = o , Sa —  o , S 5 =  o , S4= 4,
«Ss = ° ,‘S6= o , S 7=o, .Sa= 4,

etc . (*).

495 . Si nous supposons ensuite jr = | , en substituant cette valeur
dans l’équation — i = o , elle deviendra —— i = o ; multipliant
celle -ci par s4 , nous en tirerons r — 34= o ; puis changeant les signes,
nous trouverons — i - j- s4 = o , ou

zi — i = o.
Or , comme y =  il est clair que yz~  î , et que s = i ; ainsi nous

aurons les quatre valeurs de 3 eu divisant l’unité par chacune des
quatre valeurs de y, c’est-à-dire que les quatre solutéurs de l’équa¬
tion zi — 1= 0, seront

(*) On pourra facilement vérifier cela , puisqu ’on sali que les quatre solutéurs de
’cqnatiou — i = o , ou que les quatre racines quatrièmes île l’unué sont >

+ _l/ = 7 (n° 488) ; il sera aise de voir que la somme des pi'®"
lïiicres paissances de ces racines est zéro , de même que celle de leurs carrés et celle
de leurs cubes , tandis que la somme de leurs quatrièmes puissances est 4 , etc . etc.
D’ail'eiirs } comme ces solutéurs sont les raciucs quatrièmes de l’imité } cliacun tVcu*
élevé à la quatrième puissance donne i , en sorte que la somme de ces quatrième*
puissances doit nécessairement être 1 + i - )■- 1 1 =4 .j il en doit cire de même d®
la somme des huitièmes puissances , des douzièmes , etc ; car la huitième puissance
est le cane de la quatrième , la douzième est son cube , etc . et le carré de i est i ’
tout comme îe cube de i , etc.



A DEUX TERMES. 269

Mais l’équaiion «4— i = o étant parfaitement la même que l ’é¬
quation ^ — j = o , il en résulte que les quatre soluteurs de l’une
doivent être égaux aux quatre soluteurs de l’autre . El en effet , on a
d’abord,

1 , et - =— î
on a ensuite

et enfin

— V' — î

En sorte que

K-

— 0 ^ — 0  ( K — 1)

— 1/IT7
+ 1/ - 1. C)

1 H- 1- 1— = i —rH- *(**) ■-V-T ° ?
p O- T

i + •— + — + —-= i + p2 + rl + T’ — c

1 + Jï + -̂ + ~ = i + p4+ tr4 +- r4 — 4 <fc-

■496- Généralement , si l’on compare l’équation j m—i —oale-
quation

jm Pjrm —i _j _ Qjm —ï y T̂—j—U ~ 0,

on aura P = o , Q ~ o , . . , . T — o , U — — 1; et les formules du
433 donneront

iS| O, iS3 rmO, . . . . Srn . TJl,
Sm-p j = o , 5 w-|-2 = o , . . . . S 2m ttt,

etc . D

P)  Si l’on a donc p = — 1 i , -r = — \/—  i , on trouve •— =r p ,
V’■ fi

■— __ — <r C’est ainsi qu ’il faut entendre que les soluteurs de l’nnc des euua’
C- T> r

'-ions sont égaux a ceux de 1 autre . On tiendra cette observation à ce qtii va suivre.

(**) Pour avoir S,2m  85m } e^Ct on  l )0una  foire n  égal à ni , AQ.ni , etc . dans la

formule qui donne ( ,lC ^2 ) . J' oj ’ez  du reste la note du n c 4g4.
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497. Faisant ensuite y—  i , ou s = -1, et représentant par 1, p, «>z y
t,  v , e<c. les soluteurs de l’équation ym— 1=o , ceux de l’équatioo

zm— 1= 0 , seront 1, —, — , —, —, etc.  et ces derniers seront
p o- T V

égaux aux premiers , mais non dans l’ordre dans lequel nous venons
de les écrire. (Voyez  la note du n° 4g5. )

On aura donc
i î

1—}- ■—]- ■-p etc. = 1 -i —p» *4 - &n etc.1 pn ' rn 1
c’est-à-dire que la somme des puissances ramM  des soluteurs de l’équa¬
tion zm— i = o, équivaudra à m , si l’on a » égal à m,  ou à 2m,  ou
à 3m,  etc . et que cette somme équivaudra à zéro , si l’on n’a pas n
égal à m , ou à 2m,  ou à 3m,  etc.

498. Faisons encore ici une observation intéressante:
Si preprésente un des soluteurs de l’équation ^"»— î = o , il est

clair qu’on aura
fm— i = o , ou p7"= i ;

or , si l’on élève celte équation aux différentes puissances entières et
directes , on obtiendra

p2»>— l ) p3OT=  j t p4TO— 1, etC.
ce qui revient à ceci

(p»)» — 1 = 0 , ( p3)7» — 1 = 0,
(p4 )w — 1 = 0 , ( pS)w — l = 0,

etc.

Et l’on voit évidemment par là que , si pest un soluteur de l’équa¬
tion ^"»— i = o , p2, p3, p4, p5, etc.  seront aussi soluteurs de celte
équation.

Cependant le nombre de ces soluteurs n’est pas illimité ; car , p”*
= l , pm-f ' = p'».p= i .p= p, p»H-5= pw .p*= i . p3= p a, etc. etc.  Ainsi,
quand on a passé la puissance m de p, les mêmes résultats reviennent,
et dans le même ordre.

Mais si p= î , on aura p2= î , p3= i , etc.  c’est-à-dire qu’on n’ob-
liendra ainsi que le seul soluteur i . Si p—- — i , ce qui pourra avoir
lieu dans le cas où m serait pair , on aura alors p2= -j - 1, p3= — 1 >
pi= -|- i , p5= — i , etc.  c ’est-à-dire qu’on u’obtiendra ainsi que le*
deux soluteurs -)- t et — î.
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11 importerait donc de savoir si , en prenant pour p, dans lecas de
un soluleur different de l’unité directe ou inverse , la suite

des puissances de p donnerait tous les autres soluteurs , ou si cette
suite ne redonnerait pas plusieurs fois le même.

499 . Supposons donc m ~̂> 2, et soit p un des soluteurs de l’équa¬
tion jrn — 1 — o différents de l’unité . Soit encore n et p,  deux nombres
entiers inégaux , et plus petits que m.  Il est clair , par ce qui précède,
que p» et que pP seront aussi soluteurs de cette équation . Voyons si
ces soluteurs peuvent être égaux.

Nous aurions , dans ce cas , = 1, ou p»—P = î . Mais alors p se¬

rait soluleur de l’équation j ”»—P — î — o . En d’autres termes , les
équations—  î =o, elj "1—? — i = o , auraient le soluteur com¬
mun p, et par conséquent le diviseur commun ^ — p.

Mais si l’on suppose que m soit un nombre premier , et qu ’on cher¬
che le plus grand commun diviseur dej m— i , et de y n—,f— i , en
se souvenant d’ailleurs que n — P <^ m > on  trouvera pour ce plus
grand commun diviseur ÿ — î . Or , on ne peut fairey — î ==y — p,
car il en résulterait p— i , ce qui est contraire à la supposition.

Ainsi , quand m est un nombre premier , on ne peut avoir p» — p? ,
c esl -à-dire que p élevé à deux puissances différentes moindres que m ,
ïie donne jamais alors le même soluleur . Donc , dans ce cas , les for¬
mules p1, p% p3, . . . fm, ayant des valeurs différentes , et en nombre m ,
constituent les m soluteurs de l’équation.

500 . Supposons maintenant que m soit un nombre composé,
comme np , n et pétant deux nombres premiers différents , et plus
grands que l’unité , la proposée sera

jnp — x — o.
Comparons -la avec les deux équations

y »— i = o , jt — i = o -,
et représentons par p un des soluteurs de la première , et par p' un
de ceux de la seconde . On aura p»= î , et p'? = î , et par conséquent

P»? ou (p»;P= î? = i , et f' nP ou (p'?)n— i »= i.
Ainsi les deux soluteurs p et p' des deux équations ^ -» — t = o et
r ? — i = o,  sont aussi soluteurs de la proposée , même en les sup¬
posant l’un et l’autre différents de l’unité . On prouverait la même
chose des soluteurs p2 et p,J , p3 et p'3, etc.
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Mai» en prenant séparément les soluteurs de ces deux équations
pour ceux de la proposée , on n’en aurait en tout que n -\- p,  et il
en faudrait np.  Or , n -\ - p n ’est égal à np  que quand n et p  valent
chacun 2 ; mais nous avons pris n et p  differents entre eux.

Que faudra -t-il donc faire pour trouver en général ces np  solu¬
teurs ? Essayons de multiplier chacun des soluteurs de jyn— 1 — 0
par chacun de ceux de yt — 1 = 0, comme , par exemple , ppar f' , p1
par p' , etc.  et voyons si ces produits ne pourraient point satisfaire à
l ’équaliony ">? — 1= 0;

— pnt( 'nt =  (f»)? (// ■)».= if 1” = 1.
De même,

{f (1)nt = ^ np̂ np— ({nyp — i.

En continuant ainsi , on trouverait que tous les produits dont nous
venons de parler satisfont à la proposée . Or , n nombres , multipliés
un à un , et successivement par p  nombres , donnent np  produits.
D’ailleurs , tous ces produits sont soluteurs ; si donc ces rcp soluteurs,
et les n -\ -p  que nous avions déjà trouvés , étaient tous inégaux , ils
seraient ensembleau nombre de ra-f-p - j- ra/j. Maisl ’unitése trouvant
parmi les soluteurs dey *— 1= 0, et se trouvant aussi parmi ceux de
yt —1 = 0,  en formant les produits des uns par les autres , il faut
omettre la multiplication des n premiers nombres par i,et celle des
p  seconds par 1, c’est-à-dire qu ’il faut négliger ces ra-j-jo prétendus
produits , ce qui réduit le nombre des soluteurs de n -\ -p -\ - np  à np
seulement.

Nous aurons donc de cette manière les np  soluteurs demandés , si
du moins il n’y en a point d’égaux entre eux . C’est ce qu ’il faut exa¬
miner encore.

Il est évident d’abord qu ’il ne faut pas prendre le cas où p et p'
seraient tous deux égaux à l’unité , car on n’obtiendrait ainsi que
l’unité pour les puissances de p et de /,  et pour les produits de ces
nombres.

Cela posé , tous les soluteurs de y n—1 = 0 , sauf l’unité , seront
differents des soluteurs dey ? —1 = 0,  puisque n n ’est pas égal à p.
Il ne reste plus qu ’à voir , i ° si un de ces soluteurs peut être égal à
un des produits dont nous avons parlé , et 20 si deux des produits en
question peuvent être égaux entre eux.
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Prenons deux exposants ,r  et tous deux plus petits que n,  et sup¬
posons t '̂ > r.  Prenons encore deux exposants , s et u,  plus petits que p,
et supposons s. Cherchons ensuite si on peut avoir , par exemple.
prc= pfp' j et prp' j — ptp' c. Delà première égalité on tirerait

~7 = p’r .> puis —- = p' «;
pt p<- r

or , le premier membre de cette dernière équation est soluleur de
y n— i — o ( n 054g4 à 497 ) ; le second est soluleur de yt — 1= 0 , et
les soluteurs de l’une sont tous differents des soluteurs de 1autre,

sauf l’unité ; mais nous avons .supposé que p et f'  n ’étaient pas tous
deux égaux à 1.

De la seconde égalité supposée , savoir f>r / 1= on  tirerait
tr e p . 1 ,

— = T, >Pl,ls -è=; = = P t’“ ' ’pt p « p-

et le premier membre de cette dernière équation serait soîuteur de
y *— t = o , tandis que le second serait soluleur de/ .?— 1, sans être
l’un et l’autre égaux à 1, ce qui exclut leur égalité.

On obtiendrait les mêmes résultats par d’autres suppositions ana-
1 . . , , i f . 1 1
mgues . Ainsi , pf= p rp «donnerait -y — — , puis — — - . ceqmest

? 1 p * p ' r~ r
impossible.

p'' f ' 1 ■ 1 1
De même f f p=/ >*/ ‘ donnerait — = puis ——— - , ce qui

p' p f' p ‘ F p' i’—
est encore impossible.

On prouverait de même l’inégalité de tous les r?p  soluteurs en
question ; et il résulte de là que ces np  nombres sont en elfet les np
soluteurs de la proposée y”? — 1— o.

De plus , ni p, ni f’, 11e peuvent redonner par leurs puissances toutes
les racines de l’unité du degré np,  puisque p ne redonne que celles du
degré n,  elque pr ne redonne que celles du degré/7 . Mais chacune des
'acinesdu degré np,  qui ne sera pas racine du degré n ou du degré p,
«tomme pp' , redonnera par ses puissances toutes les autres racines du
degré np.

On prouvera de même que si — npq,  ces lettres indiquant des
nombres premiers différents , et qu on désigne par p, pf, p̂ , trois so-
luteurs imaginaires des équations yn — 1 — o , j P — 1 = o, — 1

35
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*= o , le produit ff’p", élevé aux puissances successives , donnera loui
les soluteurs Aey ”tl — 1 = o , sans que cela ait lieu ni pour p, ni
pour fr, ni pour p,f séparément ; et ainsi de suite.

500 bis.  Mais si dans la proposée y”P— 1= 0 , nous faisions p= n,
ce que nous n’avons pas supposé d’abord , elle détiendrait ynn— 1
= o , et les deux équations y n— î = o , et yP— i = o , se réduiraient
à une seule , y”— i —- o , qui ne donnerait que les n soluteurs 1, f>
p3, p3. . . . fn~ 1, qui sont les n racines n” “ de l’unité . Je dis que
l ’équation y n— i = o,  ne donnerait , pour la proposée , que ces n
soluteurs -là :car, en les multipliant entre eux , comme nous avons fai!
dans le cas précédent , on retomberait toujours sur les mêmes résul'
tats (n° 4g8 ). Comment donc obtenir les nn  soluteurs de la proposée
actuelle y "®— 1=o?

Reprenons les n racines nmes  de l’unité , désignées ci - dessus pa>’
i , P, pa, p3, . . . . p"- 1;

puis extrayons encore les n racines nmcs  de chacun de ces soluteurs
de la proposée : n racines de n nombres feront nn  racines.

Celles du premier nombre i formeront encore la suite déjà in¬
diquée

1 , P, P% p3. . . . p®- 1.
Celles de p seront représentées ainsi (nos 4go , 4gi ) ,

n n n n
t .J/p , pl/p , f • • ■p"" V ?•

Celles de p*seront

• 1.1/f a , f \W , pV ? ■■■?"“ V ? ;
et ainsi de suite.

Prenons une de ces racines , et voyons si elle satisfait à la propo¬
sée : par exemple,

( n \ nn n *npV 'pJ = p,B "l/ ? "= pI',B p » = (p»)J» (p») = i^ x 1= 1.

En général , si on prend r <^ n,  et t<^ n,  on aura

( n \ nn tnn n rnnft y (r J = p y f = (p ®)*»(p»y =t f'>xi , = i.

En sorte que chacune des nn  racines en question satisfait à la
proposée , et que leur suite forme les nn  soluteurs cherchés ; car >1
est évident qu’il ne faut prendre qu’une fois la suite des n racines de
l’unité.
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Oq  pourrait croire que ce nombre de soin leurs peut être réduit

•j n 71 TZ 71

debeaucoup , et que la suite générale [/ f , fYf rj fY? r. fn~ 'Y 'f

e*t composée de termes égaux , en disant , par exemple,

pq/ pr = \Yff nt= (p »)*= V'  pr l f = (/ pr.

Mais il faut observer qu ’on n’oblient ces résultats qu ’en faisant

Passer sous le radical les ra— t racines de l’unité p, p’, p®, • • • • pn-' 1,

écrites au devant du radical comme coefficient , c’est-à-dire en les

élevant à la rame  puissance , qui est toujours 1, malgré la diversité des
ra cines.

Cela est si vrai que , en procédant de cette manière , on trouverait

'lue ces racines mêmes sont égales , quoiqu ’elles ne le soient pas . On

pourrait dire , par exemple,
n n

1 — 1/ l — j/p ":= f ,
n n

p= r= p. I 1
n n

f — f . i =  1 = p,i/ "p*= p’pr=pî-
etc . etc.

Nous voyons donc qu ’aucun soluteur dey »— 1= o élevé aux puis-

sa nces , ne saurait donner tous les soluleurs dey »»— 1= 0 , mais que

ecla a lieu pour toute autre racine imaginaire de l’unité du degré nn t
n

comme pJ/p.
On pourrait étendre ces résultats aux équations y ""»— 1 = 0,

ynnnn— , — 0)  etc.

{Voyez  sur toute celle théorie le Traité de la Résolution des équa-

l, ons numériques , par Lagrange .)

501. Appliquons ces principes à deux cas particuliers , qui nous

Se ront utiles.
Soit d ’abord la proposéey 6— 1 = 0 : nous la comparerons avec les

deux équations
y 3—1 = 0 , y 3—1 = 0.

Les soluteurs de la première sont (n° 488 )

ceux de la seconde sont
-}- t et — î.
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Multiplions les premiers par les seconds : en omettant les multi¬
plications par - J- i , nous aurons

— l > +5 — + è + 3Î / ~ 1j

et les six soluteurs de la proposée/ 6— 1= o , seront ceux -ci,

Nous pourrons donc les représenter par 1, p, p%— i, — p, — p ’ ,
ou par + I , + p, +p’ i-

Soit enfin la proposée/ 4— i = 0 , ou/ 1,1— i =0 : nous prendrons
l ’équation y2— 1= 0,  dont les soluteurs sont , comme nous venons
de le voir , -j- 1 et — 1 ; c’est-à-dire que les deux racines deuxièmes
de l’unité sont -]- 1 et — l . Nous extrairons encore les deux racines
deuxièmes de chacune de ces racines , et nous aurons pour la pre¬
mière

-f - 1 et — 1,

-f-j / — 1 et — Z~ —1.

et pour la seconde,

Ce sont les quatre soluteurs de la proposée , ou les quatre racines
quatrièmes de l’unité , comme nous l’avons déjà dit au n° 488 .

501 bis.  Après avoir examiné les équations à deux termes , il paraît
naturel d’essajer de ramener à cette classe celles qui ne lui appar¬
tiennent pas. Voici la question qui s’offre à nous dans ce moment :
Une équation quelconque étant donnée , ne pourrait - on pas en tirer
une équation à deux termes , dont les soluteurs eussent avec ceux de
la proposée un rapport facile à déterminer?  C ’est ce qu ’il s’agit de
rechercher actuellement.



CHAPITRE II.

23ef évanouissementdes termes au moyen d’une seule indéterminée.

lie la résolution des équations du second degré, et en général de
réquation ,z 2ln-|- B;cm-j- A= o.

23el’extraction des racines dans les quantités composéesd'une partie
commensurableet d’un radical du second degré.

$02. Étant  donnée l’équalion

-cm_j _ Px ”*—1-J- U — o,

si l’on pouvait en tirer une équation à deux termes , cette équation
étant différente de la proposée, son inconnue serait nécessairement
différente de x;  elle serait donc plus grande ou plus petite que x;  on
aurait donc x = y -j- a , y  représentant la nouvelle inconnue , et a la
quantité directe ou inverse qu’il faudrait lui ajouter pour avoir x.

Mais si l’on met jr -\ - a a la place de .v dans la proposée, on a
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303- Maintenant il est clair que si le coefficient du second terme,
c’est-à-dire ma -j - P , est égal à zéro, l’équation en y,  quoique du
même degré que celle en x,  sera sans second terme.

De même , si le coefficient du troisième terme , c’est - à - dire

- -——«“-(- (/re— i ) P a -J - Q, est égal à o , l’équation enjr sera
sans troisième terme ; et ainsi de suite.

504. Pour que l’équation eny  se réduisît à son premier et à son
dernier terme , il faudrait donc que l’on eût en même temps
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ma P o ,

— 1 ) . . - r , , _-J - - — iJPo -j - Qzzo,
2

m[m — \ ) (m—  2) , . — 2) . . _ , „
- ^ - i/P - j- - - - Pa ' + (m - 2) Qa + iî = o

—1 ) Pa m~~2 -j - (m —2 ) Qa m 3 . . . . - J- T1— o.

Or, comme les lettres m , P, Q . . . 7 1, sont données par l’équation,
elles expriment des connues ; en sorte que la lettre a peut seule être
considérée comme une inconnue commune à toutes ces équations:
car nous devons chercher quelle valeur doit avoir a pour rendre nuis
en même temps , si possible , les premiers membres de ces équations,
ou les eoefficienis des termes que nous voulons faire disparaître.

Mais s'il y a une valeur d’a qui puisse satisfaire à toutes ces équa¬
tions , lesquelles ne renferment d’ailleurs que la seule inconnue a,
>1 suffira de la première équation , qui est du premier degré , pour
donner cette valeur d’a.

P
La première équation donne a = - , et cette valeur étant sub¬

stituée dans la seconde équation , le premier membre de celle -ci
devient

m (m — 1)P*  ( ni —1 ) P* , ^- -- - ■ p v>
2 rn

ce qui se réduit à

( ^ P ' +e ’
quantité qui ne peut égaler zéro qu’autant que l’on aurait

- ) P ‘ = ^ nl . P’ ;

en sorte que la valeur de a,  que donne la première équation , ne sa¬
tisfait pas à la seconde généralement , c’est-à-dire pour toute valeur
quelconque de P , de Q et de m,  mais seulement lorsque ces lettres
ont entre elles la relation que nous venons de trouver.

On ne peut donc pas assigner à a de valeur qui satisfasse dans tous
les cas aux équations dont il s’agit . Généralement parlant , ces équa¬
tions ne peuvent donc coexister , ou , en d’autres termes , elles sont
contradictoires.
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505 . Mais il esl clair que si nous avions dans ces équations autant
d’indéterminées ou d’inconnues qu ’il y a d’équations , ou que nous
voudrions faire évanouir de termes , et que ces équations fussent
d’ailleurs liées entre elles (n° 447 ) , nous pourrions alors trouver les
valeurs que devraient avoir ces indéterminées pour que toutes les
équations fussent satisfaites en même temps.

Ainsi , pour faire évanouir un seul terme , il ne faut qu ’une équation
avec une indéterminée ; pour en faire évanouir deux , il faut deux
équations et deux indéterminées ; pour en faire évanouir trois , il faut
trois équations et trois indéterminées ; et en général pour faire éva¬
nouir tous les termes d’une équation du degré m,  à l’exception du
premier et du dernier , il faut m — 1 équations , et m — t indéter¬
minées.

506- Cependant il faut prendre garde à la manière d’introduire
ces indéterminées dans l’équation proposée : car si l’on voulait poser

b -\ - etc.  ces lettres a , b , elc. se comporteraient dans
la substitution comme si elles n’en formaient qu’une , et l’on ne pour¬
rait point les déterminer séparément . C’est ce qu ’il serait facile de
vérifier en mettant jT - j- a -\ ~b,  par exemple , a la place de x dans
une équation complète du troisième degré.

507 . On a trouvé que , pour faire évanouir deux des termes intermé¬
diaires dans une équation qui est au moins du troisième degré en a- .
il faut poser x'1 abx ; que , pour en faire évanouir trois dans
une équation qui esl au moins du quatrième degré , il faut poser x 3=^
y a -j-bx -j - ex3, et ainsi de suite . Mais nous reviendrons là-des¬
sus dans le chapitre suivant . Examinons ici ce qu ’il y a à dire pour
le cas d’une seule indéterminée.

508 . Généralement parlant , une indéterminée 11e fait évanouir
qu ’un terme ; cependant , dans de certaines circonstances , elle peut

771 - 1
en faire évanouir plusieurs . Si l’on a , par exemple , Q — - P *

2 m
P

(n" Soi ) , et qu ’on fasse a — - —, le second et le troisième ternie

delà proposée disparaîtront,
Appliquons cela à l’équation du troisième degré . On a alors m= 3;

et si i on fuit par conséquent <2 = -j / ” , ou que l’on suppose
Æ3+ Px* -f - 1 P \ x + R = O,
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celle équation se réduira à deux termes en y mettant j - — ■! P à la
place de .r , comme il est facile de le vérifier.

509. Considérons en général les m — 1 équations du n° 5o4 . Il est
facile de voir qu ’il y a dans chacune de ces équations une lettre de
plus que dans l’équation précédente , et que la première équation

P
w« + P —-Q donnant ma — — P et a = - , si l’on inet celte va-

1 ’ m

leur de a  dans la seconde équation , celle -ci donnera la valeur de Q
exprimée en m et P ; que si l’on met ensuite cette valeur de Q avec
celle de a  dans la troisième équation , celle -ci donnera la valeur de
^exprimée en m et P  et ainsi de suite.

On aura donc ( n° 335 D)
a = P (m , P)
Q ~ F'  ( m , P)
R — F ,r ( m , P)

P)
Prenant donc m et P à volonté , ces équations nous Feront voir

Quelles relations les quantités a , Q , R , T,  devront avoir avec
celles - là pour que l’évanouissement de tous les termes intermédiaires
ait lieu.

Mais tout comme après avoir choisi parmi les lettres a , m , P,  Q,
• • . . T,  les deux quantités m et P , nous avons exprimé toutes les
autres en fonctions de celles -là , si nous eussions choisi à la place
de m et P deux autres lettres , comme Q et P , nous aurions aussi

pu exprimer toutes les autres en fonctions de celles -là.
Il en résulte que parmi les lettres a , m,  P , Q . . . T,  deux pourront

avoir une valeur quelconque , maisque les autres devront avoir avec
ces deux certaines relations déterminées pour que l’évanouissement
des termes se fasse.

Cet évanouissement n’aura donc pas lieu généralement , mais seu¬
lement dans certaines circonstances.

Cependant , et nous le répétons , quelle que soit l’équation , l’in-
Ifoduction d’une indéterminée peut toujours faire évonouir un terme

de cette équation.
510. Si l’on veut faire évanouir le second , on supposera

fna  P = o,
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el il suffira de savoir résoudre les équations du premier degré pour
tirer de celle -ci la valeur de a,  qui doit satisfaire au but qu ’on se
propose.

P
On trouvera que a doit être égal à — — , c’est- à-dire que si l’onm ^

P
met _y - à la place de x  dans l’équation proposée , qui est du de¬

gré m,  la transformée en jr,  quoique du même degré que la propo¬
sée, sera plus simple qu’elle , puisqu ’elle n’aura point de second terme.

Ce principe , à cause desa simplicité el de son utilité , mérite d’être
traduit en langage ordinaire , afin qu ’il soit mieux saisi par les com¬
mençants . On peut l’énoncer ainsi : Pour faire évanouir le second
terme d’une équation , c’est - à - dire celui qui contient  xm—1, x étant
Finconnue , et  m son plus haut erposant , il faut substituer à x une
nouvelle inconnue  y , augmentée du coejfcient de ce second terme pris
avec un signe contraire , el divisé par l’exposant du premier.

.'>11. Si l’on veut faire évanouir le 3m0 terme de l’équation propo¬
sée , on fera

m(m — t) , ,
- a? -\ - (m — t ) P a -j - Q = o ;

et si l’on sait résoudre les équations du second degré , on tirera de
celle -ci la valeur de a,  qui doit satisfaire au but dont il s’agit.

512 . Sur quoi il faut observer que , d’après tout ce que nous avons
dit , la valeur de a,  qui fait disparaître le 3me terme , n’est pasla même
que celle qui fait disparaître le second , du moins si les coefficients
P  el Q n ’ont pas entre eux les relations dont nous avons déjà parlé.

De là il résulte que si l’on veut faire évanouir le 3 in0 terme après
avoir déjà fait évanouir le second , celui - ci revient à ce moment -là,
et réciproquement.

Cette observation du reste supplique à tous les autres termes ; en
sorte que si l’on avait une Équation qui n’eût que le premier, - le se¬
cond et le dernier terme , et qu ’on voulût faire disparaître le second,
tous les suivants reviendraient.

Soit pour exemple l’équation
a-4-j- 8.v3— t = o ,

dont le troisième et le quatrième ,terme manquent ; si l’on veut faire
disparaître le second , et que l’on fasse x = j -a (n^ûto ) , on aura
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j -k — g ^ -3 _j_ 24 ‘6

- )- 8j- 3— 48r *+ ‘jfy — 64
— î

°u >en réduisant,
j 4_ 24̂ a-f Hr —49= 0,

Quation sans second terme , mais dans laquelle on retrouve en re¬
vanche le troisième et le quatrième.

313 . Pourfaire évanouir le quatrième terme seulement de l’équa-

ti° n générale , il faudrait résoudre une équation du 3 ,ne degré en a.
Pour faire évanouir le 5mc, il en faudrait résoudre une du 4rae; et

a, nsi de suite.
Mais tant qu’il ne s’agira que d’un terme compris entre le premier

elle dernier , l’équation à résoudre , pour faire disparaître ce terme-là
sera toujours d’un degré moins élevé que le degré de l’équation pro¬
posée, comme on le voit d’un coup d’œil dans la formule générale.

514 . Si l’on pouvait faire évanouir le dernier tout connu , tous les
autres contenant ^-, on diviserait par jr,  et l’équation serait abaissée
d’un degré ( n° 38 1).

Faisant encore disparaître le dernier terme de cette nouvelle équa¬
tion , on l’abaisserait une seconde fois d’un degré ; et continuant tou¬
jours de même , on l’abaisserait jusqu’au premier degré , ce qui don¬
nerait par conséquent la résolution générale des équations.

Mais pour faire disparaître le dernier terme de la proposée , il fau¬
drait poser

aP' -\ - Pa ”>~ ' . . . - J- Th - j- £/ = o,

et résoudre cette équation pour en tirer la valeur de a convenable
a ce cas.

Or , celte équation en a est parfaitement la même que la proposée
v, et dire par conséquent les mêmes difficultés qu’elle , ou n’est

pas plus facile à résoudre.
O11 voit donc que ce problème , Une équation quelconque étant

donnée , en faire évanouir le dernier tome , ou la transformer en une

autre équation du même degré et sans dernier terme , n’esl 0 titre chose
que celui -ci , Trouver la résolution générale, des équations.

515 . Du reste , puisque l’équation am~j - Pa ™—’ -j - etc.  o , est la

"icuie que l'équation Px ™—' -j- ete.— o , il en résulte que dans
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ce cas x = a;  et comme nous avons fait x la valeur d’j" doit
ici être nulle.

Or, cela est d’accord avec tous les principes :car, une équation étant
donnée , si l’on y fait l’inconnue égale à zéro , tous les termes se
détruisent , à l’exception du dernier , qui ne contient pas l’inconnue,
et l ’on a U — o,  ce qui est absurde , à moins que U  ne soit nul par
lui -même , c’est-à-dire qu’une équation où l’inconnue est o manque
nécessairement de dernier terme ( n° 4n ).

Réciproquement , si une équation n’a point de dernier terme, elle
sera toujours satisfaite en y supposant l’inconnue égale à o , parce
que tous les termes renfermant l’inconnue , ils se détruiront tous par
cette supposition. Un des soluteurs sera donc alors o , et les autres se
trouveront dans l’équation , que l’on obtiendra en divisant la proposée
par l’inconnue qu’elle contient . Ainsi

xm_J _ -)- Qx™—2 -1 - Tx = o

a pour un de ses soluteurs x = o , et les m — 1 autres sont donnés par
l’équation

xm—i _J -P xm—> Qxm—i . . . ._j -T=  O.

516. L’évanouissement du second terme , le plus facile de tous , est
souvent très- utile , et conduit d’ailleurs très-vite à la résolution géné¬
rale des équations du second degré , qui , lorsqu’elles manquent de
second terme, ne sont autre chose que des équations à deux termes-

La proposée étant
æ2-(- Px -f - Q — o ,

formule générale des équations du second degré ( n° 3j3 ) , on fera
—5 P (n q 5 to ) , ce qui donnera

r- pj + '-; p ‘
+pf - ïp>

+ Q
ou , en réduisant,

Or , celle équation est à deux termes puisqu’elle ne contient que le
carré de l’inconnue et des quantités toutes connues qui sont suppo¬
sées ne former qu’un seul terme. On en tirera donc d’abord

puis , en extrayant la racine,
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r =l/iP 2 — Q,

valeur qui , étant multipliée par les deux racines carrées de l’unité,
°u par 4 * i et — 1 (n ° 4g î) , deviendra

Q-

(Voyez  le n° 484 avec la note .)
Mais puisque x égale jr — \P,  ou , ce qui est la même chose,

— ^ P -j-j -, on aura _
= — IjP + l/ijP 2— Q:

ce sont la ies deux soluteurs de l’équation générale du second degré.
Les commençants feront bien de vérifier ces valeurs de a;, soit en

les substituant chacune séparément à x  dans la proposée, soit en
Perchant à former cette équation parla multiplication de ses facteurs :

car puisqu’on a r = — 5 P - |- ^\  P 2—Ç, 0ua?= — 5 P— jP a-—

On aaussiat + iP — K ^ P2— Q= o , oux + iP + V^ P2— Q=

0 , et par conséquent

+ =o
(* + £ P + K | P2-Q )(

La proposée doit résulter du produit de ces deux facteurs , qu’il
l®ut considérer chacun comme binômes , puisqu’ils sont composés de

l’inconnue et d’une quantité connue , que l’on peut supposer réduite
a un seul terme.

Du reste , nous reviendrons encore sur les équations du second

degré , et nous donnerons dans l’Appendice différents problèmes de

ce genre pour exercer les commençants . Ils pourraient,dès à présent
cherchera résoudre celui du n° 34g.

517. Faisons en attendant observer que la résolution de l’équation
du second degré donne celle de l’équation

■rlm-(- Bæm-)- A = O,

*lui n’a qUe trois ternies, mais dont l’exposant 2m du premier terme
est double de l’exposant m du terme intermédiaire , quelle que soit

valeur de ni.

Car, prenant d’abord x™  pour l’inconnue de l’équation , x*m sera

le carré de cette inconnue , et la formule du second degré donnera
‘uiinédialement
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^W = = — i y ' — A;
d’où l’on lirera par conséquent

■*= yf —±B±y -i a?—b.
Or , celte valeur se partage en deux , qui sont

m _

m _
el  V—iB—

et qui étant multipliées chacune par les m racines 7rames  de Punilé
(n° 4gt), donneront les 2m soluteurs de la proposée.

518. Considérons un moment les quantités
m

— \ B + V \ & — Â,
m

el B' - J;

on ne peut pas, tant qu’elles restent aussi générales , leur donner une
expression plus simple; mais il est évident que cela doit être possible
dans certains cas particuliers.

Si l’équation proposée était , par exemple, celle-ci,
a 4— îoa.'■*-|- g = o,

on en tirerait , par la formule,

* = V 5± V —g,

ce qui donnerait tout de suite ,r égal à 3 ou à valeurs qui , multi¬
pliées l’une et l’autre par les deux racines carrées de l’unité, four¬
niraient les quatre soluteurs de la proposée, -)- 3, — 3 , —|—r , — î.

On vient de voir ici que ^ 5-)- J/ î6 s’est réduit à 3, et que

s[ 5—s ’est  réduit à t . Et l’on doit comprendre qu’il pourrait
y avoir des expressions radicales de la forme de celles qui nous occu¬
pent , qui , sans se réduire autant que ces dernières , seraient cepen¬
dant susceptibles de certaines réductions. Nous allons le démontrer
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Par  un exemple simple . Prenons la quantité 1 +J/ 2, et élevons -la
®u carré : elle deviendra 1+ 2 J/ 2 + 2 , ou3 + J/8 ; extrayons de
nouveau la racine , nous trouverons '

1/3 + K » = l + J/2.

^ »is au lieu d’aller de la plus simple de ces deux expressions à la
P ûs composée , comme nous l’avons fait , il est clair qu ’il serait utile
•lepouvoir aller de la plus composée à la plus simple.

Essayons donc d’extraire les racines des quantités de la forme
ra +l /b,  quantités que l’on appelle , en partie commensurab les , en
Partie incommensurables.  Et commençons par la racine carrée.

519. Cette racine ne sera pas purement monome , car dans ce cas
le carré le serait aussi.

Elle ne sera pas non plus purement rationnelle , puisque le carré
Contient un radical.

Elle sera donc de celte forme l/a + l/3 , une des lettres a et g
Pouvant cire un carré , et une des quantités j/a et J//3 pouvant par
c°nséquent être rationnelle.

Elus généralement encore , celte racine pourra être représentée
Par (j/ tt +j/ g ) \Xv : car , comme J/a +1 /g , étant élevé au carré,
ll° nne une partie rationnelle comparable à a , et une partie irration¬
nelle comparable à J/ b,  il est évident qu ’il en sera de même de
(l/ « + J/ + y' v>  p  uisque J/v  par son élévation au carré donnera
llri  nombre rationnel v,  qui , multipliant le carré dej/a + j/ # , le
hissera composé d’une partie commensurable et d’un radical du
second degré.

On aura donc

n + J/ b = (J / a + J / gy.  v= (a + /3+ 2 j/ ag ) o,
^ où l’on tirera d’abord

(a + /3)o = a , (2 j/a/3 ) o= l/ £ ,
Puis

(a2+ 2a3 + 62) c2= a 1, (4a3 ) e2=Z >.
l’on retranche alors la seconde équation de la première , on trou¬

vera
(a 2— 2a3 + S2) e2= <ï 2— b,

Ce  qui donnera , en divisant par v2, puis extrayant de part et d’autre
racine carrée,



288 DE D’ÉVANOUISSEMENT

d ’où l’on lirera

Substituant cette valeur dans l’équation i>= a,oa « -f

ou « + /3— ~ — 0 ' ° n aura

Il faudra donc résoudre cette équation pour en tirer la valeur de «,

et la substituer ensuite dans l’équation précédente , qui donnera la

valeur de /3. Or , ces équations n’étant que du premier degré , on les

résoudra facilement . Cependant il faudra avant tout donner une va¬
leur à v.

Cette quantité étant indéterminée , si nous pouvions , en lui donnant

VCL^ b-- , ce

serait celte valeur -là qu ’il faudrait choisir . Mais il est facile de com -
, a?—b

prendre que , quelque valeur qu on donne a v, — -— ne sera carre

qu ’aulanl que a 2— b le sera : car une fraction n’est carrée que lors¬

que ses deux termes le sont . La valeur de v étant donc inutile à cet

égard , nous la ferons , pour plus de simplicité , et dans tous les cas,

égale à i , et les deux formules précédentes se réduiront à celles -ci,

(3= a — à 2— b ,

a — i |/a 2— b — £ a = O. C)

Ainsi donc ctetfi ne seront rationnels , et l’extraction de la racine

ne pourra avoir lieu , que lorsque a2— b sera un carré .(*)

(*) J’aurais pu observer (.Ventrée que {JSa -^- lSfi ) JS v était égal h p' ctv -{- t

et rentrait par conséquent dans la forme JS a. ' -j- JS en faisant a ^= a ' et /3t2= $ ' .

Mais j' ai préféré la marche que j’ai suivie pour qu ’elle fut uniforme avec celle des

degrés plus élevés . C’est aussi là la raison de la forme que j’ai donnée aux expies -'

sions des valeurs de tt  et de
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Soit proposé , par exemple , de réduire V ' ?>-\ - \A 8.On a ici a =  3,

^ = 8 ,a a— b — 1 ; en sorte que la quantité proposée est susceptible
de réduction . Et comme on trouvea = 3.-|- f = 2 , el 0 = q— 1= 1,

°n a (/ « -j- [/ (3= 2 -\- 1= 1 -f -j/a , c’est-à-dire

^3 + 178 = 1 + ^ 3,

comme nous l’avons vu au n° 5t8.

Soit encore proposé I/28 -)- 10  1/3 = |/ 28 -)- l/ 3oo .Ona a— 28 ,

^ = 3oo , a 1— b = 484 , qui est un carré ; en sorte que la quantité
Proposée est réductible . Et comme on trouve a — il -}-! 4 := :2^ > et

®== 25 — 22 = 3,on a
|/ 28 - (- {/ 3oo = 5 -}- / 3.

Soit proposé l/l 1 i3 . On a a = u , b=  i3 , <za — à = 108 ,
qui n’est pas un carré ; en sorte que la quantité proposée n’est pas
réductible.

Soit enfin proposé ^ 5 -f- [/ -j é>a— qui est un  des solu-

teurs de l’équation je4 -j- /?.r a -)- A = o. On a a = — jB , B= -j Z7a
—■/ , a a — b = \ B* — -j iï a -j - / = / : ce qui fait que la réduction

sera possible , si le dernier terme A de l’équation est un carré direct.

Si la quantité proposée , au lieu d’être V ' a -\ -\/ b,  était Va — </ h,
*1 faudrait prendre , pour sa valeur , \/a. — [/ 0,  au lieu de 1/ a - |-l/ 0.

Du reste , la valeur de chacune de ces quantités est double : on a

a -j - \/ ' b égal à -j- J/ a -f- 1//3 , ou à — J/ a.— |/0 ; et S/"a—/ b
égal à - |- l/a — l/ |3ou à — \/a .-\ - \/ 0.

620. Essayons maintenant d ’extraire la racine cubique des quan¬
tités composées d’une partie commensurable et d’un radical du se¬

cond degré , c’est-à-dire cherchons à simplifier l’expression
5

K" a + J/B.
Cette racine ne sera ni purement monome , ni purement ration¬

nelle , comme il est facile de le comprendre.
Elle n’aura pas non plus la forum// -f- 1/ 0,  si ni a ni 0 ne sont

carrés , car le cube de celte quantité n’aurait aucune partie ra-
ll °nnelle.

Mais elle pourra avoir la forme a -|~l/ 0f parce que le cube de cette
37
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fonction , comme on peut le vérifier, est composé d’une partie com-
mensurable et d’un radical du second degré.

3

Plus généralement elle pourra avoir la forme (*-\-\/fS)\/v : car,  si le
cube de $ est composéd’une partie rationnelle comparable à a,
et d’un radical du second degré comparable à J/ b, le cube de (a -J-

} r .
V'  Æ) v v sera  composé de la meme manière , parce qu’il sera égal a
(a -J- 1//3)3. v.  On aura donc

a -f \/b — (a + ]/ &? v= (* 3+ 3 «0-f-3a1 J//3 -f /3y '&)v,
d’où l’on tirera d’abord

(a 3-J - 3aj3) v — a, ( 3a 1- |- £ ) p>|/Æ . = \ Zb,
puis

( afi-j - 6a43 -f- 9“’B2)v ’ = fl‘, (g«43—|—6a1S1—[— G 3 Jv1= b.

Si l’on retranche alors la seconde équation de la première, on trou¬
vera

(a 6 — 3a43 -J- 3a1 S2— S 3) v*= a 1— b ,

ce qui donnera , en divisant par v%, puis extrayant de part et d’autre
la racine cubique,

a*—0 =
d’où l’on tirera

v-

Subslituant cette valeur dans l ’équation (a3-f-3a,3) v — a, ou

a3-j- 3a$ = ~ -■ou a3-j - 3a,3 - —= o , on aura

Il faudra donc résoudre celle équation pour en tirer la valeur de «
et la substituer dans la précédente , qui donnera la valeur de S. Mais
comme elle est du troisième degré , nous ne savons pas encore la ré¬
soudre.

Quant à la valeur de v,  il faudra la prendre telle que la fonction
a 1— b (a 1— b )v . , „ . . ,
———= - -- soit un cube parfait , ce qui aura lieu si le numé¬

rateur de la seconde forme, ou («a— b) v est un tel cube. On pren-
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'Ira donc tous les facteurs premiers du nombre a2 — b ( Arilh .
B0! 2 i 5 , siS ) , et si ces facteurs sont , par exemple , p .p . p ' , on fera
v==p.p' . p', ce qui donnera (a2— b) u= />3. pn , cube parfait, Ainsi,
si l’on avaita 2— 180= 2 . 2 . 3 • 3 . 5 , on ferait p= 2 . 3. 5. 5
>5o , et l’on aurait (a2—6 ) u= 180 X 150= 27000.

La valeur de v étant ainsi fixée, si l’équation finale en a a un so¬
ldeur rationnel , on le prendra pour a,  en sorte que /3 sera aussi ra¬
tionnel , comme il est facile de le voir , et que la quantité proposée

h sera  susceptible de réduction . Mais si l’équation finale
B’a point de soluteur rationnel , la réduction ne sera pas possible.

521. S’il s’agissaitd’extraire des racines plus élevées des quantités
composéesd’une partie commensurable et d’un radical du second
degré, il faudrait suivre une marche analogue à celle que nous avons
suivie pour l’extraction des racines carrée et cubique , marche que
Bous avons suffisamment fait connaître.

Du reste, ceci nous a ramenés aux équations du troisième degré
d des degrés supérieurs.

Nous allons voir dans le chapitre suivant, qui n’est que la conti-
Buation de celui-ci, une méthode applicable à ces équations.

CHAPITRE III.

De l’évanouissement des termes au moyen de deux, ou plusieurs in¬
déterminées.

Comment cela peut conduire à résoudre les équations du troisième et
du quatrième degré, et en général les équations  x 3m -j- Cx 2m -J- Bxm
-j- A= o, et  A = o.

522. Nous avons dit au n° 507 que, pour faire évanouir deux des
fermes intermédiaires dans une équation qui est au moinsdu troisième
degré en x,  il fallait faire x2—y -)- a -|- bx f ou , ce qui revient au
lBème, x2— bx — (a -}-/ )= o.
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Si donc l’équation proposée est l’équation générale du troisième
degré (n°

x3 P.x>-]- Qx R = o ,
on la considérera comme coexistant avecl’équation hypothétique

X*-~ bx — (a -j-j -)— O,
l’inconnue x ayant la même valeur dans les deux , et les lettres a et
b représentant des quantités dont nous ne connaissons pas encore les
rapports avec les coefficientsP , Q, R,  mais que nous déterminerons
ensuite conformément à notre but.

Cela posé, on éliminera x des deux équations ci-dessus, et l’on
parviendra à une équation finale en y } qui sera encore du troisième
degré , et de la forme

y3+ r 'r + Q’r + P'= o,
les coefficientsP ', Q1, R!, étant composés des coefficientsP , Q, R,
et des indéterminées a et b.

Parvenu là , on posera P’ = o etQ ’= o,ce qui donnera y 3-\- R!
3 _.

= o , d’où l’on tirera y3= — R r, ety =  — R ' .
Mais R'  étant composé non-seulement des coefficients connus P,

Q, R,  mais encore des quantités a et b,  il faudra substituer à ces
quantités leurs valeurs en P , Q, R,  tirées des équations P ' =  o,
et Q' — o.

On éliminera donc a ou b de ces deux équations, supposons a,  et
l’on trouvera une équation finale en b,  qui ne sera que du second
degré ; on résoudra celle-ci pour avoir la valeur de b,  qui , substituée
dans l’équation P ' =  o, donnera celle de a.

Enfin les valeurs de a,  de b et de y,  substituées dans l’équation
x 2— bx — (a  donneront celles de x.

523. Si l’on avait l’équation générale du quatrième degré,
æ-4—J—Px 3-j - Qx2-(- i2 ^ - |- é)= o,

en faisant encore x2—y -̂ - a -\~bx,  on trouverait par l’élimination
de x une équation du quatrième degré en y,  de la forme

r 4+ prf 3+ Q’y*+ R'y+ s'=
et posant P ' — o et R' =o , il resterait



DES TERMES. 293

équation qu’on résoudrait par la formule du n° 517 , après avoir
substitué aux lettres a et b contenues dans les coefficients Q'  et S’, leurs
valeurs en P,  Q , R , S,  tirées des équations P ' — o et Æ^ Ojqui,
étant comparées pour en éliminer a ou b, donneraient une équation
finale d’un degré moindre que celui de la proposée.

524. Ces calculs étant très-longs, nous ne faisons qu’indiquer leur
Wiarche, d’autant plus que nous résoudrons bientôt par un procédé
différent les équations générales du 3me  et du 4me  degré.

525. Du reste, ces équations étant résolues, elles cous conduiront
a la résolution des équations

Xim_j _ Cx 2m-f - Bx™-f - A =o,
Cx 3m-\ - Bxm Ar = o,

comme la résolution de l’équation du second degré nous a conduits,
dans le n° 517, à trouver les soluteurs de l’équation

X2m Bxm

526. En général , pour faire disparaître n termes d’une équation
®n.r , il faudrait prendre n indéterminées as, 5, c, . . . . I (n ° 507 ),
et poser

xn= -y -J - a -j- bx -j- ex1. -|-lx n~~1-
Mais dès que la proposée surpasse le 4me  degré , et qu’on veut en
faire disparaître un nombre de termes suffisant, on arrive dans la
recherche des indéterminées a , b , a une équation finale
d’un degré plus élevé que celui de la proposée, et que par conséquent
on ne peut résoudre.

527. L’évanouissement des termes conduit , comme nous venons
de le voir , à la résolution des équations générales du second, du
troisième et du quatrième degré . Il y a plusieurs autres voies pour
arriver à ce but; il serait superflu de les indiquer toutes ; mais nous
ail ons en développer une qui dépend de la considération des fonc¬
tions des soluteurs , et qui est due au célèbre Lagrange.



CHAPITRE IV.

De la résolution des équations du second degré par la recherche de
certaines fonctions des soluteurs. Nature de ces soluteurs.

528. Nous avons vu que le coefficient du second terme d’une équa¬
tion est égal à la somme des soluteurs, en prenant cette somme avec
un signe contraire ; que le coefficient du troisième est égal à la somme
des produits différents qu’on peut faire avec les soluteurs en les com¬
binant deux à deux , et ainsi de suite, jusqu’au dernier terme , qui
est égal au produit de tous les soluteurs , produit pris avec son signe
si l’équation est de degré pair , et pris avec un signe contraire si elle
est de degré impair.

D’après cela , on pourrait se proposer ce problème :
Connaissant la somme d’un nombre  m de quantités inconnues,

celle des produits de ces quantités combinées deuxà deux, celle des
produits de ces mêmes quantités combinées troisà trois, etc. enfin
le produit de toutes ces quantités, trouver la valeur de chacuned’elles.

Nommant a, /3, y, .a , Iss m inconnues , on aurait , d’après.
ce qui précède , et en posant l’équation

Xi»-J - Px ”>~ 1-j - . . . -\ - Tx- (- 17= 0;
on aurait,dis -je,

à = P
“Æ+ ■. *+ «A -j- /2y. . . -j- /3a.

— ct@y . • • — cc/3A . . . — ay A . .

. -j - a/Sj-A .

A= U.

Et ces équations étant au nombre de m à cause des m coefficients
P , Q, . . . T, U, et  contenant m inconnues a , /3, y, . . . .a,  on pour¬
rait par l’élimination trouver une équation finale ou en a , ou en fi,
ou en y,  etc .; et si cette équation était plus facile à résoudre que la
proposée, après en avoir tiré la valeur de l’inconnue qu’elle renfer-
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ferait , oa remonterait h la valeur des autres , et l’on aurait les m
soluteurs de la proposée.

Or , voici pour ce cas un procédé d’élimination beaucoup plus sim¬
ple que les procédés ordinaires. Multiplions la première de nos m
équations par a222—, la seconde par a.™—1, la troisième par a”»- 3, etc.
et l’avant-dernière par a , puis ajoutons tous ces produits avec la der¬
rière équation , et nous aurons l’équation finale en a , comme on va
le voir

_ a ra_ a w—‘̂/3— a.m~ ' y . • • . — a 222- 'A

-j -a m~ I^ -\ - a m~~zy . . . . - J- a m~~ ’\

_|_ a m-~ . . . -f - a.™—2|3A . . . . - j- a n‘—2y\
_ a m— . . . — a m—2/3A. . . . — a m 2 >A

— a m 3 /3>A.

.4 - a'»- 3#?* . . . » .

| — Q*»-

— Sa™—*

. . Hh cc,3y.
+

. A = Ta

.A =U

■— a.™ —  P a 222 1-j - Qa m—2 . . . . - }" Ta. -j - U,
d’où l’on tirera

O—1am Pa M 1 4- 1. . . . —|—Ta -J - Tf,
Ou, ce qui revient au même,

a_m_|_ P œm—i _j _ Qccm—2. . . . Ta -j - XJ= O.

Or , cette équation en a est parfaitement identique avec la propo¬
sée en x , et offre pour sa résolution les mêmes difficultés qu’elle.

Si, au lieu de multiplier les m équations par a»»—1, a2»—2, am~-î, etc.
°n les eût multipliées par /S2»-1 , /S222-2, $m~ 3, etc.  ou par ym~ x, ym~ 2,
>m~ 3, etc.  ou etc . on aurait eu des équations finales en /3, ou en y,
°u etc. mais elles auraient toutes été semblables à la proposée.

On ne peut donc tirer immédiatement les soluteurs d’une équation
des relations que ces soluteurs ont avec les coefficients de celte
équation.

529. Soit , pour exemple , l’équation générale du troisième degré,
a;3-j- P* 2-}- o,

en  nommant a, /3 , y,  ses trois soluteurs , on aura
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—«—/S—y— P
<*£+ *3'4 -$y= Q

— a-üy— R;
multipliant la première par a», la seconde par a,  et ajoutant les pro¬
duits avec la troisième, on trouvera

—- o 3 —a 2/3 — a *y ==: Pa %

-f-a2/3-j- cfy-J - a@y= Qet
* - a.@y = Il

— a3= Pa *-j- Qa -j" -R,
d’où l'on tirera

a3-}- -P*2-f -Qa-j- R = 0,
équation finale qu’il faudrait résoudre pour avoir la valeur de a , mais
qui , étant identique avec la proposée, offre les mêmes difficultés
qu’elle.

Soit encore pour exemple l’équation générale du second degré
x 2 Px -]- Q = o ;

en nommant a et (Sses deux soluteurs , on aura
— a — /3= P

«£ = Q;
multipliant la première para , et ajoutant le produit avec la seconde,
on trouvera

— a’— a/3= Pa
-J- a/3= Q

— a2=Pa -j- Q,
ou , ce qui est la même chose,

a1-j - Pa -j —Q= O,
équation identique avec la proposée.

530. Cela posé, voyons si nous ne pourrions point vaincre ces
difficultés, et tirer parti des relations que lessoluLeurs des équations
ont avec leurs coefficients, pour arrivera la résolution de ces équa¬
tions.

Considérons d’abord l’équation générale du second degré *2-f - P*
-J- Q= o , et raisonnons sur celte équation comme si nous ne savions
pas la résoudre.

531. Si nous avions entre les soluteurs a et $ delà proposée, ou¬

tre l’équation — * —Æ— P , qui est du premier degré , une seconde



DU SECOND DEGRÉ. 297

équation du premier degré , il est clair que ces deux équations don¬
neraient , par l’élimination d’une des inconnues, une équation finale
9U>ne passerait pas le premier degré , et que l’on résoudrait faci¬
lement, d’où résulterait la connaissancede a et de/3, ou de la double
'aleur de x.

532. Celte équation du premier degré , que nous voudrions trou¬
ver, devrait nécessairement contenir un ou plus d’un terme qui ren¬
fermeraient a , un ou plus d’un terme qui renfermeraient /3, et un ou
plus d’un terme tout connus ; étant ordonnée , elle devrait donc avoir
cette forme :

ga -\-h$= e.
533. 11 est clair d’ailleurs que, dans cette équation , la valeur de e

ne dépendrait pas seulement de celles de a et de /3, mais encore de
celles de g et de h.

Or , les valeurs de a et de 8 dépendent elles-mêmes de celles de P
et de Q,  ou des coefficients de l’équation proposée, en sorte que nous
ne pouvons pas les prendre à volonté. Mais les valeurs de g et de h
ne dépendant point de la proposée, sont beaucoup plus arbitraires,
et nous pourrons les fixer comme il nous conviendra de le faire,
d’après le but que nous nous proposons.

Quand nous aurons donc décidé quelque chose à l’égard de ces
dernières valeurs, il faudra rechercher celle qui en résultera poure.
Ainsi ce caractère , que nous avonsd’abord considéré comme connu,
parce que nous envisagionsl’équation ga -\~h&= e comme trouvée,
doit actuellement être considéié comme désignant une inconnue,
parce qu’il s’agit de former celle équation.

534. Or , les inconnues ne se déterminent que par les rapports
Qu’elles ont avec des connues , et au moyen d’équations qui expri¬
ment ces rapports. 11 faut donc , avant de pouvoir former l’équation
4ra -j-hfi = e,  trouver une autre équation qui donne e.  En d’autres
lermes, e ou la fonction ga -|- /;/3 , doit être l’inconnue d’une équa¬
tion qu’il faut poser et résoudre avant d’avoir l’équation ga -|-
A/S= e.

535. Mais comme lessoluleurs a et (l  de l’équation générale x 2-j-
f5.r-|- Q==o, jouent dans cette équation le meme rôle l’un que l’autre,
d en résulte que tous les raisonnements et tous les calculs qui pour-

3-8
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raient conduire à la valeur de ga -Aj- h@>, s’appliqueraient égalent®1**
à celle de g@-f - ha , en supposant même les coefficientsg et h déjà
déterminés.Ainsi l’équation qui doit donner la valeur de ga- -̂h$  doit
aussi donner celle de g@-]- ha,  c’est-à-dire que cette équation parait
devoir être du second degré (*). Cependant il faut voir si l’on ne peut
point l’abaisser.

536. Cela aurait lieu si l’on faisait h —g,  parce qu’aîorsla fondit»’
ne changerait point par la permutation de a et de (3.

Mais ga-j- gÆ= £■(<*-\- &) =  — gP,  parce que a- [- ,3= — P . L’é-
quation à comparer avec —a — @= P,  pour tirer des deux les va¬
leurs de a et de @(n ° 531) , serait donc celle-ci,

= — g p >

qui n’apprenant rien de plus que l’équation — a — /3 = :-P , ou a -[- 0
= — P,  ne pourrait nous conduire au résultat que nous cherchons.
11 résulte de là qu’on ne peut faire g,  et qu’il est impossible de
trouver la valeur de ga- f- //8  sans trouver en même temps la valeur
de g@~ ha,  c’est-à-dire sans résoudre une équation du second degré-

537- Mais, par supposition (n° 53o), nous ne savons résoudre les
équations du second degré que dans deux cas différents:

i ° Lorsque tous leurs termes étant transposés dans le premier
membre, ce premier membre est un carré parfait, comme si l’on
avait a;2— 2aar-f- a2= o : car il suffit alors de savoir extraire la racine
carrée d’un polynôme pour décomposer le premier membre de l'é¬
quation dont il s’agit dans ses facteurs du premier degré. On voit,
par exemple, que l’équation ci - dessus est la même que celle-ci,
(x — a) (x — a) = o,  ce qui ne donne qu’une valeur pour x,  savoir
x ■= a.  Dans ce cas donc les deux soluteurs sont égaux (n° 392 ).

2° 3Xous savons résoudre une équation du second degré lorsqu’elle
est à deux termes, c’est-à-dire lorsqu’on a le carré de l’inconnue égal
à une quantité connue : on extrait alors la racine carrée arithmé¬
tique (n” 492) de la quantité connue , et l’on multiplie cette racine
par les deux racines carrées de l’unité (n° 491) , c’est-à-dire par 1et

(*) U ne faut pas confondre cette équation du second degré , qui est à former , avcC
l’équation du premier degré gcc-|- /;/3 — e , ou g/3 ho- — ef. Poyez  ce qui précède*
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par.—1 (n ° 488) , ce qui donne les deux soluteursde 1équation , qui
lle  diffèrent donc alors que par le signe.

538- Pour faire rentrer dans le premier de ces cas l’équation du
sec °nd degré , qui doit avoir pour soluteurs les fonctions g-* -J- et

il faudrait poser enffait l’égalité de ces soluteurs ou de ces
Onctions, ce qui donnerait

ga -f - hfi — gfi-j - ha.
^ r ïil y a ici une observation importante à faire : puisque la propo¬
se a;2-j- Px -[- Q = o est générale , ses coefficientsP , Q, sont sus-
Ce ptibles dedifférentes valeurs, desquelles résulteront aussi différentes
fleurs pour les soluteurs a , ;3. Mais quelles que soient ces valeurs, il
faudra que l’égalité ga -\- hfZ—gfi -\~ha,  ayant lieu pour un cas, ait
lieu pour tous les autres. Et il est facile de comprendre que cela ne
sera possible qu’autant que les coefficients de a seront égaux dans les
deux membres, et qu’il en sera de même de ceux de fi.

Du reste, cela peut se démontrer de cette manière : de l’égalité
Précédente on tire facilement celle-ci, (g—h) (a.— jS )==o , qui ne
Peut être satisfaite qu’en supposant a — &=- o,oag — h — o.  Mais
* -~ l3n’est égal à zéro, ou a n ’est égal à /3, que quand le premier
Membre de la proposée x% P x -j- Q = o , est un carré parfait
t̂l°’ 3go, 3gi , 3g2), ce qui est assez rare ; et il faut que notre égalité

®>t lieu pour tous les cas. Par conséquent, g —h= o , ou g =̂ h.
On aurait donc ici g— h et h —g,  ce qui revient au même. Et de

là résulterait , comme au n° 536, ^ (a -j- jS) = —gP,  résultat qui
11 apprend rien de plus que l’équation — a —/3 = P.

639. Pour faire rentrer dans lesecond cas du n" 537 l’équation du
second degré qui doit avoir pour soluteurs les fonctions ga -j - hfi  et
Sfi-̂ - ha,  il faudrait qu’en désignant par e l’une de ces fonctions, les
^eux soluteurs fussent (n° 53j)

e (+ l ) , e ( —  i ) ;
°u , en d’autres termes, que l’on eût

ga -j -hü — — g!i — ha.

Posons donc en fait que cette égalité ait lieu, nous en tirerons , d’après
1observation du n° 538, g = — h,  et 7i= —g} ce qui revient au
h| eme. Faisant , pour simplifier, g—  î , nous aurons h^=-— î , et les
l'eux fonctions ga.-j - h(i,  et g8 -f -ha  deviendront
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«- S et 8 - a,

en sorte que nous aurons , ou e = a.— B, oue — l$ — a ; autrement
nous aurons , ou e — (a — 8) = o , oue — (B— a ) = o.

Multipliant ces deux équations alternatives , il en résultera l’équa'
tion du second degré

e2— ( a 2-j - 82) -f - 2aS = O,

laquelle devient , par le n° 433,
e2 — (P 2 —2Q ) + 2 Q = o,

ou , en réduisant,
e2— (P 2— 4Q ) = o - ( Réduite ).

De là on tire e = P 2— 4 (>, quanliléqui , étant multipliée par les
deux racines carrées de l’unité ou par —)—x et — î , fournira les deux
soluteurs de la réduite ( n° 48 t avec la note ).

540 . Représentons encore pour quelques moments ces deux solii'
teurs par e et — e,  ce caractère désignant maintenant une quantité
connue : ces deux valeurs seront celles des deux fonctions a — B e1

B— a , et Ton pourra prendre à volonté une de ces fonctions et une
des valeurs e et — e pour les égaler , et former ainsi l’équation du
premier degré , qui , comparée avec l’équation — a — B— P,  doit
nous conduire à la connaissance des soluteu . s a. et 8 ( n° 53 1).

Faisons donc d’abord a — S —- e , ou

a _ 4^ .

C’est là l’équation du premier degré en a et B que nous avons désiré
d’obtenir , pour la comparer à l’équation

— « — 8 = P.

Or , voici un procédé d’élimination , applicable à ce cas , et qui
nous donnera très -vite les valeurs de a et de 6.

Retranchons la seconde équation de la première , et divisons Ie
résultat par 2 , nous aurons

a = -iP +

Ajoutons en revanche les deux équations , et divisons aussi la somw®
par 2 , nous trouverons

S = — iP — K — Q-

Ces valeurs sont précisément celles que nous avons déjà trouvées
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au  n ° 5 1G, el il est facile de voir que nous ne trouveriorts que celles-
là en essayant de poser autrement l’équation du premier degré à
comparer à l’équation — « — S = P.

Si nous posions , par exemple,
fl — a = e , ■— S — a. — P,

il est clair que S jouerait ici le rôle que a jouait dans le cas précédent,
et que a jouerait ici le rôle que (3 jouait dans le cas précédent ; en
sorte qu’on obtiendrait pour 6 et pour a les valeurs que nous venons
d'obtenir pour «, et pour 6 . Or, rien ne détermine une de ces lettres
a représenter une des valeurs plutôt que l’autre.

Si nous voulions ensuite poser
a — S= — a , —- a — S :=P>

en changeant les signes de la première équation , nous ferions ren¬
trer ce cas dans le précédent.

Si nous voulions enfin poser
S — a = — e, —a — g — P,

en changeant les signes de la première équation , nous ferions rentrer
ce cas dans le premier que nous avons considéré.

On ne peut donc obtenir pour a et S que les deux valeurs que nous
avons données (*).

Voyons maintenant quelle peut être la nature de ces soluteurs,
dans le cas où P  et Q ne seraient pas imaginaires.

541- Si nous supposons que P soit nul dans la proposée , celle -ci
ne sera plus qu’une équation à deux termes , et comme on aura alors

(*) L’équation tt et— j3= P  étant écrite ainsi, a -f- # = — P,  fait voir que — JP
est égal à la somme des deux quantités a et /3, et que —A P  est égal à la moitié de
cette somme.

En revanche , l’équation et— /3 = P 2 —■ 4Q fait voir que V'  p 2 —4 ç est

égal à la différence des mêmes quantités « et /39 et que — Q est égal à la
moitié de cette différence.

Cela posé , les formules qui expriment les valeurs de a et de £ , prouvent que le
plus grand de deunombres quelconques est égal a la moitié de la somme des
deux augmentée de la moitié de leur différence , et que le plus petit est égal à
tu moitié de la somme diminuée de la moitié de la différence •

Ce principe tait trouver les deux nombres lorsqu’élanl l’un et l’autre inconnus
^ur somme et leur différence sont données.
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\/ %P2— Q= \/ — Q, une des valeurs de x deviendra — Q,
et l’autre — |/ -—(J ; en sorte qu ’on aura les deux soluteurs de la
proposée en multipliant la fonction \/ — Qpar les deux racines car¬
rées de l’unité ( n"s 484 à 48g ) , et que ces soluteurs seront égaux et
de signes contraires . Mais si Q est inverse dans la proposée , ou direct
dans la valeur de x,  ces soluteurs seront réels , tandis qu’ils seront
imaginaires si Q est direct dans la proposée , ou inverse dans la va¬leur de -t.

542. Si P n’est pas nul , et que Q soit inverse dans la proposée , ou
direct dans la valeur de x,  quel que soit le signe de P , i P 2 sera
direct ; et comme d’ailleurs \/\  P2-f - Q >̂ ^ P,  les deux soluteurs
seront réels , inégaux , l’un direct et l’autre inverse.

543. Si P n’est pas nul , et que Q soit direct dans la proposée,ou
inverse dans la valeur de x , il y aura trois cas à considérer , savoir
lorsqu ’on aura , ou

iP 2>Q,ouiP 2<Q , ou iP 2= Q.
1° Dans le premier cas , les deux soluteurs seront encore réels;

mais comme on aura i P 2— Q | P , si P est direct dans l’équa¬tion , ou inverse dans la valeur de x , les soluteurs seront tous deux
inverses et inégaux ; et si P est inverse dans la proposée , ou direct
dans la valeur de x , les soluteurs seront tous deux directs et inégaux.

2 ° Dans le second cas , c ’est - à - dire si -jP 2 Q , les soluteurs seront
imaginaires , et ne différeront entre eux que par le signe de la partie
radicale , quel que soit celui de P.

3° Dans le troisième cas , c’est- à-dire si -jP 2= Q , le radical deve¬
nant nul , les deux valeurs de x se réduiront à une , dont le signe
dépendra de celui de P . Alors les deux soluteurs seront égaux (n®392 ),
et le premier membre de l’équation sera un carré parfait ( n° 3gi ).

544 . Du reste , les soluteurs étant réels , ils seront commensura-
bles ou incommensurables , suivant que les extractions de racines
qu ’il faudra faire pour les trouver , pourront se faire exactement ou
seulement par approximation.

545. Arrêtons -nous un moment sur le second cas du n° 543,
d’après 'lequel Q étant direct dans la proposée , ou inverse dans 1»



Ï) U SECOND DEGRÉ.  303

'aleur de .r,  on avait d’ailleurs } P *<^ Q : comme alors { P 4— Q
est inverse , on a deux soluteurs imaginaires.

Pour éclaircir cela, faisons jP 2— Q= — Q': nous aurons
•*= —J-P + ]/ ■—<£ > ou = +

élevant celte dernière formule au carré , nous trouveronsq,
c’est-à-dire un carré égal à une quantité inverse, ce qui n’est pas
Possible ( n° 267). Et voilà pourquoi cette équation donne pour a;
deux, valeurs imaginaires ou impossibles.

546- La méthode que nous venons d’employer pour résoudre l’é¬
quation générale du second degré, conduit aussi, comme nous allons
le voir , à la résolution de celles du troisième et du quatrième degré.
On la doit au eélèbre Lagrange , qui l’a donnée dans les Mémoires
de Berlin pour les années  1770 et  1771. Elle a ensuite été exposée par
La Place clans le Journal de l’École normale,  et par Lacroix dans le
Complément  de ses Klèmentsd’Algèbre.  Nousl’avonsdéveloppéeavec
le plus grand détail dans l’application que nous venons d’en faire à
1équation du second degré , et cela pour que les commençants eus¬
sent plus de facilité à en saisir l’esprit.

Du reste, «quoique cette méthode , dit La Place , soit un peu plus
longue que les méthodes indirectes, je la crois préférable dans un
cours destinéà développer les vrais principes des sciences. »

CHAPITRE Y.

De la résolution des équations du troisième degré par la recherche de
certaines fonctions des soluteurs. Nature de ces soluteurs.

547. Étant donnée l’équation
xn _j _ Pr.x'* _|_ q .p + # = 0,

Il ne serait point nécesaire, pour l’emploi de la méthode , d’en faire
disparaître le second terme; mais comme cette opération préliminaire
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simplifiera nécessairement nos calculs , nous la supposerons faite-
Nous poserons donc x' = x — \P’ (n ° 5io ); et , substituant celte

valeur dans l’équation donnée, elle prendra cette forme, .r 3-j- Çr -f"
R = o . Et il est clair que dès que nous connaîtrons x,  nous aurons
aussi x' .

La proposée est donc supposée être

x3-|- Qx -f -R — o.

548. Si nous avions entre ses soluteurs a , Æ, y, outre l’équation
a- {- /3- J- ? — — P ~ o,  deux autres équations du premier degré , de la

forme ga. iy (n° 532), ces trois équations nous condui¬
raient facilement à la connaissance des trois soluteurs (n° 53i ).

549. Mais ces deux équations ne sont pas plus difficilesà trouver
qu’une seule : car, si nous n’en voulions qu’une, celle-ci , g,&-\ -?ia-\ -
iy= e'  résulterait des mêmes calculs que la première (n° 535), et il
en serait de même de toutes celles que nous pourrions former en
faisant changer de place autant de fois que possible aux trois lettres
a , (ï , y,  en sorte que , lors même que nous ne voudrions que la fonc¬
tion e,  la connaissance de la valeur de cette fonction devrait dépen¬
dre , à ce qu’il semble , de la résolution d’une équation du sixième
degré , qui nous donnerait , outre la fonction e,  toutes celles que l’on
peut former en permutant entre elles , dans la fonction ga.-\ -h^-\-iy,
les lettres a , (à, y (n os 344 C, 535), savoir,

ga -j - hj2~j - iy
ga -\ - hy -}- ijè

het+ iy
g$  4 “hy -j - ia
gy -j - ha - [- i$

gy —j —?lQ—j - la.

Si donc nous pouvions la résoudre , après en avoir trouvé les so-
lulenrs , nous en choisirions deux pour former les deux équations
du premier degré dont nous avons besoin (n° ,548).

Cependant , il faut voir si l’on ne pourrait point abaisser le dfgr e
de cette équation.

550. Cela aurail lieu si l’on faisait i= h —g:  car les six fonctions
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devenant égales, la seule qui resterait ne dépendrait que d’une équa-
tion du premier degré . De là résulterait bien la connaissance de la
Ta leur de la fonction g*+ g$ gy; mais, outreque nous n’aurion,
qu’une fonction , au lieu de deux dont nous avoqs besoin (n° 548),
celle-ci n’apprendrait rien de plus que l’équation a.-J - £-j- y~o.

551. L’abaissement aurait aussi lieu si l’on faisait seulement 7i= g>
Car les six fonctions, devenant égales deux à deux, se réduiraient àCes trois:

<§■“ + ge + b
g*-\- gy -J- té
gB+ gy + i*,

®t ne dépendraient plus que d’une équation du troisième degré.
Mais, par supposition, nous ne savons résoudre les équations du

troisième degré que dans deux cas:
i ° Lorsquetousleurstermesétant transportés dans le premier mem¬

bre , ce premier membre est un cube parfait, et que les soluteurs sont
egaux. C’est cé que l’on comprendra très-bien par le n° 537.

a0 Lorsqu’elles sont à deux termes, on extrait alors la racine cube
arithmétique (n° 4g2) du terme connu transporté dans le second
Membre, et l’on muhiplie cette racine par les trois racines cubiques
de l’unité (n° 4gi ) ; les trois produits sont les trois soluteurs de l’é¬
quation.

552. Pour faire rentrer dans le premier de ces cas l’équation du
troisième degré qui doit avoir pour soluteurs les trois fonctions du *
Numéro précédent , il faudrait poser en fait l’égalîté de ces trois foue¬
ttons. Mais il est facile de voir, par l’observation du nn 538 , que l’on
a<irait alors i —g;  en sorte qu’il ne resterait qu’une fonction dont la
Connaissance ne mènerait à rien (n° 55o).

553. Pour faire rentrer dans le second cas du n° 55i l’équation
que nous cherchons , il faudrait qu’en désignant par e une des trois
Onctions du même numéro , et par i , P, P3,les trois racines cubiques
de l’unité (nu 4g8), ces trois fonctions fussent entre elles (n° 4gi )
c°mme les nombres e, <? P, ef.  Il faudrait , par exemple, que la pre¬
mière fonction multipliée par P et par P5 donnât deux produits égaux®ux deux autres fonctions.

Or , le produit > ne peut être égal ni à la seconde
39
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fonction , ni à la troisième : car , d’après l’observation du n° 538, ces
égalités supposées donneraient gp —g> et  P ar  conséquent p= 1, ce
qui ne peut avoir lieu , puisque nous avons représenté par p une des
racines cubiques de l’unité différente de l’unité même.

L’équation dont il s’agit est donc nécessairement du sixième degre.
554. Mais nous ne savons résoudre les équations du sixième degre

que dans trois cas différents:
l ° Lorsque tous leurs termes étant dans le premier membre , ils

forment une sixième puissance parfaite , et que tous les soluteurs
sont égaux ( n° 53j ).

2° Lorsqu’elles sont à deux termes. On extrait alors la racine
sixième arithmétique (n° 4g2) du terme connu transporté dans le
second membre , et l’on multiplie cette racine par les six racines
sixièmes de l’unité (n° 4gt ). Les six produits sont les six soluteurs
de l’équation (*).

3° Lorsqu’elles ont la forme de l’équation du n° 517, dans laquelle
nous pouvons supposer m=  3 et 2m = 6 , car ces équations se ré¬
solvent alors comme celles du second degré.

555. Pour faire rentrer dans le premier de ces cas l’équation du
sixième degré qui doit avoir pour soluteurs les six fonctions du n°54g,
il faudrait poser en fait l’égalité de ces six fonctions, ce qui don¬
nerait ( n° 538 ) i — h = g,  et n’apprendrait rien de nouveau
(n OJ 538 , 55o, 552).

* 556. Pour faire rentrer dans le second cas du n° 554 l’équation
que nous cherchons , il faudrait qu’en désignant par e une quelcon¬
que des six fonctions du n° 54g,et par + 1, + p, + p1, les six racines
sixièmes de l’unité (n° 5oi ) , la fonction désignée par e devînt égale
à telle ou telle des cinq autres fonctions du n° 54g, lorsqu’on la
multiplierait , non-seulement par -j- p, ou par -f- pJ, mais encore, soit
par — 1, soit par — p, soit enfin par — p2.

3

(*). Si l’on désigne par p une des racines cubiques de l'unité , on aura p— [/ ' 1 ; et

comme on a d’ailleurs il = },- ' I , en multipliant ces deux équations entre elles,
-t- 6 , .

on en tirera 2Z p= |/1 : ce qui fait voir qu ’en prenant en -p et en — chaque racine
cubique de l’unité , on obtient les six racines sixièmes de l’unité , qui sont par con¬
séquent connues (n ° 5oi ).
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Pour voir si cela peut avoir lieu , prenons le cas le plus simple , e*
Multiplions par — 1 la première fonction tloni il s’agit ,g a -j - -\ - iy
0u , ce qui revient au même , changeons ses signes , puis comparous-
*a aux cinq autres fonctions , pour voir si elle peut être égale , ainsi
Modifiée, à quelqu ’une d’entre elles.

En la supposant d’abord égale à la seconde , on aurait ga.^ -hy-\- i^
==-—ga — A/S— iy ; or , comme les coefficients de a doivent être égaux
dans les deux membres , de même que ceux de (3et ceux de y (n ° 538 ),
Uous trouverions — g , A= — A, et i= -— i,  ce qui est absurde.

Si on supposait ensuite cette première fonction modifiée égale à la
h'oisième , en faisant g@-J - ha -{- iy — — ga.— — iy , on en tirerait,
par le principe cité , g— — A , A= — g,  et i = — i;  or , cette der¬
nière égalité est encore absurde.

Si on voulait égaler la première fonction modifiée à la quatrième,
en écrivant g$ -)- hy - |- ia = — ga — ht3— iy , on aurait g = — h,
A= — i , i= — g,  d ’où l’on tirerait— g= — i et ^ = — g,  ce qui de
nouveau est impossible.

On prouverait de même que —ga — ht3— iy  ne peut égaler ni la
Clf)quiènie fonction du n° 54g , ni la sixième.

Donc , la première fonction multipliée par — i ne peut être égale
a aucune des cinq autres ; et , par conséquent , notre équation du
sixième degré ne peut être une équation a deux termes.

557. Pour faire rentrer enfin dans le troisième cas du n° 554
i’équaiion que nous cherchons , il faudrait qu’en désignant par e et

Par e'  deux des six fonctions du n° 54g, et par i , p, p1, les trois ra^
C| nes cubiques de l’unité , ces fonctions fussent entre elles (n° 517
c°tnme les nombres

e , ep , «f ; d , e rp ,

Supposant, par exemple, la première égaleàe , il faudrait que celle-là
Multipliée par pfût égale à une des cinq autres, et que la même multi¬
pliée par p’ fût égale à une des quatre autres. Supposant alors une
‘les trois qui resteraient égale à e' , il faudrait que , multipliée par pet
par p*7 elle donnât deux produits égaux aux deux autres fonctions.

Or , ce produit gf .a + Ap -Æ+ 'P-? ne  P eul  P as  être égal à la se-
eonde fonction , car celle égalité supposée donnerait gf = g,  et par
eonséquent p= i , ce qui ne peut avoir lieu.
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11 ne peut pas non plus être égal à la troisième fonction , car il fau¬
drait pour cela que l’on eût entre autres zp= i , ou p= i.

Essayons donc s’il ne pourrait point être égal à la quatrième. Nous
poserons

gf .â - |- 7ip .$ - [- ip.y = g@-j - hy -j - iet,
et nous aurons gp= i , hp= g , ip= h.  Mettant gp  à la plaee de *
dans la valeur de/t , nous trouverons h = gp*} et mettant gf  à la place
de h dansla valeur de g,  nous obtiendrons g-= g-p3 ou g = g } parce
qu’ici p3= 1 (n ° 499)*Faisant alors', pour simplifier,g — i,nous en
conclurons

g=  i » h= f , *=P-
Ces valeurs étant substituées aux lettres g , h , i } dans les six fonctions
précédentes , ces fonctions deviennent

«.-j- p’S -l- p?
* -f- p2y "hf®
(3-}- paa -f-py
S-j —p3y pet

y “H p28 -j - p« .

Et si l’on en forme deux assemblages , en mettant dans l’un la pre¬
mière , la quatrième et la cinquième , et dans l’autre la seconde , la
troisième?et la sixième , de cette manière:

Premier assemblage , Deuxième assemblage ,
a ~\ ~ p3@-\ - py a  f 2?

P2y -f " P=t /S —{—p*ot — p>
^ + P2a +P' 3.- y -f - pa/S pet,

il arrive que l’une quelconque de eesfonctions multipliée par pet par
pa, donne les deux autres fonctions du même assemblage (*) . D’oîi U
résulte que les valeurs assignées à g , h,i,  satisfont à toutes les con¬
ditions qu’il fallait remplir.

558. Représentant donc par e l’inconnue de l’équation du sixième
degré qui devra donner la valeur de ces six fonctions , on aura les
six équations alternatives suivantes,

(*) Pour vérifier cela , il faut faire attention que dans ce cas p5 = : 1 , et que p4^?
(n ° 498 ].
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«— C“ — P3/3—p >) = o «— (“ -f*pa7 -f- p0)= o
e— (/3-j- p2> pa) = o e — (Æ-J- p’a -j- p?)— o
e— (y-J- p̂ a -j- f@) = ° > e — (? "f "PlÆ-}- p«) = o.

®t, pour les multiplier entre elles, on fera d’abord le produit des
trois de chaque assemblage. Chacun d’eux donnera une équation du
troisième degré , dont le second et le troisième terme seront nuis,
et dont le dernier sera égal au cube de la première fonction. C’est ce
*îue l’on reconnaîtra en mettant , à la place de la seconde et de la
troisième fonction, la première, multipliée par pet par p2. Alors, la
somme des trois fonctions du premier assemblage sera ( i -)- p-|- p2)
k + faÆ+ p>), ce qui se réduit à o, parce que l’équation/ 3— 1=0
l ’ayant point de second terme donne 1—]— p —j—p2= o (n° 496). Le se¬
cond terme de l’équation en e,  que donne le premier assemblage, sera
donc nul . La somme des produits de ces fonctions prises deux à deux
sera (p—)—p=-|-p 3) (a -f-p’|3-]- p?)2, ce qui se réduit aussi à o, parce
qu’ici p3— î (n° 4g8). Le troisième terme de l’équation en e,  que
donne le premier assemblage, sera donc aussi nul . Enfin le produit
de trois fonctions sera p3 (a-)- -{- p >)3= (a -f- f»/3-j- p>)3.

On aura donc, dans le premier assemblage,
e3— (a + P̂ + P̂ ^ 0-

Par les mêmes raisons, le second assemblage donnera
e3— (a -}- fy -(- p8) 3= O.

Multipliant alors entre elles ces deux équations alternatives du
troisième degré, en considérant e3 comme l’inconnue , il en résultera
(tt 05 4o4 , 4o8) l’équation du sixième degré,
e<5~~ [(“ + p *8 + P3")3 + (“ + p 2? + P*3)3] ê3+ (“ + p ’/3+ p?)3 (« +

Pa7 + P/3)3= ° ,

*îuel ’ou pourra résoudre comme une équation du second degré.Mais
d est évident qu’avant d’en venir là il faudra développer ses coeffi¬
cients, pour faire en sorte d’exprimer leur valeur au moyen des

*coefficients connus de la proposée. Ainsi donc :
559. i ° On fera le cube de a -f- p2/3-f-p>, en observant de mettre

1 à la place de p3 et de p6 lorsque ces quantités se présenteront , pà
place de pt, et p2 a la place de p3, conformement au principe du
498.
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2 ° On fera le cube de œ—f— —(—pjS, et pour cela il suffira de copier
le cube précédent en changeant $ en y,  et ' ? en

3° On ajoutera ces deux cubes , en observant de mettre — î à la
place de p-j- p1; car , l’équation y 3— î = =o donnant i - |- p p2= 0
(n os 4g6 , 558 ) , on a p- |- p2= — i . Cette addition donnera

2 (a3- [-Û3-j- ?3) —3 (o!S-j- aSa-}-a2>-j- a?2- |-82? -f-S?2)-f-1SccBy= 263 —
3 ( S,S 2— S 5)— \ aR,

quantité qui , prise avec un signe contraire , sera le coefficient de e3
( Voyez  n os 420 , 434 , 4o8 ).

Or , la proposée donnant P = o , on a , par les formules du n° 433,
Sl =o , S2 = — 2Q , S 3= —3 R , SlS2— Ss — 3R,  en sorte que la
quantité en question se réduit à celle -ci , —6R —9 R — 12 R= —27R t
qui , prise avec un signe contraire , donne 27R  pour le coefficientde e3.

4° Comme (a -J- p2S-f-p? )3 (a - |- p2? -}- pS)3 est la même chose que
[ ( «.—j—p28 -j- p? ) (a -J - p2? - f- p8)]3, on multipliera a -f-p28-j- p? par
«c—J—pay—|—pS, et l’on cherchera la valeur du produit , pour élever en¬
suite celte valeur au cube . Mais , en faisant la multiplication , on
mettra encore 1 a la place de p3, et p à la place de p4, et dans la ré¬
duction on mettra — 1 à la place de p-j- p2. On trouvera ainsi

(*2+S 2-j- >2) — («8 + «, + 8>) = 5a—i ( 5ï — 5a)

pour la valeur du produit en question (Voyez  les nos 434 et 438 ).
Or , ce produit , d’après les égalités précédentes , se réduit à — 2Q

■— Q— —3Q , dont le cube — 27Q3 forme le terme tout connu de
l’équation.

Cette équation est donc

e^-̂ - 'JjR ei — 27Q3=0 . ( réduite)

et elle donne (n° 5 17)
3 _ _

V - ^ «± sf i±ii R.+ ^v
ee qui fait deux valeurs de e,  que l’on peut désigner par e et par e' ,
et qui , étant multipliées chacune par les trois racines cubiques de
l’unité , fourniront les six soluteurs de la réduite ( n° 517 ).

560. Ces six soluteurs seront les valeurs connues des six fonctions du
n" 55j,  et l’on pourra prendre à volonté deux de ces fonctions , l’un*-'
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dans un des assemblages , et l’autre dans l’autre , pour les égaler à e
et  à e', ce qui déterminera la valeur des autres fonctions d’après leurs
rapports connus avec ces deux - là.

561. Cela posé , il nous sera facile d’établir les deux équationsdu
Premier degré qui , comparées avec l’équation a -]- 8 -(- >= o , doivent
°ous conduire à la connaissance des soluteurs a , S , y, (n os 548,54g ).
Mais il ne faut pas perdre de vue qu’une de ces équations devra pro-
Ve uir de l’un des assemblages du n" 557 , et  l’ aulre  de l’autre , car
sans cela l’une n’exprimerait rien de plus que l’autre , puisqu’une
fonction d’un assemblage donne les autres du même assemblage lors¬
qu’on la multiplie par pet par p’, qui sont des quantités connues.

562. Faisons donc d’abord

a -f -p28 -|- py — e, »—j — —J—pS= ,
et comparons ces deux équations à celle -ci , '

cc— /3—]—>= o.
Si l’on traite ces trois équations de manière à en éliminer deux

inconnues , et qu’ayant trouvé la valeur de la troisième , on remonte
a Celles des deux autres , on aura

eJ T e' „ pe -j- pV Pae+ Pe'
“ = — ’ P— - 5- > >= - 5- •

Mais, comme ce calcul pourrait embarrasser quelques lecteurs,
qu’il renferme différentes réductions qui ne se présentent pas d’elles-
**•00168, et qu’on peut d’ailleurs y employer un procédé d’élimina-
ll °n plus simple que le procédé général , nous allons tracer ici sa
Oiarcbe.

Retranchons la dernière équation de la première et de la seconde,
Oous aurons

(pa—OÆ + Cp— I ) y — e,
(p — 1 ) 0 -f-( p*— i ) > = e\

De là nous tirerons

0 +
P

6+ p

Mais — P “ P
P — i

( * — P)P*

P— t

p — 1 p— !

:— p 1, et par conséquent



312 DES ÉQUATIONS

V-

ce qui donne

6 — py — ■ - , 0 — fy — - - =
i e— 1

retranchant la seconde de ces deux dernières équations de la
première , nous aurons

. e e'
<P*— p) >= —- ; -P 1 P — 1

Multipliant par p2— î , et observant que p4= p , que p3= î , et que
— i — p2= p , puisque i -f -p-f-p2== ° > nous obtiendrons

3py = e — -- e! = e -j- p2ef.
P — l

l .
Divisant par3p , et nous souvenant que — — p2, et que p4= p , nous• Paurons

e—j- p3̂ c —|—p*er l p2e -j- pe^
7 ~  3p = 3~~ ‘ 3 '

Reprenant alors les deux premières équations en/3 et y sans * , les
ajoutant ensemble , et observant que p2— i -|- p— i = — 3 , parce que
p1—J—p= — î , nous aurons

— 3/3— 3y = e -)- e ' ,-

et de là nous tirerons , en mettant à la place -de y sa valeur déjà
trouvée , changeant les signes et transposant,

3&= — e — J — fe — fe' = — (l -J- p2)e — (l -{- p̂ .
• i ' ii pe-j- p2ef

ee qui donnera , a cause de î p2= — p , /3= - - - .

Substituant les valeurs de /3 et de y dans l’équation a = — /3 — yi
nous aurons enfin

— (p+ f) e — (p + f) e' _ e + e'

3’appellerai valeurs du premier système  ces valeurs de a , de /3 et

—- = — = pJ3 parce que , dans ce cas , p3 = l (n°
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y,  tirées de la première disposition que nous venons de faire en
Posant

a.-)- f -{i -j - (7 = e , et - j- p£ — d.

563. Essayons maintenant de faire une autre disposition , et voyons
Ce  qui en résultera.

La première disposition , qu ’il est àproposde répéter encore , était
celle -ci,

“ + f>3' = e 5 a -\ - (*y -\ - ($ = e' y + —o;
et nous en avons conclu ces valeurs:

e - )- e'  pé -J- p’e' pae - |- pef/S= 33 ' 3

lieu1 de cela , posons actuellement
a -f- pa3 -|- pr= e , 8 + P2“ -j*P>= e' y a 4 ' Æ-j- >= 0,

Si nous multiplions la seconde équation par p, elle deviendra
* + P*>+ P0= pe'j et cette seconde disposition rentrera parfaitement
^ans la première , en faisant dans celle - ci e’  = fer. Mettant donc dans

valeurs de a , de Æet de y de la première disposition pef partout
°n il y a e' , nous trouverons pour celte seconde disposition

’+ fS, pa+ V,
3 y = • ' + PV

Ce sont là les valeurs du second système.

564. Comparons encore avec la première disposition , cette dis-
P°sition -ci,

« -j- p2/3-f-p}' = e , y—J— —j—pa = er a -f -S -f - y — O.
Si nous multiplions la seconde équation par f,  elle deviendra

°t~f' pa? -j- p/3— p2 e' , et cette troisième disposition rentrera dans la pre-
^ 'ere, en faisant dans celle -ci e' — fe ' . Mettant donc , dansles voleurs

a , de /3et de y de la première disposition , pae' partout où il y a e!
**®üs trouverons pour cette troisième disposition

e ~\- p2e' n pe -\- per _p ’e -j- d
~3 ’ 0 ~~ ~ 3 ’ 7 3 '

p ,e sont les valeurs du troisième système.

56ô. On pourrait continuer à faire d’autres dispositions ; mais les
' ^ eurs que l’on tirerait de chacune seraient toujours c,elles de l’un

40
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des trois systèmes que nous venons d’examiner ; seulement les râ¬
leurs égales dans deux systèmes differents ne correspondraient pas , du
moins pas toutes , aux mêmes lettres a, B, y,  qui ne sont point détermi¬
nées à représenter telle de ces valeurs plutôt que telle ou telle autre.

Vérifions cela sur un ou deux exemples , et posons pour 4ms  cas,
Æ p’-j.—f-p«-= C, a -\- ?3y -\- p3= e' , B-f -y -j - a = O,'

il est évident que /3 joue , dans les équations de ce quatrième cas , Ie
même rôle que a dans celles du troisième (n° 564) ; que y joue , dans
les équations de ce quatrième cas , le même rôle que S dans celles du
troisième ; que « joue , dans les équations de ce quatrième cas, le même
rôle que y dans celles du troisième ; en sorte qu ’on tirerait de ce
quatrième cas , pour /3, pour y et pour a,  les valeurs que l’on a tirée*
du troisième pour a , pour 3 et pour y,  et que si ou les arrangeait
ainsi,

3 me cas . a , /3 , y
4me  cas . . . . . . fi , y , a,

les valeurs correspondantes dans les deux lignes seraient égales cha¬
cune à chacune.

Ces quatre cas se sont succédés dans un certain ordre ; pour I«
continuer il faudrait à présent combiner la seconde fonction du pre¬
mier assemblage avec la seconde du second , puis avec la troisième;
passer de là à la troisième fonction du premier assemblage , et la com¬
biner successivement avec les trois du second , en faisant toujours

la fonction du premier assemblage égale à e,  et celle du second égale
à e’. Quittons cette route , et revenant à la première disposition , ou
au premier cas , échangeons l’un contre l’autre les premiers membres
des deux premières équations , sans rien toucher aux seconds mem¬
bres , c’est-à-direposons

u p7y -f - p,S — e , “ + Pa3 - f- p'/ = er , a -j - y -j - |3 — o ;

il est évident que ci joue dans ce cas-ci le même rôle que « dans Ie

premier cas ; que y joue dans celui -ci le même rôle que 3 dans 1®
premier ; et que j3 joue dans celui -ci le même rôle que y dans le pre¬
mier . En sorte qu’on tirerait de ce cas -ci , pour a,  pour y et pour 6,

les valeurs que l’on a tirées du premier pour a , pour 3 et pour y j et

que si on les arrangeait ainsi,
i er  Cas . a
Cas actuel. a
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Ie* valeurs correspondantes dans les deux lignes seraient égales cha¬
cune à chacune.

Pour prendre encore un cas d’un autre genre , faisons

a -j - pa3 _l_p},— e , a -fp 27+ p3— p«' , *+ 0 + 7 — O,
disposition dans laquelle on voit que les premiers membres sont ceux
du premier cas ; mais qu ’il y a un second membre changé.

Si l’on divise la seconde équation par p, elle deviendra —■ a -j- pv

' ^ 3 = 6' , ou , ce qui revient au même (n° 562 , note ) , £ - |- p!*«-f- p)•~ e,,•
disposition actuelle se réduira donc par là à celle -ci,

«■—J—p’S—|—p> — e , /3 -f -p2a - ]- p>— e' , a -j- S-j- >= o ;

<Jui est précisément celle du second cas (n° 563) , et donne par con¬
séquent les mêmes valeurs qu ’elle.

Du reste , ce dernier exemple fait voir que , dans toutes les dispo¬
sitions , on peut toujours ramener les seconds membres (à part l’é¬
quation a -f -# -}- 7 = o) à ne contenir que e ou e! , les premiers étant
toujours les unes ou les autres de nos six fonctions.

566 . Mais enfin , voilà neuf valeurs de « , de yS et de y,  au lieu d«
tr ois que nous cherchions ; d’où cela provient - il ? En y réfléchissant,
ttous découvrirons bientôt que si , au lieu de l’équation

X3-j - Qx -j - R = o,
nous eut proposé celle -ci,

x3-j - pQair—]—R = o,
°u cette troisième,

AT3-]- f Qx -j - R — o,
° °us aurions obtenu la même réduite

e6-j - 27 Re 3— 2jQ 3 =  o,
Cae cette réduite ne contient d’autre puissance de Q que le cube , et
Q3 est le cube ou de 1Q,  ou de fQ,  ou de P‘‘Q (n os 4go , 4g 1) : en
s°rte que les neuf valeurs que nous avons trouvées pour « , /3, y,  ou
P°Ur.r , sont les neufsoluteurs de l’équation du neuvième degré , que
l’on formerait en multipliant entre elles les trois équations en .r ci-
'Wsus.

567. En laissant ces équations isolées , il s’agit donc de voir quel
s3'stènie de valeurs correspond à la première équation , quel à la
*eeonde , et quel à la troisième.
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Ce qui établit une différence entre ces équations , c’est que 1®
coefficient de x n ’est pas le même dans les trois . Or , le coefficient
de x est dans chacune égal à la somme des produits que l’on peut
faire en multipliant deux à deux ses soluleurs . Il faut donc voir quel
système de valeurs donne a/3~|- ay -j - By== Q , quel donne a/3-f"
-J-/@y ■=  pQ , et quel donne a/3—J—«y —J— = p3Q.

568 . Si l’on prend ^es valeurs du premier système

e + e' . „ _ fe + pV .
«= - 3—, «- - - , y= - 3- »

que l’on multiplie celle de a par celle de 0,  celle de a par celle de r»
et celle de /2 par celle de y , en mettant toujours 1 pour p3 et p3 pour p̂ <
puis que l’on ajoute ces produits , en se souvenant que 1—j —p—f- p*= 0»
et que p3- |- p= — 1, on trouvera

3
a;3—j- ay -j - By= — j ee' = — j 'y'' :î.

Mais eV 3 est le produit des deux soluteurs de la réduite , consi'
dérée comme équation du second degré , et ce produit est égal au
dernier terme de l’équation , ou à — 27 Q3; d’où résulte

3 ^ _
a/3-{- ay -\ - fty = — \ \/ — 3?Q 3= Q.

Les valeurs du premier système sont donc celles qui conviennent
à la première équation , qui est notre proposée.

En opérant de même sur les valeurs du second système , on trou¬
verait

“$ + “>+ 6)' = — -jp.ee' =p . Q,
ce qui répond à la seconde équation.

Enfin , le troisième système donnerait

«3 -f- a>-(- 0y = — j p2.ee' = p\ Q,

ce qui répond à la troisième équation.
569. En nous tenant donc au premier système , et mettant dans leS

valeurs de a, de -8  et de y, celles de e, de e' , de p et de p2, nous auroU8
les soluteurs de la proposée . Or , nous avons

e e ’ c e ' e , e'
8==p y Y ’ p T ' *P1T

Nous avions d’ailleurs ( n° 55g )
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»= V - ^ * ± y ^ir ^ + W'

ce  qui revient à

ou à

ou enfin à

v=

- <r-

27
— i2 +2 427 .27 wa , 27 .27^7Z2

27

27
T *± *7 V

e = 3 ÿ — hR±V * * ’ + & Q 3 ;

d'où l’on tire

= %^ - ïn + Yi ^ + ÜQ 1,

- * * - V* Æ, +^ Q*

En sorte que les soluteurs de l’équation
a;3-)- Qx-)- R — o , sont

3

* = Vi ^ + ^ evf

3

y - ir « - y r'i « *+ ^ Q3'.

— i + l/ — 3 ^
ÿ r - ^ + V u -p+ ^ qm

y - **- Vî^ +îqî;2
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3

y = -J - ^ - 3 y ' _ i/ï + Kî ^ . +  j _ Q » +

_ 3

Recherchons quelle peut être la nature de ces sdluteurs dans l0
cas où Q et R seraient réels.

570 . Si nous supposons que Q soit nul dans la proposée , celle ci
ne sera plus qu ’une équation à deux ternies ; et comme ou aura alors

-f -jS 4 iï 2 = ^ R , la valeur de a. deviendra
3 3 3 3 3

R= V —R,
3 3 _ 3 _

celle de,ô deviendra pI/o -|- f’ V — R — pa 1/ — R,  et celle de r
3 3 _ 3 _

deviendra p’ J/ o -j- p 1/"— ii = p 1/ — ii ; en sorte qu ’on aura les
3 _

trois sôluteurs de la proposée en multipliant la fonction 1/ —h  par
les trois racines cubiques de l’unité (nos 484 à 48g ). Un de ces solu-
leurs sera donc réel , et les deux autres imaginaires.

571 . Si Q n ’est pas nul , et que son signe soit —j—dans la proposée,
il sera aussi - j- dans la fonction ~ Q3; en sorte que la quantité { ù’

Q3 sera directe , quel que soit dans la proposée le signe de R.  U
y aura donc encore alors un soluteur réel , et deux imaginaires.

572 . Si Q n ’est pas nul , et que son signe soit — dans la proposée,
il sera aussi — dans la fonction -~j  Q3; et il y aura trois cas à consi¬
dérer , savoir lorsqu ’on aura , ou ^ Q3= jR *, ou -gy Q3< ) -j R3, ou

* 3 _

x° Dans le premier cas , la valeur de a. deviendra 1/ — £ R -(-
3 __ . 3 __
\/ '— = i \/ —yfi ; celle de /3 et celle de y deviendront l ’une et

3 _

l’autre après toutes les réductions — 1/ — jli ; en sorte que les trois
sôluteurs seront réels.

2 ° Dans le second cas , il y aura , comme il est facile de le voir , un

soluteur réel , et deux imaginaires.
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3° Dans le troisième cas , les trois soluleurs auront l’apparence
imaginaire ; mais on prouve qu ’encore alors ils sont tous trois réels.

373 Quand nous aurons démontré cela , nous pourrons dire lorsque
dans Péquation du troisième degre sans second terme , et dont les coeffi¬
cients sont réels,  Q est inverse , et que l’on a en outre ~  Q’
°u du moins -~j  Q3= j  R2, les trois soluleurs sont réels ; dans tous les
nutres cas , il n’y en a qu’un de réel , et les deux autres sont imagi¬
naires (n" s 5jo, 5]  i , 5 ; 2).-

574. De ce théorème résultera celui -ci : Toute équation du troi-
s’eme degré , et dont les coefficients sont réels , a au moins un soluteur
réel.

575. Du reste , il faut bien observer que les soluleurs réels pourront
^tre , suivant les cas , cotnmensurables ou incommensurables.

57C>. 11 faut aussi remarquer que , puisque l’équation est sans second
terme , la somme des trois soluleurs est zéro (n° 4io ).

577 . Enfin , dans le cas où l’équation n’a qu ’un soluteur réel re¬
présenté par a , il est clair que les deux soluleurs imaginaires sont
Ce ux de l’équation du second degré , que l’on peut former en égalant
a zéro le quotient du premier membre de la proposée divisé par x — a
('' "' 387,388,38 9).

Ces soluleurs imaginaires proviennent donc d une équation du
second degré , comparable à celle que nous avons considérée au
*>” 545.

578. Démontrons actuellement que , dans le cas où Q est inverse
et  que l’on a ^ Q3 les trois soluteurs sont réels malgré leur
aPparence imaginaire . Pour cela , faisons — -II — a,  etJ/ ^ T —~  Q’

— b’— \/ — i -b' = l/ ’— i = b \y —î , en mettant b pour
soit que b'  soit ou ne soit pas un carré ; nous aurons

S _ _ 3 _

^a -J - b \/ — i -j— a o \/ '— i,

Cela posé , que chacun des deux termes de cette valeur de a soit
rûductible ou non par la méthode du n° 520 , dont nous n’essaierons
Pas de faire usage ici , puisqu ’elle suppose elle -même la résolution
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d’une équation du troisième degré , quelle que soit , dis -je , la nature
de ces termes , nous aurons

J _ 3 ^ _

'a -\ - b\/ — 1 = ^ /" a(  l -tj- âl/ —- i )= a? ( — 1) ï »

3 3 _

y/a — b \S—  i == y / a ( i — £lX - i )= a 3(i — 3 |/C _ | ) 5,

Faisant encore — = c, la formule du binôme donneraa

( 1 -\ - c ]/ ~— l ) '»=l -j- icb ^ - l + ^ ca
2.5 — 2.5.8

-e 31/ — i-
3.6 .g 3 .6.g .12

2 .5.8.11

3.6.9.12. t5

2.5.8.1i .i4

3.6.9.12.15.18
c6— etc.

Supposant que l’on multiplie ce développement par « à, et qu ’on
représente ensuite par A la somme des quantités qui ne contiennent

pas [/ ^— 1, et par B  la somme de celles qui sont multipliées par ce
radical , on aura

a 3( 1 -j- e \/~  1)'3= A -{- B V —̂ 1.

Four avoir le développement de ( 1— cj/ — 1)3, il est clair qu ’il suf¬
fira de changer dans le précédent les signes des termes qui contien¬
nent les puissances impaires de c.  Or , comme ces termes sont pré¬

cisément ceux qui contiennent \/ ~— 1 , il est clair qu ’on aura

n 5( 1 — cj/ — 1)s — A — B (/ -—1.
En sorte que la valeur d’a est celle - ci,

A -j - B j/i — 1-j- A — B 1— 2A.

— 1 —j—|/ ——0 _ — — 1 — (/ ""— 3Celle de (3 est - ( A  4 - B \̂ ~  1 ) -1-2 2

{A-
et lorsqu ’on fait les multiplications indiquées , elle se réduit a
— {A + Bl/3 ).
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Celle de 7 esl - 1 - (A -\ - BV^ —i ) - |-- —
2 2

(A — BV '— i ); et lorsqu’on effectue les multiplications , elle se ré¬
duit à — {A — B 1/3 ).

On a donc
a = -j-2 A
B= - ÇA-\- B\/3)

tpantités réelles.

579. Non -seulement cette méthode prouve la réalité des trois so¬
ldeurs dans le cas actuel ; mais elle donne encore par approxima-
hon les valeurs de ces soluteurs.

Si l’on a a b, c sera plus petit que i ; et les séries ci-dessus se¬
ront convergentes , et pourront servir immédiatement au calcul des
valeurs en question (n05 i53, 154).

Mais si l’on a a <^ b , c sera plus grand que i ; et les séries ci-des¬
sus étant divergentes , il faudra leur en substituer d’autres qui , au

lieu de procéder suivant les puissances de — , procèdent suivant celles

de —
b et soient par conséquent aussi convergentes ( n°s i53 , i54,

>55).
Nous ne faisons qu’indiquer ces objets , pour passer à d’autres ma¬

cères plus importantes.

580. Du reste , tous les efforts que l’on a faits pour exprimer } dans
Ie cas actuel , les soluteurs du troisième degré autrement que par
des formules affectéesd’imaginaires , ou par des séries illimitées , ayant
eté inutiles , on a désigné ce même cas par le nom de cas irréduc¬
tible : c ’est celui dans lequel on a Q inverse , et en même temps

41
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De la résolution des équations du quatrième degré par la rëchercltt
de certaines fonctions des soluteurs. Nature de ces soluteurs.

581. Soit  a , 8 , y,  les soluteurs de l’équation sans second terme

x^  Qæ 2-}- Rx -j - S == o,

et cherchons trois équations du premier degré , de la forme ga.-\ - h&
t}- iy Jç-l ’S'= ze,  qui , conjointement avec l’équation a-j- Bf - y -\- ^
= o , puissent nous donner les valeurs de a, de/S, de y et de

582- Comme quatre lettres sont susceptibles de 24 permutations!
l’équation qui peut nous donner la valeur des fonctions que nous
voulons trouver , paraît devoir Aire du a4 nlc degré ( nos 535 , 54g '-
Voyons si l’on ne pourrait point l’abaisser.

Nous ne devons pas faire h = i = h — g,  car des vingt - quatre
fonctions il n’en resterait qu’une , et nous en voulons au moins trois-
D’ailleurs , la connaissance de cette fonction n’apprendrait rien de
plus que l’équation ay -j - <P= o.

Mais , en faisant k— i, l’équation s’abaisse au douzième degré , el
en faisant encore h =g, elle s’abaisse au sixième . Il n’est pas possible
de l’abaisser davantage sans retomber dans le cas précédent.

Les fonctions que nous avons à considérer sont donc celles -ci :

ga + 8$ l>
gaJ rgy + ^ 4" lS~
gtt -j- gcf-j- i&-j - iy
gfi -j - gy -j -1 « -j - ik
gP+ gf + ia- T- iy
gy Jrg J' Jf ica-f - ifi-

583. Mais nous ne savons résoudre les équations du sixième degre
que dans quatre cas différents :

i ° Lorsque le second membre étant zéro , le premier est une sixiè®e
puissance parfaite;
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a° Lorsqu’elles sont à deux termes ;
3° Lorsqu’elles ont la forme de l’équation du n° 517 ;
4° Lorsqu’elles peuvent se résoudre comme une équation du troi-

s*etne {Voyez  n° 525).
584. Pour faire rentrer l’équation que nous cherchons dans le prê¬

ter de ces cas, il faudrait supposer l’égalité des six fonctions ci-
^essus, ce qtii ne mènerait à rien.

585. Pour la faire rentrer dans le second, il faudrait qu’une quel-
c°Oque des six fonctions ci-dessus étant multipliée soit par — t,  soit
par—j—p, s0;t p ar -j - p*, elle se trouvât ainsi égale à telle ou telle des
C| Dq autres fonctions (n° 555).

Or , le produit rp-y-f - fp.<f, ne peut être égal ni à la sc¬
ande fonction, ni à la troisième, ni à la quatrième,, ni à la cinquième,
Parce que ces égalités donneraient également (n° 538) gf = g,  ou
1= 1, ce qui n’est pas possible.

Ce même produit ne peut pas non plus être égal à la sixième fonc-
hon, car cette égalité donnerait gp= ï , et ip— g;  mettant gf  à la
place de i dans la valeur de g,  on aurait gp2= fi,  ou p2= 1, ce qui
11 est pas possible. Les conditions de ce cas ne peuvent donc pas être
Emplies.

S8G. Pour faire rentrer l’équation cherchée dans le troisième cas
Cl~dessus, il faudrait que, désignant par e cl e'  deux des six fonç¬
ons , et par i , p, p3, les trois racines cubiques de l’unité , ces fonc-
ll °ns fussent entre elles comme les nombres e, ep, ep2, e' , e'p, e'p2
lll°557). Il faudrait donc, entre autres, que l’on eût la première fonc-
tl0,> multipliée par pégale à une des autres. Mais cela donnerait,
c°aime dans le cas précédent, ou p— 1, ou p2= 1 , ce qui n’est pas
P°ssible. Ainsi 1es conditions de ce cas ne peuvent pas non plus être
^ctlipligg

587. Enfin , pour faire rentrer l’équation cbercbée dans le qua-
h'ième cas ci-dessus, ou pour lui donner la forme e6-j- Cei-\-Be7-\-A

il faudrait qu’en désignant par e, e1, e” , trois des six fonctions,
es 'fois autres fussent égales à —e,  — e', — e" ; car , en faisant les

Ca, ’résde ces six quantités, cescarrés se réduiraient à ces trois, e2,e' 2e"2,
fll’i seraient les soluteurs de l’équation Ce4-j- etc.= o , consi-

eiRe  comme équation du troisième degré. En d’autres termes, il
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faudrait qu’en changeant les signes de trois des six fonctions, on re¬
trouvât les trois autres.

588. Or , si l’on change les signes de la première, elle devient
—ga.—gü— iy— icP, ce qui ne peut être égal ni à la seconde, ni a
la troisième, nia la quatrième , ni à la cinquième fonction : car ces
égalités donneraient également —g = g,  résultat absurde. Mais, en
faisant celte quantité égale à la sixième fonction, on a — et
—i—g,  ce qui revient au même. Prenant alors, pour plus de sim¬
plicité , g—  i j on a / = — 1, et les six fonctions deviennent

a —j—jô— y —
a + ? s
a - j- cT— ü — y

8-f- y— a. —
fè—j— —a.— y
y cf — a — 8-

L’on voit que la première et la dernière ne diffèrent que par le signe,
qu’il en est de même de la seconde et de l’avant-dernière , de la troi¬
sième et de la quatrième. D’où il résulte que les valeurs assignéesa
g , h , i,k,  satisfont aux conditions qu’il fallait remplir (n° 587).

589- Cela posé; si l’on écrit ces fonctions deux à deux , sur trois
lignes superposées, en mettant sur une même ligne les fonctions qu1
ne diffèrent que par le signe, on aura le tableau suivant .-

—J—( -j—j®̂—>-^ —y—
-j- ( « —S -T—«T) -— ( <* - |~y — 3 — <P’)

+ (» + '!' — /?— y) — O -f- çP—

Cll’on pourra poser les six équations alternatives

e — ( a —1- $ — y — <f ) = Q e - )- ( a - j- £ -r - y — <f ' ) = a

e — (a -j- >- 8 - J' ) = Q e -\- ( a. -\- y — /3 — <f) = 0
e — (a -j- f —/3— y)= 0 e-j- (a -j- <É— 8 — y) — 0,

de la multiplication desquelles doit résulter l’équation du sixième
degré que nous cherchons à former.

Comme que l’on s’y prenne pour faire ce calcul , on arrivera , ain®1
que nous l’avons désiré, à une équation qui ne contiendra que leS
puissances paires de e,  et dont les coefficients seront des fonctio»5
symétriques des lettres a , (3, y, t,  c ’est-à-dire des soluleurs de l‘‘
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Proposée. Eu sorte que ces coefficients pourront être exprimés au
rooyen des coefficients Q,B .,S, de cette même proposée. Mais, pour
,le  pas risquer de laisser les commençants dans l’embarras ., nous
Mlons leur tracer la marche à suivre , en les avertissant qu’on pour¬
rait tendre au même but par différentes routes.

590. Nous multiplierons d’abord deux à deux les équations qui
s°nt sur une même ligne , ce qui nous donnera sans calcul (na 118)

e1— ( a -j- |3— y — <f) 2= 0
e2— (a - f - y — £ — J1/ — O
é1— (a - f- '— 0 — y) 2= O

591. Nous observerons ensuite que
(« + * — y — <f) 2 =

(et—|—0 y —|—(T — 2y —

[ (« + (3+ y + *) — 2 (y + <f ) ]2 =
( a-— JS—)—> -j- J')2— 4a >.— 4/3y—■
4y 2——fyyJ'— 4atT — 4$<T— kyS"■— 4 <̂a

4?2-J- 8><r -f . 4<r2.
Mais, comme a- f- £ -j- >-f- ^ = o ( n° 58i ), le carré de cette somme
est aussi o , en sorte que le développement ci-dessus se réduit à 4
( « y -f- af -f 0y -f- 0t ) = — 4 ( <3 *0 —• y f ) = 4 ( a.0 -f - yt — Q ).

De cette valeur , nous tirerons celle de (à-j- y—- 8—J' )2, car la
Précédente fonction revient à celle-ci , lorsqu’on y met y à la place
de 0 , et 0 à la place de y. Par cette simple observation, nous trou¬
erons tout de suite

(a -j- y — g — <f' )2= 4 ( ay — i8<f— Q ).
Enfin, de cette dernière valeur, nous tirerons celle de (a-|- J'—8

en y mettant «f à la place de y , et y à la place de <f. Nous
aurons ainsi

( a-j- f _ 8 — y )2= 4 ( CL*-f |3y — Q ).

592. Mais il est clair que nous aurions évité le multiplicateur 4,
'lui se trouve dans ces valeurs , si , au lieu de faire g—  î et i = — î
dans nos six fonctions, nous y eussions fait£■= j = eti = —i ; car ces
fonctions auraient été ainsi deux fois plus petites , et leurs carrés
quatre fois plus petits. Nous reviendrons donc en arrière à cet égard,
atl“ de simplifier nos calculs et la réduite qui en doit résulter , et
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nous supposerons les fonctions en a-, /3 , y, f,  des nos 588 et 58<j ^divi¬
sées par 2,  ce qui donnera pour e des valeurs la moitié moindres que
les précédentes ; il faudra alors supposer les carrés de ces memes
fonctions divisés par 4 dans le n° 5go , ce qui donnera pour e1 des
valeurs quatre fois plus petites.

D’après cette supposition , et d’après les valeurs trouvées au n° 5g i,
les trois équations du n° 5go se changeront en celles -ci,

e3— (a/3 -J- ><f — Q ) = o
<i~— ( ay - j- j3tl' — Q ) = o
e3— (aJ '-j- ^y — Q) = 0 ,

auxquelles on pourra donner cette forme :

e3—j —Q — ( —J—ytT) O
e3-j - Q — ( ay- |- &<!'') = O
e3 —j —(j) — ( cLif'—J —jSy ) O.

593. Représentant alors , pour quelques moments seulement , et
pour abréger les calculs ; représentant , dis-je , e3-j- Q par zt, on aura

u — ( -j - y<f ) - - o
U — ( ay - j- ) = O

U— (et<T—|— ) = O-
Or , l’équation du troisième degré en » , qui sera le produit de ces
trois , aura pour coefficient de son second terme la somme des quan¬
tités aü -ffyS’, ay -j- ^ct, aJ'-j-’/gy, en prenant cette somme avec un
signe contraire . Elle aura pour coefficient de son troisième terme la
somme des produits de ces mêmes quantités multipliées deux à deux-
Elle aura pour dernier terme le produit de ces trois fonctions avec
un signe contraire . Cherchons , d’après cela , ces coefficients.

Coefficient du second terme de l’équation en  u.
— ( ttS - j—ay —j- ait —j—0y —j —Qif —j —yPj =  Q.

Coefficient du troisième terme de téquation en  u.
a3;3y-f- a^3y -j—afiy3-f - a3S -J- aS’J'-f- aj^3-j - a3y<f -j- ay’S'-j - ayP -|-
(S3y<r -f ^ -f ^ — $ OV ? — aS 3S , — SI -f - aS 4) (n">436,
438 ) = — 45.

(Car on a P =  o , et par conséquent 5 , — o , 5 2= — 2 Ç , 5,
— ER,  6 \ = 2Q 3 — 4 .S) .
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Dernier terme de l’équation en  u.

[(a3#^ -f - a/33yf -j - a£>3<T-f- ^yD) (a ^ V -|- a2/3V2- |_ aV <P -j-
*'>'**)] = - [<* -,* (-' + /2 2+ > 2+ n + i (SJ - 354S2+ aS #)]
(nf“ 436 , 438) = — [5 (— aQ)+ i (—8 Q3+ 12Q3— 24 QS — 4Q 3-f
12 Q5 -f 62ï2)] — —•(— 4QS  iî 2) = 4Q5 — iî 2.

(Car on a , outre les valeurs précédentes , S6= — aQ 3-j - 6QS -}-
3# 2 (n°  433 ) ).

L’équation en u sera donc

u3— Qu2— 4 Su -J - (4QS — Ji 2)= o.

394 . Et par conséquent celle en e sera , en remettant e2-f - Q à la
place de u,

et + ZQY' + SQ*  e2
— Q\ —2Q 2

—45

°u , en réduisant,

+ Q3 )
— Q3
— 4Q5 \ = o,

-f 4Q5 |

— R* J

e° -j - aQe4-j- ( Q2— 4S ) fi2— /2 2= :0 (réduite ).

595. Pour résoudre celte équation , il faudrait la traiter comme
Une équation du troisième degré , en prenante 2 pour l’inconnue . On
ferait donc d’abord disparaître le second terme : pour cela , on po-
se rait e2=y — f Q,  et substituant cette valeur dans la réduite , on
obtiendrait une équation du troisième degré en ŷ , et sans second
te rnie . On la comparerait alors à l’équation générale du n° 54 ; , et
Ion verr ait ce qu’il faudrait substituer à Q et à R dans les formules du
n 56g , pour avoir les trois valeurs d’./ , desquelles on-conclurait en-
su Ue les trois valeurs de e2.Extrayant enfin les racines carrées de ces
tr °is valeurs , et les prenant soit en plus , soit en moins , on aurait les
S>X valeurs de e , ou les six soluteurs de la réduite du quatrième degré.

Supposons ce calcul fait , et continuons , pour plus de simplicité , à
re Présenter les six soluteurs dont il s’agit par e, d , e" , —e , — d ,
~~ dQ  tous ces  caractères désignant maintenant des quantités con¬
nues.

596. Ces six valeurs sont celles des six fonctions du n° 58g , sup¬
posées divisées par 2 (n ° 5g2), et l’on pourra prendre à volonté une
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de ces fonctions pour l’égalera <?,-mais alors la fonction de signe con¬
traire sera égaleà — e;  prenant une troisième fonction pour l’égale 1-
à e' , cellede signe contraire sera égale à — e’; enfin les deux autres
fonctions seront égales à e'1 et à — t " .

597. Cela posé, il nous sera facile d’établir les trois équations du
premier degré , qui , comparées avec l’équation a —{—/3 = o,
doivent nous conduire à la connaissance des soluteurs a, /S , y, <f de
la proposée. Mais il ne faut pas perdre de vue que , parmi ces trois
équations, il ne doit pas y en avoir deux qui ne diffèrent que par Ie
signe, car elles n’exprimeraient rien de plus l’une que l’autre.

598. Faisons donc d’abord
— — y — * ) — e

— h( aJ ry — & — <*' ) = «'

— y) —
et comparons ces trois équations à celle-ci,

œ+ +̂ y~1“‘l'= 0 ;
nous en tirerons facilement les valeurs de «, de fi,  de yet  de À Vole*
comment on pourra opérer :

Ces quatre équations reviennent à celles-ci,

a. -j —fi —— y — *J' = — 2e , a |̂- y —- /3 — <T= — 2e ’,

ce-j- <f —. fi — y = — 2e^ , a.- |- fi - |- } - )- J *= O j

le dernière donne «= — #3— >-—«Tj mettant cette valeur dans les
trois autres, elles se réduisent à

y+ «<' == <’, (3-}- ^ = er, l2-j - y= :e" .
La dernière de ces trois donne 8 = ew-—y; mettant celte valeur dans
la seconde, on obtient y— —e' -j- e"; et retranchant ce résulta1
delà première, on trouve 2<f'= e-j- er-— e", ou — e" )1
Substituant cette valeur dans l’équation y-\- J'= e ou y— e— <f,on
a y= ±(e— é Celte 'valeur de y,  mise dans l’équation 8= ^
— y,  donne /3= | (— e-\ - e’ Enfin , les valeurs de fi,  dey et
de <f , mises dans l’équation a = -—8 — y— <P , donnent a = 3O—*
—ef —eu ). On a donc

a = -i ( — e— e' — e " )

8 = i (- e + e' -}- e")
y = -3 ( - f - e —

—e" ).
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sont les valeurs du premier système.

^99 . Essayons défaire une autre disposition , et posons

£ (« + * — > — f ) = . e
* (« + >— fi — *) = J
i ( a - J- <r — S — ? ) = &f'

“ + <3+ > + <r = °-

Pour faire rentrer cette disposition dans la première , il suffira de
prendre — e, — d  et — e" , au lieu de e , de d  et de é" , comme on

ta voit en changeant le signe général des premiers membres , et par
conséquent celui des seconds . Faisant donc ces changements de
signes dans les valeurs de a, de /3, de y et de •!', nous aurons pour
ce cas

. u — i (-}- e -j - e’ -f - e" )
5 = 5 ( -)- e — e1— e" )
y = \ {— e -\r d — d F)
f = | (— e — d Apd F y.

Ce sont les valeurs du second système.

600. On pourrait continuer à faire d’autres dispositions ; mais les
Valeurs que l’on tirerait de chacune seraient toujours celles de l'un
des deux systèmes que nous venons d ’examiner.

Vérifions cela sur un exemple , et posons
— — y — <f ) = «
+ 5 ( * + >'— S — i ) — d
— ( a -j—S'— (3 — y) d F

«—{- /S—j—>—}— ) = o.

Si l ’on change le signe des deux membres de la seconde équation ,
cette disposition rentrera dans la première , en mettant — e' partout
où il y avait e1 ; on trouvera ainsi

* — — — e " )
6 = - ( — e— d -j- d F)
5'= 3 ( 4 -É’+ e'+ Ê")
'f' = 5 ( + e — e'~ e" )>

et ces valeurs seront celles du second système ; mais , ce qui était re¬

présenté là par «, /3 , y>  sera  repiesenté ici par 7 , / , a , #.
H y a une autre manière de reconnaître cela.

42
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Noire dernière disposition revient à celle -ci,
— a — S )= e

1 ( , + /S- J — . ) = e"
^ —J— a —j—/3 Oj

et si on la compare , après cet arrangement nouveau , à la seconde
disposition , on voit que y joue ici le même rôle que a là , que <f joue
ici le même rôle que 0 là , que a joue ici le même rôle que y là ; enfin ; _
que B joue ici le même rôle que J' là.

601- Mais voilà cependant huit valeurs de œ, de /3, de y et de <f>
au lieu de quatre que nous cherchions ; d’où cela provient - il ? En y
réfléchissant , nous découvrirons bientôt que si , au lieu de l’équalioO

-ji- Q.r2-}- Iix S — O,
on nous eût proposé celle -ci,

x 1-J- Qx ’ — Rx - (- S =  o,
nous aurions obtenu la même réduite ,

eG-j - 2Qe4 -j- ( Q2— 4S ) e' — R l =.  o ;
car cette réduite ne contient d 'autre puissance de R que le carré)
et R*  est le carré ou de -j- R ou de — R.

En sorte que les huit valeurs que nous avons trouvées pour a , Br
y,  ou pour x,  sont les huit soluleurs de l’équation du huitième
degré , que l’on formerait en multipliant entre elles les deux équations
en x ci -dessus.

602 . En laissant ces équations isolées , il s’agit donc de voir quel
système de valeurs correspond à la première équation , et quel à I*
seconde.

Ce qui établit une différence entre ces équations , c’est que lecoef"
ficienl de x n ’est pas le même dans les deux . Or , le coefficient de *
est dans chacune égal à la somme prise avec un signe contraire des
produits que l’on peut faire en multipliant trois à trois ses soluteurs-
Il faut donc voir quel système de valeurs donne — (a/3y -j - a/3f - -̂ ayf
-{- /3}<f ) — -f- H , et quel donne — ( a/3> -j- aS<f -j- ay<f = — fh

603 - Si l’on prend les valeurs du premier système , et qu ’on fasse
les multiplications nécessaires , oh trouve , après toutes réductions;
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' (a$>-|“ a/StT-j- ayl -|- :-™-|—\/ e*e**er' a —|- y/R 2,
parce que e2i/ 2e,,a  est le produit ‘les trois soluteurs de la réduite , con¬
férée comme équation du troisième degré , et que ce produit est
egal au dernier terme de celte réduite , pris avec un signe contraire,
°u à li 2. Mais + 1/ ^ = + A- Donc les valeurs du premier système
s°nt celles qui se rapportent à la première équation en x,  ou à la
Proposée.

En opérant de même sur les valeurs du second système , on trou-
'Brait

J'-f 0y<T)— — « 'f " = —y 'e' ëhJ 7' = — [/R' —•—fl,

Ce  qui répond à la seconde équation eu x.
G04. Disons actuellement un mot sur la nature des soluteurs de

l’équation du quatrième degré , dans le cas où ses coefficients seraient
réels . Comme nous avons exprimé ces soluteurs au moyen de ceux
de la réduite , il est clair que la nature de ceux -là dépendra de la
laturc de ceux -ci . Mais du reste , nous n’examinerons que les valeurs
du premier système , car en changeant leurs signes on a celles du
second.

G05. Le dernier terme de ta réduite étant R 2 pris en moins , et IP*
provenant de + fl élevé au carré , ce dernier terme sera inverse,
*luelle que soit la proposée.

D’un autre côté , ce dernier terme étant avec un signe contraire

le produit des trois soluteurs de la réduite considérée comme équa-
l*on du troisième degré , ce produit est nécessairement direct.

G06. Cela posé , considérons d’abord le cas où la réduite aurait ses
bois soluteurs réels : pour que leur produit soit direct , comme il doit
letre ( n“ 6o5 ) , il faut qu ’ils soient , ou tous trois directs , ou un
direct et deux inverses.

1° Si les (fois soluteurs de la réduite sont réels et directs,  ces trois
s°luteurs étant e2,e H, e" a, leurs racines -fe , — e, -f ef, — e " ,

e" , seront réelles , et par conséquent les quatre soluteurs a, $ ,y, S,
de  la proposée,  qui sont formés de ces quantités - là (a 0 5g8 ), seront
réels;  mais ils seront sous l’influence du cas irréductible.

y*° Si les trois soluteurs de la réduite sont réels , et quil y en ait un
direct et deux inversa égaux ; si , par exemple , e2 est direct , et que e'2
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et soient inverses et égaux , les quantités représentées par -f-*e*
— e seront réelles ; mais les quantités représentées par -)- e' , — e>>
-j-e ", — J ' , seront imaginaires , et à part leurs signes,elles seront
égales . Alors on aura a= i (— e — 2e' ) , 3 = ^ (— e -j- 2e1),  7 = 3 et

C’est-à- dire que les deux premiers soluteurs de la proposée
seront imaginaires , et que les deux derniers seront réels et égaux»
On reconnaîtra facilement qu ’en général , dans le cas actuel , lapf °~
posée aura deux soluteurs réels égaux , et deux imaginaires.

3° Si les trois soluteurs de la réduite sont réels , et qu’il y en ait un
direct et deux inoei'ses inégaux , il y aura deux des six quantités
-j- e, — e, -\ - er, — e' , -j- e" , — e" , qui seront réelles , et quatre imagi'
naires ; mais ces dernières étant inégales , elles ne se détruiront point
dans l’expression des valeurs de a , 0 , 7 , en sorte que la proposée
aura ses quatre soluteurs imaginaires.

607. Considéronsà présent te cas où la réduite aurait un soluteur
réel et deux imaginaires , c’est-à-dire où une des trois quantités
e%e'%, e" 2, par exemple la première , serait réelle , et les deux autre»
imaginaires . Les deux soluteurs imaginaires de la réduite sont ceux
d’une équation considérée comme du second degré , et de la form e
e4 -Jç-pe*  c ’est-à-dire dont le dernier terme est direct (n0577) ;
leur produit est donc direct , parce que dansce degré il doit être de
même signe que le dernier terme . Mais le produit des trois soluteurs
de la réduite est toujours direct (n° 6o5) ; donc le troisièmesoluteur,
ou le soluteur réel , est direct . Donc , des six quantités -j- e, — e, -\~
e' , — e' , -j - e" , — e" , deux sont réelles , par exemple les deux premie-
res : ce sont les racines du soluteur réel et direct de la réduite , et
les quatre autres sont imaginaires ; ce sont les racines des deux so-
luleurs imaginaires de la réduite.

Cela posé , si nous résolvons l’équation -|- pé1-j - q — o , pour
avoir la forme des deux soluteurs imaginaires , nous trouverons qu’il*

ont pour expression e' 2= — 3 p -j- j p 2— q et e" 2 = — \p —'

y ' \ p 3— y-
Faisant , pour abréger , — ^ p — m p 2 — q — — n,  parce q° e

celte quantité est nécessairement inverse , nous aurons

e' 2= ni -j - J, x— n e" 2— m —J . '"— n ;
et de là nous tirerons
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y rn -\ -V — n

— e' = — y/"

y F m — f/ -— n

-e "= - \ nZ^ 7 ~n;
substituant ces valeurs dans celles de a, B, y , <T,

a — ^ —6 *— ^ 77Z -- |- [X - /2

nous aurons

+ y/ "m—l/ —râ ~J

*=*[- +( Vfw-f- J/'—«-j-y ra_K'- ^ j
y—  aj^+ e —^ y m -%-]/ — n — y fm — |/ — râ ~|

+ n— yAra—v̂—
Or , il est facile de prouver que la somme des deux radicaux prin-

Cl paux que contient chacune de ces valeurs , est réelle , tandis que
•e“r différence est imaginaire ; d’où il résultera que les valeurs de a

de tf sont imaginaires.ei  de S sont réelles , et que celles de ? et dt
Ayant une quantité quelconque , si on l’élève au carré , et qu ’on

etl  extraie ensuite la racine seconde , on n’aura point dénaturé cette
Quantité . Opérons ainsi sur la somme des radicaux en question . Je
Prends

y F m -j- J/ — n -j-
1/-

ct  je trouve pour son carré , après les réductions,

2m -j - 2 V  nt ' -j- n;
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extrayant la racine seconde , je retrouve pour la valeur de la somme
des deux radicaux ci -dessus,

^/ "2 m - |- 2 l/jra 3 —|—n ,

quantité réelle : car , i “ quel que soit le signe de m,  on aura mJ -{-»
direct,puis que ra, étant décidément inverse dans le radicall / — ri,
est décidément direct ici ; 2° m‘ -j - n est le produit des deux radi¬
caux à ajouter , produit nécessairement direct , puisqu ’on a supposé
que ces deux radicaux avaient le même signe ; 3° 1/ m3- |- » m;
et par conséquent , lors même que/raserait inverse , on aurait am -f -2
1/m * n direct.

Par le même procédé on trouverait que , si les deux radicaux en
question ont un signe contraire , ils se réduisent à

am — 21 / m1-j - ra,

quantité toujours imaginaire.
Maintenant , quel que soit celui des trois soluleurs e1, e,%, e" ‘, que

l’on veuille supposer direct , on trouvera toujours , en raisonnant
comme nous venons de le faire , que la réduite ayant un soluteur réel
et deux imaginaires , la proposée aura deux soluleurs réels et deux
imaginaires.

G08. Les soluleurs de l’équation du quatrième degré dont les
coefficients sont réels , sont donc ou tous quatre réels (n° 6o6 , i°) ,
ou tous quatre imaginaires (n° 6o6, 3") , ou il y en a deux de réels et
deux d’imaginaires (nus 6o6 , 3°,  607 ).

Les soluleurs imaginaires sont donc , dans le quatrième degré , tou¬
jours en nombre pair , comme dans le second et le troisième degré/
si du moins les coefficients de ces équations sont réels.
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Des soluteurs égaux,

G09. La  méthode que nous venons d’employer pour résoudre les
Quations du second , du troisième et du quatrième degré , semble¬
nt devoir s’appliquer aux degrés supérieurs à ceux-là ; mais lorsqu’il
Sa git de l’équation générale du cinquième degré , ou du sixième
^egré, etc. celle qui devrait donner les valeurs des fonctions e, e' , etc.
“e peut malheureusement point se ramener à l’une des formes que^°n sait résoudre.

610- Onadoncdû abandonner cette marche , et chercher quelque
autre procédé propre à faire découvrir les soluteurs des équations
‘l’un degré supérieur au quatrième . Les méthodes dont nous allons
“ous occuper s’appliquent même souvent avec avantage aux équa-
hons du troisième et du quatrième degré , à cause du cas irréductible
des formules générales.

Lagrange observeà cette occasion que ces formules se présentent,
‘les le troisième degré , sous une forme telle qu’il est impossibled’en
l| rer les valeurs numériques des soluteurs par la simple substitution
‘le celles des coefficients, dans les cas mêmes où tous les soluteurs
s°nt essentiellement réels. Il ajoute que celle difficulté aurait lieu à
Plus forte raison dans les équations des degrés supérieurs, s’il était
Possible de les résoudre par des formules générales. '

Heureusement , dit- il encore , on a trouvé le moyen de la Vaincre
(oette difficulté) dans le troisième et le quatrième degré , par la consi¬
dération delà trisection des angles , et par le secours des tables trigo-
“ométriques; mais ce moyen , qui dépend de la division des angles,
n’est applicable, dansles degrés plus élevés, qu’à une classed’équations
his -limitée ; et l’on peut assurer d’avance que , quand même on par-
v'endrait à résoudre généralement le cinquième degré et les suivants,
0tl  n’aurait par là que des formules algébriques , précieuses en elles-
*l, emes, mais très-peu utiles pour la résolution effective çt numérique
dos équations des mêmes degrés, et qui, par conséquent , ne dispense-
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raient pas d'avoir recours aux méthodes particulières {Voyez  le
Traité delà Résolution des équations numériques , Introduction ).

611. Une équation étant proposée, quelle que soit la nature dese*
soluteurs , il est possible qu’il y en ait d’égaux entre eux (nos3ç)0,

392 ) ; et , comme on a reconnu que dans ce cas l’équation peut tou¬

jours s’abaisser, il faut parler de la manière de reconnaître l’existence
de ces soluteurs égaux.

612-Supposons qu’une équation ait n soluteurs égaux à a, p égaux
à jS, q égaux à y,  etc. un seul égal à a,  un seul égal à », etc. ceUe

équation aura celte forme,
(x — a)»(x — &)P(x — ?)? . . . . (x — x ) (x— A)= o.

Si l’on divise le premier membre par x — a, le quotient sera

(x — fc)»—1(x — 6)? {x— y)'! - (x —x) (x — A);

et si l’on veut répéter ce quotient autant de fois que l’équation a de
soluteurs égaux à a, il faudra le multiplier par n.

Si l’on divise le premier membre par x —0 seulement , le quotient
sera

(x — «)» (x — S)f~ 1(# — y)t . . . (x — x) (x — A) ;

et si l’on veut répéter ce quotient autant de fois que l’équation a de

soluteurs égaux à 0,  il faudra le multiplier par p;  et ainsi de suite-
La somme de tous ces quotients , ainsi multipliée , sera donc

n (x—a)’*—1(x— 0}P (x—y'ji . . . ( x—x) (x—A)
-J- p (x— a)n (.r — ftp— 1 (.ï— y)1 . . . (x — x) (x —a)

' - f- q (x— «.)" (.r — ftp (x — ?)î —1 . . . ( x—x ) (x— a)

-j - (* — a )» (x— fi'jt (x— y) i . . . . . . . . (x — A)

- {- (x — a )« (x— 0 )t (x— y) l . (x — x) ;

et l’on voit sans calcul que celte quantité a, avec l’équation proposée»
le diviseur commun

(x —a)»- 1 (x — ftp- 1(x— y)<l—J. : . .

composé de tous le^facteurs égaux de l’équation , élevés chacun à un

degré d’une unité moindre que dans l’équation même.
613. Cela posé, si l’on représente la proposée par

xm_j - Px m 1  4" ■ . • ■-j - Tx -f - U=  O,
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la somme des quotients sera représentée par la fonction (2) du n° 421,
'«quelle devient

mxm~ l -J - (m.— j ) Px ™—2-j - (m — 2 ) Q.r®—3. . T,

lorsqu’on y met {m— 1) P à la place de 6', (n°  422), (m—2)Q
a 1» place de S3-f -PS t + niQ (n ° 425), etc. et Tk  la place de é>aï_ I
"f -PSm_, . . . . -J - ?ra7’(n° 428).

Gli. Or , il est facile de voir que cette fonction mx>»—1-J -, (m—1)
iVa—2_j _ etc  f jUj expr;me  ]a Somme des quotients, se conclut im¬
médiatement de la proposée Pxm~ l -j - etc.= o , et qu' il suffit
Pour cela de multiplier chaque terme du premier membre de cette
Pr°po,iée par l’exposant de la puissance de s. que ce terme renferme ,
et  de diminuer cet exposant tui -mème d’une unité. (Nota . U = Ux °.)

615. Une équation donc étant donnée , pour savoir si elle a des so-
luteurs égaux, on formera par la règle précédente la fonction (2), et
I on cherchera le plus grand commun diviseur de cette fonction et du
Premier membre de la proposée. Si ce plus grand commun diviseur
II existe pas, la proposéen’aura point desoluteurségaux ; s’il existe, il
sera composé des facteurs égaux de la proposée, élevés chacun à un
degréd’une unité moindre que dans celte proposée elle-même(n°612).

Ce diviseur commun égalé à zéro sera donc une nouvelle équation
«résoudre ; mais si les facteurs x— a, x — x — y, etc.  n ’étaient
qu’au second degré dans la proposée, ils ne seront qu’au premier
degré dans le diviseur commun, et la nouvelle équation n’aura point
de soluteurs égaux. Si, au contraire , quelqu’undes facteurs x —
■r— (3, x — y, etc.  était au troisième degré , ou au quatrième de-
§ré , etc. dans la proposée, ce facteur- là sera, dans le diviseur cora-
^un , à un degré plus élevé que le premier , et la nouvelle équation
aura encore des soluteurs égaux, dont on reconnaîtra l’existence par
'a méthode précédente.

En continuant d’abaisser ainsi autant que possible la proposée,
°n pourra souvent arriver à une équation résoluble.

GlG. Un exemple éclaircira tout cela.
Soit l’équation

.v5 — i 3.H -f 67 *3— i7i .v2-j- 2i6x — 108 = 0:

â fonction (S) est, par la règle du n° G14,
43
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5xi — 52 jï’3-f2 €>ixJ— 342.r -j- 2i6;
et l’on trouve, pour plus grand commun diviseur,

x 3— 8x' J-f 2ix — 18.

Egalant ce diviseur à zéro , on pourrait essayer de résoudre l’équa¬
tion qui en résulterait par les formules du troisième degré ; mais si
cette équation avait encore des soluteurs égaux, on pourrait l’abais¬
ser de nouveau, et la résoudre ainsi avec plus de facilité. On prendra
donc comme une nouvelle proposée

a 3— 8o. î -| - 2ia:— 18= 0;
la fonction (S) sera

3a2— 16x -j- 21 -,
et le plus grand commun diviseur

.r — 3.

Il y a donc dans l’équation x 3— 8.x1-f etc. = o , deux facteurs
égaux àx — 3 , c’est-à- dire qu’elle est divisible par (x—37 , ou par
x2— Gx -f g ; en essayant celte division, on trouve pour quotient
x — 2 , ce qui donne

x 3— 8x a-j - 2ix — 18■==(x — 3/ (x — 2 ).

De là il résulte qu’il y a dans la proposée les facteurs (x — 3)3 et
(.v— 2)a (n os 612, 6t5 ) , ou, en d’autres termes , qu’ellea trois solu¬
teurs égaux à 3, et deux égaux à 2 ; et c’est là tout puisqu’elle n’est
que du cinquième degré.

JY. B.  Les commençants qui voudront s’exercer à chercher les so-
luleurs égaux, pourront d’abord , au lieu de prendre des équations
au hasard , les former par la multiplication de facteurs à volonté,
comme dans les exemples suivants:

(x — 5)4 (x -f 2) (x — 3) (* -f 1)= 0,
(X + 47 (X — 370 — 1) (ar-f l ) — O,
(x -fl) (x — 1 ) (X-f 2) (x— 2)= 0.
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Des soluteurs rationnels.

G17. Soit  la proposée
nx m-j - pxm—i -J - q.xm—2. . . . -j- tx -f - u = O ;

81 l ’on représente par a un des soluteurs de cette équation , l’on aura
nam-|- pa m—1-[- qan'~ 2. . . . -j - ta -j - u — O ;

d’où l’on tirera

— =z— ( nam~~1-j- pa m—2-j - qan'~3. . . . -j- 1).a
Cela posé, imaginons que l’exposant m soit rationnel , entier et

direct, et que les coefficientsn , p , q, . . . . t , u,  ainsi que le soldeur
° >soient rationnels et entiers; il est clair que , dans cette hypothèse,
t u . .
*8 quotient —, exprime para

— (nam—1-|- pa’tt—3-j - qam~5 . . . . -j - r),
sera aussi rationnel et entier.

En d’autres termes, lorsqu’une équation aura la forme rationnelle
et entière, si elle a quelque soldeur rationnel et entier , ce soldeur
se trouvera parmi les nombres qui, divisant le dernier terme de l’é¬
quation, donneront des quotients rationnels et entiers.

618- Une équation donc étant proposée, nous commencerons par
lui donner la forme rationnelle et entière (nos 364, 365, 3jo , 3ja ),
si elle ne l’a pas déjà ; puis, ayant cherché les diviseurs du dernier
terme de la transformée, nous les substituerons successivementà
^inconnue dans la proposée, ou dans la transformée; et si ces équa¬
tions ont quelque soldeur rationnel et entier , quelqu’un des divi¬
seurs en question rendra nuis leurs premiers membres, car les solu-
teurs de l’une sont aussi soluteurs de l’autre.

G19. Quant à la manière de trouver les diviseursd’une quantité,
en distinguera deux cas;' i° si cette quantité est numérique , on opé-
rera comme il est dit dans les nos 2i4 à 222  de l’Arithmétique d’E
'"de; 2° si celte quantité est algébrique, on procédera comme il est
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enseigné clans la troisième partie de l’Algèbre de Clairaut , n ° xxviU
et suivants.

620. Soit , par exemple , l’équation

-v3— (a -J - b -j - c) .va-j - \ab -\ -mc-j- bc) x — abc — o,

qui a déjà la l'orme rationnelle et entière ; les diviseurs rationnels et
entiers de son dernier terme sont -)- 1, — 1, -|-a, — a, -j - b, — b,
-|- c, — c, -j - ctb, — ab, -f ■ac, — ac, -j - bc, — bc, -j - abc, — abc;  et;
parmi ces diviseurs , -J- cï, -j - b et -j- c,  rendent le premier membre
nul , et sont par conséquent soluleurs.

Soit encore l’équation

x 3— ( 2a -j - 2b)  a 2-j - (a *-)- 3ab -j - ba) x — (a 3è -j- a ^a) — o,

qui a aussi la forme rationnelle et entière ; les diviseurs rationnels
et entiers de son dernier terme sont -j—1, — 1, -j -a, — a, -\- b, — b,
-j- ab , — ab, -j - (« “f- b) , — (ct -f b) , -j - («’ — (a 1 ab) , -j"
(ab -j - b1), — (ab -j - b%), -j - (a *b-j - ab1), — (a 2Z>-f-ab1)', et , parmi ces
diviseurs , -j- rr, -}- Z>, e:t -j- C« -f- 6) rendent le premier membre nul,
et sortLpar conséquent soluleurs.

Soit de plus l’équation

x1— 2.v— x \X 2 -j - 2 jX 2 — o ;

elle devient , par le n° 370 ,

a-4 — 4a:3-j - zx 1 8 -k — 8 = 0.

Or , les diviseurs de 8 sont -f- 1, — 1, -)- 2 , — 2, -j- 4 , — 4 , -j- 8,
■— 8 ; et , parmi ces diviseurs , -j- 2 rend nul le premier membre de la
proposée , de même que celui de l’écjuation — 4a 3-)- etc. = 0 , eu
sorte qu ’il est soluleur.

Soit enfin l’équation
x2 — t ^ + l = o;

elle devient , par le n° 364,
6x 2— 5x 1 = o.

Or , les diviseurs de 1 sont -j- t et — i , qui ne rendent ni l’un ni
l ’autre nuis les premiers membres des deux équations , en sorte qu’ils
ne sont pas soluleurs.

621. Cependant on n’aura pas toujours ainsi tous les soluleurs
rationnels d’une équation , parce que si ccs soluleurs rationnels sprd
fractionnaires , ce procédé ne les fera pas trouver.
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622. Mais il est facile tic démontrer que , si une équation n’a que

des coefficients entiers, et que celui de son premier terme soit l’unité,
elle ne peut avoir de soluteurs fractionnaires.

En effet, si dans l’équation

æ m _j _ Px **—1 -f - Q .i -m—' - - f- Tx -f - U= O,

dont on suppose que les coefficients P , Q, • . • T , U,  sont entiers,a
on voulait substituer à x  une fraction irréductible , — , son premierb
membre deviendrait

a™ , „ a”>-
i+ Pb”> bm~ ■Q~bm~* - + t t +u,

quantité qui ne peut être égale à zéro ccar dans cette supposition elle
donnerait , en multipliant par bm~ et transposant le premier terme,

am
Par»—' -f Qan—'b . . . -f - Tabm-f - Ub = - —,

résultat absurde, puisqu’en supposant que — était une fraction ir¬

réductible , on a supposé que a n’était pas divisible par b, non plus
que am(*); en sorte qu’on aurait une suite de nombres entiers ajou¬

tes entre eux , égale à une quantité fractionnaire.

623. 11 résulte de là qu’il serait utile de pouvoir faire disparaître
d’une équation les coefficients fractionnaires lorsqu’elle en a, et cela
sans en donner un au premier terme. Et c’est à quoi l’on parvient en

substituant à l’inconnue de cette équation une nouvelle inconnue

divisée par le produit des dénominateurs de9 coefficients fraction¬

naires; en multipliant ensuite toute l’équation par le diviseur que
se trouve avoir le premier terme , et en faisant enfin les réductions
convenables . Sur quoi il faut observer , i ° que , si le premier terme

de la proposée avait d’avance un coefficient , ce coefficient devrait
être mis au nombre des dénominateurs , comme si l’on eût préala¬

blement divisé l’équation par ce nombre- là; 2° que , s’il y a des dé¬

nominateurs égaux , il ne faut les prendre qu’une fois ; que , s’il y en

a qui soient parties aliquoles d’autres, il faut les rejeter , et qu’il con¬

vient en général de prendre le plus petit multiple des dénominateurs.

(*) Ou peut prouver c-cla par uu raisouiiemeut analogue à ecJui Jes u”5 à iZfï,
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Par cette règle,

*3+X*94--J-*+ y = °
devient, en faisant x = ,

bdf
°f - cy e

+ 53 >+ — = ° ;r  _
Pd 3f ' Pdf* r bdf~ r  f

puis, en multipliant par Pd 3f 3, et réduisant,
y3"h a^fy% 4 *b*cdf*y -j - b3cPef*= o.

Do même,
. 1 i

axa-4 - -p x - = ob c

devient, en faisant * = 44,abc

aPc % aPc c ’

puis, en multipliant par ab2c2, et réduisant,
y a-j - cy — ab2c-=  o.

De même encore,
, a , b cxs-a; 3-4- x - = Omn mn m

Y
devient, en faisant x= —,mn

«J by
m3n3 m 3n3 ni

puis, en multipliant par m3n3, et réduisant,

y 3— ay3-j - bmnjr— cm n̂3 =  O.
623 bis.  Ainsi donc, une équation étant donnée et préparée, si le

cas le requiert , par les procédés des nos 365, 370, 372  et 623, si elle a
des soluteurs rationnels , ils seront entiers , et on les trouvera tous en
essayant de substituer à son inconnue les diviseurs rationnels et en¬
tiers de son dernier terme.

Par exemple, dans l’équaiion
5 1

.va- x -I - — o,6 ' G
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que nous aroas eue au n° 620 , an fera x — ce qui donnera

£
3G

5y ,J_
366 J2 5/ -f-6 =o.

Or, les diviseurs de Gsont -j- 1, — 1, -j- 2 , — 2 , -)- 3 , — 3 , —j—6,
— 6; et, parmi ces diviseurs, -j- 2 et -f- 3 rendent nul le premier mem¬
bre de l’équation en/ , et sont soluteursde celle équation. On a donc
y = 2 ou / = 3 , et par conséquent x = iou x — 3.

624. Les soluleurs rationnelsd’une équation étant trouvés et re¬
présentés par a', /S ', y', etc. on divisera cette équation , dont on sup¬
pose que x est l’inconnue , d’abord parx — a', puis par x —/3’, puis par
x— y' ,etc. ou tout d’un coup par (a;— «.' ) (*—S' ) (a;— y' )....; égalant
alors à o le dernier quotient , s’il n’est pas 1 , on aura à résoudre une
nouvelle équation d’un degré inférieur à celui de la proposée , et qui
n’aura plus de soluteurs rationnels , à moins qu’il n’y en ait d’égaux
à ceux déjà trouvés, et que l’on 11’ait pas commencé par rechercher
ces soluteurs égaux . Il sera donc à propos d’essayer si ces soluteurs
trouvés ne satisferaient point encore à la nouvelle équation.

Soit , par exemple , la proposée

x^ — 8 a:3-j - 21.v *— üox -[-4 = o -,
elle est déjà préparée comme il convient ; c’est pourquoi on cherchera
d’abord les diviseurs de son dernier terme, qui sont -j- 1,— 1, -\- a,  —
2 , -J- 4 , — 4. En les substituant successivement à a;, le seul diviseur
+ 2 rend nul le premier membre de l’équation , en sorte qu’elle n’a
pas d’autre soluteur rationnel . On la divisera donc par x —2 , et l’on
égalera le quotient à o , ce qui donnera la nouvelle équation

as3 — 6x a -j - g.x-— 2 = 0.
Avant de conclure qu’elle n’a aucun soluteur rationnel , on essaiera

le même soluteur 2 , et l’on trouvera qu’il réussit. Divisant donc en¬
core par x — 2 , et égalant le quotient à o, on aura

. x1— 4a; -j- l — o,

équation qui n’est pas satisfaite lorsqu’on y substitue le nombre 2 à
l’inconnue a;; en sorte qu’elle ua point de soluteurs rationnels . Si on
la résout comme une équation du second degré , on trouve x =
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2 +1/3 ; les quatre soluteurs de la proposée sont donc 2 , 2 , 2 -j - l/3,

2 —1/3.
624 Zus. Du reste, la substitution successive des diviseurs du der¬

nier ternie d’une équation à la  place de son inconnue , pouvant de¬
venir une opération fort longue lorsque ces diviseurs sont nombreux»
nous allons faire connaître deux moyens d’abréger le travail.

i ° Soit la proposée
•r1-J - (2a -j- 3b)x -j - Gab= o ;

et supposons qu’on veuille la résoudre par la méthode précédente,
quoiqu’elle ne soit que du second degré , on pourra observer d’en¬
trée , qu’en supposant tous ses termes directs, aucun nombre direct
rais à la place de x ne réduirait le premier membre à o ; en sorte qu’il
n’y aura plus qu’à essayer les diviseurs inverses du dernier terme,
ce qui diminuera tout d’un coup de moitié le nombre des essais qu’on
aurait faits sans celle remarque.

En général , toute équation qui n’a que des termes directs ne saurait
avoir de soluteurs directs réels.

Si la proposée était
X*— ( 2a -j- 3b)x -j - 6ab =  O,

le coefficient du second terme étant supposé inverse , il est clair qu’il
faudrait essayer les diviseurs directs de son dernier terme; mais fau¬
drait-il essayer aussi les diviseurs inverses?Si nous mettons, dans la
proposée, — * a la place de x,  ou , ce qui revient au même, si nous
changeons les signes des termes qui contiennent les puissances im¬
paires de x , les soluteurs directs seront changés en soluteurs inverses,
et les soluteurs inverses seront changés en soluteurs directs, ce qui
est vrai généralement.

Or,la proposée actuelle devient, par ce changement,
x*-j - (2a -j - 3b)x -j - Gab— o,

nouvelle équation qui n’a point de soluteurs réels directs; en sorte que
la proposée même n’a point de soluteurs réels inverses. On n’essaiera
donc que les diviseurs directs.

En opérant ainsi dans tous les cas, on pourra toujours savoir très-
vite si l’on doit essayer les diviseurs directs et les diviseurs inverses,

ou rejeter les uns ou les autres. Les commençants feront bien d’ap¬
pliquer ces remarques à tous les exemples précédents.
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2° Soit la proposée

xm-|- Px m~~l -j - Qx>”~ 7 - - |- S.r’1 Tx -j - JT— o,
dans laquelle nous imaginerons que les coefficientsP , etc. sont
rationnels et entiers, comme on peut toujours l’obtenir. Supposons
qu’elle ait au moins un soluteur rationnel représenté par a ; ce nom¬
bre sera non-seuleinent rationnel , mais encore entier ( n° 622);
d’ailleurs, il divisera sans reste le dernier terme de l’équation (n° 617),
qui sera elle-même divisible par x — a (n ° 387).

Concevons que cette dernière division soit faite, nous aurons le
quotient du n° 388, que nous pourrons écrire comme nous l’avons
fait dans le n° 38g. Et il est évident que si nous multiplions ce quo¬
tient par le diviseurx—a,  nous retrouverons le dividende, c’est-à-dire
le premier membre de la proposée- Faisons cette multiplication, nous
aurons

xm—i_j - P'xra—2-j- Q'x1»—3. . . . -j- RJx1-j - Sx -f 2*
x — a

xm_j _ . Sx 2-j - 2*x
— ut » - ' — al >f x m~ 7 . — ali ! x 7 — aS ' x — aT*

comparant alors ce résultat terme par terme avec la proposée, nous
en tirerons les équations suivantes:

P — P' — a , Q = Q*.—aP 1 , etc ,
S = Sf — aR r , T =zT ’ - aS< , U = — aT ',

auxquelles nous pourrons donner ces formes:

Premières formes.
« -J- P = , aP r-j - Q= Qf , etc.
aR r -̂ S = S' , aSr-j - T— T r , U =r. — aT >.

Secondes formes.

(Ici l’ordre des équations est renversé-)
U

T >,
7* + T c, — .S' 4 - 5

- X — — s, - = — R’ ,a
Q' + Q. ■F,

a
■P' -f P

etc.

=— 1.

Les premières formes nous disent ceci :
U
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Puisque a el P  sont entiers, a -j- P ou P ' l’est aussi, et par con¬
séquent aP ' ; mais Q est entier , donc aP 1-j - Q ou Q1 l ’est aussi, et
ainsi de suite jusqu’à ce que l’on ait trouvé que R'  e-u entier de même
que aR ' ; alors , comme ,Sest entier , on a aRl -j - S ou S'  entier , de
même que aS' ; mais T est entier : donc aS' T ou T'  est aussi
entier . On voit par là que les lettres F1, Q' • ■R', S' , T1, représentent
des nombres enliers.

Cela posé, les secondes foianes disent:
r° Si l’on divise le dernier terme U,  par un de ses diviseurs a , qui

soit décidément soluteur , on aura un quotient entier — "I*.
2 ° Si l’on ajoute à ce quotient — T ' , le coefficient Tde x , et qu ’on

divise la somme— T’ -j - Tpar a,  on aura un second quotient en¬
tier — S' .

3° Si l’on ajoute à ce quotient — S'  le coefficientS de a:3, et qu’on
divise la somme— S' -f - S par a,  on aura un troisième quotient en¬
tier — 1i’; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’ou ait trouvé le quotient en¬
tier —Q' ■

4° Si l’on ajoute à ce quotient — Q'  le coefficient Q de xm~ *,
et'qu’on divise la somme—Q' -j- Qpara , onauraun (m—. i )»«quo¬
tient entier — P ' .

5° Si l’on ajoute à ce quotient — P'  le coefficientP  de x*»—1, et
qu’on divise la somme — P' -f - P  par a,  on aura un m"“ quotient
entier — x.

Ceux donc des diviseurs du dernier terme delà proposée, qui ne
satisferont pas à toutes ces conditions , ne seront pas soluleurs.

Il est facile de prouver que , réciproquement , ceux qui y satisfe¬
ront seront soluleurs. Pour cela, on suivra l’ordre inverse des équa¬
tions qui donnent les valeurs des coefficientsP , Q, etc. S , T, U,  en
les considérant , par exemple, sous les formes que nous avons nom¬
mées premières formes.  Si dans JJ— — a 7*, on met la valeur de T1,
prise dans l’équation précédente , on a U— — aT — a*S' ; si dans
celle-ci on met la valeur de S' , prise dans l’équation qui précède, on
a U— — aT —a%S—a3R'; en franchissant alors la lacune , et re¬
montant toujours d’équations en équations , on a successivement

U— —aT — a?S- — a»- Q' ,
JJ= — aT — avS. . . .— a”1—1 Q — am—IPr,
JJ— — aT —a 2S - — a”»- 3 Q — a3»- 1 P — a>».
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Transposant enfin tout dans le premier membre , on obtient
am-]- Pœ"<- 1_|_ Qam~~*- -f- Sa1+ Ta -\- U~ o ,

ce qui prouve que a = x dans la proposée , ou que a  est soluteur

de celte proposée.
Du reste , le procédé décrit il y a un moment abrège le travail,

l ° en ce qu ’il évite la peine d’èlever aux puissances le diviseur que
l'on essaie , comme on est obligé de le faire lorsqu ’on le substitue

s'roplemenl à l’inconnue dans la proposée ; 2° en ce que , par cette

Méthode , le diviseur en essai donne souvent , dès les premières divi¬

sons , des quotients fractionnaires , qui prouvent que ce diviseur doit
etre rejeté sans pousser plus loin le calcul.

Pour appliquer tous ces principes à un exemple , prenons l’équation

* 4 — gx 3 -j- 23 * * — 20X —l 5 = 0.

Les diviseurs de son dernier terme sont i , 3 , 5 et i5 , qu ’il faut

essayer en -j- . Pour savoir s’il faut aussi les essayer en — , nous chan¬

gerons dans la proposée les signes des termes  qui contiennent les

Puissances impaires de x , et nous aurons

*4 ~|- gx3-j - 23a;"- (- 20a;- (- i5 = o.

Dr , comme cette nouvelle équation ne saurait avoir de soluteurs

réels directs , la proposée n’en saurait avoir d’inverses . Nous n’avons
donc à examiner que les nombres -J- î , —}—3 , —j—5 , et —j—i5 . Mais,
Gomme la substitution immédiate de l’unité à la place d’.r est très-

facile , nous la ferons d’entrée , et nous verrons que , dans cet exemple,

ce nombre ne satisfait pas à l’équation.
Cela posé , nous placerons les diviseurs qui restent à essayer , sur

une même ligne horizontale , et , opérant sur chacun d’eux d’après

la règle précédente , nous écrirons les résultats comme dans le ta¬
bleau suivant

(*) L’équaliou actuelle n’étant que du quatrième degré , les indications de la
tègle, relativement aux coefficients, doivent être modifiées et appropriées à ce cas ,

e,i observant que les coefficients de l'équation générale du quatrième degré sont

P , Q,  R,S,et que ceux du quotient de celle équation divisée par* — a sont V ,
Ç >R '. Ces indications coïncideront alors avec celles du tableau.
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Lesi . + 3, + 5, + 15.
Les . . . — R' + 5 , + 3 , -f - i ,
Les — R' + R — l 5 , — 17, — iq
Les - . ■— Qr — 5 ,
Les —■Q + Q + i8,
Les . . . — p' + 6,
Les —-p ' + p ~ 3,
Les . . . — 1 - 1.

If n’y a donc que le diviseur -j- 3 qui soutienne l’épreuve jusqu’au
bout , et c’est par conséquent le seul qui soit soluteur.

Cela trouvé, on abaisseral’équation en la divisant par -v —3 ; mais
le tableau précédent nous évitera celte peine : car généralement ce
quotient pour l’équation du quatrième degré est ,*3-j~P 'x2 -j - Q'-r
-f- Ii r= o , et nous avons dans le tableau les valeurs de—P ' , de—Qr
et de — Rf. D ’après ce simple énoncé , l’on voit d’abord que le
quotient cherché doit être

x 3— 6x 2-j - 5x — 5 — 0.
Si la proposée manquait de tel ou tel terme, le coefficient de ce terme

serait O, et ce coefficient ne changerait rien aux résultats auxquels
il devrait être ajouté ; on aurait ainsi dans le tableau deux lignes qui
contiendraient les mêmes nombres. On pourra voir cela sur l’équa¬
tion .z3— yx2-\- 36 = 0j à laquelle on trouvera les soluteurs 6, 3,
et — a,

CHAPITRE IX.

Des soluteurs irrationnels et imaginaires.

625. Une équation étant ramenée à cette forme, que nous suppo¬
sons rationnelle et entière :

xm+ Px *»—1-j- Qa.»—2. . . . -)- T.r. U— o,
lorsqu’on a trouvé ses soluteurs rationnels a' , etc.  on a par là
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ûiême les diviseurs rationnels et du premier degré de son premier
®»embre,savoir x — oJ,x — $,  a — y' >etc.

■Mais, pour trouver ces soluteurs , il faut savoir trouver tous les di¬
viseurs rationnels et entiers de son dernier terme , qui est une quan¬
tité algébrique si l’équation elle-même est algébrique , c’est-à-dire
si ses coefficients sont des lettres , et non des chiffres. Il faut donc
connaître les procédés indiqués au n° 619.

Or, lorsqu’on connaît ces procédés , ou lorsqu’on sait trouver tous
les diviseurs rationnels et entiers d’une quantité algébrique ration¬
nelle et entière , on sait donc trouver tous les diviseurs rationnels et
entiers du premier membre

xm-j - Px’»~ l -|- Q *'*-2 . . . . -j ~ Tx -J - U

da l’équation, puisque ce premier membre n’es»autre chose qu’une
quantité algébrique.

On aura donc par là , non-seulement les diviseurs rationnels en¬
tiers, et du premier degré de cette équation , savoirx —a ’, x — ,
x —y' t efc.mais encore ses diviseurs rationnels entiers et du second
degré , de la forme x1-\ -px -\- q,  si elle en a ; et de même ceux du
troisième degré de la forme a;3-j- px 2-j - y.r -j- r,  toujours si elle en
a; et ainsi de suite. Arrêtons-nous seulement aux diviseurs ration¬
nels et entiers du second degré.

626. Lorsqu’on a trouvé les soluteurs rationnels d’une équation,
on ses diviseurs rationnels du premier degré , et qu’on a divisé autant
que possible son premier membre par ces diviseurs-là , on obtient une
nouvelle équation qui n’a plus de soluteurs rationnels ( n° 6a4), et
par conséquent plus de diviseurs rationnels du premier degré. Si
donc cette équation a des diviseurs rationnels du second degré , cha¬
cun de ces diviseurs rationnels égalé à zéro, et traité comme équa¬
tion du second degré , se résoudra en deux facteurs , qui seront irra¬
tionnels ou imaginaires, et que l’on trouvera par ce moyen.

Il est évident , du reste , qu’une équation , sans avoir de soluteurs
rationnels , ni par conséquent de diviseurs rationnels du premier
degré, peut avoir des diviseurs rationnels du second degré. Nous
avons vu , par exemple (n° 6a4 ) , que l’équation a2— 4a -(- 1= 0
avait deux soluteurs irrationnels , qui sont .v:~- 2+ 1/3 ; et il est fa¬
cile de voir que l’équation a2— 2 a + 2 — o a deux soluteurs imagi-



350 DES SOMJTEUR9 IRRATIONNELS ET IMAGINAIRES.

naires, qui sont x = i + j/ — 1; et par conséquent, si l’on multiplie
entre elles ces deux équations , on en formera une du quatrième
degré , qui , sans aucun soluteur rationnel , aura cependant deux
diviseurs rationnels du second degré.

627. Si une équation n'a point de diviseurs rationnels , ni du pre¬
mier , ni du second degré , mais quelle en ait du troisième,du qua¬
trième, on pourra appliquer à ces facleurs-là , en les égalant à zéro,
les formules générales du troisième, du quatrième degré.

628. Si une équation n’a point de diviseurs rationnels des quatre
premiers degrés , on pourra essayer de lui appliquer une méthode
développée dans un chapitre de l’Arithmétique universelle de New¬
ton , chapitre intitulé Réduction des équations par les diviseurs
irrationnels.

629. Si l’on veut rechercher en particulier les soluteurs imagi¬
naires des équations, on trouvera les moyens les plus efficacesà em¬
ployer pour cela dans l’ouvrage intitule Traité de la Résolution des
Équations numériques de tous les degrés, par Lagrange.

630. Enfin, l’on trouvera dans les Mémoires de l’Académie de
Berlin  pour 1768, une méthode proposée par le même auteur , pour
résoudre les équations algébriques ou littérales, d’undegré quelcon¬
que , par le moyen des séries, c’est-à-dire par approximation (n° 414).

Voyez aussi, à celle occasion, le Traité de la Résolution des Equa¬
tions numériques,  la Théorie des Fonctions, par le même auteur , et
enfin les Mémoires de VAcadémie des Sciences de Paris,  pour l’année
1777, ou Laplace a traité le même sujet.

JV. B.  Nous ne sommes pas entrés dans beaucoup de détails sur
l’objet de ce chapitre , parce que nous donnerons , dans les n"s 741
et suivants, le moyen de trouver les soluteurs irrationnels des équa¬
tions numériques , et que la recherche des soluteurs imaginaires est'
très-laborieuse et ne se présente guère dans la pratique.



SECONDE SOUS- DIVISION.

Iles problèmes quifournissent plus ou moins d’équations
que d’inconnues.

CHAPITRE PREMIER.

Des problèmes qui fournissent plus d’équations que d'inconnues.

631. Uu problème qui donnerait entre les trois inconnues x,y , z,
Quatre équations liées entre elles ( n° Vtq), pourrait être résolu ainsi :
°n comparerait la dernière équation avec la première pour en éli¬
miner x;  on ferait la même chose entre la dernière et la seconde, et
entre la dernière et la troisième, et l’on aurait ainsi trois nouvelles
equations en y et z.  On comparerait alors la dernière de ces trois
avec la première et avec la secondé pour l’élimination d^ , et l’on
obtiendrait deux équations finales en z seulement. Alors, si le pro¬
blème était possible, z devrait avoir au moins une valeur commune
dans les deux équations finales, ou, en d’autres termes, les deux équa¬
tions devraient avoir un diviseur commun, qui serait au moins du
premier degré. On chercherait donc ce diviseur commun , et s’il
t ’existait pas le problème serait impossible; s’il existait, il donnerait

solution ou les solutions de la question proposée.

632. Un problème qui donnerait entre les trois inconnues x,y  et z,
cinq équations liées entre elles , pourrait être résolu ainsi : on com¬
parerait la cinquième équation avec la première pour en éliminer x,
°n ferait la même chose avec la cinquième et la seconde , avec la
c, oquième et la troisième, et avec la cinquième et la quatrième ; et
l °n aurait quatre nouvelles équations eny  et z.  On comparerait alors
la dernière de ces quatre avec la première pour en éliminer y;  on
!®>'ait la même chose entré la quatrième et la seconde, et entre la
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quatrième et la troisième, et l’on aurait trois équations finales efi^,
qui devraient avoir un diviseur commun , donnant la solution ou
les solutions de la question.

633. Cela suffit pour faire comprendre comment il faudrait opérer
dans d’autres cas de cette nature . Lorsqu’on a plus d’équations que
d’inconnues, on doit toujours arriver par l’élimination à deux ou
plusieurs équations finalesà une seule inconnue , et ces équations-l®
doivent avoir un diviseur commun qu’il faut chercher.

634; Ainsi, le problème 4 du n° 347 C, nous ayant donné les trois
équations

7*-J- i2/ = 288 iaar-{- 7/ = 358
xy — 24o ,

si„de la dernière on tire * = ■“ .>et que l’on substitue cette valeur
dans les deux autres, on aura les équations finales

îqy ’ — 288/ -j- 1680= 0 7/ 2•—358 / -f-2880= 0,

qui ont pour diviseur commun/ -—10 ; posant donc/ -—10 = 0,
on en tirera/ = 10, d’où .r = ^ p= 24.

635. De même, le problème 9 du n° 35o C, nous ayant donné
les équations

— 79 xx — xy —18
X — / = 2,

si de la dernière on tirex = / -|- 2 , et que l’on substitue cette va¬
leur dans les deux autres, on aura les équations finales

— 77 = 0 , 2y — i4 = o,

qui ont pour diviseur commun / — 7 -, posant donc/ — 7 = 0 , ou
en tirera y—  7, d’où x — 7-(- 2 = 9.

636- Si l’on avait une équation à une inconnue d’un degré phlS
élevé que le premier, et qu’il y eût une relation connue entre deux
ou plusieurs de ses soluteurs , ce cas rentrerait dans celui qui nous
occupe.

637. « Supposons d’abord qu’on ait l’équation

xA -j- piA-| - qx* l'X-j - s = O,
dont les soluteurs soient représentés par a, /S , y et et qu’on sache
qu’entre deux de ces soluteurs il existe une relation indiquée par
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équation ma -j- nB— 1-; m , n et h étant des quantités connues , on
pourra trouver a et /S d ’une manière fort simple : car , a et  pétant les
soluteurs de l’équation proposée , on aura

a.'i -J - pu? - |- ÿa 2- |- ra -|—s = O
$4-|- p£? -f -Ç(S2—}- 7 -y3—(—S= O;

niais si de la dernière de celles -ci on élimine 8 , au rboyen de l’équa-
t'on nia -\ -nü — k,  l ’équation résultante devra nécessairement s’ac-
c°rder avec l’équation

a4 - f- pa? -J - ÿet2-j - ra -]—s epz  OJ
et  puisque l’une et l’autre seront satisfaites par la même valeur de a,
el les auront un facteur commun , qu ’on obtiendra en cherchant leur
plus grand commun diviseur , et qui fera connaître la valeur de a:
°n trouverait 6 de la même manière . »

GB8. « Il convient d’observer que , dans le cas où les deux solu^
leurs à et fi  entreraient semblablement dans la relation donnée j ce
qui arriverait si on avait m — n,  d ’où il résulterait

ni â —j —8 ) —-le, i
le diviseur commun dont nous venons de parler monterait au se¬
cond degré . La raison de ce fait est facile à apercevoir : car alors,
soit qu ’on élimine a., soit qu ’on élimine 8 , on tombe sur des équations
semblables , et qui par conséquent doivent conduire à une équation
don nant en même temps l’une et l’autre de ces inconnues , ou ayant
deux soluleurs . »

639. « Si la relation proposée était la -̂ - m^ -\ - ny = h,  on y join j
drait les équations

a4 -j- pa s - )- ça.7--j - ra -]- s = O,
$4 p @? —j —q @* r$ s = o,
,4 - ]- p y3+ <17*+ r -y -j - s = o,

et éliminant , au moyen des deux dernières , $ et y de l’équation
_j_ 7z>= h,  on parviendrait à une équation finale qui , ne ren¬

fermant plus que a , aurait nécessairement , avec a.l -\-pa? -\- ra
H~ s = : o , un diviseur commun qui déterminerait a : on trouverait /3
et y d ’une manière semblable . »

640 . « Si on avait / = ni , ce qui changerait la relation donnée en
8) -j- ny = k } comme il serait indifférent d’y écrireapourS

* 45



354 PLUSd’cquations

el S pour a,  le diviseur commun qui donnerait * donnerait aussi
et serait par conséquent du deuxième degré . Enfin , dans le cas
où la relation donnée serait l («.—}—/S —j—> ) — h,  les trois soluteurs
a,  3 , y,  entreraient dans le même diviseur commun , qui serait par
conséquent du troisième degré . »

641. « Ce que nous venons de dire par rapport à l’équation du qua'
trième degré , et à des relations exprimées par des équations du prC'
mier degré , peut s’appliquer à un degré quelconque eL à des rela'
lions quelconques ; et on en conclura qu’il faut traiter chacun des
soluteurs qui entrent dans la relation donnée comme une inconnue
distincte , former les équations résultantes de leur substitution dans
l’équation proposée , et joindre ces nouvelles équations avec celle
qui exprime la relation donnée , puis éliminer ensuite toutes les in-
connues , liors une , que l’on conservera en même temps dans deux
équations , lesquelles admettront par conséquent un diviseur corn'
mun , qui , suivant le degré dont il sera , fera connaître un ou plu¬
sieurs des soluleurs compris dans la relation donnée . »

642 . « Prenons pour exemple l’équation du troisième degré

_j_p .r 2— q 2x — q*p =  O,

et supposons que l’on sache d’avance que , parmi les soluteurs de cette
équation , il y en a deux qui sont égaux , mais de signe contraire:
en nommant a el /3 ces deux soluleurs , nous tirerons d’abord de
l’équation proposée

a3+/ )«’*— q** — q2p~ 0 ,
/33 -1]- p@2— q2l3— q2p — O.

La relation donnée entre a et 8 fournit de plus cette troisième équa*
lion , 3= — a , en vertu de laquelle la seconde devient

— a3-j - pcâ -j - q2cc— q2p ~ Ot

ou , en changeant tous les signes à la fois , et mettant .r pour a,

■■r.3 — p .r 2— q2.v- ]- q2p = : O.

Cherchant ensuite le diviseur commun a cette dernière équation et
à la proposée , on trouve
.r2 — y 2, ce qui donne x2— q2 —  o , ou x = -j - q et x = .— <}■
Le diviseur est du second degré : car la relation /3— — a , équivalente
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^ a “f~/3= oy  demeure la même lorsqu 'on y change a en /3, et iBen «. »
(Lacroix ).

613 . Si la relation connue entre les soluteurs était une relation

d’égalité , c’est-à-dire si l’on savait qu ’il y eût dans une équation pro¬
posée deux ou plusieurs soluteurs égaux , le diviseur commun que
l’on trouverait par la méthode précédente ne serait autre chose que
la proposée elle -même , comme il est facile de le voir . Mais nous
avons fait connaître dans le n° 6i5 un moyen propre à trouver les
soluteurs égaux d’une équation , que l’on fût ou que l’on ne fût pas
averti de leur existence.

644. Quelquefois la forme seule d’une équation donne la relation
Qu’ont entre eux ses soluteurs . Par exemple , l ’équation

x6-j -pxi -j - qx 3-j - r == O,

qui ne contient que les puissances paires de x,  ayant parsupposilion
•■vois de ses soluteurs représentés par a , /3, y,  en aura trois autres re¬
présentés par — a, —g , — y : car , si a satisfait à celte équation , il est
évident que — œy satisfera aussi ; et ainsi de suite.

645- L’équation

x6- |- px s -j - qx4-j- rx 3-j - qx2-j -px -j - i = o

est un second exemple du cas où la forme de la proposée fait décou¬
vrir une relation entre ses soluteurs '. « 131 lo demeure .la même lors-

nu’on y met — au lieu de x, et se trouve seulement écrite dans un* . x
ordre inverse ; il faut donc conclure de là que si a est un de ses so¬

luteurs, — en est un autre . En nommant y un sol uteur différent des
ce

deux précédents , il y en aura un égal à — , et enfin s étant un solu-

leur distinct des quatre que nous venons d’indiquer , donnera un

s'xième soluleur —. On voit par là que , si on désigne par a , $ , y , <r,
€

£, les six soluteurs de la proposée , on aura , entre eux , les rela¬
yons suivantes,

OU al3= 1, = I, *? = i-
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646 . « Nous ne saurions employer ici le procédé du n° 64 1; mais
on voit facilement qu ’en combinant chacun des soluteurs a, y, avek
ç>n correspondant , pour en former un facteur du second degré de la
proposée , on aura ces trois facteurs

x\ — ^ a - j- ^ x 4 " 1 . x * — -j-

' + - ) * +

dans lesquels il n’y a d’inconnu que le coefficient du second terme.
Si donc on le désigne par z,  la quantité s ne dépendra que d’une

équation du troisième degré , dont les soluteurs seront a -)- , y -('a

— , s - j- . Quoique ces fonctions ne paraissent pas d’abord renfer-y i ■
mer toutes les permutations que leur forme permet de faire entre les
soluteurs , il est facile de s’assurer que celles qu ’on néglige n’en sont
que des répétitions . En effet, en ne supposant aucune relation entre
» , Æ, y , J' , eTÇ,  on aurait

H — >y ■+ -

mais puisque , dans l’hypoth

t  ’

ese établie

£ + ■K3

lps fonctions de la. seconde ligne sont les mêmes que celles delà pre¬
mière , et par conséquent l’équation du sixième degré , qui donnerait
ces six. fonctions pour le cas général , doit s’abaisser ici au troisième
degré . «

(147. « On peut former cette dernière très -simplement , en divi¬
sant par .v3 tous les termes de l’équation proposée

.r (i+ px° + ÿ -Q + rx 3+ qx* + px + 1= o,

et en réunissant ceux qui sont également éloignés des extrêmes,
ainsi qu ’on le voit ci-dessous
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(x3+^) +p( x2 +i )+?(x+^)+''=0-
Maintenant , si l’on fait x -\- — = z,  on aura' X

2

(*■*”7) 0U ^+ 2+^—
3

dont on tirera x2-\ -- - — z 2— 2, puis ( x-\-
OC \ X

ce qui donnera

*3+ 3*+ 3 -7 + i = ( *3+ i )+ 3 ( *+ i ) = *

çt, mettant s au lieu de x -j- —, il viendraæ

■T3 -] - = Z 3 — 3z.æ3

Substituant ces valeurs dans l’équation

(æ3+ i) +jP(^ + ^ ) + ÿ(‘ T+ T ) + ^ °J
on trouvera

s3-j- pz2(q — 3) z -J —t —2p ~ o-
Lorsqu’on aura déterminé z par cette équation , il ne restera plus,
pour obtenir les soluteurs de la proposée, qu’à résoudre les trois équa¬
tions du second degré,

x 2— z,x -|- i = o, x2— zr,x -J- i = o , x 2— z f,, .r -}- 1= o,
dans lesquelles J,  z" , z,n, représentent les trois valeurs de s , et qui
se déduisent de a,- -f- — = 5.»x

648. « Ce que nous venons de dire sur l’équation
x 6-j -px s -j - qx-'t -j -rx 3-\ -qx 2-\ -px -j - 1 o ,

est général pour toutes les équations dans lesquelles les termes pla¬
cés à égales distances du premier et dernier , ont les mêmes coefli-
cients, et qu’on appelle équations réciproques, parce qu’elles ne
changent pas lorsqu’on y substitue — au lieu de x .»
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649. «Si l 'équation était d’un degré impair; qu’on eût, par exempt
x s -j - pxl -j- qx 3 joJt :—|—1= 0,#

on l’écrirait comme il suit:

(x5-j- 1) -f- px (̂ 3+ (-c-j- i )= o,
ce qui ferait voir qu’elle serait divisible par x 1 (n ° i3i ) ; et , la
division faite, on aurait pour quotient

xi -f (p—  1}* 3— [p — <1— 1) + (/>—i >r -f - 1=0,

équation réciproque du quatrième degré.
«Il sera faciled’opérer sur toute équation réciproque de degré im¬

pair comme nous venons de le faire sur celle du cinquième degré. />
650. « Ce qui précède s’applique à l’équation

r _I+ — + .r *-hr + 1= °>
déduite de l’équation ym— 1— Q,  divisée parjr — 1, et qui renferme
les m — 1 racines de l’unité , différentes de i . » (Lacroix .)

CHAPITRE II.

Des problèmes qui fournissent moins d’équations que d’inconnues.

651. La théorie relative aux problèmes de ce genre s’étend fort
loin ; nous n’en examinerons que deux cas: i ° celui d’une seule équa¬
tion avec deux inconnues , dont une ne monte qu’au premier degré,
l’autre étant ou au premier , ou au second, ou au troisième degré, etc-
et 2° celui d’une seule équation avec deux inconnues,montant l’une
et l’autre au second degré , mais dans laquelle le carré ni de la pre¬
mière ni de la seconde des inconnues n’est multiplié par l’autre
inconnue.

652. Le premier cas se divise encore en deux autres : celui où l’in¬
connue au premier degré ne multiplie point l’autre inconnue et ses
puissances(je le désignerai par A), et celui où l’inconnue au pre¬
mier degré multiplie l’autre inconnue et ses puissances (je le dés*'
gnerai par B),
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f>53. Premier cas A. Une équation à deux inconnues , dont une
nu  moins n’est qiûau premier degré , et ne multiplie point Vautre in¬
connue , ni ses puissances , s’il y en a (n os 65 1, 65a ).

Celle équation , pour être générale , doit avoir celte forme :
p/ = a -j- bx- ex 2-j- dx 3-j - etc.j  '

en supposant qu’on ait mis dans le premier membre les termes qui
'enfernieiur , c’est-à-dire l’inconnue au premier degré , et dansl ’au-
l,,e les termes tout connus et ceux qui renferment x  et ses puissances.

GM. De là nous tirerons

y  = a-j-5x -j- c.r 2- |- céi-3--j--e/c.

Et si nous supposons successivement h.x différentes valeurs , il en
résultera autant de valeurs correspondantes pour y.  En sorte que,
généralement parlant , le nombre des solutions du problème qui a
fo urni l’équation sera illimité , observation qui s’étend du reste à
tous les cas d’une équation à deux inconnues , puisqu’eri résolvant
celte équation pour une des inconnues , ou en laissant celte inconnue
seule dans le premier membre , on aura toujours dans l’autre membre
un ou plus d’un terme renfermant la seconde inconnue.

055. Cependant , dans certains cas particuliers , la nature des ques¬
tions ne permet pas de supposer aux inconnues des valeurs quel¬
conques . Si l’on proposait , par exemple , ce problème:

Un troupeau est composé de moutons et de brebis ; sept J 'ois le nom¬
bre des moutons et cinq fois le nombre des brebis ,font ensemble 176  :
on demande combien il y a des uns et des autres.

Eu nommant x  le nombre des moutons , ely  le nombre des brebis,
il est clair qu’on ne pourra supposer à ces symboles que des valeurs
rationnelles entières et directes.

Dans les cas de cette nature , il peut arriver que le nombre des so¬
lutions du problème se trouve limité , ®t même borné à une seule so¬
lution ; mais il peut arriver aussi que ce nombre reste illimité malgré
'e rejet des quantités irrationnelles , fractionnaires et inverses . C’est
ce dont nous aurons bientôt des exemples.

(>5G. Cela posé , reprenons notre équation
« -j- bx -j- ex 1-j- dx 3-U etc .,r = - - !-,

D
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et supposant que ses coefficients d ,à,b,  c,etc.  soient entiers , cher¬
chons si on pourrait trouver des nombres entiers qui , mis à la place
de x , rendissent le numérateur divisible par n , et donnassent ainsi
une valeur entière pour y.

A. On peut douter que cela soit toujours possible ; mais , d’un autre
côté , ce résultat aura lieu dans bien des cas : car on peut former
des équations dans ce but . Par exemple , 10 - )- 5 .3 -j - 2 . 32-j - 4 .33
est divisible par 7 ; et si l ’on met æ à la place de 3 , on aura le poly¬
nôme 13 -j - 5x -j - 2,r2-j - 4.x3, qui se trouvera divisible par 7, quand
on y fera x  égal à 3 . On verrait même que la division par 7 réussi¬
rait encore en faisant l’inconnue x  égale à 10, à 17 , à 24 , etc.

Prenons donc d’abord le cas où le numérateur du second membre
de la proposée générale serait en elfét divisible par d, lorsqu ’on y met¬
trait un nombre entier , 8, à la place de x.  11 est probable que 6 pos¬
sédant cette propriété , le même 6, augmenté ou diminué d’un certain
nombre de fois n, rendra aussi le numérateur divisible par n . En d’au¬
tres Lermes, la formule 0+ mn (m  étant 1 ou 2 ou 3 ou etc .) , mise
à la place de a?, donnera sans doute pourjr une valeur entière . Si l’on
essaie cette substitution , 011 trouvera un numérateur composé de deux
parties , dont l’une contiendra 0et ses puissances avec les coefficients
mêmes de l’équation , et l’autre u et ses puissances avec des coefficients
composés en 0, m,  b,c, d,  etc.  Désignant ces derniers coefficients par
les lettres b' , c’, d' , etc.  on pourra ordonner ainsi les deux parties
en question,

(a -j- Z/0-j- c02 dh3-j - etc.) -j - (b *d-j - crD2-j - d' d3 -J - etc.) .
Or , la première partie est divisible par n , parce qu ’on l’a supposé , et
la seconde l'est aussi , comme on le voit au simple coup d’œil.

B. Ainsi donc , si l’on a une seule valeur entière de x,  désignée
par 8, on en pourra trouver sur - le - champ une iulinité d’autres,
toutes données par la formule 0+ ?ran, dans laquelle m est successi¬
vement 1, 2, 3, etc . ; et il est évident que ces valeurs formeront une
progression excédenlive , dont la différence ou la raison sera n, obser¬
vation qui aidera à former promptement la suite en question (Voyeî
l ’exemple précédent ).

11 résulte aussi de là que , si l’on pouvait trouver d’autres valeurs
entières de x  qui ne fussent pas comprises dans la progression dont
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nous venons de parler , et qu’on désignât ces valeurs par 0' , 0", etc.
°n formerait, au tnoyen des formules 6' + rcn, 0"+ / >d, etc. dans les¬
quelles n , p , etc.  sont successivement 1, 2 , 3,  etc . d’autres progres¬
sions excédenlives , avec la même raison que la première, et dont tous
les termes seraient des valeurs entières de x.

C. Cela posé , cherchons à découvrir au moins un terme de cha¬
cune de ces progressions , en mettant successivement à la place de x
des nombres entiers , à commencer parles plus petits o, + 1,+ 2, etc.
Mais, pour diminuer le nombre de nos essais, déterminons deux li-
tnites, entre lesquelles doive se trouver nécessairement un terme de
chacune de nos progressions , mais un seulement . Prenons pour ces
limites deux fractions de d, qui ne diffèrent que par le signe , en sorte

que si l’une est-f --̂ -, l’autre soit- j -; quelle sera la valeur de 17

Nous avons dit que les valeurs de x  forment des progressions excé-
dentives dont la raison est d, d’où il résulte que si une de ces valeurs

est la limite l’autre valeur en descendant sera — — d. Mais

nous voulons que cette seconde valeur soit la limite inférieure sans
s’écarter davantage de la limite supérieure , afin qu ’en général  cha¬
que progression des x  ne puisse pas avoir plus d’un terme entre les
limites ; ainsi nous poserons l’équation

qui nous donnera 1= 2.

Les deux limites que nous cherchions seront donc et — ^d,
entre lesquelles chaque série des valeurs de x  ne pourra avoir qu’un
terme, à moins que ces valeurs ne tombent sur les limites mêmes.
D'ailleurs , celle de ces progressions dont aucun terme ne tombera
sur les limites , en aura nécessairement un entre ces mêmes limites,
puisque la raison de chacune est n, qui est aussi la différence des li¬
mites.

D. Si donc on substitue àx , dans le numérateur de l’équation pro¬
posée , tous les nombres entiers qui n’excéderont pas les limites in¬

diquées , et qu’on désigne par a , /3, y , etc.  ceux de ces nombres qui
rendront le numérateur divisible par d, on sera certain que toutes
les valeurs entières de x , propres à la question , seront renfermées
dans les formules suivantes : ,

46
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a+ nm, /3+ran , 7~hP d , etc,
m, n, p , etc.  étant successivement o , 1,2 , 3 , 4 , etc.

Ce résultat peut se confirmer de cette manière. Des valeurs 8,
8' , 6" , etc.  nous sommes arrivés à toutes les autres par les formules
B+ md,  ô' + rei), etc.  ce qui donne

8+ niD= a, 6r+nn = 8, 6W-\-pv =^y , etc.
et par conséquent _

8 = =a.-j —771D= a fflD  ,
6' = /3- )- ud = i3 + pd >

8" = 7 + po = 7 + po ,
etc.

E. Remarquons bien que, dans le cas où il y aura en effet entré
les limites deux ou plusieurs valeurs entières de x,  on obtiendra
deux ou plusieurs séries de nombres, qui , mis à la placede x  dans
l’équation proposée, rendront le numérateur divisible par le déno¬
minateur , et que chacune de ces séries ne pourra avoir plus d’un
terme entre les limites (C). D’un autre côté , si aucun des nombres
entiers qui n’excèdent pas les limites ne réussit, on sera certain que
la proposée n’aura point de solutions entières (A).

F . Avantd’appliquer ces principesà quelques exemples, occupons-
nous encore d’une recherche qui n’est pas d’une absolue nécessité,
mais qui peut cependant offrir de l’intérêt . Il s’agirait de savoir quelle
valeur il faut donner h m pour que la formule 8 + mn  devienne
égale à la limite, bien entendu que , dans cette hypothèse, m pourra
être fractionnaire si le cas le requiert.

Supposons que 8soit au-dessus de la limite -(- 1 d, et posonsl’équa¬
tion de conditions — bd = | d,  nous en tirerons

Cette valeur , sous sa seconde forme, prouve visiblement que m
ne pourra être un nombre entier , ou que la limite n’appartiendra à
la série des valeurs de x,  que dans le cas où 6 divisé par d vaudra

2e-4- 1 i . ,
un nombre entier plus i ou e-(-5 , ou — - , ou —, jetant un nom'

i .
brc impair , parce que 2e -J- i est impair. Or, puisque — est la plus
simple expression de 6divisé par n, il faut , i ° que 8et d aient u»
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diviseur commun h; 20 que le second facteur de 6 soit i,  et que le
second facteur de d soit 2 ; on aura ainsi

îk— h i —i

Valeur entière * puisque i — 1 est pair.
En général donc , la valeur de m,  qui conduit à la limite , est frac¬

tionnaire. Dans ce cas , en augmentant son numérateur d’une ou de
plusieurs unités pour rendre la division par d possible , cette valeur
de m,  ainsi augmentée , fera descendre 8—ma  au-dessous de -j- ^ D.
Et si le nombre qu’on a ajouté au numérateur 6— 1 d de la valeur
de m propre à la limite , est plus petit que d , la valeur de 8— mit
se trouvera entre les limites . C’est , dans chacune des progressions
formées par les valeurs de a;, le terme qui se trouve entre les limites,
et qui s’y trouve seul (C).

G. Arrêtons-nous un moment sur le cas particulier oh l’on a D— r :
les limites sont alors -{- 3 et — 5, entre lesquelles il n’y a de nombre
entier , ou qui puisse être considéré comme tel , que le zéro . Alors la
Valeur de m , qui conduit à la limite - (- 3 , quand on a 0 en dessus de

2Ô — 1
cette limite , est , d’après notre formule générale , 6— 5 — - ,

quantité fractionnaire , parce que 20— 1 est impair. Ajoutant 1 à son
numérateur , elle se réduit à 0; en sorte que la. formule 8— mr>  de¬
vient @— 0= 0.

H. Nous avons dit qu’il fallait essayer pour x  tous les nombres
entiers qui n’excèdent pas les limites ; en sorte qu’on doit essayer les
limites elles -mêmes si elles sont des nombres entiers , ou , en d’autres
termes, si d est pair. Cependant ces limites, quoique étant des nombres
entiers, ne pourront réussir que quand la valeur de m, propre à la
limite , sera elle -même un nombre entier , c’est-à- dire dans le cas où
l’on aura en même temps 6= £A, et b = 2A , ou , ce qui revient au
blême, quand S divisé par A ou par \ d donnera pour quotient un
b ombre impair i (F ).

Mais, comme on n’est point averti de cela d’avance , parce qu’on
be connaît que d , et qu’on ne connaît pas 8, il reste toujours vrai
*âb’ü faut essayer la limite quand elle est un nombre entier.

Du reste, lorsqu’une des limites réussit , l’autre réussit aussi (C). Et.
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si quelque nombre intermédiaire a la même propriété, il y a P^ oS
d’une série de valeurs pour x (E ).

657. Appliquons maintenant ces principes à quelques questions
particulières, et proposons-nous d’abord ce problème :

Trouver deux nombres entiers et directs, tels que le quadruple du
second soit égal à Vunité augmentée du triple du premier, et du quu-
druple du carré de celui-ci.

En nommant le premier de ces nombres.r , et le second̂ *, on aur»
4y—  i + Sx -j- bx*;

d’où l’on tirera
1+ 3r 4 - 4x'3

' = - 4 -•
D 4 t

Et comme ici — = — = 2, il suffit, pour tomber sur une solu-
2 2

lion , d’essayer à la placed’tr les nombres —2, — î , o , + 1, + 2 (*)•
De ces cinq, -j- i réussit seul , et donne ce=  i , et y — 2.

Les autres valeurs de x  étant , parla formule « + i»d,  i -j- 4,
1+ 2X4 » i + 3 X 4, etc.  1 — 4, 1— 2 X 4, etc.  on a les deuS
suites

x = \ , 5,  g , i3 , etc. — 3, — 7, etc.
J =  2 , 29 , 88 , 179 , etc . + 7 , + 44,etc.

dont il faut rejeter les derniers termes, parce qu’ils sont inverses dans
la suite supérieure. Cependant le nombre des solutions est illimité-

658. Résolvons par la même méthode le problème du n°655,  dont
l’équation est

7^ + 57-= 176.
Nous aurons d’abord

176— 'JX

d £y
et comme ici — = •—— 24»il suffit, pour tomber sur une solution»

22“

d’essayer à la place d’x les nombres —2, ■— 1, o, + 1, + 2. Le
premier réussit seul , et donne x =ç—2 , et y — 38.

Les autres valeurs de x  étant , par la formule a + mD, — 2 + 5»

(*} Si fou n’admettait pas pour quelques moments  les solutions inverses, on aD
serait pas sûr d’en trouver une en dessous de — .
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— a -f aX5 , — 2 + 3X5 , — 2 + 4X5 , — 2 + 5X5 , — 2 +
6 X 5, etc . — 2 — 5 , — 2 — aX5 , etc . on a les deux suites

x — Z,  8 , i3 , 18 , 23 , 28 , etc . , — 2, — 7 , — 12, etc.
y = 3i , 24 , 17, 10, 3 , — 4 , elci , + 38, + 45, + 52 , etc.

dont il faut rejeter les solutions inverses , en sorte que le nombre
de celles qui resteront sera borné à cinq.

G59. Cherchons aussi à résoudre le problème du n° 347 B , en sup¬
posant entière la valeur de chaque pièce de monnaie . L’équation est

7X + I2J — 288,

d’où l’on tire , en laissant dans le premier membre l’inconnue qui a
le plus petit coefficient , ponr avoir le moindre diviseur possible,

_ 288 — 12/
~ ' 7

. . D 7
Et comme ici — = — = 3 5, il suffit d’essayer pouryles nombres

— 3 , — 2 , — 1,0 , + 1, + 2+ 3. Le dernier réussit seul , et donne
X =3 , et x — Z6.

Lesautres valeursdey étant , par la formule 3 + 7,3 +
2X7,3 + 3X7 , etc - oa a

y = 3 , io , 17 , etc.
x =36 , 24 , 12, etc.

Mais il est facile de voir qu ’on ne peut admettre que les trois solu¬
tions ' indiquées , parce qu ’en allant plus loin on tomberait ou sur le
zéro ou sur des nombres en — , ce que la nature de la question n’ad'
met pas.

G60. Le problème du n° 442 donne l’équation .r + y = 7, de la¬
quelle on tire

y = 7 — x.

Et comme ici — = 5, il suffit d’essayer pour x le nombre o , ce qui

donne x — o,  et y = 7 ( n° 656, G ).
Lesautres valeurs de x étant , par la formule a + mo,  0 + 1,0 + 2,

° + 3 , etc . on a
# = 1,2 , 3 , 4 , 5 , 6j
j — %, 5, 4 , 3 , 2 , 1.
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Ce sont là toutes les solutions, si l’on n’admet que les nombres en¬
tiers et directs ; et même, par la nature de la question, les trois der¬
nières reviennent aux trois premières.

661. Si l’on propose ce problème : Quelqu’un qui n’a que des
pièces de 5francs et des pièces de  24 francs , veut payer une somme
de 102  francs ; combien doit-il donner des unes et des autres  ?

En nommant x le nombre des pièces de 5 francs, et celui des
pièces de 24 , on aura

5^ + 24̂ = 109,
çe qui donnera

_ 109— 24y
x—  ^

En traitant cette équation par la méthode précédente , on ne trouvera
qu’une solution admissible, savoiry — 1, et x — 17.

662. Si l’on propose cet autre problème : Quelqu’un achète des
chevaux et des bœufs; il paie les uns  3 1pièces de 5francs chaque,
et les autres 20, et il se trouve que le prix total des bœufs surpasse
de j pièces celui des chevaux; combien pouvait-ily avoir de bœufs
et de chevaux  ?

En nommant a: le nombre des chevaux, ety  le nombre des bœufs?
on aura

207 *— 3 ix = j, et 7 + 3 i .ry — — -•
20

1

En traitant cette équation par la méthode précédente , ou trouvera
que le nombre de ses solutions admissibles est illimité, et l’on aura

a?= 3, 23, 43, 63, etc.
y = 5 , 36, 67, 98 . etc.

662 bis.  Cherchons à résoudre l’équation
i4— 5x -\-x*
— r 1-'

et décidons qu’on admettra pour x  et pourj - toutes les valeurs en¬
tières, soit en + , soit en —-.

Les nombres qui n’excèdent pas les limites+ 4 et — 4 , sont+ 4^
+ 3,+ 2, + 1, 0 , — 1, — 2, — 3, —4, parmi lesquels 3 et 2 réus¬
sissent seuls; et les formules a + nro, /3 +bd , deviennent 2 -j-
et 3 + n.8.
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La première donne

10, 18, 26, etc.— 6, —i4 ,—22,etc.
J = i,  8 , 3i , •JO, etc.  iO,4 - 35 i + 76jefc.

La seconde donne

x -= 3,  u , 19, 27, e/e. — 5, — i3 , — 21, etc.
y = 1, 10, 35, 76, etc. -J-8, -|- 3l, -j- 70, etc.

Il y a ici deux suites de soluteurs en x,  parce qu’il y avait deux
Va leurs de x  entre les limites-)- 4 et — 4. Nous les avons annoncées
®un° 656,  E.

Soit proposéel’équation
i5 — ax -\-x i

^ — •

Les limites -j- 5 et — 5 réussissent, et il en est de même du nombre
—3 compris entre ces limites, ce qui nous donnera deux séries de
valeurs pour x ; car les deux limites ne fourniront qu’une seule et
•nême suite. Voici les résultats : on a d’abord

x — 5,  i5 , 25, etc.— 5 , — i5 , etc.
y =3 , 21, 5g, etc.-)- 5 , -J- 27, etc.

On a en outre •
x i=z 7, 17, 27, etc.— 3 , — i3 , etc.
y — 5,  27 , 69, etc. -j- 3O, -J- 21, etc.

En appelant 8 le soluteur \5 — 3.5 = ik,  et d le diviseur 10= 2 .5
~ 2k,  on voit que i5 est divisible par5 , moitié de 10, et donne un
quotient impair 3 , ce qui fait que la limite 5 réussit (n° 656, F, H ).

De même, le soluteur 25 est divisible par 5, moitié du dénomi¬
nateur 10, et donne le quotient impair 5. Le soluteur 35, qui se trou¬
verait aussi dans la première suite, est encore divisible par 5 , et
donne le quotient impair 7. Enfin , le soluteur 5 divisé par 5 donne
le quotient impair 1.

N. B.  On pourras’exercer aussi sur l’équation
G— 3x -\ -x*

'lui est du même genre que la précédente, puis sur l’équation

J 33—2Xr—  5a;1-)- j
9
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qui donnera trois séries de valeurs pour x , puis encore sur les deux
équations

24 — i5x4 - 3x2 25 — 15x4 - 3.x2
y  = - 6- 61 y == - 6-•

On trouvera que tous les nombres entiers peuvent être mis à la place
de xdans la première, et aucun dans la seconde (E ).

662 ter.  Soit proposé enfin de résoudre en nombres entiers celte
équation,

20 — 5x  4 - 3x 2
J = -- 1-•

21

Il y aurait 21  nombres à essayer pour x ; faisons en sorte'de di¬
minuer ces tâtonnements.

Séparons le numérateur du second membre , pour le considérer a
part : nous aurons le binôme

20 — 5x -|- 3x 2 . . . . ( A) ,

qui doit devenir divisible par 21, ou successivement par 7 et par 3.
Mettons donc d’abord dans (A), à la place de x,  tous les entiers
compris entre -j- | et —■§, nous trouverons que — 1 et — 2 réussis¬
sent, et rendent (A) divisible par 7. Laissons pour un moment le
second de ces membres; employons le premier , que nous appelle¬
rons t,  et remarquons que la formule t ~\ - m.'] représente toutes les
valeurs entières de x , qui peuvent rendre (A) divisible par 7.

Cela posé, mettons en effet*-|- j .m ou plutôt — 1—|—7m dans (A),
puis réduisons et divisons par 7, et nous aurons le polynôme

4— ii7re-j- 2i7?i2 . . . . (Af),

qui est égal à — , et qui , pour satisfaire à la proposée, doit être en¬
core divisible par 3.

Essayons pour m les trois nombres compris entre -J- f et —f , nous
trouverons que — 1 réussit , et rend (A' ) divisible par 3. Nommons
t'  ce nombre — 1, qui en général diffère de t,  et nous pourrons
affirmer que la formule t*-\ - n .Z ou t' -J -3n  représentera toutes les
valeurs entières de m dans (Ar).

Mais puisque représente toutes les valeurs de x  qui ren¬
dent (A) divisible par 7, ét que 2/ -|- 3n représente toutes les valeurs
de m qui rendent (A' ) divisible par 3, il est clair que si l’on met la



3G9que d’ikconnues.

seconde formnle à la place de m dans la première , on en aura une
troisième, qui représentera toutes les valeurs de x  qui rendront ( A)
divisible par 7 et par 3 , ou par 2ï ; du moins pour la série que nous
Examinons.

En faisant cette substitution de la seconde formule dans la pre¬
mière, on trouve

t -f- 7^ -J- 2171.

Cela posé , pour obtenir une valeur d’x , prise dans la série en
Question, et la seule qui soit contenue entre les limites et —
°u -J- 101 et — 10 -5, il est évident qu’on ne pourra donner à l’in¬
déterminée n d’autre valeur que le zéro , puisqu’on a t = -— 1, et
^ = — 1. On trouvera ainsi — 8 pour la valeur d’x cherchée , et il

résulterala série

x = i3 , 34 , 55 , 76 , - - 8 , — 29 , — 5o,-

En reprenant la seconde valeur de t,  qui était — 2, on obtiendrait
Pour (Af) le polynôme

6 — i77ra- j- 2im * - ( A' ) ;
dans lequel , essayant les nombres compris entre -j- | et — ■§, on ne
trouverait que le zéro qui réussît . On aurait donc t' = 0 , et
~f-2lra= i - |- 2ira= — 2 -j- 2l » ; en sorte qu’il faudrait encore faire
n = o pour avoir la valeur de x  tombant entre les limites -f- 10 | et

10 3. Cette valeur , parla formule — 2 -f- 2ire , serait égale à— 2,
donnerait la seconde série,

x — ig , 4o , 61 , 82, - 2 , — 23 , — 44 , . . . .
Ce procédé peut facilement se généraliser , et s’étendre aux divi¬

seurs composés de 3, 4, 5 facteurs , etc . Voyez Lagrange , Mémoires
de Berlin,  année 1768.

663. Du reste, on peut vérifier dans tous ces exemples ce que nous
ïYons dit au n"656 B, que dans l’équation

a -j - bx -j- ex 2-J - dx 3-j - etc.

les valeurs d’x forment toujours une ou plusieurs progressions ex-
cédentîves , dont .la raison, commune à toutes , est n coefficient d’j.

664. De plus , si l’on a c — o, d — o , etc. en d’autres termes, si
é̂quation n’est que du premier degré en .r comme enj , les valeurs

47
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d’y  formênt aussi une progression excédentive, dont la raison est
b,  coefficient de x dans le second membre, comme on le voit en
mettant a -j- mp à la place de x  dans la formule/
formule se change alors en celle-ci,

ci-j —ha

aJ±,  car celte

y
dans laquelle m est successivemento, 1,2 , 3, etc.

660. Cela posé, il est évident que si b est inverse dans le second
membre pendant que d est direct dans le premier, on aura y ^a— bx
— —, formule par laquelle on voit manifestement que, lorsque les
valeurs d’* iront en augmentant , celles d’_y iront en diminuant»
c’est-à-dire qu’une des progressions sera croissante, et l’autre dé¬
croissante, ce qui amènera nécessairement des termes inverses q«l
limiteront le nombre des solutions : ce cas aura donc lieu quand la
proposée aura cette forme ny -j - bx = a,  c ’est-à-dire quand les
coefficientsà’x  et d’y  auront le même signe dans le même membre
(n os 658 , 659,660 , 661).

666. Mais si b est direct dans le second membre, pendant que d est
direct dans le premier , on aura y = - , formule qui prouve
que , si les valeurs d’x vont en augmentant , celles d’y  iront aussi en
augmentant , c’est-à-dire que les deux progressions seront toutes deux
croissantes, et par conséquent le nombre des solutions illimité.Ce cas
aura donc lieu quand la proposée aura cette forme vy — bx = a,
c’est-à-dire quand les coefficientsd’-r et d’y auront des signes con¬
traires dans le même membre (n° 662).

667. Phemieh cas B. Une équation à deux inconnues, dont une eut
moins n’est qu’au premier degré, et multipliePautre inconnue et set
puissances, s’ily en a ( n os 651, .652).

Cette équation , pour être générale , doit avoir cette forme
(a' -\- Ux -j- dx* -j - etc.) y = a -|- bx -j - c.r‘ -J - etc.

en supposant qu’on ait mis dans le premier membre les termes qul
renferment y ; c ’est-à-dire l’inconnue au premier degré , et dans
l’autre les termes tout connus et ceux qui renferment x et ses puis¬
sances sans renfermer y.
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668. De là nous tirerons
a -f - ex* -|- etc.

~~~al -f -V.c-)- g,.j;2-j- etc.  ’
So,t , pour abréger,

a -f -bx -]- cæ*--j- etc. = p »
a' -f - b'x -j - c'a:* etc. = q,

* en éliminant x de ces deux dernières équations, on en trouvera une
de la forme

A -}- Cq-)- Dp*-f -Epq-j - Fq*-j - etc.— O,

entrep  et q.  Mais, par l’hypothèse,y — ~  ou p = qy ; substituant
eette valeur , l’équation précédente deviendra

A 4- Bqy-\- Cq-f -Dq*y* -f Eq *y -j - Fq* -f -etc.= O;
tous les termes étant alors divisibles par q,  excepté le premier A,  il
faudra que celui- là le soit aussi, autrement ,r ety ne pourraient pas
avoir des valeurs.entières. On cherchera donc tous les diviseurs du
nombre A;  en les désignant par a , /3, :y} etc.  et en prenant succes¬
sivement chacun d’eux pour q,  on aura les équations

a = a!  4 x -}- c ' jc2 -j - etc.
S.= a' -|- b'x -j - c,.r2-j - etc.

etc. .

desquelles on cherchera les soluteurs entiers; et ceux de ces solu-
teurs qui rendront/ ) divisible par q,  résoudront la question propo¬
sée. » (Lacroix.)

6G9. Par exemple, le problème du n° 35o B nous a donné l’équa¬
tion

x -\ -y -\ - xy = 7<$,

qui rentre dans le cas actuel, .car elle devientd’abord ( l -j- æ)y — qçy
—- x,  et donne ensuite

79  —

On a donc p — 79—x , q = 1-+■x;  éliminant .r de ces deux équa-
t'ons, on trouve

80 —p — q=  o;

eu sorte qu’on a A=  80 , dont les diviseurs sont 1, 2, 4, . 5 , 8,
1o, »G, 20, 4o, 80.
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11 faut donc faire successivement

1 — 1 - J- .27
4 = 1 -|- x
8 = 1 -j~x

16 = î -j- x
4o = î -)- x

ou , ce qui revient au même,
x = o
x— 3
x= 7
x—  i 5
x = 3g

2 = 1 -j- ctr
5 = 1 X

10= J -j- x
20 = 1 -j- x
80 = 1-]- x

x —  i
x — 4
x = 9
xz = ig

* = 79 i

or , chacune de ces valeurs, mise à la place de x  dans les équations
p — 79 —x  et 7 = î -f -x , rend p  divisible par q;  en sorte que l'on a

x — o,  î , 3 , 4 , 7,9,15,19,39,79,
r = 79 >39 > 19» »5 , 9 , 7, 4 , 3 , 1,  o.

Mais en rejetant les cinq dernières solutions , qui reviennent aux cinq
premières parla nature du problème , et en rejetant aussi la pre¬
mière solution , parce que o n’est pas un nombre , il ne reste que
quatre manières de satisfaire au problème par des nombres entiers
et directs , savoir en prenant î et 3g , ou 3 et 19 , ou 4 et 15 , ou
7 et 9.

670- Second cas. Une seule équationà deux inconnues, montant
l’une et Vautre au second degré , mais dans laquelle le carré , ni de
la première , ni de la seconde des inconnues , n’est multiplié par Vautre
inconnue ( n ° 65 1).

Cette équation , pour être générale , doit avoir celte forme

abxcy  dx * exy -\-fy* = O ;
or , « elle revient à

et donne par conséquent

a -j- éx -j- aLt:2
7

j --
ex —j —c-_|_ [/ ■( ex -J - e )2— 4/ "(« -j- bx -J - de: 2 j

2/

ou , ce qui revient au même,
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En développant et ordonnant , par rapport à *, la quantité soumise au
radical, on lui donnera la forme m-\- nx -̂ px *, dans laquelle

c1— 4af = m, 2ce—4bf = n , e*— lidf=zp.
Si on ne demande pour x et y que des nombres rationnels, soit

entiers, soit fractionnaires, la difficulté du problème se réduira à
trouver des valeurs de x, qui rendent la quantité m -\ - nx
égale à un carré parfait , et ce carré étant désigné par on aura

2[fr - )- ex -f - 'c = 4 ~ t.

Pour obtenir x, résolvons l’équation m -\-nx px* = t*, nous
trouverons

n | — imp -|- bpt*
X =rî — — ZJZ ■ ■■■. ■■■■?

2p 2p
OU

2px -j - n = + [/ kpi*-(- n?— 4 pm;
faisant ip = A t el n*— 4pm= B, nous aurons

2px -j - n = +1 / ~A t* - )- B .-

Par ce résultat ', la question est ramenée à déterminer t , de manière
que [SAp -̂ -B  soit un carré : car, ce carré étantn %les deux incon¬
nues x et / ne dépendront plus que des équations du premier degré,

€Jff -\ -ex-\ - c = t , apx -\ -n — u,
dont les coefficients c,e,f,nel p, sont rationnels , ainsi que les quan¬
tités t élu . n

671. « La détermination de t, parla condition énoncée ci-dessus,
ou, ce qui est la même chose, la résolution del ’équationn = l/ ^ i’-j-B
en nombres rationnels, renferme en général de grandes difficultés.
L’un des cas les plus simplesa lieu lorsque A est un carré j en re¬
présentant ce carré par on aura

u = !/ a *t *-\ -B;

et supposantu = at -\ - y,  il viendra
<B-j - y = \/ <ï 'Cx-\ -B ;

carrant les deux membres, et réduisant , on trouvera
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. B—y*
2>a£- f- = B,  et t— - — ;2a.y

prenant pour y un nombre rationnel , t deviendra un nombre ra¬
tionnel , ainsi que u,  et il en sera de même de x et/ . »

672. « Lorsque B est un carré représenté par l’équation pro¬
posée se résout encore avec la même facilité que tout-à-1’heure , eft
supposant u = vt -\ -&, ce qui donne

{vt -f S)2= At*+ S\
équation qui se réduit à

l/Q2-f -ufivt=r-Al\
ou , en divisant par t,  à

, aSvv*t -\ -s&v— At t. d ’ou t= - . »1 A —v2

673. « Enfin , si la quantité At*- -̂ B peut être décomposée en-
deux,facteurs rationnels , 3, a! t -\ -0,  en sorte qu’on ait

(at -j - £) (At -j - j3’)= AB -j - B ,

on fera u— v{ai -{- /?) , ce qui donnera
f 2(a£-j- £)2= fi' ):,

supprimant le facteur commun ai -|- G, on trouvera

f 2 ( at -\ - (3 ) = et' t - |- 0 et 0 — (3t> 2
au 2— a'

674. Dans tous les cas, « quand on connaît une valeur rationnelle
de t,  on peut en déduire facilement autant d’autres qu’on le veut,
qui satisfont à l’équation proposée. Pour le prouver, soit a la valeur
donnée de t,  et Æcelle de u,.  qui en résulte , on aura

^ ~ [/ 'Aa1-\~B ou 0 = Aa.2-\ -B;
retranchant cette équation de «2= At*-(- B , il vient

M2— S 2= ^ (£2— a 2) ou n2= /̂ (£2—a2')-j- /32.
Mais si on faittt = (£—a).t>-|- |3, il viendra, après l’élévation- a»
carré et la substitution dans l’équation précédente,

v2(£— a) — A {P —-a2};
divisant tout par £— a , on trouvera

C2(£— a.) = A (£- |- a.)
d’où on tirera
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2 )3u — A& — au 2

formule qui donnera des nombres rationnels pour t,  lorsqu’on en
prendra de tels pour v.  »

675. « Il est facile de faire autant d’applications qu’on voudra des
formules ci-dessus; c’est pourquoi nous nous bornerons aux deux
suivantes : Trouver deux nombres,  x et y, tels que la somme ou la
différence de leurs carrés soit égale à un carré donné, (32. Les équations
a résoudre sont

=  jr 2—-c 2= /3%
■et conduisent à

,r = |/6 2 — x *, y— i/û a+Æ%

expressions qui se rapportent immédiatement au cas du n° '672. On.
feray — vx— fi,  ce qui donnera pour l’une

(vx —/3)2= |3 2— x2,
et pour l’autre

(vx — S) 2—/32-| - x 2.
En développant ces équations, on tirera de la première

sBv , , , aSva.-—- ;—, et de la seconde x— -v2_ 1

substituant ces valeurs dans celles de y,  on aura
@( u 2— 1) /3(v24 - i)

y = —; , et y = — -;

assignant ensuite des valeurs rationnelles à /3et à v,  on en obtiendra
pareillement de telles pour x  et pour y.  »

« Si on prend £= 5,  les équations proposées deviendront
y *-j- x 2= a5 , y 2— a: 2= 25;

on aura dans la première
\ov  5 (ù2— 1)

X== Ẑ ’ u 2-f- i ’
dans la seconde

y — V2—1
On ne peut supposeru= 1, car l’une des expressions dej ' donnerait



376 moins d’équations

alors jj, et l’autre -~p ; mais en faisant successivement v = 2 ,

v — 4, etc . les solutions delà première équation seront

•r= 4 , * ■= 3 , x = etc.
y =z3 , y = i , y = fê,etc.

et celles de la seconde ,
x -.

f-

. 20
" 3 >
. 35
' 5 J Y - 10J -8 J

On ne parvient point à des nombres entiers dans cette dernière , lors¬

qu’on ne donne que des valeurs entières à v;  mais si on fait v = f ?
il en résulte

x= 12  et y = i3.  »

676. « Rien n’est plus facile que de résoudre la seconde question

en nombres entiers , lorsque fh* est impair : car, la différence entre le

carré de a et celui de a -J- î étant 2a-]- i , il suffira de poser l’équation

, . fi1—i
2 a - ]- i = /3% de laquelle on tirera a -- ;

et prenant x ~ a,  et / = a -j- 1 , il en résultera

Dans l’exemple proposé , où ^ = 25 , on trouve
a = ~*~= 12 , et par conséquent 12 , et y— 13,

comme ci-dessus. »

677. « Nous ne pousserons pas plus loin la résolution des équa¬

tions indéterminées : ceux qui voudront s’appliquer en particulier a
cette branche d’analyse , pourront consulter les Mémoires de l 'Aca¬

démie de Berlin,  année 1769 , et le second volume de l’Algèbre

d’Euler ; ils y trouveront la solution complète de l’équation a =

l/ Ât ‘‘ -\- B,  par Lagrange , et beaucoup d’autres recherches non
moins intéressantes. »

678. « Les nombres , considérés en eux-mêmes , indépendamment

de tout système de numération et de toute question particulière , ont

des propriétés très-remarquables : plusieurs sont relatives à leur di¬

visibilité les uns par les autres , d’autres à leur décomposition en

puissances parfaites. Bachet de Meiziriac , qui commenta le premier
avec succès l’ouvrage que Diophante nous a laissé surl’Arithmétique,
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°u plutôt l’analyse numérique , remarqua qu’«rc nombre quelconque
esC  toujours , ou un carré , ou la somme de deux carrés, ou celle de
trois , ou enfin celle de quatre au plus :

10, par exemple, est la somme des deux Carrés i et g,
24, celle des trois carrés , 4 , 4 , et 16,
3g, celle des quatre carrés , 1 , 4, g , et 25.

Cette proposition fut démontrée ensuite par Fermât , l’un des plus
grands géomètres dont la France s’honore , et qui enrichit de remar¬
ques le commentaire de.Bachet ; mais l’écrit où il se proposait de
réunir les grandes découvertes qu’il avait faites sur la théorie des
nombres , ne nous est poiut parvenu , et la propriété précédente
n ’était qu’un simple fait prouvé par l’expérience, jusqu’à ce que
Lagrange l’eût démontrée en 1770, dans les Mémoires de l'Académie
de Berlin.  Euler a prouvé cette proposition d’une manière un peu
plus simple, dans la deuxième partie de l’aDnée 1777 des Actés de
VAcadémie de Pétersbourg.  »

« En 1770, Wilson fit connaître la propriété suivante des nom¬
bres premiers : Sin désigne un nombre premier quelconque, le produit
1.2.3. (n —1), augmenté de l’unité, sera divisible par  n.

Par exemple, soit n— 'j,  on a
1.2.3. ( n — 1)= i .2.3.4.5.6= 720;

en ajoutant l’unité, il vient 721, qui , divisé par 7, donne io3 pour
quotient. C’est encore Lagrange qui démontra le premier la vérité
de celte proposition (Mém. de Berlin , année 1771). »

« Il est bon de remarquer que les propriétés des nombres corres¬
pondent à des questions d’analyse indéterminée ; celle que nous avons
citée la première revient à prouver que l’équation

id -j - x- -| -z *= A
peut toujours être résolue en nombres entiers , quelque nombre en¬
tier que l’on prenne pour A,  la seconde propriété suppose que dans
l’équation

1 . 2 . 3 . ( « — 0 + 1 —nx

* est toujours un nombre entier , lorsque n est un nombre premier, w
48
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« Ces recherches n’ont guère été tentées que par les plus grands
géomètres de notre siècle. Us ont démontré la plupart des proposi¬
tions dont Fermât ne nous avait laissé que l’énoncé ; leurs travaux
sont consignés dans les recueils des Académies de Paris, de Berlin et
de Pétersbourg ; et la Théorie des Nombres,  publiée par M. Legendre»
est un Traité complet sur cette matière. » (Lacroix .)

Voyez aussi les Recherches arithmétiques  de M. Gauss, traduit^
par M. Poullet-Delisle.



appendice
A LA SECONDE PARTIE.

(Dans le corps de l’ouvrage , nous nous sommes attachés à dé¬
velopper , ou du moins à esquisser , les théories et les méthodes
de calcul les plus générales . Dans cette Appendice nous ferons
Connaître plusieurs méthodes particulières , souvent plus simples
et plus faciles , dans la pratique , que les méthodes générales 5et
de plus , nous présenterons à nos lecteurs des exercices sur les
cas les plus fréquents de la résolution des équations . )

CHAPITRE PREMIER.

De diverses méthodes d’élimination dans les équations
du premier degré.

679- Représentons  généralement deux équationsà deux incon¬
nues par les formules suivantes :

ax -\ - by = c , alx -\ - b'y = d.

I*our y appliquer la méthode générale d’élimination du n° 47g, nous
les écrirons ainsi,

by— c b'y — c'
(A). =o . . . . (B).

désignant alors par « la valeur d’.r de (A), et substituant celte valeur
dans (B), nous aurons

b'y — c' : O.

by ——»c
Dr , l’équation (A) donne P = —- y et comme elle n’a qu’un
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soluleur , il est évident que Si = a . Mais en général — — P ; on a
i . . kx — 0
ttonç ici  a = — - , et par conséquent

by — c Uy — c'
: 0 .

J)e là on tire , en multipliant toute l’équation par aa ’\

— bci1 Y-f - ca ' -\ - ab 'y — ac ' — o,

ce qui donne successivement

(ab '— ba ' )y == ac' — ca' t

J -- ab '— ba!

Mais comme la première équation donne x =
o— h’

a
G

a
$i l’on met ici , à la place dey,  sa valeur ^ on aura

c abc' — bca ' acb' — bca' — abc ' bca'

a a (ab ' - ba ' ) a (ab' — ba ' )
acb' — abc 1 cb' — bc'

a (ab' — ba ') ab' — ba'

b
a

Faisons ici deux observations , qui ont quelque importance :
i ° Après avoir trouvé la valeur de y,  on aurait pu la substituer

dans (B ) , pour obtenir la valeurde .r , au lieu de la substituer dans (A).
2 ° On aurait pu , en commençant l ’élimination , ordonner les deux

équations proposées pour l’inconnue y,  au lieu de les ordonner pour
l’inconnue x . On aurait alors obtenu la valeur de œ avant celle dey.

Les commençants feront très -bien de faire tous ces calculs , pour
se les rendre familiers,

680, Maintenant nous allons , arriver aux mêmes valeurs de x  et
dej -, par des méthodes souvent plus simples.

Reprenons ]es équations
a c -j - by = e,
a 'x -^-b'y — c1-' ;

multiplions la première par a ' , et la seconde par a,  elles deviendront
aa 'x ba 'y = ca ' ,
cia' »: -j - ab ry = ac ' ;
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■etranchons alors la première île celles - ci de la seconde , nous ob-
l*en tirons

(ab ' — ba ' )y = ac ' — ca ' ;
et le reste se fera comme dans le numéro précédent.

Ou pourrait aussi multiplier la première équation par b' , et la se¬
conde par b,  puis retrancher le second produit du premier ; on
aurait alors une équation en x,  qui donnerait immédiatement la
Valeur de cette inconnue.

G81. On remarquera qu ’en multipliant les équations comme nous
l’avons fait , le but était d’obtenir / leux nouvelles équations , dans
lesquelles l’inconnue à éliminer eut le même coefficient : car alors,
en retranchant une des équations de l’autre , cette inconnue devait
disparaître . Pour cela donc , il faut multiplier la première équation
par le coefficient que l’inconnue à éliminer a dans la seconde équa¬
tion , et multiplier la seconde équation par le coefficient que cette
taêrae inconnue a dans la première.

Yoilà la règle générale : mais , i ° Si l’inconnue à éliminer avait
d’avance le même coefficient dans les deux équations , il serait
inutile de faire la multiplication dont nous venons de parler ; 2° Si
l’un des coefficients en question était partie aliquote de l’autre,
il suffirait de multiplier l’équation qui contiendrait celui -là , par 'Ie
quotient du second coefficient divisé par le premier . 3° Si les deux
coefficients avaient un facteur commun moindre qu’eux , il suffirait
de multiplier chacun de ces coefficients par le facteur particulier à
l’autre.

Il n’est pas moins évident que , si les termes qui contiennent dans
les deux équations l’inconnue à éliminer , ont des signes contraires,
au lieu de soustraire une équation de l’autre , il faudra les additionner^

Par exemple , si l’on avait ax -j- by= c , — ctx -j- my ~ n , il sufli-
•■ait , pour éliminer x , d’ajouter les deux équations , sans aucune mul¬
tiplication.

Si l’on avait ax — bmy — c , dx -\ - by = e,  il suffirait , pour élimi¬
ner y,  d ’ajouter les deux équations , après avoir multiplié la seconde
par m.

Sil ’on avait abx -\ - my = n,acx -\ -pj = q y U suffirait , pour élimi¬
ner x I de multiplier la première équation par c,  et la seconde par b}

de retrancher ensuite un des résultats de l’autre.
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682. Voici encore un autre procédé propre à résoudre les équations
ax - -̂ by—c, a'x - -̂ b’y — c'.

-by (J yy,—■, et la seconde donne x= - ;—r si*La première donne x =

Or , comme ce sont là deux expressions d’une même quantité , on
peut les égaler , ce qui fournil l’équation eny

c — by c' — b'y
a a'

Multipliant le tout par aa! , on a
ca’ — ba!y = ac' — ab'y ;

et de là on tire , comme ci-devant,
{ab1— ba!)y — ac'  — ca! .

Ce procédé consiste, comme on voit , à tirer des deux équations
deux valeurs d’une même inconnue , et à égaler ces deux valeurs.

683. On pourrait enfin opérer ainsi,
Tirer d’une des deux équations la valeur d’une des inconnues,

pour substituer cette valeur à la place de la même inconnue dans
l’autre équation.

La première équation donnant ici by, si l’on met cette
valeur à la place de x  dans la seconde équation , on aura

ca!— ha’Y ,
- - - £ -]-b 'y = c?,

d’où l’on tirera successivement

ca!  — ha!y -j - ab’y = ac ',
{ab'— ba!)y — ac' — ca! .

684. Comme que l’on opère , les équations
ax -\ -by= c, a'x -\ -b'y = -c' ,

donnent pour x et pour J*les valeurs suivantes,
cb' — bc’ ac' — ca!

ab' — ba' ’ab' —ba1 ’

au moyen desquelles on peut résoudre tous les problèmes à deux
équations et deux inconnues.

Si l’on compare, par exemple, à ces formules les équations
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x -j-y = 20,  8 .v-f;-6/ = i3o,°n aura

<7= 1, bt = \ , c =20,
a' = 8 , !>' = 6 , c1= i 3o,

cb' — bc' = —10 , ad — cal  = — 3o,
al' —■ba' = — 2,

d’oùl ’on conclura .*= 5 , etjr =  i5.
Si on leur compare les deux équations du n° 347 A, on aura
' a — J , b —11,  c =288,

a' =  12 , b'— h c1=35 8,
cb' — bc' = — 2280 , ac ' — ca! = — g5o,

ai ' — = — 95,
d’où l’on conclura x =  24, etj ' = 10.

Si on leur compare les équations en x et y  du n° 446, on aura
a — 1 , 6 = 1 , c =7,
a! =  1 , = — 1, cr= i,

cb' — bc' = — 8 , ac' — ca! = — 6,
ab' — ba' = — 2,

d’où l’on conclura ,r = 4, etj -= 3.
Du reste , dans ces trois cas particuliers , nous n’aurions pas eu à

diviser— par —, mais -j- par -)- , pour trouver r et y,  si les secondes
équations eussent été écrites les premières.

G85. Si l’on a trois équations en x,y , et  2, « on pourra d’abord éli¬
miner x  entre la première et la seconde, puis entre la première
et la troisième; on parviendra ainsi à deux équations, qui ne renfer¬
meront plus quej - et 2, et entre lesquelles on éliminera ensuite./ . »

Ce procédé peut s’étendre à quatre équations avec quatre incon¬
nues, à cinq équations avec cinq inconnues , et ainsi de suite.

« Si l’on effectue le calcul , l’équation finale à laquelle on par¬
viendra, aura un facteur commun à tous ses termes, et ne sera par
Conséquent pas la plus simple que l’on puisse obtenir. »

G86. « ïîezout a donné une méthode fort simple pour éliminer à
la fois toutes les inconnues hors une , et par laquelle on ramène
'mmédiatement la question à des équations qui contiennent une
mconnue de moins que les proposées; quoique ce procédé ne soit
nécessaire que lorsqu’il s’agit des équations à trois inconnues , je
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commencerai par l’appliquer à celles qui n’en contiennent que deux>
afin d’embrasser le sujet en entier . »

« Soient les deux équations
ax -\ - by = c, a'x -\-b'y = c' :

en multipliant la première par une quantité , m,  qui soit indétermi¬
née , il viendra

amx -f -bmy= me;

et retranchant de ce résultat l’équation
a'x-\- b'y = c',

on aura
amx —a'x -j -bmy —b'y =^cm— c' ,

ou (am — a')x -\- ( bm—L')y = cm — cr. »

« Puisque rien ne détermine la quantité m,  nous pouvons suppo¬
ser qu’elle soit telle que bm= b' . Dans ce cas, le terme multiplié
pary disparaissant, on a

b'
mais, à cause de bm= b', il résulte m = ~:

donc x

cb'
~b "

ab'
T'

cb' ~~ bc'
ab' — ba'

« Au lieu de supposer bm= b' , si nous faisions am — a' , le terme
affecté de .» s’évanouirait , et nous aurions

cm— c'
7 == bm— b' '

La valeur de m ne serait plus la même que tout à l’heure : caron aurait

et , en substituant dans l’expression de y,  on trouverait
ca! — ac'

^ ba' — ab'

En changeant les signes du numérateur et du dénominateur de cette
valeur , son dénominateur sera le même que celui de x , puisqu’on
aura
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? ab' — ba!

887. « Occupons-nous maintenant des trois équations
a.r. -\ -by -(-es z= d,
a 'x -j -b 'j- -j - c' z =̂ d' ,
a " x -j- b"y -j - c" z = ^d" .

L’analogie nous conduira aisément à multiplier la première et la
seconde par deux quantités indéterminées , m et n,  aies ajouter en¬
semble, et à en retrancher la troisième : car, par ce moyen, .elles se¬
ront employées toutes en même temps, et les deux nouvelles quan¬
tités m et n, dont nous pouvons disposer à notre gré , pourront être
déterminées de manière à faire disparaître en même temps du ré¬
sultat deux des inconnues . En opérant ainsi , et réunissant les termes
qui multiplient une même inconnue , nous aurons

[am -j- aln — a" )x -f - (bm -j - b' n — b" \y - |- ( cm -|-c 'n — c" )z — dm,
-j- d'n — d". »

« Posons qu’on fasse disparaître x etj *, il faudra pour cela que
am -\- a 'n = a" , bm -\ - b' n — b",

et alors il viendra
dmd 'n — d"

cm -j - c'n — c"

« Des deux équations dans lesquelles m et « sont les inconnues , il
est facile de conclure la valeur de ces quantités au moyen des résultats
obtenus dans le numéro précédent : car il suffit de changer dans
ceux-ci x  en m,y  en n , et d’écrire , au lieu des lettres

les lettres
b , b' , 5 " ;

ce qui donnera
ab" —- ba"

n ab' — ba!
a"b ' — b" a!

m = ~âb' ^ - bJ  ’

Substituant ces valeurs dans celle de z , et réduisant tous les termes
au même dénominateur , on trouvera

d(b'a" — a 'b" ) -f d’[ab" — ba" )— d" {ah' — ba' )
S ~ ~c(b’a" — a ' b" )+ c\ ab" — ba" ) — c" (ab' — ba') ”

49
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« Si on avait fait évanouir les termes affectés île * et de z , on aura' 1
eu y;  les lettres m et n auraient dépendu des deux équations

am -\ - a! n — a" , cm -}- c'n = c" ;
et , en opérant comme ci-dessus , on aurait trouvé

d{da" —— ca ,r )— dJ' {ad — en’  )
b{da" — c! b’  ( ac" — eu" ) — b" {ac’ — ca!  )

« Enfin , en posant les équations
bm -\ - b' n = b" , cm -j - c' n = c" ,

on fait disparaître les termes multipliés par y  et par z , et il vient
d{c' b" — b' c" ) -j - d' (’bc"— cb" ) — d" {bc' — ch' )

X a {c' b" — de " ) -j - al {bd r — cb" ) — a" {bd — c’J )
« Ces valeurs étant développées de manière à avoir leurs termes

alternativement directs et inverses , et changeant en même temps les
signes du numérateur et ceux du dénominateur dans la première et
dans la troisième , on pourra leur donner les formes suivantes :

_ ab'd,r — ad! h" -j - do! b" — ba 'd" - )- bd! a" — db' a"
ad c" — ad b" -j - ca 'b" — ba 'c" -j - bd a" — cb' a" ’
ad 'd' — add" -f - ca’d" — da ' c" -f dda " — cd' a"

^ al! c" — add' -j - ca 'b" — ba! d' -J - bd a" — cb'a " ’
dde" — dd b" -j - cd' b" — bd! d ' bd  d" — cl! d"
ab'c" — ad b" -j - ca ’b" — ba 'c" -j - bd d' — cb'a"

688. « Soient les quatre équations
a x -j - & y c z d u — e,
a ' æ b' y -j - d z -j - d' u = d,
a " x -| - b" y -|- c" z - |- d" u = e" ,
a '" x -j - b'"y -f - d " z 4 ~ d'" u = d ”;

on multipliera la première par m,  la seconde par n,  la troisièm e
par p,  et on les ajoutera : en retranchant ensuite la quatrième , o»
trouvera

{am-\ - a ' n -|- a"p — a " ' )x - |- (bm- j- b'n -j - b"p — b'" )y- j- (cm-J- d fl
-\ -d 'p — d " )z -\ - {dm -\ -d! ri -\ - d"p — d'" )u= em *j - dn -J~e"p — e" 1.

Pour avoir u,  on posera
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ani -j - a' n -f - a"p = a" ' ,
bm -f - b'n bnp — b"’,
cm -f- c'n + c"p — c'" t

ei  il viendra

_ em -f -ên -f - e"p — e'"
U dm -|~d’n -[- d"p — d'n

« Les équations précédentes qui doivent donner m , n et p,  se
fesoudraient par le moyen des formules trouvées pour le cas de
*rois inconnues. Cette marche doit paraître très-commode et très-
s, mple; mais l’observation de la forme des résultats que nous avons
°btenus, nous fournira le moyen de les retrouver sans calcul. »

G89 . « Pour remonter au premier anneau de la chaîne , prenons
l'équation à une inconnue ax — b, nous en tirerons

__ b
a  ’

°ù l’on voit que le numérateur est le terme tout connu b,  et le dé¬
nominateur le coefficienta de l’inconnue. Les deux équations

ax -{- by= c, a'x -f - b'y = d,
®ons ont donné

cb' — bd ad — ça'
ab' —ba' ’ ^ ab' — ba! ’

« Le dénominateur se compose encore des lettres » , a', b, b1, qui
Multiplient les inconnues, et voici comment : on écrit d’abord la
lettre a  à côté de la lettre b,  ce qui donne ab;  on échange ensuite

et b entre eux pour avoir ba,  et en affectant cet arrangement du
8|gne —, il vient ab — ba;  on met enfin un accent à la seconde
lettre de chaque terme : voilà le dénominateur ab'  — ba'  formé. »

« Voyons à présent de quelle manière peut s’en tirer le numé¬
rateur. Il est facile d’apercevoir que pour celui de x,  on change
lesa en c,  et les b en c pour celui dey;  car , de cette manière , on
h'ouve pour l’un cb'— bd,  et pour l’autre ad — ca' . Le numérateur
Se conclut donc du dénominateur,  dans le cas de deux inconnues,
Cc*mme dans celuid’une seule, en changeant le coefficient de Pinçon-
>l,le(jiion cherche, dans le terme tout connu, et en conservantd’ail-
^eurs les accents tels qu'ils sont•»
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« La seule inspection des valeurs résultantes des équations à trois

inconnues,suffit pour montrerqu ’ellesn’écliappentpoint à ceuerègle"

A l’égard de leur dénominateur , il faut un peu plus d’attenuo0

pour en reconnaître la formation. Cependant puisque le dénomma*
leur, dans le cas de deux inconnues, présente tous les arrangements
possibles des deux lettres a et b qui multiplient les inconnues , il eSt

naturel de penser que le dénominateur commun à trois inconnues
doit renfermer tous les arrangements des trois lettres a , b, c;

pour former ces arrangements avec ordre , on s’y prend de la ffl3'
nière suivante.»

«On forme d’abord les arrangements ab—ha  des deux lettresa  et A;

à la suite du premier ab,  on écrit la troisième lettre c,  ce qui donne

abc;  et faisant passer cette lettre par toutes les places, avec l’atten¬

tion de changer le signe chaque fois, et de ne pas troubler l’ordr®

respectif de a  et de b,  il en résulte
abc—acb+ cah.

Opérant de même sur le second arrangement de deux lettres —ba>
on trouve

— bac- -̂ bca'— cba;

réunissant ces produits aux trois précédents, puis marquant la se*

conde lettre d’un accent, et la troisième de deux, on trouve

abrclf— ca'b" —bal c" -\ ~bda,r— cb'a",

résultat conforme à celui que présentent les formules obtenues im*
médialement. »

« 11 est facile de conclure de là que, pour former le dénominateur

dans le cas de quatre inconnues, il faudrait introduire la lettre ^

dans chacun des six produits
abc—, acb-J - cah—lac -\ -bca— cba;  »

on aurait ainsi

abcd— abde-{- adbc—:dabc—r acbd-\ -.acdb—, adeb dacb-j ~cal>̂

rr-r cadb edab —•dcab —- bacd -j - bade — bdac -j - dbac -]- bedi
•r—beda-jr -bdca — dbea — cbad -j- cbda—r-cdba -rj- deba;

et dans chacun de ces termes « la seconde lettre porterait un a°'

cent, la troisième deux, et la quatrième trois. Les numérateurs des
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inconnues u , z,y  et x,  se concluraient par la règle énoncée plus
haut (*). »

690. « Pour faire servir ces formulesà la résolution des équations
numériques, il faudra comparer les équations proposées terme à terme
avec les équations générales des numéros précédents. »

« Pour résoudre, par exemple, les trois équations

7* + + 23 = 79,
8-r -|- 7.T + 9Z= 122,
x -j - hy -j - 5z = 55,

il faudra comparer, terme à terme, ces équations à celles du n°687,
ce qui donnera

a =7  , 5 = 5 , c = n, <* = 79>
a! = 8 , U =  7 , é — 9 , t? = 122,
af/= 1 , 5" = 4,  c " = 5, «?' = 55.

Substituant ces valeurs dans les expressions générales des inconnues
•v, j et z, et effectuant les opérations indiquées, on trouvera

•*= 4 , y=  9 , z = 3.

« Il est important de remarquer que les mêmes expressions servi¬
raient encore quand les équations proposéesn’auraient pas tous leurs
termes affectés du signe -]- , comme semblent le supposer les équa¬
tions générales dont ces expressions sont tirées. Si l’on avait, par
exemple,

—9J + 8z == 4i j
— 5x -J- ijr -j - 2Z = — 20,

1ix — 7 y — 6z = 37,

il faudrait, en comparant les termes de ces équations à leurs corres¬
pondants dans les équations générales, avoir égard aux signes, ce
qui donnerait

a = -J- 3 , 5 = — 9j c = -j -  8 , d =  4i,
a’  — — 5 , b' = -f - 4 , = -{- 2 , d' — — 20,
«" = + 11 , b" = — 7>  c ,r  — — 6 , d" = + 37,

« Laplace, dans la seconde partie des Mémoires de l ’Académie des Sciences.
pour 1772, page 2g4 , a de'inonlré à priori  ces règles. »

1
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et ensuite déterminer , conformément aux règles, le signe que doit
avoir chaque terme des expressions générales de x,j •, z, d’après les
signes des facteurs dont il est composé. C’est ainsi qu’on trouverait;
par exemple, que le premier terme du dénominateur commun, qui
est a b' c" , devenant -(- 3 X -{- '4 X ■>—6 , change de signe, et pro¬
duit — 72. En faisant la même attention à l’égard des autres termes,
tant des numérateurs que des dénominateurs, prenant d’une part
la somme de ceux qui sont directs, et de l’autre celle de ceux qui
sont inverses, on trouvera

2774—2834 — 60x= - = - = 4- 2,
592 — 622 — 3o ~

_3o2Q — 2932 -f- 90_
^  592 — 622 — 3o ’

_ 385 g— 388 g — 3o ^
592 — 622 — 3o '

(Lacroix).

CHAPITRE II.

Exercice sur la résolution des problèmes du premier
degré à autant d'équations que d’inconnues.

691. Pour commencer cet exercice, reprenons la question dun° 2
dans l’Introduction.

Si nous appelonsx le nombre des femmes, celui des hommes sera
20— x;  la dépense des femmes sera donc Sx,  et celle des hommes
160— 8* , en sorte qu’on aura l’équation

160—8#-}-6* = i 3o,
d’où l’on tirera successivement

160— 2x = i3o , 3o — 2* = o,
2.r= 3o, .r = l5.

11  y a donc dansl’auberge iâ femmes et 5 hommes, comme nous le
savions déjà.
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692. Les questions des n°s 5 , fi et 7, pourraient se résoudre de la

ttieme manière ; c’est ce que nous verrons généralement en repre¬nant celle de la fin du n” 19, qui les renferme toutes.
Nommant x la seconde partie du nombre n,  la première sera n—x,ne'qui conduira à l’équation

an — ax -j - hx = d ,6e laquelle on tirera
an —d — ax — bx, (a — b)x— an — d,

an — d■*= - r-
c’est la valeur de la seconde partie.

Ainsi, la première partie n — x deviendra
an—d an — bn— anA- d d—bnn - - = - -- = - ,a —b a — b a —b

comme nous l’avions déjà trouvée au n° ig.
Si l’on multiplie cette première partie par a,  et la seconde par b,un aura

ad —abn abn — bd
a — b ’ a —b ’

et si l’on ajoute ces deux produits , on obtiendra
ad —abn -J - abn —bd ( a —b)d

a —b a —b :d,

comme le demande la question.
693. En nommant x la première partie , comme au n° ig , ontrouve

d .—bn

Alors la seconde partie n — x devient
d—bn an —bn—d-\- bn an — dn a —b a —b a —b ’

comme nous venons de le trouver dans le numéro précédent.En multipliant la première par a,  et la seconde par b, on auradonc les produits de ce même numéro , et leur somme se réduiratoujours à d.
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694. Ayant représenté la première partie par x,  on pourrait rai¬

sonner ainsi : celte première partie , multipliée par a,  formera le

produit ax,  qui , étant retranché de d,  donnera d —a* pour la valeur

de la seconde partie déjà multipliée par b.  Donc cette seconde partie
■ d — ax  .

vaut —-—, ce qut conduit a l equation

d—ax

d’où l’on tire facilement

x —-

b

d — bn
a — b

De même, en représentant la seconde partie par x,  la première;

multipliée par a , serait d—bx;  et l’on aurait
d —bx

d’où l’on tirerait
an —d
a —b

695. Veut-on résoudre la question particulière du n° 22 par 1®

formule du n° 6g3,
d —bn

:7>

qui désigne le nombre des tuyaux de fer , on aura n = xo, a =

b—— 5 , d = 41 , et par conséquent bn==— 5o , ce qui donnera

4i -|- 5o
x == ~8-j-ir =

comme  au n° u3.

696. Veut-on résoudre la même question par la formule du n°6g3>
an —d

x= - - ,a —b

qui désigne le nombre des tuyaux de fonte , on aura les mêmes va

leurs pour les lettres n , a , ù, d , ce  qui donnera an=  80, et
80—4i
8+ 5

=3 .
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697. Une chose à observer , c’esl que le problème qui nousoceupe,

peut , avec une seule et même inconnue , donner deux équations
également vraies , mais dont une ne mène a rien : c’est ce que l’on
Comprendra facilement par l’exemple particulier du n° 2 , dans le¬
quel , non -seulement la dépense des hommes jointe à celle des fem¬
mes , égale la dépense totale ; mais encore le nombre des hommes,
plus celui des femmes , égale le nombre total . Eu sorte que , nommant
00 le nombre des hommes , et 20 — x celui des femmes , on a

x -j - 20 — x = 20.
friais cette équation étant identique ( n° 46G) , et donnant 20 .-= 20,
ou x = ; x , ou o = o , etc . prouve que l’on peut prendre pour x le
Nombre que l’on voudra . C’esl qu ’en effet, en posant l’équation pré¬
cédente , on 11’a point eu égard à toutes les conditions du problème ;
on a négligé celle qui est relative à la dépense , et l’on n’a exprimé
lue ceci : c’est que le nombre des hommes , joint à celui desfemmes,
cquivaut à 20 . Or , il est clair qu ’avec celle seule condition , il peut
J avoir le nombre d’hommes que l’on voudra , pourvu qu ’il soiteu-ller , direct , et au -dessous de 20.

En nommant x  le nombre des femmes , et 20 — æ celui des hom¬
mes , on aurait eu la même équation.

Eu général , en nommant x  l ’une des deux parties du nombre n,
^autre sera n — x , et l’on pourra poser l’équation

«
x -\~n — x =^ n,

•l 11'1 est identique, , parce qu ’elle n’exprime que la même condition
flu*a déjà été exprimée en nommant les deux parties x  et n — x.

En général , quand il s’agit , dans un problème , de trouver deux
Quantités déterminées par deux conditions liées entre elles , on peut

résoudre avec une inconnue . Pour cela , après avoir choisi cette
lü connue , il faut représenter , au moyen d’une des deux conditions,
l'’>niporte laquelle , la seconde quantité à trouver , puis faire l’équa-
l! °n avec l’autre condition . Car si 011 voulait tirer l’équation de la
c°ndiii on  déjà employée , cette équation serait identique.

îdais du reste , les problèmes de ce genre peuvent aussi se résoudre
°Vec deux inconnues , comme nous allons le voir pour celui oui nous
° Cc upe.

698. Pour plus de facilité , reprenons encore le cas particulier du
/>0
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n” 2, et nommons x le nombre des hommes , ety  celui des femmes
Nous aurons les deux équations

x -|- j= 20 , 8.V-J-6/ = i3o-
Multiplions la première par 6, elle deviendra 6x -\ -&y= 120; Ve'

tranchons celle nouvelle équation de la seconde, nous aurons 2a;= l0>
et par conséquent a; = 5, et .y = »5 (n° 684).

699. Après avoir établi les deux équations ci-dessus, si nous eus'
sions multiplié la première par 8 , nous aurions eu 8a?-|- 8j,= i6°i
retranchant alors de là la seconde équation , nous aurions obtenu
2/ = 3o , et par conséquent i5 , et x = 5.

700. Dans le problème général ( n° 19) , en nommant x la pre'
mière partie du nombre n , et jr  la seconde , nous aurions

x -\ -y = n, ax -\ -bf — d;
multipliant la première équation par à , nous trouverions bx -J - bf
■= bn; retranchant ce résultat de la seconde équation , nous oblien'
drons ax — bx = d— bn,  d ’où nous tirerions , comme ci-devant,

d —In

La seconde parliey = re— x  se trouverait comme au n° 6g3, et
le problème se vérifierait comme au n° 692. Maison peut aussi trou'
ver la seconde partie^ , en multipliant la première équation x-\-y = ’>
par a pour avoir ax ay — an,  et en retranchant de ce résultat 1*
seconde équation , ce qui donne ay — by— an — d,  d ’où l’on lire

an — d
r = ^ = b-

Du reste, il est bien clair qu’on aurait pu nommer la première
parlie-y , et la seconde x , ce qui ne vaut presque pas la peine d’être
remarqué.

701. Le problème du n° 346 nous a conduits à l’équation

■3ooo -f-—- 1000-j - — — 6°° = x,

qui est la même que celle-ci :
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X

2 + 4 +T + T — ,r = 34 oo.

nous la multiplions par 6o,  elle deviendra
3o.r -\- 2or -j- 15x -|- I2x — 6o.x = ao4ooo ,

°u > ce qui revient au même,
i '7x = 2o4ooo;

de  là on tire x = 12000 , valeur de l’héritage . En sorte que l’ainé
des fils reçoit 3ooo francs , le second 3ooo, le troisième 3ooo, et le
Quatrième3ooo. Us sont donc égalementpartagés.

^02. Si nous eussions appelé x  la part du premier, en y ajoutant
3ooo fr. nous aurions eu la moitié de l’héritage, en sorte que l’héri-
tage entier eût été représenté par ax -J - 6000.

Cela posé, la part du second aurait été 1000, celle du troi-

Sleme  T "1” 1̂ °° » el  celle du quatrième 1800. On aurait donc
eu l’équation

x -j — —̂ f- 1000 -j—-— J- 15oo -J- —— [- 1800 = ax -J - 6000,

°u , ce qui revient au même,
IX . X . 2 *

T + T + "5 x ~ 17° ° ’

Multipliant donc par 3o, on aurait trouvé
20.C-J- 15 jc—j —12.r — 3ox 51000y

°u, en réduisant,
\jx = 5 iooo,

Ce  qui aurait donné x = 3ooo, el par conséquent l’héritage 12000,
et touL le reste ' comme nous l’avous vu dans le numéro précédent.

703. On voit, d’après cela , comment il faudrait procéder si l’on
v°ulait prendre pour inconnue la part du second, ou celle du troi-
S|èt»e , ou celle du quatrième. Mais il est à remarquer que si l’on
'^Présentait par x  la part du troisième, l’héritage serait 4.*, le pre-
Mier prendrait ax — 3ooo, et l’on n’aurait de fractions que daDS la
Pai 't du second eldans cejle du quatrième , en sorte que l’équation
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en serait plus simple. Un heureux choix d’inconnues produit sou¬
vent ce. teffet.

704. Si l’on faisait l’héritage. æ,
la part du premier. t,
celle du second. . . . . . . u,
celle du troisième. . ■j' >
celle du quatrième . . . z>

on aurait les équations
t - \ru -j - j + z = .r,

t = —-3ooo,
■i

-lOOOjO

* — -5- + 600  î

et mettant dans la première , à la place de t, u,y , z, les valeurs qo*
donnent les autres , on retrouverait celle du n” 701.

705. Leproblème du n° 34-j , A,  donne les deux équations
7-r -J- I2y = 288, 12.V-)- iy = 358.

Si l’on multiplie la première par 7, et la seconde par 12, on aura
4q .r -J- 8ûy = 2016,

i44 .r -f- 84/ = 42g6.
Si l’on retranche la première de ces deux équations de la seconde,
on obtiendra g5x = 2280 , d’où l’on tirera x = a4.

Mais les deux premières équations donnant
288— jx  358 — 12x

si l’on substitue 24 à a; dans l'une ou l’autre de ces formules , on
trouvera^ = 10.

Il est facile de vérifier ces valeurs de x et de ^ (n° 684).
706. Si, au lieu de multiplier la première équation par 7, et I*

seconde par 12, on eut multiplié la première par 12, et la seconde
par 7, on aurait eu
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84» + i44/ = 3456,
84» + 4a^ = 25o6.

Retranchant alors la seconde de ces équations de la première , on
aurait trouvé g5/ = 95o, d’où l’on aurait tiréj -= io ; et de là on
aurait conclu ».

707. On pourrait résoudre ce problème avec une seule inconnue,
comme nous allons le voir. ( Consultez le n° 697.)

Nommons » la valeur d’une pièce de la première espèce, sept
Pièces vaudront 7»;  retranchant ce produit de 288, on aura 288 —
7X pour la valeur de 12 pièces de la seconde espèce, en sorte qu’une
,1 . , , , 288 — jx
ue ces pieces-la vaudra - —- .

Mais, par la seconde condition,
, / a88 — i 'x\

iax + 7 ^ - —— J = 358;,

c’est donc là l’équation à résoudre.
Multiplions-la par 12, elle deviendra

i44 ;e + 7 (288 — jx) = 4ag6,
d’où l’on tirera successivement

i44» + 2016 — 49^ = 4296,
g5.*= 228o,

X = 24.

Substituant 24 à x dans la valeur d’une pièce de la seconde espèce
288 — ix .

rcprésentée par -- , on aura 10 pour cette valeur.12 1
On aurait pu prendre pour inconnue la valeur d’une pièce de la

seconde espèce. Du reste, 011 pourra opérer de même dans tous les
cas semblables à celui-ci (n° 697).

708. Le problème , ou plutôt les problèmes du n° 445, ne méri¬
tent guère de nous arrêter.

L’équation du premier est 7» = 35 , de laquelle on tireo?= 5.

L’équation du second est = 36, qui donne 108, et_r = 54.

L’équation du troisième est4z — 12= 20, d’où conclut 4z= 32,
« z= 8-
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709. La question du n° 446 se décompose en deux autres. La se¬
conde , qui est la plus simple, donne l’équation 82 = 4o, en sorte
que z= 5.

La première donne les deux équations

x —y=  i-
ajoutant ces deux équations, on trouve

ax = 8,  et x = 4,
d’oii résulte y — 3.

Retranchant au contraire la seconde équation de la première,
on obtient

ty = s > J "= 3,
d’où résulte x = 4 (n° 684).

710. Pour résoudre ce problème avec une inconnue en nommant
x  lepremier des deux nombres cherchés , le second serait alors 7—
retranchant le second du premier , on aurait , par la seconde con¬
dition du problème,

x — 7 -j-x =  1,
d’où l’on tirerait facilement x =  4.

711. Voici maintenant quelques nouveaux problèmes du premier
degré à autant d’équations que d’inconnues. Nous résoudrons le pre¬
mier , et nous laisserons les lecteurs s’exercer sur les autres. Les ré¬
sultats de ceux-ci seront indiqués dans une espèce de table placée
à la fin de l’ouvrage.

Étant donnée la somme  s et la différence  d de deux nombres in¬
connus , trouver ces deux nombres.

Nommons le plus grand x,  et le plus petit y,  nous aurons
^ + r= i', x—ï —d;

ajoutant ces deux équations , premier membre avec premier membre,
et second avec second, nous obtiendrons ux — s -j - d t d ’où nous
tirerons

x

Retranchant en revanche la seconde équation delà première, il nous
viendra 2y — s — d,  eL il en résultera
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jr
s— cl

2
1
2 S—

Pour s’exercer , on reprendra encore ce problème , et on le résou-
^ra  de plusieurs manières,

*“ Avec deux inconnues , en suivant , pour l’élimination , le pro-
codé du n° 682 ;

2° Avec deux inconnues , en suivant le procédé du n° 683  ;
3° et 4° Avec une inconnue , représentant l’autre par la première

c°ndition ( n° 697 ) ;
5° et 6° Avec une inconnue , représentant l’autre par la seconde

Condition.
Du reste , nous voyons encore ici ce que nous avons déjà vu dans

â note du n° 54o , c’est que le plus grand de deux nombres quelcon¬
ques est égal à la moitié de la somme des deux , augmentée de la moitié
de leur différence , et que le plus petit est égal à la moitié de la somme
diminuée de la moitié de la différence.

Ainsi , en ajoutant a; avec y,  ou L s - |- ldavec i s —jd , on a s ; et
etl  retranchant la seconde quantité de la première , on a d.

712 . Passons aux autres problèmes que nous avons annoncés dans
numéro précédent . Les deux premiers sont des cas particuliers de

Ce lui que nous venons de voir . On les calculera , soit immédiatement,
s°it au moyen du principe général des nos 54o et 711 . Mais on re¬
marquera que , pour appliquer ce principe , il est souvent plus com¬
mode d’opérer ainsi : i ° pour avoir le plus grand des deux nombres,
° u ajoutera la différence à la somme , et on prendra la moitié du
tout2 0 pour avoir le plus petit , on retranchera la différence de la
s°mme , et on prendra la moitié du reste . C’est la traduction des
Valeurs de x et dey,  sous leurs premières formes

2
s —d

y — 2

Problème T. L ’âge de Newton , et celui de Descartes réunis , font
J3g aus ; Newton a vécu 3 1ans de plus que Descartes . Combien ont-

vécu chacun ? ( Lemoine .)
Problème II . Une frégate française et une frégate anglaise se sont

canonnées pendant trois heures , et le nombre total des coups tirés
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i!e part et d'autre pendant le combat se monte à 42g; la fréga te
française a tiré 89 coups de plus que la frégate anglaise. Combi®n
chaque frégate a- t-elle tiré de coups de canon ? (Lemoine.)

Problème III . Du temps que les animaux parlaient , un mulet et
un âne chargés de sacs faisaient voyage ensemble5l’âne se plaignait
de sa charge . De quoi te plains-tu ? dit le mulet : si tu me donnais
un de tes sacs, j’en aurais alors deux fois plus que toi, tandis que si
je t’en donnais à présent un des miens , nous en aurions chacun le
même nombre. Combien en avaient-ils l’un et l’autre ? (Ànthologie
grecque .)

On résoudra ce problème avec deux inconnues , successivement de
trois manières , par les nos 680 , 682, 683; puis avec une inconnue,
de quatre manières, comme au n° 711.

Problème IY . Dis -moi , illustre Pythagore , combien de disciples
fréquentent ton école? Je vais te le dire , répond le philosophe. Une
moitié d’entre eux étudient les mathématiques, un quart la physique,
une septième partie écoute en silence, et il y a de plus trois femmes-
(Idem .)

On fera x égal d’abord au nombre des disciples, puis au quart,
puis à la septième partie.

Problème V . Diophante , célèbre mathématicien d ’Alexandrie,

passa la sixième partie de sa vie dans l’enfance, et la douzième dans
la jeunesse; il se maria alors , et ce ne fut qu’après avoir encore vécu
la septième partie de sa vie et cinq ans de plus avec son épouse,
qu’il en eut un fils. Diophante survécut de quatre ans à ce fils, et
parvint à un âge double du sien. Combien d’années avait donc Dio'
pliante quand il mourut ? (Idem.)

On fera æ égal à l’âge de Diophante , puis à la douzième, puis a
la septième, puis à l’âge du fils.

Problème VI . Une mère partage entre ses trois enfants , René,

Félix et Victor , un certain nombre d’oranges; elle donne d’abord
à René la moitié de ce nombre d’oranges , plus la moitié d’un®
orange ; puis à Félix la moitié de ce qui lui reste , plus la moid®
d’une orange ; et enfin , à Victor , la moitié de ce qui lui reste, quand
les deux autres sont servis, plus la moitié d’une orange , et tout cel»
sans en entamer aucune. Le partage fait, il ne reste plus d’orang®5
à la mère. Combien chaque enfant en a-t-il eu ? (Lemoine.)
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Problème VII . Trouver un nombre lel que , si du double de ce
"ombre on soustraie l , et qu’on multiplie le reste par 2, qu’ensuite

soustraie 2 du résultat , et qu’on divise le reste par 4, la quantité
huitante de ces opérations soit de 1 plus petite que le nombre cher¬
té . (Euler .)

Problème VIII - J ’ai acheté quelques aunes de drap à raison de
? écus pour 5 aunes ; j’ai revendu ce drap à raison de ti écus pour
7 aunes, et j’ai gagné 100 écus sur le tout. Combieny avait-il de
^Rap? ( Euler . )

Problème IX . Quelqu ’un achète 12 pièces de drap pour i 4o écus:
deux sont blanches, trois sont noires, et sept sont bleues. Une pièce
de drap noir coule deux écus de plus qu’une pièce de drap blanc >
et  une pièce de drap bleu coûte trois écus de plus qu’une noire . Ou
demande le prix de chaque sorte . ( Euler . )

Problème X . Quelqu ’un a deux gobelets d ’argent avec un seul
couvercle pour les deux ; le premier gobelet pèse 12 onces, et si l’on
y met le couvercle , il pèse ainsi deux fois plus que l ’autre gobelet ;
^ais si l’on couvre en revanche le second gobelet , celui-ci pèse de
cctte manière trois fois plus que le premier gobelet découvert. Il
Sa git de trouver le poids du second gobelet et celui du couvercle.
(Euler . )

On résoudra ce problème de sept manières , comme on a fait pour
problème III.
Problème XI . Un père laisse a sa mort quelques enfants , avec un

^‘en qu’ils partagent de la manière suivante : le premier reçoit d’a-
^°rd cent écus et la dixième partie du reste ; le second tire ensuite
deux cents écus et la dixième partie de ce qui reste alors ; le troisième
("'end , après que les deux premiers sont servis, trois cents écus et la
d'Xième partie de ce qui reste , et ainsi de suite. II se trouve à la fin
rll'e le bien a été partagé également entre tous les enfants. On de¬
mande de combien était l’héritage , combien il y avait d’enfants, et
c°ft)bien chacun a reçu. ( Euler .)

Problème XII . Un capitaine a trois compagnies : la première est
de Suisses, la seconde de Souabes, la troisième de Saxons ; il veut
d°nner un assaut avec une partie de ces troupes , et il promet une
'ooonipense de 901 écus sur le pied suivant , que chaque soldat de

•51
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la compagnie qui montera à l’assaut recevra i écu , et que le reste
de l’argent sera distribué également aux soldats des autres comp 8'
gnies . Or , il se trouve que si les Suisses donnent l 'assaut , chaque
soldat des autres compagnies reçoit un demi -écu ; que si ce sont les
Souabes , chacun des autres reçoit un tiers d’écu ; enfin , que si ce sont
les Saxons , chacun des autres reçoit un quart d’écu . On demande
de combien d’hommes était chaque compagnie . ( Euler . )

Problème XIII . Un changeur a deux espèces de monnaie : il faut

a  pièces de la première pour faire un écu ; il faut b pièces de la se-
conde pour faire la même somme ; quelqu ’un vient , et demande
cpièces pour un écu . Combien le banquier lui donnera - t-il de pièces
de chaque espèce pour le satisfaire ? (Euler .)

Problème XIV . Trois personnes , A , B , C , font ensemble quelques

parties de jeu :
Dans la première partie , chacun des joueurs B et C double son

argent , au détriment de A.
Dans la seconde partie , A  et C doublent chacun leur avoir actuel ?

au détriment de B.

Dans la troisième partie enfin , c’est A  et B  qui doublent leur avoir
du moment , au détriment de C.

Il se trouve alors que chacun des joueurs possède une somin e
égale , représentée par a.

On demande avec combien d’argent chacun a commencé le jeu ;
Euler , auteur de ce problème , après avoir désigné par x,y,  et z , 1®S

enjeux des trois joueurs , représente par m la Somme de ces enjeux,
et pose l’équalion z = m,  quoique cette valeur ne soit passup"
posée connue ) c’est qu ’il a indiqué comme un moyen de faciliter I8
résolution de ces sortes de problèmes , l’introduction d’une nouve lie
inconnue arbitraire ; et il en donne cet exemple.

11 ajoute que , lorsqu ’on est un peu habitué a ces calculs , on juge
assez facilement ce qu ’il est le plus convenable de faire.

Problème XV . Equations à résoudre . Quand on aura trouvé IeS
valeurs des inconnues , on les vérifiera immédiatement , en mettait
ces valeurs à la place des inconnues dans les équations mêmes . ÏSToRs
ne les indiquerons point à la fin de l’ouvrage.
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ax , x . x- - - 20-
3 ' 2 ' la

x 3x
— = — ~ 8,

(5a —sx ) ( aa — c) —4a a— 8 * (c — 2a )— ab,

ax ac ’x _44c 2* W sc " 3b
Gb~~ ' ôb + *a  3a 3 bb* ' a ~ T’

4a 2*
a—b 3 a

| 3* - |~5y = 5i )

8a 3—b%x „ , a 2Z>2-f- &3*- 6ax  - —b2

5 * — 2/ = 3o )

I 4* — 97 = 21 j ’ ( 3.r -|- 8^ = 64 i
i2x — Gy= 5 )
16*— i5y —a )

3y
| - 4+ ^ -+ — 8- 4 ^ 12

y x i i .■~_ _ _ + 2=, _ _ 2, +6

12*— 7y -j- 2z= g5
4*-|- 3z=47

11/ - 23= 5

CHAPITRE III.

Méthode pour résoudre les problèmes du premier degré
à moins d'équations que d’inconnues.

7(3. Reprenons le problème du n“ 347 B, dont l’équalion est
jx -J - 12/ = 288,

^supposons d’ailleurs que chaque pièce de monnaie dont il s’agit
lC|  ait une valeur entière.
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De cette équation on tire

288 — laj
:4i -jr-

1— 5jr
(A)7 7

comme on le voit en divisant par 7, d’abord 288 qui donne 4i -j- f»
puis

5j
127-qui donne —y - , et rapprochant les entiers des en¬

tiers , et les fractions des fractions.
Or , puisque x est entier , sa valeur est entière ; mais 4i et y sont

itre enti

\ — 5y

. 1 1—5y
l’un et l’autre entiers, donc - —est aussi entier . Nous pourrons.

donc faire ; e,  cette lettre désignant le nombre entier éga

à la septième partie de 1— 5y.  De celte équation nous tirerons 1—5/
.= 7e, puis

1— je 1 2e • 1— 2e= —-_ e _ — = _ ey- 5 5 5 1 5
Or, commey  est entier , sa valeur est entière; mais e est entier, donc

* 2e  est aussi entier . Nous ferons donc -. - - - - .. - - = e (, cette lettre5 0
accentuée désignant le nombre entier qui est la cinquième partie d?
1 — 2e. De celle équation nous tirerons i — 2e= 5e' , puis

1— 5ef = — — 2e' - = — 2e' 4-2 2 (C).

Or , comme e est entier , sa valeur est entière ; mais 2e' est entier)
1—e' _ 1—-e'donc - est aussi entier. Nous ferons donc - = e1',  cette2 2

lettre accentuée à double désignant le nombre entier , qui est la
moitié de 1— e' .

De celle équation nous tirerons 1— e' = 2e" , puis e*= 1— 2e"-
Mettant celte valeur de e'  dans l’équation (G), nous trouverons

e = 5e" -1—2.
Mettant ensuite celte valeur de e dans l’équation (B) , nous ob¬

tiendrons 7 = 3 — 7 e" . Mettant enfin cette valeur dey  dans l’équa¬
tion (A) , nous aurons x = 36 -{- 12e " .

Les valeurs d’x et d’y  auront donc pour expression ces deux for¬
mules,
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,r = 36 - |- 12e*/ , y —3 — je 1',

dans lesquelles nous pourrons mettre pour e1' tout nombre entier
qui ne rendra inverse ni x  ni y,  car des pièces de monnaie ne peu¬
vent avoir une valeur en moins. Or , la première admettrait pour e"
lous les nombres directs; mais ils sont tous rejetés par la seconde.
La seconde admettrait tous les nombres inverses; mais ils sont rejetés
Par la première , à l’exception de — 1 et de — 2. L’une et l’autre
Permettent d’ailleurs qu’on suppose e" = o . En mettant donc suc¬
cessivementà la place de e", o , — î , — 2, on aura

.r= 36, 24, 12,
/ = 3 , 10 , x7,

comme nous l’avons déjà trouvé au n° 65g.
714. On saisira suffisammentl’esprit de celte méthode en l’appli¬

quant encore à un ou deux exemples.
Le problème du n° 655  donne cette équation,

7 ^ + 5j = 176 ,

de laquelle on tire , en laissant dans le premier membre l’inconnue
qui a le plus petit coefficient, et cela pour avoir le moindre diviseur
Possible,

y-
17 6 — yx -35 — «?-j- ... . . (A).

Faisant -——i—— e,  on a 1 — 2x = 5e,  et

x— 5e 1— e
- = — 2e - -̂ . . . . (B ).2 1 2

^ 1—•Q
Faisant - = é■, on a x — e— 2e1, et e= 1— 2e' .2

Mettant celte valeur de e dans (B), on trouvea:= 5e' — 2. Mettant
ensuite cette valeur de .v dans (A), on obtient y—  38— yé\

Les valeurs d’.r et d’y sont tlonc
x = 5e' — 2 , y =38 — yeK

La première admet pour e'  tous les nombres entiers directs ; mais
'a seconde les rejette , excepté les cinq premiers. La seconde admet
*e zéro et tous les nombres inverses; mais la première rejette tout
Cela. On fera donc e1 égal à 1, 2, 3, 4 , 5, et l’on aura
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x = 3 , 8, i3 , 18, 23,
,y = 3i , 24 , 17, 10, 3,

comme nous l'avons déjà trouvé au n° 658.
Le problème du n° 661 donne l’équation

5.r -(- néy = 109;
on en tire

faisant ■

109— 24y -21 - ■ilX  +
4 — 4jk

■4.r = e,  on a 4 — 4y = 5<?, et

.T :
4 — 5e

(A).

Faisant = on a e= 4e'.

Mettant cette valeur de e dans l’équation (B), on trouve .y = i
— 5e'. Mettant ensuite cette valeur dey dans l’équation (A), ou ob¬
tient x .=  17-j- 24er. On a donc

cc=  17-j- 24e'; , J"—1— 5e '.
La première formule admet pour e' le zéro et tous les nombres

directs ; mais la seconde rejette les nombres directs. La seconde for¬
mule admet pour e' le zéro et tous les nombres inverses; mais la
première rejette tous les nombres inverses. 11 ne reste donc qu’à faire
ç' = o, ce qui donne

* = 17, ' et jr = i,
comme au numéro cité.

715. Pour rendre plus facile l’application du procédé, on peut
disposer les opérations sous la forme de tableau , comme nous allons
le faire en reprenant le problème du n° 662, qui n’admet que des
solutions directes et entières , et dont l’équation est

2 oy — 3 \x = 7,.

Nous aurons successivement
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20 20 20
.Ltilf 7 + no:

- e,

j -\ - wx — aoe,

20 e — 7 9e 7
:e + ^ — J - = e - j-,1 ii il 1 il '

9e —7 9é “ 7

g e — 7 == ue r ,

: ”î ±̂7 == er_}_ü : +2Ê' ■ 7 _ , , 2e'+ 7 2e4 -7_
9 9 9

3e' ^ 7 — ge" f

e' =— 9 e 7_4e " -j- — - —= 4e" -j- eü—Il2 . £ J= 1 =  &
2 2 2 2 2

e" — 7 = 2e " ' ,

e" ü =2e" ' - )- 7. Donc , en remontant,

, ! 8e" f -j - 63 7
:ge " ' + 28,

:9Jf ^± ^ ±- 7= ne "'+ 35,
9

22oe ^ ' -j- 700 — 5 = 20e" ' 4 -63)

620fi" , 4 - iQ534 - 7
1 V ^ 7 =3 . ^ + 9 8,

x = 20e'" -\- 63, ^ = 31 e//A—J- g8,
e,n =— 3, - 2, — 1 , 0, -j-1 »
a: = 3 , 23j 43 , 63 , 83 , etc.

J =  5 , 36 , € 7, 98 , 129 , etc.

715 ôrs. Soit encore proposé de trouver les valeurs entières dés
inconnues x  et y  dans l’équation 42a: - J- 3o/ = 4i , si du moins il est
possible qu ’elles aient de semblables valeurs.

En suivant la inarche indiquée , on arrivera bientôt à la fraction
(lu’il faudrait faire égale à un nombre entier , ce qui n’est pas possi-
iJie. On en conclura que les inconnues x elj-  ne peuvent pas avoir
' ° utes deux des valeurs entières . Cela posé , en prenant pour, / une
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valeur quelconque , entière ou fractionnaire , en plus ou en moins,
on trouvera facilement la valeur correspondante de .r , elle nombre
des solutions sera illimité.

Arrêtons-nous un moment sur ce Cas: les coefficientsd\r et d’f >
dans l’équation 42Jc-|- 3oy= 4i , ont un facteur commun G, qui r>e
divise pas 4i , en sorte qu’on peut donner à la proposée celle formé»
7X-J- 5y= ~ -. Il est donc évident qu’en donnant à x et à y des va¬
leurs entières , le premier membre ne sera jamais égal au second.
11 est d’ailleurs facile de généraliser cette observation. Soit la pro¬

posée générale amx -\ -bmy— c,  on aura ax -\ -by= -~ . Alors , si

a , b , c, m,  sont des entiers , et que ni  ne divise pas e, on nè pourra
satisfaire à l’équation en donnant aux deux inconnues à la fois des
valeurs entières.

716. Nous terminerons ces exercices sur une équation à deux in¬
connues , par deux remarques plus ou moins importantes:

i ° En donnant un peu d’attention à la suite des opérations qu’exige
la méthode précédente , convenablement généralisée, et aux formu¬
les définitives qui expriment les valeurs d’jc et d’y,  on retrouvera les
propriétés énoncées aux nos 663,  664 , 665 et 666 ;

2 ° On pourrait ramener la théorie actuelle à celle des fractions

continues; mais cela donnerait quelque peine aux commençants,
sans avoir d’utilité pratique (ployez les Additions à VAlgèbre<TEuler)-

717. Nous venons d’examiner le cas d’une équation à deux incon¬
nues. Voyons-en d’autres:

Si l’on avait deux équations , (A) et (B), renfermant trois incon¬
nues , x,  j et z , on comparerait (A) et (B) pour en éliminer et l’on
obtiendrait une équation en jr  et z, sur laquelle on opérerait comme
ci-devant. Ayant trouvé y = a -|- be  et z = c-j- de,  on substituerait
ces valeurs dans ( A ) ou dans ( B ) pour avoir celle des : exprimée en e-

Si l’on avait trois équations *( A), (B) et (C), renfermant quatre
inconnues, u , x,y et z , on comparerait (À) et ( B) pour en éliminer u;
on ferait la même chose entre (A) et (C), et l’on trouverait ainsi
deux équations , (A' ) et (B, ) J qui ne renfermeraient plus que les in¬
connues ;̂ , y  et z.  Alors on opérerait comme dans le cas précédent.

Il faudrait suivre la même marche pour le cas de quatre équations
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a cinq inconnues , pour celui de cinq équations à six inconnues , et
eQ  général pour celui de m équations à m -j- i inconnues.

Appliquons ces principes à deux exemples :
1° Cherchons les valeurs directes et entières des inconnues x,y,

et s , dans les deux équations suivantes,
3ix -j- 73= 56o,
gx25/+  4gs— 2920.

En éliminant x , et divisant ensuite par 2 , on aura
Sy -\r i 4s = 6qo ;

cherchant alors les valeurs entières dey  et de z, on trouvera/ - =
124— iie r, et z = 5e'. Substituant ces valeursà la place d’/et dez
dans l’une ou l’autre des équations proposées, on obtiendra 3x =z
35d —60. On aura donc

3x = 35d —6o> / = 124— t4e’, z = 5ê .

La première et la dernière de ces équations font rejeter pour d le
*éro et tous les moins. La dernière admet,tous les plus ; mais la se¬
conde ne veut pas qu’on élève d au-dessus de 8. Enfin,des nombres
1 à 8 inclusivement, la premièren’admet que 3 et 6,  ce qui donne
Ces deux solutions

1°. . . d =3, .r = i5j y = 82, 2= i5,
2°. . . e'= 6, x = 5o, y =  4o, z = 3o.

20 Résolvons ce problème de Lacroix:
Trouver un nombre entier qui, étant divisé par 2, donne pour reste  i;

étant divisé par  3 , donne pour reste 2 ; et étant divisé par  5 , donné
four reste  3.

En nommant u le nombre cherché , x,yelz les quotients entiers
*}u’il donne lorsqu’on le divise par 2, par 3, par 5 , on aura

H -i,

U = 2X 1 ,

— = y + h  f = ou

m= 3/ -)- 2>. n = 5z-|- 3.

Eliminant u entre la première et la seconde, puis entre la première
®t la troisième, on trouvera

(A ) . • • 2a:-j- l = 3/4 - 2, 2X- |- 1= 5z -)- 3 . , . (B).
Eliminant encore .r entre ces deux équations , on obtiendra

62
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3/ - j- 2 — 5z -j- 3 , ou 3y — 5z = i.
Cherchant alorsles valeurs entières et directes dey et de z dans cettB
dernière équation , on aura y = 5e' — 3 et 'z = 3e' — 2. On substi
tuera ces valeurs dans ( A) ou dans ( B) pour obtenir la valeur de ■t
exprimée en e' , et cette valeur sera 2x == : 5e'— 8. Substituant enfi0
ces trois valeurs de x,  y et s , dans une des trois équations primitives»
on trouvera u = i5e' — 7 , c’est-à-dire qu ’on aura ces quatre équ®"
lions de condition :

u = \ 5e' — 7, 2x = \ 5e'— 8, y = 5e'— 3 , z — 3e' — 2-

Toutes quatre rejettent le zéro et tous les moins . La première et h s
deux dernières admettraient tous les plus ; mais la seconde rejed e
les nombres impairs . Ainsi , nous avons

e' — 2, 4, G, 8 , etc.
U = 23 , 53, 00 n3 , etc.
X = 11 , 26, 4i, 56 , etc.
y = 7, *7» 27 » 37 , etc.
s — 4, 10 , 16, 22 , etc.

718. Ilfaudrait encore suivre la même marche pour le cas de fl1
équations à m -\~n inconnues , n étant plus grand que 1; mais alors
la dernière équation finale contiendrait 1-j - re inconnues : car , comffl®
m désigne le nombre des équations , et que ce nombre est réduit®
l’unité par l’élimination , m -\ - n devient i -j- re.

Supposons que l’on soit arrivé ainsi à l’équation finale
2.r - |- 3y - j- 4z = 20;

et voyons ce qu’il y aurait à faire pour trouver les valeurs des incoH'
nues x,  y , et z. Cet exemple et le suivant nous fourniront des dire ®'
tions pour en résoudre d’autres de cette espèce.

On a d’abord
20 — 3y — 4s yx — - -- = 10 —y — 2s — —2 2

y
d’où l’on conclut — = e, et y = 2e.2

Mettant celte valeur dans celle d’x , on a
x — 10 — 2e — 23 — e= to — 2" — 3e.

Rapprochante et y , on voit que
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x = 10— 2Z— 3e,

Or , x, y  et z devant être des entiers directs et plus grands que
*éro, la seconde équation rejette pour e le zéro et tous les nombres
inverses. La première rejette pour e tous les nombres directs au-des-
sus de a : car si l’on faisait e= 3,  et z = l , plus petite valeur que
puisse avoir cette quantité , la valeur d’.r sérail inverse. On fera donc
e égal d’abord à i , et ensuite à 2. Mais pendant que e. vaut 1, z peut
Valoir 1,2  et 3, comme il est facile de le voir; et pendant que e vaut 2,
2 île peut valoir que î ; en sorte que l ’on aura ces quatre solutions,

e = i , i , i , 2-
Z — 1 , 2 , 3 , 1*

X= 2 , 2 , 4.
5, 3, î , 2.

En opérant d’une manière analogue sur l’équation
3x -j- 4/ -j- 5z— 26,

°u en tirera
j?= 6 -j- z -j- 4e,
J— 2 — 2Z — 3e;

ce qui donnera ces trois solutions,
e — — 1 , — 1 , — 2,
z — 1 , 2 , 3,

3 , 1 , 2 ,
3 , 4 , 1.

CHAPITRE IY.

Quelques procédés d'élimination pour tous les degrés-

719. Je suppose deux équations en x et y  de degrés quelconques,
et dont on veuille éliminer une des inconnues ; on parviendra quel¬
quefois à ce but plus promptement que par la règle générale du

479.
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i ° Si les deux équations contiennent une seule et même puissance

de l’inconnue à éliminer , on pourra opérer , ou comme au n° 681»
ou comme au n° 682, ou comme au n° 683. C’est ce que l’on verra
facilement sur les équations

ax M-)- i — o, a’xm-\ - U — o,
dans lesquelles les symboles a , b , a' , U,  ou quelques-uns d’entre
eux , renferment une ou plusieurs puissances d’y (n°3j5 ); on en ti¬
rera , par l’un ou par l’autre des procédés indiqués, l’équation finale

abl—bal =  o;

20 Si les deux équations ont cette forme,
a.7:m-j- bx2m-j- cæ3m-j- elc. -)- k = o , ci'x™-j- b' — o,

ç’est-à-dire , si l’une d’elles ne contient qu’une même puissance de
comme xm(tétant l’inconnue à éliminer ) , et que l’autre ne cou--
tienne de celte inconnue que les puissances xm, x*m, x3™, etc . on
pourra opérer comme au n° 683. La seconde équation donnant

V
* " = - r ,■ a!

on fera le carré , le cube , etc. de cette quantité ; et , substituant ces
valeurs dans la première équation , on aura un résultat sans x.

3° Si les deux équations ne rentrent pas dans les cas précédents,
on pourra encore tirer parti de la règle des nos 680 , 681 , comme
nous allons le voir sur un ou deux exemples.

Soient les équations
a æ3—]- b x’--f - c x —|- d = o -, . . . (A.)
afx3-j- br'x*-j- crx -f- cir= 0, . . . (B) ,

on multipliera la première par d,  et la seconde par a;  et, retranchant
l’un des résultats de l’autre , on aura une équation de cette forme ;

a"x1-J - Væ -|- c" =  o, • • . (A/ ).

On multipliera encore la première équation par d! , et la seconde
par dy et , retranchant l’un des résultats de l’autre , on aura une équa¬
tion de cette forme, -)- bu,x2-)- — o,  que l’on divisera
par et qui deviendra

d " x‘ -}- b" 'x c"’= o . . . ( B ' ).
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En opérant alors sur (Af) et sur (B' ) comme sur (A) et sur (E),
°U obtiendra deux équations du premier degré en x.

Soient les équations
ax 3-f - bx 1-f - ex - (- d=  o,

dx 1-j - b'x -j - d = o,
°n multipliera la première par d,  et la seconde par ax;  et , retran¬
chant l’un des résultats de l’autre , on aura une équation de cette
forme:

o'V -|- b,r $- f-c" = o.
Comparant alors les deux équations du second degré , on les abais-s
sera au premier comme dans l’exemple précédent.

N . B.  Appliquez cette méthode aux équations particulières des
»DS 45r , 456, 47a.

720. Du reste, avec un peu d’habitude du calcul , on trouvera
souvent des moyens d’abréger encore le travail. Nous allons voir
°ela dans deux exemples tirés de YArithmétique universelle de
Newton.

Soient les équations
2

x*-- -x —y 1=o , x1— ur .x - = o,a a1
dont on veuille éliminer x.

En comparant la première avec l’équation générale du second
degré

x2-j - Px -f - Q = o ,

°n a P =s —- —- et Q= — en  sorte qu’on trouve par la formule
générale des nos 5i6 et 54o,

En comparant la seconde équation proposée avec l’équation gé-
, yb

° er ale, on a P~ — ay,  et Q : en sorte qu’on trouve, par la
formule citée,
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Égalant ces deux valeurs d’.r , et effaçant ensuite de part et d'au-
y -X

tre les termes égaux , on obtient — et par conséquent^ 3= ®/iet

et y — a.
Soient encore les équations

■r +J '+ ~ = 20 > •ra +J' a + ‘̂ = l4o >

dont on veuille éliminer oc.
V»

La première donne .* -]- = 20 —y,  d’où l’on lire , en carrant les

y4
deux membres, .*3-f- 2i/ 3-]- — == 4oo •—4qy  j puis , en retran¬

chant de part et d’autre^ 3,
♦*4

x 1 +J’ + - - = 4oo — 4oj;

or , le premier membre de cette nouvelle équation étant identique
avec le premier membre de la seconde équation proposée, les deux
seconds membres soiit égaux, c’est-à-dire que l’on a

4oo — 4oy = i4q,
qui est l’équation finale en y.

CHAPITRE V.

Exercice sur la résolution des problèmes du second degré,
à autant d’équations que d’inconnues.

721- Les problèmes du second degré à une équation et une in'
connue , peuvent tous se résoudre parla formule des nos 5i6 et54o;
les exemples suivants feront comprendre comment on doit opérer
pour parvenir à ce but.

"22. Le problème du xsP 348, nous a donné cette équation,
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202 .3XX

3 "" 85xa; -j-
5g5xx

3 383o f;

Wtultiplions-Ia par 3 , elle deviendra
2023xx -J- 255x ^7-f- 5q5xx =  u 4g2,

et se réduira par conséquent à
28 .73x2 : = n4g2.

Divisant alors par 2873 , et transportant tout dans le premier mem¬
bre , nous aurons

x2— 4 = 0;
comparant enfin cette équation , ainsi préparée , à l 'équation ■géné¬
rale du second degré , nous trouverons P — o , Q = — 4, et nous
obtiendrons par la formule des nos5 16 et 540

x = -JhJ/ 4 =+ 2.
[Voyez  le n° 54 1.)

Le soluteur direct nous apprend donc que le troisième joueur se
retire avec 2 fois 5 écus , ou avec 1o écus , d’où il résulte que le second
se retire avec 34  écus , et le premier avec 79 écus et 4 , ce qui satisfait
au problème , comme . il est facile de le vérifier.

Le soluteur inverse , en revanche , n’est ici d’aucun usage : carj
l’équation primitive 11e contenant d’autre puissance d’x que le carré,
reste la même lorsqu ’on y change le signe d’x (nos 26 , 35) ; et d’ail¬
leurs , d’après les conditions du problème , si le troisième joueur se
retirait avec une dette , il devrait en être de même des deux autres,
ce qui serait absorbe puisqu ’on supposerait ces dettes provenir de
la partie qu ’ils font ensemble.

Cependant , au moyen des règles sur les signes , le nombre — 2, con¬
sidéré comme abstrait , satisfait à l ’équation comme le nombre -f- 2-.

723. Le problème du n ° 3 ig  nous a donné celte équation,
xx
100 ■24:

•nuliiplions -la par 100, et transportons tout dans le premier membre *nous aurons
X” - ÎOOX - j- 24 oo = 0 ;

comparons alors cette équation à l’équation générale , nous trouve-
rons P = — 100 , Ç = 24 oo,  et nous obtiendrons , par la formule,



416 PBOlil -ÎMES

x = 5o + 10.
(Voyez  le n° 543, i °.)

Le cheval avait donc coulé ou Go  ou 4o pièces de cinq francs; e*1

sorte que ce problème a deux, solutions directes aussi bonnes l’unC
que l’autre , ce qu’il est essentiel de remarquer.

724*Le problème du n°356 nous avait donné cette équation >

/ioo— x \ » /ioo — x\

faisons-y et représentons , pour abréger , le nombre îoopar
la lettre c , nous aurons

d’où nous tirerons successivement
c*— 2cx -)- a: 3 c — x

c1 c

e3— 2cx x i = c 3— ex  -

à

bc3

5c4
a:3— ex  h- = o.

. a

Cette équation, comparée à l’équation générale du second degfé»
Ï)C*

donne P — — 0, et Q = — , d’où l’on tire , par la formule>

c ± V■

Ou, ce qui revient au même,

bc'1

X = ^C + | c v. 4b
’T’

parce que ^ e
èe3 , î /

s3- = ï c ( 1
« \

4Z>\
a )'

726. On peut aussi résoudre les équations du secbnd degré P8*"
d’autres méthodes que celles des numéros cités, et il ne sera pas in**'

tile que nous fassions connaître Ces méthodes.
Étant donnée l’équation générale

x 2-{- Px  Q = o>
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dont on demande les deux soluteurs, on observera d’abord que, par le
n°4o4 , la somme de ces soluteurs est— P , et que , par le n° 4o8, leur
Produit est Q. En sorte que tout problème du second degré revient à
Celui-ci : Étant donnés la somme— P de deux nombres et leur pro¬
duit  Q , trouver ces deux, nombres.

D’un autre côté, nous savons ( n° 711) que le plus grand de deux
nombres quelconques est égal à la moitié de la somme des deux,
augmentée de la moitié de leur différence, et que le plus petit est
egal à la moitié de la somme diminuée de la moitié delà différence.

Or , comme nous connaissons la somme— P des deux soluteurs en
question, et par conséquent la moitié — £P de cette somme, il ne
reste plus, pour avoir le plus grand et le plus petit , que de trouver
leur différence ou la moitié de leur différence. Le problème précé¬
dent revient donc encore à celui-ci : Étant donnés la moitié de la
somme— ^P et le produit  Q de deux nombres, trouver la moitié de
leur différence.

Si l’on nommej la moitié de celle différence, on aura
(- i *+.r) (- *P- .r)= Q,

Du, en effectuant la multiplication (n° n 8 ),

i 1 p >- r = Q,d où l’on tirera

y = V/ 'ĥ —Q,
en sorte que le plus grand des soluteurs est

et le plus petit

Ce sont les deux valeurs de x. trouvées aux nos5 16  et 54o.
726. Pour résoudre encore d’une autre manière l’équation du se¬

cond degré,
a;’ -f P.r + Q= :o,

l’on observera que si 1e premier membre était un carré parfait, en
extrayant de part et d’autre la racine, l’équation serait abaissée au
Premier degré. Mais si l’on compare ce premier membre au carré
d’un binôme quelconque , lequel carré contient toujours trois termes,
savoir le carré du premier terme de ce binôme, le double du pro¬
duit des deux, et le carré du second (n° 265); si l’on fait, dis je,
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celte comparaison, on verra , i ° que le premier terme æ2 de l’équ3'
lion peut bien être considéré comme le carré du premier terme du
binôme, en sorte que le premier terme de ce binôme serait r . On
verra , 2° que le second terme Px  de l’équation peut aussi être
assimilé au second terme du carré du binôme : car ce terme-f-J3*
peut être pris pour le double produit des deux , ou pour le double
du second, multiplié par le premier. Mais le premier est.??, donc -J- ^
est le double du second, ou -|- ^ P est le second. Quant au troisième
terme -j- Q de l’équation , il faudrait, pour qu’il fût égal au troisième
terme du carré du binôme ar-|- iP, - il faudrait , dis-je , qu’il valût
(tP) 5 ou P 2, ce qui n’a pas lieu généralement , mais seulement
dans quelques cas particuliers.

Si l’on avait donc , je le répète , x1 Px -\- \ P*  pour premief
membre de la proposée, on pourrait abaisser l’équation par l’extrac-
tion de la racine. Or , celte forme est facile à obtenir ; il suffit pouf
cela d’ajouter { P 1 au premier membre de la proposée, et d’en rC'
trancher Q,  ce qui est très-permis, pourvu qu’on fasse la même add*'
lion et la même soustraction dans le second membre. On aura ainsi

-j- Px -J - 1 P2= i P 2— Q;

extradant alors de part et d’autre la racine , on trouvera (n° 480
note)

d’où l’on tirera
x — — ip± \/ip* — q.

727. Mais il est clair qu’on n’aurait pas eu besoin de retrancher Q
des deux membres, si on l’eût d’entrée transporté dans le second, 011
si l’on eut tout de suite donné à la proposée cette forme

Æ2-f-P .V= — Q.
Ainsi donc , l’équation étant préparée comme nous venons de ledit-0*
on ajoutera à ses deux membres le carré de la moitié du coefficie^
de  x , puis on extraira de part et dd autre la racine; celte équoti 011
sera par là abaissée au premier degré , et se résoudra sans peine-

Du teste , la racine du premier membre , quand on aura co"1'
piété le carré , sera toujours x plus ou moins la moitié du coefficie*1̂
de x dans la proposée, -[- quand ce coefficient sera en plus, et
quand il sera en moins.
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Ce procédé étant le plus facile de tous , nous allons l’appliquer à
Quelques exemples. Mais nous invitons les commençants à compléter
d’abord un certain nombre de carrés, pour en acquérir l’habitude.En
v°ici quelques-uns d’incomplets, sur lesquels ils pourront slexercer:

.z,a -j- et1-]- 5x ; x %—îox ; x'1— læ!;
x 2—jx ; x *-̂ - ~x ; x 2— 3 x ; x 2— x.

N . B.  Les nombres fractionnaires s’écrivent sous la forme de frac-
ll °ns , comme ceux qu’on voit dans ces exemples; et quand x n’a
Point de coefficient, son coefficient est J.

Faisons encore observer, avant d’aller plus loin , que si l’équation
proposée est déjà un carré parfait , comme

.T2'—]—Px- 1- -yP 2= O,
°n peut immédiatement en extraire la racine, sans rien transposer
et sans rien ajouter. On a ainsix -j - ~ P = o , d’où l’on tire * = —3 P.
H semble alors qu’on n’a qu’un soluteur , parce qu’il n’y a en effet
cl ll’un nombre qui satisfasse à l’équation. Mais on dit cependant
•[u’elle a deux soluteurs égaux , parce qu’elle est composée de deux
facteurs égaux du premier degré , et qu’on peut lui donner cette
forme

(* + FP ) (* + iP ) = 0. ■

Voyez les n os 3go , 391,392 , 3q3.
Voici maiutenanlquelques problèmes particuliers;
728. On cherche un nojtibre tel qui en t ajoutant à 10 , et en le re¬

tranchant de  10 , la somme multipliée par la. différence donne 51.
(Euler .)

Nommant ce nombre x,  on a ( io -j- .v) ( 10 —.v) = 5t , ou 100
~~ xx = 5i,ou

.r.v— 4g;
ajoutant de part et d’autre le carré de la moitié du coefficient de x ,
'1U|>dans ce cas, est nul ; puis extrayant la racine, on obtient

■*-■= =+ 7.
■̂ ■ds cette équation du reste n’est autre chose qu’une équation à deux
tc,| ines, à laquelle ou peut immédiatement appliquer l’extraction de
11 racine (n"s 484 , 541).

I' e nombre cherché est donc 7, comme l’indique le soluteur direct.
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Quant an soluteur inverse, il n’a d’usage ici qu’à la faveur des
règles sur les signes : car l’équation 100— xx = 5i  ne peut etre
modifiée par le changement du signe de .r , puisqu’elle ne contient
d’autre puissance de l’inconnue que le carré (n° 35).

Si on voulait prendre l’équation sous cette forme (io -j- .r) (10—*)
= 5i , et y changer le signe de x,  elle deviendrait (10— .v) (îo-j--*)
= 5i , c’est-à-dire qu’elle resterait la même, ainsi que la question
quil’afournie (*).

729. Trouver un nombre tel que-, si l’on multiplie sa moitié par son
tiers , et qu’au produit l’on ajoute la moitié du nombre quion cherche,
le résultat soit 3o. (Euler . )

Nommant ce nombre x,  on aura
£ ** + £* = 3o;

multipliant cette équation par 6 , elle deviendra
x'1-J - 3x= 180  ;

ajoutant alors de part et d’autre le carré de la moitié du coefficient
de ;e, on trouvera

extrayant des deux côtés la racine , on obtiendra
*+ l = ±¥;

d’où l’on tirera enfin

C’est-à-dire que le nombre cherché sera, ou 12, ou — i5 {Voyez  le
n° 542).

Le premier satisfait au problème, et le second y satisfait aussi, do
moins à la faveur des règles sur les signes. Mais sans cela voici quel
est l’usage de ce soluteur — 15 : il faut, à cause du signe d’inversion,
remontera la première équation du problème, et y changer le signe
de x (n ° 35) , elle devient par là

1 .r .r — I .r = 3o ,

et nous apprend que le nombre i5 répond à cette question : Trott'

(*) L 'équation du second degré à deux termes peut être généralement repre^
senlée par x s — « 2 = o , ou par a 2 — te 2 rra o , ou par ( a -j- x ) (a — x) — o ; o1''
l' on voit évidemment dans cette dernière forme que l’équation ne saurait change 1
par le changement du signe de x dans les deux termes qui contiennent cette lettre*
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v*r un nombre tel que si Pon multiplie sa moitié par son tiers, et que
du produit on retranche la moitié du nombre qu’on cherche, le résultat
soit 3o.

Si cette question eût été proposée la première , et qu’on eût résolu
l’équation

|,rx - . ix = 3° ,
on en aurait tiré « égal à i5 ou à — 12.

730. Avant de passerà de nouveaux problèmes, il serait bon que
les commençants reprissent ceux que nous avons déjà vus, pour es¬
sayer de les résoudre avec d’autres inconnues.

Nous avons supposé que le troisième joueur , dans la question du
n° 348, se retirait avec« fois5 écus; maison aurait pu supposer qu’il
se retirait avec « écus. On aurait aussi pu nommer « l’argent du
premier joueur , ou celui du second, ou poser en fait que le premier
joueur se retirait avec « fois 7 écus, ou encore que le second joueur
se relirait avec « fois 17 écus. Il sera bon d’essayer chacune de ces
manières.

731. On peut aussi résoudre ce problème avec trois inconnues.
Si l’on suppose que le premier joueur se retire avec z fois7 écus,

ou avec qz  écus , le second avec,/ fois 17 écus, ou 1qy  écus, le troi¬
sième avec x fois 5 écus, ou 5.v écus, on aura les équations

l' i yzy -j - 85yx -j- 35zx= 383o §;
et en substituant dans la dernière les valeurs d’y et de z tirées des
deux premières, on obtiendra une équation finale en x,  qui sera pré¬
cisément colle des nos 348 et 722.

732. On pourra supposer aussi que le premier joueur se relire avec
^écus , le second avecy  écus , et le troisième avec z écus, ce qui
donnera les équations

x y y_  J3_
T ’ 17 5 *

XJ-fjr -,4 -xz = 383o f.
733. Si dans le problème du n° 728, on nommait la somme x,  et
différencej -, le nombre cherche serait représenté par « — 1

Par 10—y t en sorte qu’on aurait les deux équations
o ou
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x —10 = 10 —y , xy— 5 lj

mettant clans la seconde la valeur d’j , prise dans la première , on
trouverait

xx -— aox = — 5 1;

ajoutant de part et d’autre le carré de la moitié du coefficient de x,
ou le carré de — îo , on obtiendrait

xx — '20x -J - ioo = 4g;

puis, en extrayant la racine , et transposant,
je— io + 7.

Le premier soluleur donne 17 pour la somme de îo et du nombre
cherché , en sorte que ce nombre est 7.

Le second soluteur donnerait 3 pour la somme de 10 et du nom'
bre cherché , en sorte que ce nombre serait — 7.

731. Si l’on nommait seulement x la somme, le nombre serait
x — 10, et la différence 10 — x -j - 10 = 20 — x , ce qui donnerait
l’équation

20r — xx = 51,

qui revient à celle du numéro précédent.
73o. Si l’on nommait x la différence, le.nombre serait 10— x,  et

la somme 10-j~ 10— x ~  20— x, ce qui donnerait encore la même
équation ; mais ce serait alors le second soluleur 3 qui répondrait a
la question, au lieu du premier 17.

736. Si dans le problème .du n” 72g, on nomme x la moitié du
2.r

nombre ciu’on cliercbe , ce nombre sera 2x , et son tiers sera —, enJ 3

sorte qu’on aura l’équation

qui deviendra successivement
axx -j - 3.t = 90
.r.r - f § x = Wi

^ + i * + ï6= 2.r-
’±T

. £ -4- =Z
4 _i— 4 ‘

. 13 -TT’



DU SECOND DEGRÉ. 4J3

Le soluleur direct Gapprend donc que le nombre cherché est 12.
737. Si dans ce même problème on nomme x  le tiers du nombre

cherché, ce nombre sera Soc,  et sa moitié —, en sorte qu’on aura
Zxæ Z.t

3o

Zocx-j - Zx= 60
XX -j - X = 20

XX -j - X - j-  1 = -SJ-

Æ= —3±f-
Le soluleur direct 4 donnera encore 12 pour le nombre cherché.
Lu reste, celte dernière opération fait voir que les équations de tels
ou tels problèmes peuvent être beaucoup simplifiées par un heureux
choix des inconnues.

738. Si l’on avait représenté parole produit , l’équation aurait
été bien moins simple ; on aurait eu 3o — x pour la moitié du nom¬
bre cherché , ce qui aurait donné Go— ax  pour le nombre même,
et —° X-  pour son tiers; multipliant alors la moitié par le tiers, on
aurait trouvé un produit , qu’on aurait égalé à x,  ce qui aurait donné

2xx — i20x -[- 1800
3 = *

2XX  1 20X -j —1800 = 3 .*

12.3
xx - x = — 900

i5i2g 729

, 16 1G

12.3

12.3
= T ;

tr

27
4'

Le premier soluteur aurait donné pour le nombre cherché un nom*
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bre inverse; mais le second soluteur 24, substitué à la place d’x dans
la fonction 60 — 2x , qui exprime ce nombre , aurait encore donné
12 pour sa valeur.

739- Sans varier sur le choix de l’inconnue d’un problème, on

peut cependant varier dans la manière d’en établir l’équation; c’est
ce que l’on verra en comparant le raisonnement que nous avons fait
dans le n° 34g, avec celui de Lacroix , que nous allons transcrire ici?

le problème du cheval étant tiré de l’Algèbre de cet auteur.
« Si l’on me disait ce que le cheval a coûté, je vérifierais ce nom¬

bre de cette manière : je le retrancherais de 100, et je ferais cette

règle de trois.Si 100 se réduisent au nombre que vient de me donner
la soustraction, à combien le nombre prétendu doit-il se réduire?

Ayant trouvé ce quatrième terme , il devrait être égal à 24.
« Nommons donc x le nombre cherché , c’est-à-dire le nombre de

pièces de 5 francs que le cheval a coûté. Alors, puisque 100 francs
sont supposés se réduire à 100— x,  je trouverai à combien x doit
être réduit en faisant cette règle de trois, 100 : 100—x : : x: ; le

quatrième terme sera -— — ou — —— ; puis donc qu’on sup¬

pose que le prix du cheval a été réduit à 24  pièces de 5 francs , ü

faut que - = 24. » (nn 723).
1 100

740. Voici quelques problèmes dont on trouvera les solutions àla
fin de l’ouvrage.

Problème I . Trouver un nombre tel qu ’ôtant son triple de son

carré , on ait 10 pour différence. ( Lemoine. )
Problème II . Je vous donnerai les pièces d ’or que j’ai dans cette

bourse, disait un père à son fils qui étudiait les mathématiques, si

vous pouvez en deviner le nombre : il est tel que son quintuple sur¬

passe de 12 la moitié de son carré . (Lemoine.)
Problème III . Est - il possible de trouver un nombre dont le carré?

augmenté de 20, donne 16 pour somme? (Lemoine. )
Problème IV . Quelques négociants établissent un facteur à Ar-

cbangel , et chacun d’eux met en fonds dix fois autant d’écus qu’il®
sont d’associés; d’ailleurs l’appointement du facteur est fixé pour

chaque cent écus du capital à deux fois autant d’écus qu’il y a d’as'
sociés. Or , il arrive que , si l’on multiplie la centième partie de cet
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aPpointementpar 2 f , on trouve le nombre des associés. On demande
*luel est ce nombre. (Euler .) ,

Problème V . Quelqu ’un acheté un certain nombre de pièces de
drap ; il paie pour la première 2 écus , pour la seconde 4, pour la
h'oisième 6, pour la quatrième 8, et ainsi de suite : et toutes les pièces
ensemble lui coûtent 110  écus. Combien y a-t-il de pièces? (Euler . )

Problème VI . Quelqu ’un a acheté plusieurs pièces de drap pour
*8o écus. S’il avait reçu pour la même somme 3 pièces de plus , il
°urait eu la pièceà 3 écus de meilleur marché . Combien a-t-il acheté

pièces? (Euler .)
Problème VII . Deux paysannes portent ensemble 100  œufs au

Marché; l’une en porte plus que l’autre , et cependant le produit est
le même pour l’une et pour l’autre. La première dit à la seconde :Si
j’avais eu tes œufs au lieu des miens, j’aurais retiré i5 sous. L’autre
lui répond : Si j’avais eu les tiens au lieu des miens , j’aurais retiré
6sous et f . Combiend’œufs chacune a-t-elle porté au marché ?(Euler .)

Problème VIII . Un marchand a un certain nombre d’aunes d’une
étoffe; un autre marchand a 3 aunes de plus de la même étoffe, et
ds vendent tous les deux leur étoffe, mais à des prix différents, et la
somme de ces deux ventes ensemble est de 35  écus. Alors le premier
Marchand dit au second : Si j’avais eu autant d’étoffe que vous, j’en
aurais retiré 24 écus. L’autre répond :-Si je n’avais pas eu plus d’étoffe
<jue vous, je n’en aurais retiré que 12  écus i .Combien d’aunes avaient,
ds chacun ? (Euler .)

Problème IX . Un homme ayant placé une somme a  dans une
ootreprise où il perd d’année en année , et toujours dans la même
proportion , retire ses fonds. Il calcule alors que s’il eût pu les retirer
après la seconde année , il eût perdu b cette année-là. On demande
a combien pour c montait sa perte par an.

Partez de celte supposition, il perdait x pour c par an.
Problème X . Résolvez les équations suivantes:

x2— r 2— . . *. ( A) ,

arb — 2X kr* — .va. ( B) ,

2rZ>= -vy ' ‘ir 1—d2-f- cl 4r2— A *. (C),
vbx — aX/̂ kx1— cl2-\ -d [/ kx2— a 2. ( D) .

54



CHAPITRE VI.

Méthode pour trouver par approximation les soluteurs
irrationnels des équations numériques.

741. On nomme équations numériques  celles dont tous les coefli'
cients sont donnés en nombres , c’est-à-dire en chiffres. Les autres
sout des équations algébriques  ou littérales.

742. Nous n’avons point dans cet ouvrage considéré séparément
ces deux classes d’équations, parce que tout ce que nous avons dit
jusqu’à présent des équations, convenait également aux unes et auS
autres ; aussi, quoique nous en ayons souvent vu de numériques,
nous ne les avons employées que comme des exemples au moyen
desquels les commençants pouvaient plus facilement saisir ce que
nous exprimions cependant d’une manière générale.

713. Si nous résolvons par la méthode du second degré l’équa*
lion x 2—■2X — 5 = o,  nous trouverons pour ses deux soluteurs
î -j- 1/6 , et i — \/ 6; mais)/6 = 2.45, à un centième près (n° 34o),
en sorte que les deux soluteurs ci-dessus peuvent aussi être exprimés
par 3 . 45, et — i .45, ces nombres désignant les valeurs des deux
soluteurs , approchées jusqu’aux centièmes. Or , le but de ce chapitre
est défaire connaître une méthode particulière aux équations nurné'
tiques , et par laquelle on trouve ainsi par approximation la valeur
des soluteurs irrationnels que ceséqualions, de quelque degré qu’elles
soient, peuvent contenir , approximation que l’on pousse du reste
aussi loin qu’on le veut.

744. Mais la méthode dont il s’agit ici reposant sur quelques prin'
cipes que nous ne connaissons pas encore , et dont plusieurs sont proj
près aux équations numériques , nous commencerons par exposer
ces principes, après avoir cependant fait observer avec Lacroix «qu’d
y a des équations littérales qui se transforment sur-le-champ et1
équations numériques. ,>

« Si l’on avait , par exemple,
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y 3-f - 2py* — 33py + 1 4/>3= o,

ei1  faisant y = pr ., il viendrait

p 3x 3_j _ ip ' .e — 33p 3x -f - 14/>3— o,

résultat divisible par p 3, et qui se réduit à

æ3-|-2x 1— 33x - |- i 4 = o . »

Celte dernière équation ayant un soluleur rationnel .r = — 7, fait
' ,°ir que la proposée a aussi un soluteur rationnel , savoir ^ = — jp.

TV. JB. h L’équation en y est de celles que l’on appelle équations
homogènes,  parce qu’en faisant abstraction des coefficients numéri¬
ques , chacun de ses ternies renferme le même nombre de facteurs . »

745. Cela posé , venons aux principes dont nous avons parlé.
Soit l’équation

a;3-j - 3x a— 5x — 2 = 0 ;

Sl l ’on y substitue à x le nombre 1, son premier membre se réduit
a — 34 et si l’on y substitue à x le nombre 2 , son premier membre se
reduit à -j- 8 , d’où il résulte que ni 1 ni 2 ne sont soluteurs de la
proposée.

Mais puisqu ’on peut considérer le o comme compris entre les deux
quantités — 3 et -j- 8 , que nous venons de trouver , il paraît hors de
doute qu ’au moins un des nombres capables de donner , par leur
substitution à la place d’.x , le résultat o , doit être compris entre les
Nombres 1 et 2 , qui ont donné les résultats — 3 et -J- 8 ; en d’autres
le rmrs , la proposée doit avoir gu moins un de ses soluteurs entre 1
e! 2. Du reste , ce soluteur , ou ces soluteurs , s’il y en a plus d’un , ne
sauraient être imaginaires , car on ne peut pas dire que les symboles
’oiaginaires soient compris entre des quantités réelles - En outre , dans
cecas -ci , ils ne pourront être entiers , parce qu ’ils tombent entre 1
el 2 ; et ils ne pourront être fractionnaires , à cause de la forme de
^équation (n° C22). Ils seront donc nécessairement irrationnels.

7i (>. Pour démontrer d’une manière rigoureuse que notre pro-
P°sée a nécessairement au moins un soluteur plus grand que 1, et
plus petit que 2 , nous l’écrirons ainsi,

fx 3-J - 3 u5) — (5.x -j - 2) = o,

(l  nous verrons , 1" que puisque le nombre », mis à la place de x.

*0tl ne le sésuhal — 3 y on a ? par celle substitution , la partie direcie,
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que j’appellerai D,  plus petite que la partie inverse , que j’appelle'
rai/ , ou (.r 3-{- 3x 2) [5x -j - 2); et en effet,x 3-]- 3tLa== 4 , tandis
que 5x  2 — 7.

Nous verrons , 2,0 que puisque le nombre 2 , mis à la place de X,
donne le résultat -j- 8 , on a, par celte substitution , la partie directe
D  plus grande que la partie inverse I,  ou (a;3-j - Sx *) -j - 2 )i
et en effet ) ;x,3 -f- 3.£a= 20 , tandis que 5x -j-  a = 12.

Nous verrons , 3° que plus x augmentera dans l’équation , plus leS
parties D et / augmenteront chacune de leur côté , ce qui est une
suite nécessaire de la forme de ces parties , qui n’ont que des termes
directs , et qui ne contiennent que des puissances entières et directes
de l’inconnue.

Cela posé, représentons par trois lignes droites la grandeur  des trois
quantités x, D et 1. Si æ a un pouce , ü  aura 4 pouces , et I aura 7 pou'
ces ; et d’après ce que nous avons dit , en faisant augmenter x  par uO
mouvement continu , Del 1 augmenteront aussi par un mouvement
continu ; enfin , lorsque x aura deux pouces , Z? aura 20 pouces , et
I  en aura 12, c’est-à-dire que nous aurons

En commençant le mouvement , En finissant le mouvement,

æ = 1 } D= 4 ^ / | xz = . 2 , Z>= 20 , / — 12.

Mais la ligne D,  qui était d’abord plus petite que la ligne / , se trouvé
finalement plus grande , quoiqu ’elles aient l’une et l’autre augmente
par un mouvement continu , ce qui prouve , 1° que le mouvement
de D  a été plus rapide que celui de I;  20 qu’il y a eu un moment»
pendant le mouvement , où la longueur des deux lignes s’est trouvée
la même , et où par conséquent leur différence , comparable au pre'
mier membre de l’équation , était nulle . A ce moment , le mouve'
ment n’étant point terminé , la longueur de x  était entre un et deu*
pouces ; et c’est cette valeurqui peut, rendre nul le premier membre
de l’équation , on qui désigne un de ses soluteurs.

747- On raisonnera de la même manière sur tout autre exempt

dans lequel la proposée ne contiendra que des puissances entières ct
directes de l’inconnue , et où , substituant successivement à la p!ace
de celle inconnue , deux nombres directs , on aura obtenu deu*
résultats de signe contraire ; et l’on en conclura donc que celte pi'0'
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posée a au moins un soluleur réel compris entre les deux nombres
substitués (*).

748. Supposons maintenant qu ’une équation , de la nature des
précédentes , et que nous désignerons par (A ) , donne deux résultats
de signe contraire lorsqu ’on y met successivement — p  et —. q à la
place de x,  et voyons ce qui en doit résulter.

Il est clair que mettre — p  à la place d’x dans cette équation , re¬
tient à y changer d’abord les signes des termes qui contiennent les
puissances impaires de x,  pour avoir une nouvelle équation (B), et à
substituer ensuite ~j- p  à la place d’x  dans (B) ; dans ces deux cas le
résultat est nécessairement le même ; et ce que nous disons de — p ,

on peut le dire de — q.
Donc , puisque —pe  t— q,  mis pour x dans ( A ) , donnent deux ré¬

sultats de signe contraire , il est clair que - (- p  et - J- q,  mis pour x
dans (B) , donnent deux résultats désigné contraire . Donc ( B) a au
moins un soluleur réel entre -j- jo et - |- q.  Donc (A ) , dont les solu-
îeurs ne diffèrent de ceux de ( 13) que par les signes ( n° 624 bis ) , a
au moins un soluleur réel entre —p  et — q.

749 . Supposons ensuite qu ’une équation , toujours de la nature
des précédentes , donne deux résultats de signe contraire lorsqu ’on
y met successivement - ]- p  et — q à la place d’x;  si nous y mettons
+ o à la place d’x,  il est évident que cette équation , comme toute
autre , donnera alors pour résultat son dernier terme (**), qui sera
direct ou inverse , et par conséquent de signe contraire à l’un des
deux résultats obtenus par la substitution de —J—jo et de — q.  On aura
donc au moins un soluleur , ou entre -j- o et - j- j >, ou entre — o et — q,
el à plus forte raison entre - ]- / >et — q.

750 . Supposons enfin qu ’une équation de forme quelconque,

(*) La proposée peut dans tel ou tel cas avoir plus d’un soluleur entre les deux

nombres substitués ; car il n’est point dit que les mouvements de D  et de I,  quoique

ooutinus , soient uniformes ; ils peuvent être varies de manière à ce que les longueurs

'les deux lignes soient plus d’une fois égales dans un espace donné.

(**) Tous les termes d’une équation contenant toujours x , excepté le dernier

(u° 377 ) , si l’on fait ar~ O, on a pour résultat le dernier terme , les autres étaut
fieeessaircmcut nuis.



430 SOLUTEURS IRRATIONNELS

donne deux résultats de signe contraire lorsqu ’on y met successive-
ment deux nombres différents à la place de son inconnue ; si dans la
première substitution on avait TJ >̂ I,  dans la seconde on aura D<
et réciproquement . En représentant donc encore par des lignes les
quantités x, TJ  et 1,  on comprendra que la ligne D,  qui était d’abord
plus grande ou plus petite que I,  n ’a pu se trouver finalement pblS
petite dans le premier cas , ou plus grande dans le second , sans qu’il
y ait eu un instant d’égalité entre elles , ce qui sera arrivé ainsi»
x augmentant , ou les deux parties U  et / auront augmenté , la plu3
petite plus promptement que l’autre , ou les deux parties TJ  et / au¬
ront diminué , la plus grande plus promptement que l’autre , ou des
deux parties TJ  et 1 la plus grande aura diminué pendant que la plus
petite augmentait , ou enfin l’une de ces deux parties n’aura point
changé pendant que l’autre , si elle était plus grande , aura diminue,
ou que , si elle était plus petite , elle aura augmenté (*).

751 . Donc , « si Von a une équation quelconque , et que l’on trouve
deux nombres tels qu ’étant substitués successivement à la place
de l'inconnue de cette équation , ils donnent des résultats de signe
contraire , l'équation aura nécessairement au moins un  soluleur réel
dont la valeur sera entre ces deux nombres. » (Lagrange ) (**).

752 . Le principe que nous venons de démontrer nous sera bientôt
très -utile ; mais nous devons en établir d’autres.

Supposons une équation algébrique on numérique , dont le pre¬
mier terme ait pour coefficient + i , et dont tous les autres coeffi¬
cients soient égaux entre eux , et aient le même signe , semblable
ou non à celui du premier terme ; celte équation aura cette forme

D®+ lixm —‘ + Rxm—1. . . . + Roc+ -R = O,

et nous pourrons l’écrire ainsi,

x m -j - R  i - )- at-w—2. . . . -f - X  1 ) = O.

(*) Les commençants feront Lien de vérifier cela sur des équations de differentes
formes , en inscrivant , dans de petits tableaux , les valeuts de .v , de Z) 'et de I,
fOimnencemeuL et à la lin du mouvement supposé , comme au ü° 7 16.

(**) U ne faut pas peidi c de vue que ces soin leurs peuvent , suivant les cas
entiers , fractionnaires , ou inaliouucls , tuais non imaginait es.
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afm - jm

Or , x »*—1 . . . -j - x -f- 1= ~ ~ ( n° 127) , on aura donc

R = 0,

°u , ce qui revient au même,

X » - f- xm

Maintenant , si l’on cherclie la différence qu’il y a entre la grandeur
du premier terme et la grandeur de la somme de tous les autres,
abstraction faite du signe du premier terme et du signe général de
la somme des autres , cette différence aura pour expression

x m
R

x — x m-\
R

x — 1

Si donc on supposait - = 1, cette même différence deviendraitx — 1
Xm -X » - j- 1 = I.

. R
Mais supposer - - = 1, c estsupposer R — x — r , ou a;= iî -J- 1.

Ainsi donc , si l ’on met à la place d’x , dans cette équation , le
coefficient commun R  augmenté de l’unité , le premier terme x »»
surpassera par sa grandeur la somme de tous les autres , abstraction
faite du signe de ce premier terme et du signe général delà somme
en question , et la différence de ces deux quantités sera toujours 1.

Mais si le second terme et les suivants , ayant le même coefficient,
l ’avaient pas tous le même signe , leur somme serait alors nécessai-
rement plus petite , du moins en faisant abstraction de son signe
général , comme on le veut ici , et par conséquent , si l’on mettait en¬
core R -j - 1 dans l’équation à la place de x , le premier terme surpas¬
serait la somme de tous les autres d’une quantité plus grande que
‘lans le premier cas.

Si le second terme et les suivants , ayant tous le même signe,
Savaient pas tous le même coefficient , alors il y aurait un de ces
coefficients , répété ou non , qui serait plus grand que chacun des
autres , et que l’on reconnaîtrait facilement lorsque l’équation serait
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numérique . Par cette inégalité de coefficients, la somme du second

terme et des suivants serait moindre que si tous les coefficients étaient
égaux au plus grand , que nous appellerons toujours R.  Par consé¬
quent , si l’on mettait iî -j- i dans l’équation à la place d’x , le pre¬
mier terme surpasserait la somme de tous les autres d’une quantité
plus grande que dans le premier cas.

Enfin , si le second terme et les suivantsn’avaient ni tous le même

signe , ni tous le même coefficient, et que l’on mît à la placed’x dans
l’équation le plus grand coefficient augmenté de l’unité , le premier
terme aurait une double raison pour l’emporter sur la somme de
tous les autres.

753. Cela posé, il ne sera pas difficile de démontrer, pour le cas
des équations numériques , que toute équation de degré impair a au
moins un soluteur réel, et que si le premier terme de Véquation est
direct , ce soluteur est de signe contraire à celui du dernier terme,

qu’autrement il est de même signe.  Nous prendrons des exemples

particuliers , mais nous raisonnerons généralement.
Considérons, i ° une équation de degré impair , dont le premier

terme soit direct , et le dernier inverse, comme

x 5 2x 4— 6x 3-J - 5x 2— 0.x — i = o j

mettons dans cette équation -J- o à la place à’x,  elle se réduira à
son dernier terme, et nous aurons un résultat inverse (ici — i ).

Mettons ensuite, à la place d’a: , le plus grand coefficient de l’équa¬
tion, augmenté de l’unité , et pris en -j- (ici —{—7) , le premier terme
l’emportera sur la somme de tous les autres , et nous aurons par con¬
séquent un résultat direct , le second terme et les suivants fussent-ils
même tous inverses ( ce résultat est ici -j- 19781).

La proposée aura donc entre o et/Z -f- 1(ici entre o et 7) , au moins
un soluteur réel et direct , et par conséquent de signe contraire à
celui de son dernier terme.

Considérons, 20 une équation de degré impair , dont le premier
terme soit direct , et le dernier aussi, comme (A);

a: 5 - 2 ) 4 - 6x 3 — 5x 2 - OX -\ -  1 =0, . ■ ■ ( A)

changeons les signes des termes qui contiennent les puissances im¬
paires de x,  nous aurons une nouvelle équation
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- JCS-2 ^ 4-j_ 6x 3 - 5x* -j - QX-j - I — O,
b°nt le premier terme sera inverse , et le dernier toujours direct - et
Ce Ue équation d’ailleurs aura les mêmes soluteurs qùe ( A ) , mais
a'ec des signes contraires ( n" G24 bis ). Changeons actuellement tous
les signes de celte nouvelle équation , cela ne changera rien à scs
soluteurs , et nous obtiendrons une équation

x5-j- zx f>— 6.ï3-j - 5.v2— ax — i =o . . . . (B)
be degré impair , dont le premier terme sera direct , et le dernier
Averse . Celte équation ( B) aura donc au moins un soluleur réel
direct . Et par conséquent l’équation (A ) aura au moins un soluteur
''eel inverse , c’est-à-dire de signe contraire à celui de son dernier
terme.

Considérons , 5°  une équation de degré impair , et dont le premier
terme soit inverse ; en changeant tous ses signes , on ne changera rien
àses soluteurs , et l’on retombera dans un des deux cas précédents.
Mais en changeant tous les signes , on a changé celui du dernier
terme ; en sorte que si on ne les eût pas changés , le soluteur en ques-
bon , au lieu d’avoir un signe contraire à celui du dernier terme j
aurait le même signe que lui.

Le principe est donc démontré-
154. On prouvera tout aussi facilement , que toute équation de

degré pair , dont le premier terme est direct , et le dernier inverse , ou
dont le premier est inverse , et le dernier direct , a au moins deux so¬
nneurs réels , l’un direct , et Vautre inverse.

Considérons , i ° une équation de degré pair , dont le premier lermë
s°it direct , et le dernier inverse , comme

x4 — 2-v3-j - 3.ï2-j - x — 2 = d;
teettons dans cette équation -j- o à la place d’æ,  elle se réduira à son
dernier terme , et nous aurons un résultat inverse (ici — a ).

Mettons ensuite , à la place d’x-, le plus grand coefficient de lequa-
bon , augmenté de l’unité , et prisen -}- (ici -)- 4) , le premier terme
Remportera sur la somme de tous les autres , et nous aurons par con¬
séquent un résultat direct , le second terme et les suivants fussent-
bs même inverses (ce résultat est ici - ]- 178 ).

La proposée aura donc entre o et Il -\- 1 (ici entre o et 4) , au moins
*tn soluteur réel et direct.

55
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Ce  n ’est pas tout : si nous changeons , clans la proposée , les sig !1(’”
des termes qui contiennent les puissances impaires de x,  nous au¬
rons une nouvelle équation

.tA- [- 2X3-f -3x a - X — 2 = 0,

dont le premier terme sera toujours direct , et le dernier toujours in¬
verse , et qui aura , par conséquent au moins un soluteur réel et di-
rect . Mais les soluteurs de cette transformée ne diffèrent de ceux de

la proposée que par leurs signes ; donc la proposée aura au moins m1
soluteur réel et inverse ; donc elle a au moins deux soluteurs réels»
l’un direct et l’autre inverse.

Considérons , 2° une équation de degré pair , dont le premier tenu®
soit inverse , et le dernier direct ; changeons tous les signes de cetl 1,
équation , ses soluteurs ne seront point changés , et l’équation re"'
trera dans le casque nous venons d’examiner ; donc le principe est
démontré.

755. Si l’on n’a pour but que de rendre la partie directe d’uI,c
équation supérieure à la partie inverse , on y parviendra souvent
substituant à x  un nombre moindre que le plus grand coelficie 111
augmenté de l’unité ; car , après avoir changé tous les signes de l’c'
quation pour rendre le premier terme direct , s’il ne l’est pas déjà»
on pourra mettre à part , pour quelques moments , les autres term eS
directs , en cas qu’il y en ait ; alors le plus grand coefficient de cru*
qui resteront , ne sera que le plus grand coefficient inverse : ce noiubrfi'
là augmenté de l’unité , et mis en -j- à la place dex , rendra conin )C
à l’ordinaire le premier terme supérieur à la somme de ceux qu o1’
aura conservés , c’est-à-dire à la somme des termes inverses ; on aur3
donc un résultat direct , auquel on ajoutera les termes directs q1’1
avaient été écartés , et qui ne feront qu ’augmenter le résultat déj3
direct.

De même , si l’on n ’a pour but que de rendre la partie inverse d’u*1®
équation supérieure à la partie directe , après avoir changé tous leS
signes pour rendre le premier terme inverse , s’il ne l’est pas déjà»
on pourra suivre une marche analogue à celle que nous venons dc
tracer , et substituer à a? le plus grand coefficient direct augnieid®
de l’unité.

75G. Supposons donc une équation dont le coefficient du preuii er
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le' nie soit -j- 1, si Ton met à la place de l’inconnue le plus grand
c°cHicient inverse augmenté de l’unité , et pris en -}- , on aura un ré¬
cital direct ; et si l’on met sucessivemenla la place d’.r des nombres
*'e plus en plus grands , à partir du plus grand coefficient inverse
au gmenlé de l’unité , on aura des résultats directs de. plus en plus
grands : en sorte que tous les soluleurs de l’équation seront moindres
tjueéy-j- i , S désignant le plus grand coefficient inverse.

Tous les soluleurs directs seront donc compris entre o et S -}- 1,
c est-à-dire que le plus grand coefficient inverse, augmenlé de l’unité,
et  pris en -]- , sera la plus grande limite des soluleurs directs de la
Proposée.

Changeant ensuite les signes des termes qui contiennent les puis¬
sances impaires de l’inconnue , et rendant direct le premier terme
<'e la transformée, s’il se trouvait inverse après le changement , on
Ve 'Tait que le plus grand coefficient inverse de cette transformée,
""graentéde l’unité , serait une limite de ses soluleurs directs, et par
c°uséquent des soluleurs inverses de la proposée (*).

757. Tout cela posé, venons à la méthode d’approximation pour
'es soluleurs irrationnels des équations numériques , méthode qui
est le but principal de ce chapitre (n° 743).Nous l’appliquerons tout
l'e suite à des exemples particuliers , qui suffiront pour la faire très-
Wn connaître.

Reprenons l’équation du n" 743,
.r*— 2X — 5 = o,

et supposant que nous ne connaissions point scs soluleurs, clierchons-
'es autrement que par les méthodes propres au second degré-

D’abord , par le principe du n° 754, ces deux soluleurs sout réels,
' au direct , et l’autre inverse. Ensuite , par le nn G 22, ils ne peuvent
Être fractionnaires. Ils sont donc , ou rationnels entiers , ou irration¬
nels. Mais aucun des diviseurs entiers du dernier terme, savoir -J- 1,
-- i ; _j_ 5, — 5, ne satisfait à l’équation ; donc ses soluteurs sont
' ' rationnels.

(*) La considération de ces limites est souvent utile dans la recherche des solu-
' Cu»*8rationnel s; elle peut faire éviter l 'essai de plusieurs diviseurs du dernier terme.
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Cherchons d’abord celui qui est direct : par le n° 756 , il doit être
plus petit que 6. Essayons donc de mettre successivement à la place
de x  les nombres o, 1,2 , 3, 4, 5 et 6, pour voir si nous n’obtiendrons
point des résultats de signe contraire (n° 751). C’est ce qui a lieu , en
effet, par les substitutions de 3 et de 4, qui donnent — 2 et -J- 3 . Le so-
Inteur direct est donc entre 3 et 4, c’est-à-dire qu’il est égal à 3, pl uS
une fraction illimitée . Ayant trouvé cela , voici , à proprement parler,
où commence la méthode en question.

Désignons par — la fraction qu’il faut ajouter à 3 pour avoir x ;

nous aurons * = 34 - — , le caractère 8 devant être un nombre di-

rect , et plus grand que 1, afin que — soit une véritable fraction

additive . Mettons ensuite 3 -f - — à la place de x dans la proposée,
elle deviendra

, 6 i
9 + J + J,

— 6 --
fi

— 5

pu, en réduisant et changeant les signes,
4 12-
8 fia

On, enfin , en multipliant par fia, et divisant par 2,
fi1—28 — 4 =o.

Maintenant , nous devons avoir fi direct , et plus grand que ii
mais par le n° 756 , il doit être plus pelitque 3 ; nous essaierons dor>c
à la place de fi, 1, 2 et 3 , et nous trouverons — 15, —±ei -j - 23!
ce qui nous prouvera que fi est entre 2 et 3 . Nous ferons donc fi= 3

4- - , ? devant aussi être direct , et plus grand que i , et nous met'
irons cette valeur à la place de fi dans l’équation précédente , qul
deviendra ainsi
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4+7 + 7l
— 4 — -

y
_ a

ou, en réduisant , changeant les signes, et multipliant par 2>%
y2— 4 y — 2 = 0.

Nous devons avoir y direct , et plus grand que î ; mais il doit être
plus petit que 5 :nous essaierons donc pour y, 1, 2, 3, 4 et 5, et nous
trouverons — 5, — 6, — 5, — 2 et -|- 3 , d’oii nous conclurons que

y est entre 4 et 5 . Nous ferons donc y = 4 -j- — , ^ devant à son

tour être direct , et plus grand que î , et nous mettrons cette valeur
à la place de y dans l’équation précédente , qui deviendra

/ . i 8  i i
i6 —j—— —' <? 1 <f 21

i6 -
2

4
T

ou, en réduisant , changeant les signes, multipliant par S'2, et divi¬
sant par 2 ,

■f3 —2 J'—1 =

Sans aller plus loin , nous observerons que cette équation en J'  est
la même que celle en $ , en sorte qu’elle doit nous donner les mê¬

mes résultats ; nous aurons donc <f = 2 -j - —. On tirerait de là une

équation en t nécessairement la même que celle en y, et l’on en con¬

clurait s = 4 —J—^ , etc.
Nous avons eu successivement

■= 3 -)r — , £ = 2 -|- , : 4+ - : 2 +-

ti’où il résulte
t = 4 -]- , etc.

T  Ç
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2 + — ,' 4 -j - etc.

On peut tirer île là , par le principe du n° 170 , des fractions conver¬
gentes vers la valeur de x ; ces fractions sont celles -ci (n° 172 ) :

3 2 4 2 4 etc.

3 7 3 i 69 307
i ’ a 9 20 89

auxquelles on appliquera tout ce que nous avons dit dans les n0’ 178
à 186 bis  inclusivement.

Si nous réduisons 'en décimales la fraction |j~ , nous trouverons
3 .45  pour la valeur directe dex , comme au n" 743 . Celte quantité
est un peu trop grande (n° 184 )j mais comme la véritable valeur de
x tombe entre ^ -et §3 (n° i 85 ) , et que ces deux fractions ne diffè¬
rent entre elles que de -̂ (n" 178 ) , l’erreur dont il s’agit est encore
moindre que cela.

Pour trouver le soluteur inverse de la proposée , on y changera
les signes des puissances impaires de x,  ce qui donnera la nouvelle
équation

x 1 -j - 2X — 5 — O,

dont on cherchera , par la méthode précédente , le soluteur direct ; et
ce soluteur , pris en — , sera le soluteur inverse de la proposée . Nous
abandonnons ce calcul aux commençants.

.758. Du reste , il est bon d’observer ici que les fractions continues
sont dites périodiques  lorsqu’elles ont un nombre de ternies illimité,
et que les mêmes dénominateurs reviennent toujours dans le même
ordre . C’est ce qui a eu lieu dans le numéro précédent.

On démontre qu’on peut trouver la somme de toute fraction de
cette espece par la résolution d’une équation du second degré ; et
réciproquement que tout soluteur irrationnel d’une équation du se¬
cond degré peut toujours se réduire à une fraction continue pério¬
dique . (Je renvoie pour cela au Traité de la Héso/ulion des liquations
numériques,  par Lagrange . )

759. Soit , pour second exemple , l’équation
x 3— 7 .x--j- 7 = o :

O

I

o

1

^ 4 +
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elle a , par le n° 753 , au moins un soluteur réel et inverse ; et par le
n” 672, ses soluteurs sont tous trois réels, et elle est en outre dans le
cas irréductible ; en sorte qu’on n’y appliquerait pas avec avantage les
formules du n" 56q. On pourrait trouver ces soluteurs par approxi¬
mation , au moyen des principes posés dans les uos 578 et 579; mais
nous allons employer pour cela la méthode propre aux équations
numériques.

D’abord , les soluteurs ne peuvent être tous trois inverses parce
que l’équation manque de second terme (nos 410,576 ); il y en aura
donc au moins un de direct , et nous commencerons par la re¬
cherche de celui-là.

La plus grande limite des soluteurs directs étant 8, nous substitue¬
rons successivementà x  les nombres

o, j , 2 , 3 , 4 , 5 , 6, 7, 8,
et nous aurons les résultats suivants,
“h7 » + -1- 43 , -j- 97, -j- 181, - j- 3ot , -| - 463,
qui sont tous de même signe, quoique nous soyons sûrs que l’équation
ait au moins un soluteur entre o et 8. Cela nous fera comprendre
qu’au lieu d’un soluteur direct , il doit y en avoir deux très-rappro-
chés l’un de l’autre ; en sorte qu’ils tombent tous deux entre les mê¬
mes nombres entiers consécutifs. S’il arrivait , par exemple , qu’en
substituant dans une équation les nombres 2, 2 ~ et 3 , on eût pour
premier résultat un -}-, pour second un —, et pour troisième un -j- ,
on en conclurait l’existence d’un soluteur entre 2 et 2 5, et celle d’un
autre soluteur entre 2 5 et 3 ; mais ces deux soluteurs n’auraient point
été aperçus , si l’on n’eût substitué dans l’équation que les nombres 2
et 3, parce qu’on n’aurait eu alors que les deux résultats de même
signe-j- et Pour ne pas tomber dans cet inconvénient , il faudrait'
qu’il y eût toujours entre deux nombres consécutifs, pris dans la suite
de ceux que l’on substitue, une différence moindre que la plus petite
différence qui existe entre deux des soluteurs de la proposée. On
trouvera dans l’ouvrage de Lagrange des moyens de parvenir à ce
but ; et nous nous contenterons ici d’une espece de tâtonnement , sou-
rem plus expéditif que les méthodes rigoureuses.

En observant que les résultats que nous avons obtenus par nos
différentes substitutions, vont d’abord en diminuant , pour augmen-
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ter ensuite, en sorte que le o est compris entre les deux résultats
-f - 1 et -J- 1, qui proviennent des substitutions t et 2, nous serons
portés à croire que les deux soluteurs en question tombent entre ces
nombres î et 2. Nous essaierons donc de substituer à æ le nombre

î en comparant le résultat que donnera ce nombre avec ceux
qu’ont donnés les nombres î et 2; si cela ne réussit pas, nous substi¬
tuerons encore î -j et î f , en comparant les résultats avec les précé¬
dents , etc.

Mais 11 ou f donne —-j ; en sorte qu’on a pour les nombres i , i 3»
2, les résultats — 1, — | , —|—1: ce qui indique un soluteur entre 1et
1 et un autre entre 15 et 2.

taisons ar= i , la proposée deviendra , après les réductions

et multiplications convenables,
@3— 4/3a-f -30—{- 1 = o.

Comme il y a deux soluteurs entre 1 et 2, /3 doit avoir deux va¬
leurs directes , et plus grandes que 1, ou, ce qui revient au même,
l’équation en S doit avoir deux soluteurs directs au-dessus de l’unité.
En substituant à B,  les nombres 1,2,3, 4, 5, les résultats appren¬
nent qu’une des valeurs de 6 est entre 1 et 2, et l’autre entre 2 et 3-

Servons-nous d’abord de la première , et faisonsB= 1+ —, l’équa-y

quation précédente deviendra
y3— — v -f- i = o,

et ne donnera pour y qu ’une valeur directe au-dessus de 1, savoir

entre 2 et 3. Nous ferons donc encore y= 2 + — etPéquation pré-
a

cédente donnera
<i3— — 4 — 1 = 0,

d’où l’on tirera une valeur de <f entre 4 et 5, et ainsi de suite.
Un des soluteurs directs sera donc

_L
4 -j -etc.,

et les fractions convergentes vers ce soluteur seront
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0 112 4 etc.

1 1

O 1

2 5 22
T 'Y Ï3 etc.

441

Reprenons la seconde valeur de 0, et faisons0 = 2 -J- — , cettey
Valeur, substituée dans l’équation en 0, donnera

y* y%— 2 y—1 = 0,

^’où l’on tirera la valeur de y entre 1 et 2. Faisons donc y— 1 -j- ,

^équation précédente deviendra
<r3_ 3^ — 4 «r — 1— 0,

'l’où l’on conclura <Éentre 4 et 5, et ainsi de suite.
Le second soluteur direct sera donc

1
T‘4- —
' ‘ 4 -J- etc.

les fractions convergentes vers ce soluteur seront
o 1 2 1 4 etc.

:l + 2 4-

.1 J_ ± ± 1»
o 1 2 3 i4

Si l’on voulait pousser plus loin l’approximation de ces soluteurs,
°n remarquerait que les deux équations en «Tont été les mêmes, dWi

résulte qu’on obtiendrait depuis là les mêmes résultats pour tous
deux ; il suffirait donc d’en calculer un.

Revenons au soluteur inverse de la proposée, et commençons par
rendre direct : en changeant dans l’équation les signes des puis-

Saflces impaires de x,  nous aurons — x3-{- jx -(- 7 = o , ou
x 3— jx — 7 = 0.

^uWituant les nombres o, 1,2,  3 , 4 , nous trouverons des résultats
,0v erses jusqu’à 3, et un résultat direct pour 4. Nous n’irons pas plus
*° lQ, parce qu’il n’y a qu’un soluteur à chercher , et que nous lft

Sav °fls actuellement tomber entre 3 et 4. Nous ferons x =  3 -j- -i - ,0
flous aurons
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/33— 20/3 1— g/3 — 1= 0.
L’inverse devant ici, par la forme de l’équation , l’emporter surlè

direct , tant qu’on ne mettra pas pour/3 une quantité un peu grande , au
lieu de substituer d’abord les plus petits nombres pour aller jusqu’auS
plus grands , nous suivrons une marche rétrograde , et nous coffl'
mencerons par la limite 21 pour descendre vers le o. Mais comH>e
21 et 20 donnent tout de suite deux résultats de signe contraire>

nous ferons 8 = 20 -j- , sans faire d’autres substitutions, puisque
y

l’équation en a; ne pouvant plus avoir qu’un soluteur , celle en /3Ve
peut donner pour ce caractère qu’une valeur au-dessus de 1. N0U5
aurons donc

181}3—3gi> 2-—4o? — 1= 0,

équation que nous laisserons sous cette forme. La plus grande limde
est ici jfj --4 " 1, c’est-à-dire un peu plus de 3 ; nous substitueronsdoOc
depuis 4 en descendant , parce qu’il y a beaucoup d’inverse da”8
l’équation. Les nombres 4 et 3 donnant d’abord deux résultats dè

signe contraire , nous ferons >= 3 -}~—, et ainsi de suite.

Le soluteur direct de x3— 7.x — 7 = 0, sera donc

.* = 3 -1- 1
20 4- — ,

' 3 - J-etc . ;

en sorte que le soluteur inverse de la proposée x 3— 7x4 - 7= ° '
sera la même valeur prise en moins, ou

x = —3- t
20 +y 4.etc.

De là , on tirera les fractions convergentes inverses

o

1
yo

3

3
)1

20 3 etc.

6l 18G_ . _- etc.
20 61

7G0. On pourra s’exercer encore sur l’équation
x 3 — 2X — 5 = o,
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'lue l’on reconnaîtra d’abord , par les nos 572 et j 53, n ’avoir qu’uns°luteur réel direct et deux imaginaires.
On trouvera a = 2,Û == io,7 = i, <f = i, £=2, £= i ) i| —3 , etc.y

ef> sorte qu’on aura

x = 2 -4 . î

,0+ - +T+
2 +-

1 3 + etc -,
«Ul’on exprimera cette valeur par les fractions convergentes

021011213 etc.

1 2 2i 23 44  111 i 55  57 6
01  10 ii 2i 53  74 275

761. Il est bien clair du reste, que cette méthode fera trouver par
aPproximation les racines des puissances imparfaites. "Voici, par
temple , comment il faudrait chercher par son moyen la racine
Ca rrée de 2.

Posant x — J/a , carrant les deux membres , et transportant tout
d®ns le premier, on aurait

x 1— 2 = o;
Cette équation a , par le n° j 54, deux soluteurs réels , l’un direct et
1autre inverse; et par le n° 756, la limite , soit de l’un , soit de l’au-
tre, est 3. Substituant à x les nombres o , 1,2 , 3, on trouvera un

Rangement de signe de 1à 2 ; on fera donc x =  1 — , cequidon-
sCra f équation

/33— 2/3— 1= 0,
dans laquelle mettant pour'/3, 1, 2 et 3, on trouvera un changement
de signe de 2à 3. En sorte que l’on fera £= 2 ce qui donnera

71—27 — 1= 0;
Ceile équation étant la même que la précédente , donnera les mêmes
r®suUats, qui reviendront sans cesse. On aura doncj sans aller plusloin,



444 . SOLUTEURS IRRATIONNELS DES ÉQUATIONS NUMERIQUES.

K ?= l + — . Ia +Txi
? + T4 - —

* 2 ~\ ~etc.

valeur dont les fractions convergentes qui suivent, approchent d&
plus en plus

O 1 12 a 2 a a etc.

1 1 3 7 11 4i 99 çtc.
O 1 2 5 12 =9 7°

(T' oyez  le n" 758 ).
On pourra chercher aussi la racine troisième de i,  en faisantx = \/2y

d’où æ3 —. 2 =z= o ; et ainsi pour d’autres racines et pour d’autres
nombres.

CHAPITRE VII.

Exercice sur Iql  résolution des -problèmes de degrés plus
élevés que le second.

762. Le problème du n° 35i nous avait donné cette équation,
3x 3-f - îo .r 3= i3ooo,

qu’il est bien facile de résoudre. On en tire d’abord i3x 3= i3oo°>
puis Z'3— îooo , ce qui donne

z = 10.

Il y a donc io capitaines, comme on peut le vérifier.
Si l’on multiplie ce nombre par les deux racines cubiques

naires de l’unité (n° 488), on aura les deux autres soluteurs de
proposée, qui sont

—5-f- 5|/ - ^ 3 ' , — 5—5J/ —3.
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Ces soluteurs satisfont comme l’autre àl ’équation , mais ne sontd ’au-
cunusage pour la solution du problème.

763. Le problème du n° 354 nous avait donné cette équation,
— 1 = 624.

On en tire xi = 6a5,  ce qui donne
x = 5.

Il y a donc 5 jetons dans chaque rangée , ce que l’on pourra vé¬
rifier.

Si l’on multiplie ce nombre par les trois racines quatrièmes de
l’unité , différentes de 1 (n ° 488), on aura les trois autres soluteurs
de la proposée, savoir,

— 5 , + 51/C -1 , —51/ —77

lesquels satisferontà l’équation , mais ne serviront point à la solution
du problème.

764. Du reste , nous n’aurions pas de peine actuellement à résou¬
dre l’équation

S3+/ “+ x+ »= o,
qui , dans le n° 488, devait nous conduire aux trois racines qua¬
trièmes de l’unité , différentes de 1.

Cette équation , par le n° y53,  a un soluteur réel inverse. Or , ce
soluteur , s’il est rationnel , ne peut être que — 1, nombre qui réduit
en effet à o le premier membre de la proposée. Divisant donc ce
premier membre par j ' -j- 1, on aura un quotient du second degré
qu’onégalera à o , et qui donnera les soluteurs xet-r-l/T^ i.

765. Le problème du n° 352 nous avait donné l’équation
Saiox -\ - ^ oxxx
- 1- — lOaur + 224,

100

d’où l’on peut tirer successivement
824oa?- |- 4ox 3= iooojc 3-}- 224oo
4ox 3— îooox 3-}- 824 ox— 224oo = o
x 3— a5x2-j - 20 6x — 56o = o.

Cette équation , par le n° 753, a au moins un soluteur réel direct;
voyonsd’abord si ce soluteur ne serait point rationnel :peut-être dans
Çette recherche trouverons-nous les autres soluteurs.
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Les diviseurs du dernier terme sont ( Arithmèt . n° 220) 1,2,

4 , 5 , 7, 8,  10 , i4 , 16, 20, 28 , 35, 4o, 56 , 70, 80, 112, 140,280,
56o , qu’il suffit d’essayer en -f -, car il est facile de voir par le
n° 624 bis,  que l’équation n’a aucun soluteur réel inverse. Du reste,
on ne peut éliminer aucun de ces diviseurs, puisque la limite des
soluteurs directs est 56i . Mais si nous trouvions un seul de ces so¬
luteurs, nous pourrions abaisser l’équation au second degré, et avoir
ainsi facilement les deux autres. Essayons donc d’abord un certain
nombre de nos diviseurs, en opérant comme au n° 624 bis;  et for¬
mons le tableau suivant , après nous être assurés par la substitution
immédiate de l’unité qu’elle ne satisfait pas à l’équation

+ 2, + 4, -J- 5, + 7,4 - 8, -j- 10, + i4
— 280, — i4o, -r—1,12,— 80, — 70, — 56, — 4o
— 74,4- 66,4 - g4, 4~126,4- i36,4 ~i 5o, 4~166
— 37 4 - 18, + 17, -j- i5
— 62 — 7, — 8, .— 10
— 3i — 1, — 1, — 1.

Ce tableau nous apprend que les nombres 7, 8 et 10, satisfont à
l’équatipn ; en sorte que connaissant ainsi les trois soluteurs , qui sont
non-seulement réels , mais encore rationnels , nous n’avons pas be¬
soin d’essayer les autres diviseurs du dernier terme de l’équation.

11y a donc ou 7, ou 8 , ou 10 associés, ce que l’on peut vérifier.
766. Le problème du n° 355 nous avait donné l’équation

a: 4—x3— 44a:2 4“49*— 245= o,
qui a , par le n° 754, au moins deux soluteurs réels , l’un direct , et
l’autre inverse. Voyons donc d’abord si ces soluteurs réels sont ra¬
tionnels.

Les diviseurs de 245 sont 1,5 , 7,35 , 4g, 245, qu’il faut essayer
tous , soit en4 ~, soit en — ; car la limite directe et la limite inverse
sont également 246 (n° 756). Après avoir donc substitué immédiate¬
ment -|- J et — 1, et avoir vu que ces nombres ne réussissent pas,
nous formerons le tableau suivant,
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5, — 5, + 7, — 7, + 35, — 35, + 4g, — 4g, + 245, — 245.
—' ^91-J- ^9>— 35, + 35, '— 7, + 7>— 5, + 5, — 1, + 1.

° >-h9 ^>~h !4, + 84, + 42, +56, + 44>+ 54, + 48, + 5o.+ 2?—12
— 4a , — 56'
- 6 ) + 8

— 7,+  7
— i, — i>

qui nous prouvera que + 7 et — 7 satisfont à la proposée, et qu’elle
n’a point d’autre soluteur rationnel que ces deux-là.

Nous abaisserons donc cette proposée en divisant son premier mem¬
bre par (x— 7) ( *+ 7) ou par x2—4g : 1e quotient sera xJ—x + 5j
en sorte que nous n’aurons plus à résoudre que l’équation

,r*—-x + 5 = O,
qui nous donnera + 19.

Les quatre soluteurs sont donc + 7, 7, i +ij/ /I_ ig et | — |
l/ -—19, d’où il résulte quels garnison était de 7 fois cent hommes,
ou de 700 hommes.

7G7. Le problème du n° 35o A nous avait donné les deux équations
,r+ y + .r7-= =79,

xx—xy= 18.
De la première on tire facilement,

y - -
79— x
•r + 1

Substituant celte valeur dans la seconde, elle devient d’abord

XX ?gx -—xx
■r+ 1

18;

puis, en multipliant par x+ 1, transposant et réduisant
a:3+ 2 .x2—97X — x8= 0;

et sous celte forme on voit qu’elle a au moins un soluteur réel direct.
Or , les diviseurs de son dernier terme sont 1, 2, 3 , 6, g, 18,

qu’il faut essayer tous, soit en + , soit en —. Comme+ 1et — 1ne
réussissent pas], on fera



448 PROBLÈMES

+ 2>- “ 2>+ 3>~ 3>+ G,— 6, -f- 9, — 9, -f - 18, —18
— 9>+ 9>— G, -J- 6, — 3, -f- 3, — 2, -j- 2, — i , -j- 1
— 106 ,— 88 , — io3 , 91 , “ ioo, — g4, — 99, — 95, — 98 , — 96
— 53, —f—44 — 11,
— 5 1, — 46 — 9,

— 23 ■— 1,

et l’on verra que le seul soluteur rationnel de l’équation est g. Divi¬
sant donc son premier membre par x — g , ou cherchant le quotient
pa'r le tableau (u° 624 bis ) , on aura

X i - ^ - llX - \ - 2 = 0 )

équation qui donnera x = — + n3.
Le soluteur rationnel 9 étant mis pour x dans la valeur d^ ", on

trouve / = 7 ; en sorte que les deux nombres sont 9 et 7.
On pourrait aussi faire usage des deux autres valeurs de x , si l’on

voulait admettre les nombres irrationnels .'

7G8. Le problème du n° 353 nous avait donné cette équation,

x1y -\ - 2y'1x -\ - 3x 1-J - 4/ 2-f- i8x -j- 4y = i44,

que l’on peut écrire ainsi,

{2X -j- 4)/ 2-j- (a;2—]— 4 )/ = ( i44 — i 8.r — 3a:2),

et qui devient , en divisant tout par le coefficient de j -2,

x 3 -f —4 144 — 18x — 3 _r 2
^ + a *, 2.r -f 4 ‘

Traitant alors cette équation comme une équation du second de¬

gré en/ , et opérant par la méthode du n ° 727 , on trouvera

x 3 -f - 4 ftA /x 2- -f - 4\ 2 , i44 — i8x — 3r 2
y  4a :8 \4æ -)- 8 / ' 2X -J- 4

Supposant que les nombres demandés doivent être entiers et directs,
on essaiera de substituer à x  les nombres 1, 2 , 3 , etc . afin d’admet¬

tre ceux qui donneront hjr  des valeurs entières et directes.
Le nombre 2 donnera jr = — 3 +li en sorte que la question ser»

résolue en faisant a;= 2 , et / = 3 , comme on peut le vérifier.

7G9. Le problème du n° 356 nous avait donné l’équation
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\ ÎOO / \ 10O J

disons n — 3 , et représentons , pour abréger , le nombre 100  par la
lettre c,  nous aurons

lou nous tirerons successivement

-Sc x̂- -̂Scx* —a;3 c — x b
c a

bc3
c3— 3e ax -}"3e.r 2— x 3=e 3—c*x— a

x3— 3 ex2-]- 2c*x - = o.a

Posant de nouveau x = jr -j- c .>pour faire évanouir le second terme
(n° 5io ) , et substituant , nous obtiendrons

3 2 bc3
y 'J " a

Comparant cette équation adéquation générale , sans second terme
du troisième degré , qui est en y ,J"3 =o , nous aurons

bc 3
Q— — e a et R = - , en sorte que le premier soluteur eny  sera,a
après les réductions (n° 56q ),

3 3

auquel , ajoutant c,  on aura le premier soluteur de l’équation en x,
770. Soit proposée l’équation

— -j - fx 7 l£ x 6- j- 4lX S-j- 9X 4  46x 3-f - 22x 3
-f- I2.r —4 = 0 . . . . (A).

En la multipliant par 2, elle prendra la forme rationnelle et entière
617) , et nous pourrons rechercher d’abord si elle n’aurait point

de soluleurs rationnels et entiers.
Les diviseurs du dernier terme — 8 de la transformée, sont 1, 2,

57
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4 et 8 , qu ’il faut essayer tous , soit en soit en —. Le seul diviseur

— i réussit , en sorte que l’équation n’a que ce soluteur rationnel et

entier ( n" 618 ).
Il faut ' donc diviser la proposée (À) par x -J- i , ce qui donne

a:9—,x s -J - îg .r 7— ^ -.r 6— 20,r 5-j - 6lX 4— 52a: 3—j —6 t̂'2-J - l6&
— 4 = o . . . . (B) ,

équation qui n’est pas satisfaite lorsqu ’on y met — î à la place d’# >

d’où il résulte que ( A ) n’a pas deux soluleurs égaux à — 1 , et qi' e

par conséquent (B) n’a poiut de soluleurs rationnels et entiers . Il faut

donc voir si (B) n’a point de soluleurs rationnels et fractionnaires,

et pour cela , il faut en faire disparaître les fraclions , en posant

(n ° 623 ) , ce qui donne

j -'->— t5y 8-j - 76J '7— i32y fl— 320ig5qy4 — 3328y 3-J- 768_r‘
- |- 4og6y — 2o48 = o . . . . ( C ).

Les diviseurs du dernier terme sont 1 , 2 , 4 , 8 , 16 ,32 , etc.  qu ’il

faudrait à la rigueur essayer tous , soit en -j- , soit en — ; mais en com'

mençant , comme à l’ordinaire , par l’unité , on trouve que — 1 réussit ',

en sorte que l’on ajr = —• 1, et par conséquent .v — — Sans  es¬

sayer les autres diviseurs , on divisera ( B) par .r -}- i,ce qui donnera

x 8— 82?'' ~|- 23 .x <3— 28 .x5— 6x4 -J- 64x 3— 84x :' -)- 48x — 8
= 0 - ( D ) ,

équation qui ne peut avoir de soluteurs rationnels fractionnaires
(n ° 622 ) , et qui n’en a pas non plus d’entiers , caron les aurait trou*
vés dans ( A ) ou dans (B). Les huit soluleurs de (D ) sont donc ott

tous irrationnels , ou tous imaginaires , ou elle en a des uns et de*

autres . Mais celte équation étant encore d’un degré assez élevé , >1

serait avantageux de pouvoir l’abaisser , ce à quoi l’on parviendrait

facilement si elle avait des soluteurs égaux (n° 6 n ) ; cherchonsdot> c

si cela a lieu.
Nous tirerons de ( D ) , par le n° 6i4 , la fonction

8.v7— 56a; 0-j- i38 .v5— i4o .vr4— 24a:3-j - ig 2x2— 1 GS.-r—]—48j

cherchant le plus grand commun diviseur de cette fonction et ^ll

premier membre de (D ) , comme il est dit au n” 6i5 , nous trouve¬

rons pour ce plus grand commun diviseur

x *— 2X -j- 2J
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faisant x2— 2x -j- 2 = 0 , et résolvant cette équation par la méthode
du second degré , nous aurons _

x = 1+ J/ -—1,
d’où nous conclurons que l’équation (D ) a deux soluteurs égaux à
à i V ' — 1 , et deux égaux à 1 — 1/ — 1 (n2s 6 i 5 , G16) , et qu ’elle
est par conséquent divisible par (x2— 2x -{- 2 ) (x 2— zx -f - a ) , ou
par — 4x 3- )- 8x2— 8 .ïî—(—4. Celte division faite donne

x 4— 4x3— x 2-|- 8x — 2 = 0 . . . (E ) ,

équation qui doit fournir les quatre derniers soluteurs de (A) , puis¬
que nous en avons déjà six , savoir un rationnel entier , un rationnel
fractionnaire , et quatre imaginaires égaux deux à deux.

Mais l’équation (E) a par sa forme au moins deux soluteurs réels,
l’un direct , et l’autre inverse , que l’on peut chercher par approxi¬
mation . Or , le direct , ou les directs , s’il y en a plusieurs , doivent
être , chacun à part , plus petits que 5. Substituant donc à x  les nom¬
bres o , 1,2 , etc.  nous trouverons des résultats de signe contraire de
0 à 1, de 1 à 2 , et de 3 à 4 , ce qui nous prouvera qu ’il y a un so-
luteur entre o et 1, un entre 1 et 2 , ,et un entre 3 et 4. Changeant
®nsuite les signes des puissances impaires de x,  pour avoir

x 4-j - 4x3— x 2— 8x — 2 — 0,
et substituant à x  les nombres o , 1,2 , nous trouverons deux résul¬
tats de signe contraire de 1 à 2 , ce qui nous prouvera , sans autres
substitutions , que le soluteur inverse , le seul qui reste après les trois
précédents , est entre 1 et 2 , ou plutôt entre — 1 et — 2. Opérant
enfin comme dans les nos et suivants , pour avoir la valeur ap¬
prochée des quatre soluteurs de (E ) , nous trouverons,

1° Pour celui qui est entre Q et 1 (n° 172 ),

1
T

2

3
11

50  Pour celui qui est entre 1 et 2,

1

_4
75

11
12

etc.

etc.

2

4 i
29

etc.

etc.
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3° Pour celui qui est entre 3 et 4,
O 3 1 2 1 2

/

_ i 3 4 il 15 41
o î i 3 4 11

4° Pour celuiqui est entre — î et— 2, la même valeur que pour celui
qui est entre i et 2 , abstraction faite du signe.

Les dix soluteurs de la proposée , en réduisant le second et les
quatre derniers en décimales , sont donc

— î , — 0 .5 , i + 1̂ — 1, 1 i — j/ — i , i — \A ~ \ y 0 .27 .. ,
i. 4 i . . , 3 . 73 . . , — i. 4 i . .

771. On fera bien de s’exercer à résoudre aussi les équations fina¬
les des n os 458 et 463 , pour substituer leurs soluteurs dans les équa¬
tions (A ) et ( B), qui ont donné ces équations finales.

Du reste , immédiatement après avoir trouvé ces soluteurs , et avant
de les introduire dans les équations ( A) et (B) , il faudra les vérifier,
en les substituant à l’inconnue , dans l’équation finale même qui les
aura donnés.

772. Voici quelques problèmes dont on trouvera les solutions à la
fin de l’ouvrage.

Problème 1 . On a deux nombres : leur différence est 12 , leur pro¬
duit multiplié par leur somme fait i45Go . Quels sont ces nombres?

(Euler ).
Problème 11 . Trouver deux nombres dont la différence soit i8>

et qui soient tels que , si l’on multiplie ensemble leur somme et la
différence de leurs cubes , on obtienne 275184 . (Euler . )

Problème III . Je cherche deux nombres dont la différence soit 720 ,
et tels que, -si je multiplie , le plus petit par la racine carrée du plus
grand , il me vienne 20736 . (Euler . )

Problème IV . Quelques personnes forment une société de com¬
merce , et chacune d’elles met en fonds dix fois autant d’éeus qu’il y
a de personnes ; elles gagnent ensemble , sur chaque centaine d éçus,
six écus au delà d’un nombre d’écus égal à leur nombre ; le prof’1
total est de 3g2 écus . On demande combien il y a d’associés . (Euiec -)

Problème V . Résoudre l ’équation xi — 8 r 3 -j - 14 -ï 1 -j- 4 .c — 8 = °-

etc,

etc.
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CHAPITRE PREMIER.

Des séries ou des suites ,

§ I.

Principes et définitions.

773. On  nomme série  ou suite,  une succession de nombres qui
croissent ou décroissent suivant une même loi.

Quand les termes de la suite deviennent de plus en plus grands,
la série est divergente;  et quand ils deviennent de plus en plus petits,
la série est convergente(n os 128 , 153).

En outre , on appelle suite finie  celle dont le nombre des termes
est limité , et suite infinie  celle que l’on suppose continuée sans lin.

774. Nous nous sommes déjà occupés, dans les nos 127 et suivants,
des séries qui naissent de la division; maisd’autres séries se sont pré¬
sentéesà nous dans plusieurs occasions encore , car toutes les opéra¬
tions de calcul peuvent amener des suites finies ou infinies.

Ainsi, l’addition répétée et la soustraction répétée , conduisent aux
progressions excédenlives croissantes et décroissantes, qui sont des
séries divergentes et convergentes (n° 74).

De même, la multiplication répétée et la division répétée condui¬
sent aux progressions quotitives croissantes et décroisantes , qui sont
Uu ssi des séi ies divergentes et convergentes (>r 94).
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Et d’ailleurs , les additions ou soustractions répétées d’un même
nombre sont des multiplications , et les multiplications et divisions
répétées par un même nombre sont des élévations aux puissances.

Enfin , nous avons vu des suites finies ou infinies provenir du dé¬
veloppement des fractions ordinaires en fractions continues , et des
extractions de racines par approximation , dans le cas des quantités
incommensurables ( nos 160 à 188, et 3a6 à 333 ).

Ces observations suffisent sans doute pour faire comprendre que
la théorie des suites est une des plus importantes de l’algèbre . Mais
pour la traiter dans son ensemble , et pour l’approfondir , il faudrait
plus d’espace que nous ne pouvons lui en consacrer dans ces Élé~
ments.

775. Nous venons de dire que les progressions quolitives étaient
comprises dans la classe des séries ; il faut remarquer , à cet égard,
que chaque terme de ces séries -là se forme au moyen du terme pré¬
cédent multiplié par la raison , quantité constante , en sorte que la
suite ne dépend que du premier terme et de la raison : telle est la-
progression

5 , 20 , 80 , 320 , etc . . . . . (A ).

Cela posé , formons une série de la manière suivante ; commençons-
la par deux nombres prisa volonté , comme 1 et 4 ; et pour avoir le
troisième terme de la suite , multiplions respectivement le premier et
le second par deux autres nombres pris aussi à volonté , comme 3 et
5 , puis ajoutons les deux produits S et 20 : nous aurons 23 pour le
terme cherché . Continuons ainsi de former chaque terme , au moyen
des deux précédents , en les multipliant par les mêmes facteurs 3
et 5 , et en ajoutant toujours les deux produits : le quatrième sera
4 .3 -j - 2.3 .5 = 1 27 , le cinquième 23 .3 -j - 127 •5 = 704 , le sixième
127. 3 -f - 704 . 5 = 3goi , etc.  et nous aurons la suite

1, 4 , 23 , 127 , 704 , 3yOi,e/c . ( B).

Formons encore une suite en prenant trois premiers termes à vo¬
lonté , comme 1, 3 , 5 , et en les multipliant respectivement par trois
nombres pris aussi à volonté , comme 2 , — 4 , G, pour former le qua¬
trième terme par l ’addition des trois produits : ce quatrième terme
sera 1. 2— 3 .4 -j- 5 .fi = 20 . En continuant de la même manière,
on trouvera pour le cinquième terme 3 .2 — 5 -4 -j - 2Q.6 = 106,
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pour le sixième 5 .a — 20 .4 - |- 106 . 6 = 566 , etc.  et la suite sera

1 , 3 , 5,20 , 106 , 566 , etc. ( C ).

On pourrait former d’autres suites de ce genre au 'moyen des
quatre premiers termes pris a volonté et de quatre multiplicateurs,
ou de cinq premiers termes prisa volonté et de cinq multiplicateurs,
et ainsi de suite.

Or , toutes les séries de ce genre ont été nommées des séries récur¬
rentes,  parce qu ’il faut , pour former chacun de leurs termes , recourir
aux termes précédents . On dit d’ailleurs que ces séries sont du pre¬
mier ordre , du second ordre,  du troisième ordre , etc.  suivant la né¬
cessité où l’on est de recourir au terme précédent seulement , ou aux
deux précédents , ou aux trois précédents , etc . Et d’ailleurs l’assem¬
blage des facteurs , toujours les mêmes , par lesquels on multiplie les
termes qui précèdent celui dont il s’agit , s’appelle Yéchelle de rela¬
tion.  Cette échelle n’a qu ’un terme , 4, dans notre suite (A) ; elle en a
deux , 3 et 5, dans notre suite (B) ; elle en a trois , 2, — 4 et —f—6 , dans
notre suite (C ) , etc.

776. On voit par là que toutes les progressions quotitives sont .des
séries récurrentes du premier ordre , et réciproquement , que toutes
les séries récurrentes du premier ordre sont des progressions quoti¬
tives . A cette classe appartiennent la plupart des suites que nous avons
examinées dans les nos 127 et suivants , comme il est facile de le voir.

Cependant une progression quolilive quelconque peut être con¬
sidérée comme une série récurrente d’un ordre quelconque . Soit la
progression

~a \ h \ c \ d \ e \ f \ g \ etc.
dont la raison est r : on aura simultanément

l>= ar , c = br , d = cr , etc.

et de là on tirera d’abord , en multipliant la première de ces égalités
par le nombre arbitraire j),

M = ari , ou a .ri — 5 .6 = 0.

Ajoutant alors cette valeur nulle au second membre de l’égalité
c = ùr , il viendra

c — b . r -j - a ■ri — b . i = a . rib ( r — e),
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c’est- à-dire que le troisième terme c de la progression vaudra le pre¬

mier multiplié par 7-8, plus le second multiplié par r — 8.

On prouvera de même que le quatrième terme d vaut le second
multiplié par 78, plus le troisième multiplié par r — 8 , et ainsi de
suite.

Maintenant , puisqu’on a eu
c— n .rS-j- è (r — 6), et c?= 6 .r8-{- c (r —8),

si on multiplie la première de ces égalités par le nombre arbitraire
A, on obtiendra

cA= æ. r8 A-]—b (t*A8a ) , ou «7-8a- |- b (7-A— 6a) — ca = o.

Ajoutant alors celle valeur nulle au second membre de l’égalité
d = b.rb-}-f (r — 8), et faisant les réductions , on aura

d = a .r6A b (t-8-j- rA— 6a) -|- c (r — 8— a ),

c’est - à - dire que le quatrième terme d de la progression quotitive
vaudra le premier multiplié par r6A, plus le second multiplié par
78+ 7-A— 8a, et plus encore le troisième multiplié par r — 8— a.

On prouvera de même que le cinquième terme e vaut le second
multiplié par 7-6A, plus le troisième multiplié par 7-8-j- r\ — 8a , et

plus encore le quatrième multiplié par r — 8— a,  et ainsi de suite.
Ainsi la même progression quotitive peut être considérée comme

une série récurrente du premier ordre , du second ordre , et du troi¬
sième ordre . Et l’on prouverait de même qu’elle peut être considé¬
rée comme appartenant à tous les ordres supérieurs au troisième.

On prouverait encore qu’une série récurrente d’un ordre quel¬
conque peut être considérée comme appartenant à tous les ordres
supérieurs à celui-là.

777. Du reste, puisqu’il faut aussi, dans une progression excéden-
tive, recourir au premier terme pour former le second, au second
pour former le troisième, et ainsi de suite , ces progressions pour¬
raient être considérées comme formant un genre particulier de série9
récurrentes.

Mais pour rester dans le genre excédentiF, et faire ici par addi¬
tion ce que nous avons fait par multiplication dans les progressions
quolitives, si nous prenions

îa . b . c . d . e .f . etc.
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et qu’après avoir écrit b = a -\- r , c = b-j - r , etc.  nous ajoutas¬
sions le nombre arbitraire 5aux deux membres de la première égalité,
afin d’avoir une nouvelle égalité à ajouter à la seconde, ce nombre
8 disparaîtrait de lui-même, et nous ne trouverions que c= a - -̂.sr,
comme on le trouve sans l’addition de 8.

Essayons donc de ramener les progressions excédentives aux sé¬
ries récurrentes du genre des progressions quotitives.

Pour cela , après avoir écrit b= a + r , c~ b -\- r, <*=c + r , etc.
faisons 58—ad-j - r6, et ajoutons cette égalité à l’équation c= £+ r,
nous aurons après les réductions

c= <i .6+ £ (i — 8) + r (i + 6);
on trouverait de même,

<*= £6+ c ( i — 6) + r ( i + 8),
etc. etc.

Reprenant ensuite cette dernière valeur de c , la multipliant par à,
et ajoutant les deux produits à la dernière valeur de d,  on obtiendrait
d — a.  8a —J —5 ( 9—j—a — 6a ) —j —c ( i ——8— a ) —j—r ( î — 8—|—a —J—8AR
on trouverait de même,

e = b . 9A+ c (8+ A— 8a ) + d ( ï — 8— a ) + 7*( 1+ 6+ A+ 8a)
etc. etc.

On pourrait rattacher ainsi une progression excédenlive à des sé¬
ries récurrentes de différents ordres.

Mais ces séries seront toul-à-fait identiques avec celles qu’on peut
appeler quotitives, si l’on fait évanouir dans les formules précédentes
le terme en r.  Pour cela il suffira de faire 6= — 1, a = — 1, etc.

Nous aurons ainsi,
c — a{ —i ) + £ (+ 2 ),
d = b{ —i ) + c (+ 2 ),

etc.

ce qui prouve que toute progression excédenlive est une série ré¬
currente proprement dite , du second ordre , dont l’échelle est

— i , + 2-
Mais nous aurons encore

<* = a ( + i ) + 5 ( — 3 ) + c ( + 3 ) ,

e = b ( + î ) + c,(— 3)+ f/ (+ 3),
etc.

58
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et la même progression excédentive sera une série récurrente pro¬
prement dite du troisième ordre , dont l'échelle sera

-f- i j — S, -f - 3.
Si l’on cherche les échelles des ordres plus relevés , et qu'on les

rapproche de celles que nous venons de trouver , on pourra en for¬
mer le tableau suivant,

2“ ordre , échelle . . . . — i , -j- a,
3mù ordre . -j- i , — 3, -j- 3,
4me  ordre . — î , —}—4-, — 6, -f- 4,
5me ordre . -[- 1, — 5, -j- io, — io, -|- 5,

etc. etc.
Et l’on remarquera que ces nombres sont les coefficients des

puissances successives du binôme a — /5, en les prenant dans un
ordre inverse depuis le dernier au second, et leur donnant des signes
contraires.

Le lecteur fera bien d’appliquer les principes du n° 776 à différen¬
tes progressions quotitives, et ceux de ce numéro 777 à différentes
progressions excédeulives.

778. Nous avons vu dans les numéros 127 et suivants, puis dans les
numéros 160 à 188, et enfin dans les numéros 326 à 333, que des
quantités finies qui ont peu de termes , se développent souvent en
séries finies ou infinies.

On peut donc se proposer en général ce problème :
Étant donnée une quantité finie , la développer en une série finie

ou infinie.
Réciproquement , on pourra se proposer cet autre problème :
Étant donnée une série, trouver la quantité dont elle est supposée

être le développement, ou, comme on dit , faire la somme de cette
série (n ° i54 ).

Nous allons nons occuper successivement de ces deux problèmes.
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§ If.

Du développement en séries des quantités finies.

1°Formules pour les progressions excèdenl 'wes etquotilwes en général.

779. On pourrait demander de développer un nombre entier en
une progression excédentive finie , dont ce nombre entier fût la
somme.

En nommant le premier terme a,  le dernier ta,  la raison r,  le
nombre des termes n,  et la somme s,  on se souviendrait , i ° qu ’un
terme quelconque est égal au premier , plus la raison multipliée par
le nombre des termes qu ’il y a avant celui dont il s’agit ; a" que la
somme de tous les termes est égale à la somme des extrêmes , multi¬
pliée par la moitié du nombre des termes (Arithm.  n os 66' t,66G ) , ce
qui donnerait ces deux formules,

ta— a - j-- r ( n —1 ) , s = ( a + « ) i7î.
Des cinq quantités que contiennent ensemble ces deux équations ,

trois étant connues ou prises à volonté , on trouvera les deux autres
par l ’élimination entre ces mêmes équations.

Soit 120 le nombre entier à développer , nous aurons a-= i 20 ; fai¬
sons ensuite « = io t eia = 3 , les formules précédentes nous donne¬
ront r = a , et 0= 21 ; la suite sera donc

1120 = 3 —j —5 —j —7 —{—cj —}—11 13 —}— 1 5 —17 —j—1g —)—21.
Ayant toujours s= 120 , si l’on faisait n = 12 , et « = o , on trou¬

erait r = j~ , et 0 = 20 , ce qui donnerait
,20 = 0 + + + ^ + f ? + f ? + . • - . + 20.

780 . On pourrait demander aussi de développer un nombre entier
Ct' une progression quolitive finie , dont cet entier fût la somme.

Conservons les caractères précédents , et souvenons -nous d’abord
^o ’un terme quelconque vaut le premier , multiplié parla raison éle-
' ée à une puissance marquée par le nombre des termes qu ’il y a avant
cc!ui dont il s’agit ; souvenons -nous encore que , pour trouver la
S(»nme de tous les termes , il faut i ° faire le produit du dernier par
' a raison ; 2" retrancher de ce produit le premier , et 3° diviser le
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reste par la raison, moins l’unité (Arith.  n os 6G8, GjG) ; nous aurons
les lieux formules suivantes,

w.r— œ
• = « X rn~ ‘ , s = -, r—1

dans lesquelles trois quantités étant connues ou prises à volonté , on
déterminera les deux autres par l’élimination.

Soit s = 1023  j  et faisons a = î , et ra= 10, nous trouverons r =
ZO

4 024 = 2 , et » = r9 — 512 , en sorte que la progression sera

1023 = î — a — 4 —}- 8 —j—x6~4~3a —J—64 —J—1128—{—a56 —{—5 ia-

781 . Du reste , dans les progressions excédentives et quotitives,

les trois quantités qui doivent être données , pourraient être fixées de

manière à rendre la solution du problème impossible.

2° Formules pour les progressions quotitives infinies.

783. Remarquons maintenant une différence essentielle entre les

progressions excédentives et les progressions quotitives . Dans la pre¬

mière espèce , une quantité finie ne peut jamais donner un dévelop¬

pement sans fin : car , en partant d’un nombre donné , si on voulait

faire croître la progression sans fin , la limite vers laquelle elle te'n-

drail serait infiniment grande en plus , et si on voulait la faire dé¬

croître sans fin, la limite serait infiniment grande en moins . Dans la

progression quolitive , en faisant croître les ternies sans fin , on a

aussi une limite infiniment grande ; mais en les faisant décroître sans

fin , ils ont pour limite zéro . C’est ainsi que nous avons trouvé dans
le 11" i56.

2 = T + 5 - f" ï + ïï + T6 + e^ -' -

La raison de cette progression est ses termes tendent vers la

limite zéro , et la somme de toute la progression tend vers la limite 2.

On dit alors , pour abréger , que 2 est la somme de la progression.
Nous avons aussi eu dans le même numéro

1 — I 1 _L X_LJ . .J_ etc
5 2 4 r 8 lüT 52 tC<'*

La raison est ici — •£ , les termes tendent vers la limite zéro , et la
somme tend vers la limite

783 . Cela posé , si on nous donnait un nombre entier à développer

en progression quolitive infinie , nous prendrions dans les formules
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précédentes (n° 780) » pour la limite des termes , c’est- à- dire que
nous ferions*>= o :alors la seconde formule deviendrait

— a. a

r — 1 1—r

Si le nombre entier était a , a ne pourrait ni surpasser a , ni être
égal à 2. En faisant «= 1, on retrouverait la série

*= ! + *+ *+ *+ £ + **•
Mais en faisant a — i| = { , on trouverait r = ~, et l’on aurait

2 = Ï + Â+ 2-5T+ 3oV8+ etC-
Soit encore 4o à développer de la même manière , et soit en même

temps r - f.  Substituant ces valeurs dans la formule , on trouvera
et la série sera

4o= ^ + ^ + | û+ fi + ^ + em.

3° Développements par la division.

784. On voit par ce qui précède qu’un nombre s entier ou frac¬
tionnaire , peut être considéré comme la somme ou plutôt la limite
d’une progression quotitive infinie. On voit de plus qu’en nommant
« le premier terme de cette progression, et r sa raison, on peut don-

ner à s la forme- ; mais cette formule indique une division.t —r
Essayons donc de diviser en effet a par 1— r,  et nous obtiendrons
par cette opération la série

s = a.-|- ar -)- ar 2-j - ar3-j - ar1*-(- etc.
Voyez le chapitre IV de la première partie , p. 79, et entre autres
les nus i36  à i42 et 147 à i 52.

Par exemple, dans le premier développementde 2 (n° 783), après
avoir fait «= 1, et avoir trouvé r = ±,  si on eût divisé immédiate¬
ment 1 par 1— 5, ou 2 par 2— 1, sans réduire les diviseurs, et à la
manière des quantités algébriques, on aurait eu la série
Dans le second développementde 2 (u° 783), après avoir fait a —.i
et trouvé r=  ÿ, si on eut divisé £ par 1— j , ou )4 par 8 — 1, tou¬
jours sans réduire les diviseurs, et à la manière des quantités algé¬
briques, ou aurait eu la série jtsT2ï ( T elv'
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Enfin , dans le développement de 4o (n° 783), après avoir faitr = iet trouvé a = ^ , si on eût divisé ^ par 1— ^,ou8opar3— 1,on aurait eu la série ~  t ? -}- etc.
785. Puisque nous avons repris le développement des quantitésfinies par le procédé de la division, ce qui suppose que ces cmamitésse présentent sous la forme fractionnaire , essayonsd’étendre un peuplus cette matière ; mais souvenons-nous que nous n’avons point àexaminer le cas où le dénominateur serait monome ( nQS 137, j38 ;»Nous avons eu au n° i36

u —|—b -j—C — etc . Cl Cl (l Cl- ;- ;- j- = - n -\- -n 3- - rc3-f - etc.m-j- n -j-p -j- etc. m m3 m3 mi 1
Cependant , si en refaisant la division on tenait compte des lettresb , c , etc. p , q , etc. la série se présenterait sous une forme plus géné¬rale , et deviendrait

a -f-b-)- c4 - etc- a -\-b -\ - c-\ -etc. a-i-b-X-c-i- etc.-- -- -- (n + p -+-etc.) -j - --m. m* 4 z * 1 TTk$

(n -\ -p -\ -etc.y a é -|- c - j- etc.
mi etc.)3-j - etc.

Mais en désignant « -j- b -j - e-j- etc. par a'  et n -\ -p -}- etc. par n!, ellereprendrait immédiatement sa première forme.
Il résulte de là que le numérateur de la fraction proposée se com¬porte comme un monome , et le dénominateur comme un binôme»C’est cette forme que nous avons examinée dans lesn"’ i4o et suivants.
786. Pour arriver , si cela se peut , à quelque chose de nouveau,considérons avec quelque attention les ternies de la série généraleque nous venons de trouver -, el nous remarquerons , i° que ces ter¬mes contiennent les puissances successives du polynôme n -\-p -\- etc.qui est , en quelque sorte , la seconde parfie du diviseur ; 1° que cespuissances sont divisées par celles du monome m , première partiedu même diviseur, de manière à ce que celles-ci soient toujoursd’une unité plus élevées que les précédentes; 3° enfin , que le divi¬dende’a -j - b -j - c-}- de la fraction proposée se retrouve commefacteur , et sans aucune modification quelconque , dans chacun destermes de la série.

Si doue uous faisions les lettres p , q, etc. égales à quelques puis-
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sances de n,  nous obtiendrions des séries qui marcheraient suivantles puissances de n,  affectées de certains coefficients; et il en seraitde même si nous mettions aussi telles ou telles puissances de n dansle dividende. Je dis qu’il faudrait remplacer les lettres n,p,  y , etc.par des puissances de ra,et non par n même,-pour éviter un diviseurpurement binôme, cas que nous avons déjà suffisamment examiné.

Essayons donc de développer d’abord la fraction

En la rapportant à la formule générale du numéro précédent , elledeviendrait
a a , . , a- + +m m1 m 3 ,(n -j - n* )3-J- etc.^ 3 ' ' mi'

Développant ensuite les puissances de n-j- ra*, effectuant les multi¬plications, et ordonnant enfin pour n,  nous obtiendrionsa
JTl

■ïam
mi ’-j- etc.

Mais nous trouverions aussi la même suite en divisant immédiatementa par m-j- n -j- n*, comme on peut le voir par l’opération que nousallons figurer
os

•a-
l -j —Tl —j —J

a
m mi n?-}- etc.

+ n - ]- n2 A-/i 3m3 m a

a —am . a- n2 A- n3m? 1 m 2
a —am

a—2 am , a —•am ,- n3- —nims m 3
a — 2 am , , a — 2 am , a — ïam-)— .- n iJ\- -— ni -1- ;— a 3mi mi

-j- etc.
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Du reste , si l’on multiplie le premier terme de cette série par

- , et le second par - , on obtiendra- - n*  et -J- —, n*  ;m r m m* ' m?

ajoutant ces deux produits , après avoir réduit le premier au dénomi¬
nateur m3, ou aura le troisième termè de la série . Multipliant en¬
core par les mêmes nombres le second terme et le troisième , et ajou¬
tant les deux produits , on aura le quatrième terme , et ainsi de suite,
d’où il résulte que cette série est une série récurrente du second ordre,

• ri * n
dont l’échelle de relation est - , - (n° 775 ) , savoir le troi-m m

sième terme et le second terme du dénominateur de la proposée , di¬
visés l’un et l’autre par le premier , et pris avec des signes contraires.

787. Nous pourrions aussi , pour plus de généralité , donner aux
puissances de « différents coefficients , et développer par exemple les
fractions suivantes,

a -\ -bn « -j - hn-\ - cn*  c/r '-j- ù/i -j- a
a —j- -j- 7/23 et —|—fin -j- yti2-j - fri3 é 'n3—J —yri1—|— a’

an -\ - bn* an -\ - bn3 i -j- 2ra— n3
ara1—{—/ 3t2.3—[—>/ï4 ’ a -j- /3/z“-J- yn1* ’ 1— n — n*

etc. etc.

Mais comme on peut obtenir ces développements par un procédé
plus comtaode et plus court que le procédé de la division , nous
allons le faire connaître , après avoir cependant dit un mot de celui
que présente encore la formule du binôme.

4° Développements par la formule du binôme.

788 . Nous avons vu dans les nos 3a8 à 335 qu’on pouvait déve¬
lopper en séries infinies , par la formule du binôme , les quantités
irrationnelles d’un degré quelconque . Mais comme cette même for¬
mule s’applique aussi aux puissances en moins ( n° 336 ), il est facile
d’en conclure qu’on peut obtenir par son moyen tous les dévelop¬
pements que donne une division continue.

Par exemple , pour trouver les séries que nous avons eues au
n" 784 , comme valeurs des quantités suivantes
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et

1— r

il aurait suffi d’écrire

« («— r )~ ' , 1 (1— s )- 1, ou 2 (2 — 1— 1)-I >ou i 4 (8 —1 )—,
¥ (*— i )- 1, ° o 80( 3 — . )—r,

et les développements que la formule du binôme eût donnés , se se¬
raient trouvés les mêmes que ceux du numéro cité.

Nous aurions trouvé aussi les séries des nos 7 85  et 786 , en déve¬
loppant les formules ( a -j - b -j- c -J - etc. ) ( m -J - n -\ -p -}- etc. )— 1 et
ct/ytiz—j —ji —j —722 J 1. Enfin , on pourrait développer de la même ma¬
nière les fractionsdu n° 787.

Mais nous ne nous arrêterons pas sur ce procédé , et nous passe¬
rons à celui qui est le plus commode , le plus prompt , et qui fait
d ’ailleurs ressortir le mieux la loi de ces développements ( n° 787 ) .

5° Développements par la méthode des coefficients indéterminés.

789. Pour préparer l’exposition de la théorie dont il s’agit ici ,
Mous allons reprendre le procédé de la division , et développer par
son moyen une fraction particulière . Nous obtiendrons par exemple

1- |- n
5 - 272- -3.'2*

* I 5 ‘ I ’9 a - L 83-- - n -4n* + 7— n
0 ^ 9 “ 81 a 43  ^

et nous en prendrons l’occasion de faire sur ce développement une
remarque qui pourra s’étendre à tous les autres développements de
ce genre.

11  est évident que cette équation est une équation identique , puis¬
que le second membre n’est que le développement du premier . Il
ne s’agit point ici de trouver la valeur de n,  mais seulement de don¬
ner une autre forme à la fraction proposée , comme si l’on écrivait

8 /23 . 6 /23
Un  à la place de . L équation=  272 est identique , et elle a

lieu indépendamment de la valeur de 72, ou pour toutes les valeurs
qu’on voudra donner à cette lettre . De même le développement ci-
dessus conservera sa forme , quelque valeur que l’on donne à 72, et
les coefficients seront les mêmes pour toutes les valeurs de cctle lettre.

Or , puisque n peut passer , comme nous venons de le dire , par
59
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tous les, degrés de grandeur , depuis les plus petits jusqu ’aux plus
grands , sans que la forme du développement change , ou sans que
les coefficients changent , on dit que n est une quantité variable,
comme le serait , par exemple , la perpendiculaire abaissée d’un
point delà circonférence d’un cercle sur le diamètre , si on faisait
mouvoir cette perpendiculaire depuis une des extrémités de ce dia¬
mètre jusqu ’à l’autre , en passant par le centre . Mais on est convenu
de désigner les quantités variables par les dernières lettres de l’alpha¬
bet , y,  s , etc.  et les constantes par les autres lettres . En sorte que
dès à présent nous mettrons dans toutes nos fractions proposées et
dans leurs développements x  à la place de n,  bien entendu qu’il ne
faudra pas considérer æ comme une inconnue , ni l’équation en x
comme devant donner la valeur de celte lettre.

Rcnu -rquons encore que si , dans la fraction à développer , le pre¬
mier ternie du numérateur est constant , ou ne contient point d’x,
et qu ’il en soit de même du premier terme du dénominateur , le pre¬
mier terme du développement ne contiendra point à ’x  r .on plus.
^Payez-  la formule générale du n" 785 .)

790. Tout cela posé , et combiné avec ce que nous avons déjà vu
précédemment , il est clair quesi ou développe , par un procédé quel¬
conque , la fraction

a -j- bx ex2. -f- kx»—1
a —/3 .v-j—yx*. . . . -]- KXn 1-j - \x n ’

on aura une série de cette forme

Q.v3-f& s-f- etc.
dans laquelle les lettres M,  2V, P , Q , etc.  représenteront les coeffi¬
cients des puissances de x.

Ce sont ces coefficients , composés des lettres a , b , r , etc,  a , 8 , y, etc.
et indépendants de x,  qu ’il faudrait déterminer , puisqu ’ils ne le
sont point encore , et on les nomme en conséquence coefficients in¬
déterminés.

Four expliquer le procédé en question , prenons d’abordquelques
exemples simples , et faisons , pour commencer,

——- = il/4 - Nx Ar  Px ' -y Q.v3+ etc.a - |- £.v
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Multipliant alors les deux membres de celle équation par a. -j- (Sx, et
transposant a dans le second membre , nous aurons

j o.Jlî -j- ttAT.v-j- a/V a.Qx 3-j - etc.
° j —a-\ - 0 J/ .v-j- |3./W'!-f- $Px z etc.

El comme ce second membre doit se réduire à zéro pour toute valeur
qu’on voudra donner à x,  il faut que la somme des coefficients de
chaque puissance de i , daus ce même second membre , se réduise
séparément à o . Ainsi Eon aura

a.31—az= -0 , aZV—J—031 =  ̂O, a.P -j - /3iV= O, O,
a/ ?-J- /3Q= O, etc.

De la première équation , on tirera la valeur d'M ; puis on la substi¬
tuera à M dans la seconde , pour tirer de celle -ci la valeur de N;  ou
melira celle valeur  de N  dans la troisième équation , pour obtenir
celle de P,  et ainsi de suite . On trouvera ainsi

M- .^ ,P==_Æ o= .-2 * J ..3 * v - , Zi— -\-
Œ'ia etc.

et la proposée deviendra
a a

a - }- ÜX  a

8a 8? a—1 + -— x 2
a? 1 a?

03a
1-j - etc.

comme on l’aurait trouvé par la division continue ou par la formule
du binôme.

791 . Du reste , on peut , des équations partielles qui nous ont donné
les valeursdes coefficients , tirer les équations suivantes,

M = — , N— - — M,  P = — -N, <2 = — - P , R = — - Q,ctc.
CL CL CL t CL CL

par lesquelles on voit que chaque coefficient , depuis le second , est

égal à celui qui le précède , multiplié par - ^ , en sorte que ces

coefficients forment par eux -mémes , et indépendamment de x , une

progression quolilive , dont la raison est - . La série , avec les puis¬

sances de x,  est donc aussi une progression quolitive , dont la raison

est - —x , ou une série récurrente du premier ordre , dont l’échelle
OL
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de relation est- x ; et remarquez que celle échelle de relationa

n’est autre chose que le second terme du dénominateur de la pro¬
posée, divisé parle premier , et pris avec un signe contraire.

Celte simple observation nous fera trouver très-vile, et sans aucune
des méthodes précédentes , tous les développements de cette espèce,
car le premier terme de la série sera toujours —. Ainsi,a

5
- — = 5 -f- tar -f - 20.z2-j- 4<xe3-J- 8o.X'4~f- etc.

parce que le premier ternie est f ou 5, et que l’échelle de relation
est -]——ou 7.v,  c’est-à-dire le second terme du dénominateur divisé
par le premier , et pris avec un signe contraire . •

De même,

2 + - = i' — î x + ï — t ie * 3 + ik — eic -

parce que le premier terme est f , et que l’échelle de relation est

792. Appliquons encore la méthode des coefficients indéterminés
à quelques exemples de plus en plus composés, mais qui aient tou¬
jours une certaine régularité . Soit

a + = ^ + NxJ r P ^ Jr  Ç>x s + etc.
En multipliant les deux membres de celte équation par a -J- S>x

puis transposant a -j - bæ,  on aura
l -j — - j- aJSFx-j - a.Px* -j - aQ.r 3-j - etc.

o = ! — a -(- /SMir-}- f&Nx1-j - BPx3 etc.
( — bæ -j - yM.x*-j - y A/v3-j - etc.d’où l’on tirera

a.M— a -= o , aN -\ -$M —Z>— o,
«ï*-]— O , aQ fiP -]~ O,

etc. etc.
ce qui donnera
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M -- N = ■ fia — ab

B2a — aya — afib etc.

et la proposée deviendra
a 4 - bx a Sa — ah fi%a — aya — aJSb

- X_ - - = - X 4 - ; - x* — etc.
a - J-fix - f- yx 3 a a 2 a*

793. Du reste , pour découvrir plus facilement la loi des coeffi¬
cients , on aurait pu les écrire ainsi,

ar= — -,a

p = —

N = — M -\ - ~ ,a cl

y 0'
2Lm — ~ N,

Ç — ~ N — — P,cl a

R = — ~ p — ~ q r

Q - ~R,
etc.

et l’on aurait vu que chaque coefficient, depuis le troisième, se forme
au mojen desdeux précédents, multipliés respectivement par - —eta

fi
par - , en sorte que ces coefficients forment une série récurrenteCL

du second ordre , dont l’échelle de relation est - —, - Quanta a
au développement de la proposée, c’est aussi une série récurrente du
second ordre , dont l’échelle de relation-est — ,—— c’est-à-dire

CL CL
le troisième terme du dénominateur divisé par le premier , et le se¬
cond divisé aussi parle premier , mais l’un et l’autre avec un signecontraire.

79i . Si l’on faisait
a -I - bx-f - c.v2 „, .

-g+ eT+ ?T-+ tf =JJ + w*+ vx-+ +,, <■.
on trouverait , ensuivant la même marche,
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M = — , N = - -— M + — ,
CL CL ' CL

P — - —M — — N -\ - — ,

J' y 8
O II 1 1 s! 1 — iV— p,

CL ' CL a
«T y 8

Q>1<7111Ph — p  —
CL CL CL

S = — -~ P  — — Q —
6

R,
a CL a

etc. etc.

el l’on verrait que chaque coefficient , depuis le quatrième , se troilve,
, . î

au moyen des trois précédents , multipliés respectivement par - ,
y /3 * f . ,

- -, - , en sorte que ces coefficients forment une série rccur-

rente du troisième ordre , dont nous venons d’indiquer l’échelle de
relation . La série elle -même , avec les puissances de x,  forme une
série récurrente du troisième ordre, dont l’échelle de relation n’est
autre chose que le quatrième terme du dénominateur de la propo¬
sée , divisé par le premier , plus le troisième divisé parle premier,
plus encore le second divisé parle premier , et pris tous trois avec des
signes contraires . Il sera facile d’étendre cela aussi loin qu’on le vou¬
dra. L’échelle de relation des séries de ce genre sera toujours déter¬
minée par le dénominateur de la proposée , et elle aura n termes si
la plus haute puissance de x  est n.

795 . Quant aux n premiers termes de la série , la loi en est facile
à saisir aussi : on a toujours

a

N = - 0 , b
-M -\-

y
■— - M- -̂ 2V.+ - ,a a

ç = - — M — —N - — P + -

etc.
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Mais si quelqu ’une des lettres b , c , cl , etc.  manque dans le numéra¬
teur de la proposée , il faudra l ’égaler à zéro.

796 - Voici un exemple particulier assez remarquable , qu ’on pourra
calculer immédiatement par les principes des numéros précédents.

- — = 1 -J - .z’2-J - .r 3 -j - - J- x s -J - .Z'9- (- x !1 .r 12-J - etc.1 — æ — x 2

L ’éclielle de relation est - j- a; 1, -j~ x;  mais pour que la loi générale
puisse s’observer dans la formation des termes , il faut faire attention
à ceci , c’est que les termes en x ’, a -4, æ "' , x ’°, etc.  manquent , c’est-
à -dire que l’on a N ~ o , R = o , V =o , etc.

797 . Observons maintenant que nous nous sommes attachés à des
formules qu ’on peut appeler régulières , et dans lesquelles entre au¬
tres x  s ’élève à une puissance plus haute dans le dénominateur que
dans le numérateur . Voyons donc ce qu ’il y aurait à faire pour ra¬
mener à cette forme les quantités qui s’en écarteraient un peu.

i ° Si les puissances de x allaient en décroissant dans le numéra¬
teur , ou dans le dénominateur , ou dans les deux , on les rendrait
croissantes par le retournement.

2 ° Si tous les termes d ’une de ces quantités ou des deux , conte¬
naient la variable x,  on diviserait ou le numérateur , ou le dénomi¬
nateur , ou tous les deux par la plus petite puissance de x  qu ’ils con¬
tiendraient , pour avoir dans chacune de ces quantités un terme sansx,
comme a  et a . Alors , quand le développement serait trouvé , on le
multiplierait par la fonction d ’x,  qui aurait servi de diviseur.

3 ° S ’il manquait quelque puissance de x  entre les puissances ex¬
trêmes , le coefficient de cette puissance serait zéro.

4 ° Enfin , si les puissances de x  montaient dans le numérateur au
même degré que dans le dénominateur , ou à un degré supérieur,
on retournerait ces quantités pour diviser la première par la seconde ,
jusqu ’à cequ ’on eût un reste , dans lequel la plus haute puissance dé .r
se trouvât dans le dénominateur de ce reste . Ce serait alors ce reste
qu ’il faudrait développer en série , aptes avoir de nouveau retourné
le numérateur et le dénominateur pour faire décroître les puissances
de x  qu ’ils contiendraient encore.

Ces diverses précautions sont nécessaires pour qu ’on puisse retrou¬
ver dans les développements les lois que nous avons indiquées.
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Nous allons donner un exemple de chacun de ces cas , à l’exception

du premier ', qui est tout simple.

Exemple du  2 me cas.

db =t (bb )=4(db)=4<*+**+±**+>«
* 3+ 3 *2 + etc ■) = 2X + 4 + f 'r + 7 ? + Ta Æ'3 + etc -

La loi s’observe depuis le second terme et l’échelle de relation

est j x.
Exemple du  3 me cas.

a -\- l>x a b ya yb y â — a.ia , ,
- = - 1- — x - -x* - x* i 4 - r- xs 4-
A _ »• ^ 1 I

l ~ y-t2—|—
y b̂—■cetb — etc.

L’échelle de relation est de quatre termes,
yx Ox

- (n” 7g4 ).

Quant aux quatre premiers termes de la série , voyez le n° jq 5.

Exemple du  4 rae cas.

3 -)- hx  4 .r -{- 3 2 -j-
1 -j - 2X 2 .X -j - i

—V ~ = a + - r—
2X -j - 1 1 2X

2 -j - 1 — 2X -j - 4 .r 2 — 8 .r 3 -J - etc.

La loi s’observe depuis le second terme t de la série , et l’échelle

de relation est — 2x ; mais si on réunissait les deux premiers termes,

en écrivant 3— 2x -[-4a; 2— 8 x3-\ - etc.  la loi n’aurait plus lieu que

depuis le terme — 2x.

1 _ [_ 2 .V X 3 — X3 -\ - 2X -\ - l  _ 2

. x — a-2 — Xï — -V + ] •Æ2- * -}- ]
: * - I +

_ __ — x — i —j—2—]—2.-v—4ar2—]—G.ï 3-J- io *4-J- l6x s -^-etc.
l — x — -v 2

La loi s’observe depuis le troisième terme 2 , et l’échelle de relation

est - |- .v2, mais si on réunissait les quatre premiers termes en

écrivant 1-j - 3* -J- 4.v2-j - 6.r 3-j - io .i4 -}- \Ç>xs-\ - elc.  la loi n’aurait plus

lieu que depuis le terme 4a;2.
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798. Si le dénominateur de la fraction proposée était une puis¬
sance parfaite du binôme mjznx,  on obtiendrait facilement la série,
d’après les principes précédents (n05 7gi , 7g3, 7g4, 7g5), pourvu
qu’on eût soin de développer d’abord la puissance de ce dénomina¬
teur. Nous n’examinerons en particulier que le cas où ce dénomina¬
teur aurait le signe moins au second terme, parce que ce cas offre
quelques résultats intéressants. On trouvera par exemple

a -\ - b.v a -4- bx ' a . 2na -\- mb
— “ H -Zi - ‘K +{ni—nxY

3/iaa -f- 27re«6 kn 3a -\- 3mn 2b 5nia -\- kmn 3b
mi 1-J- etc.

L’échelle de relation est - , -1- . Mais si l’on fait m 1,m m“
n — 1; et x=  1, la série devient une progression excédentive,

a -j - (2a -)- b) -j- (3a -)- 2 b)-J - (4a -|- 3b)-]- etc.

dont la raison est a -\- b.  Cependant celte progression, cas particu¬
lier de la formule précédente , reste toujours une série récurrente du
second ordre , dont l’échelle n’est plus que— 1, -f-2 Cn° 777).

Quant à la fraction proposée, elle se présente alors sous cette forme
Cl I J)
—,eton  pourrait la développer ainsi (n05 157 , i58) ,

ci—|—b -j —a -j—b —j —ci-j —b —j—ci—j —b —j —à —j—b —J —etc,  a —|—a —j—a -j—et
-j- a . . . . -j- ù-j- ù- |~Z) -̂ - Z' -|- ù.

ce qui est évidemment égal à la série ci-dessus lorsqu’on écrit ainsi
cette même série,

a — 2a -j—3a —j—4a. -j—b —j —nb—|—3b —|—etc.
Cette observation pourra s’étendre aux exemples suivants.

799. Si on développait encore par les principes des nos 734, 795,
la fraction

n -j - bx _ a -j- bx
{m— nxf ni3— 3iti2nx -j - 3nui2;/;2— 7i 3a'3’

on trouverait une série récurrente du troisième ordre , dont l’échelle
n3Ji3 3 mn%.T2 3m 2nx  .

serait -4- •— , - ; > T r—, et si 1on faisait ensuite m= i
• jfl A 1TL 7Jl J

n ~ i t et x =  1, on obtiendrait comme cas particulier la suite,
60
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a -{- (3 a -)- b)-j - (6a -j- 3b) -j - (ioa -j- 6b)-|- etc.
série récurrente toujours du troisième ordre , mais dont l ’échelle
de relation n’est plus que -J- t , — 3, -j- 3.

Cela posé, si on prenait les différences de chaque terme de cette
série avec le précédent , on aurait la suite

a -j - (2a -j - b)-j - (3ci-f-2b)-j - (4a -j - 3b) -j - etc.
qui ne serait autre chose que la progression excédentive du numéro
précédent . Mais cette progression serait-elle encore une série récur¬
rente du troisième ordre , avec la même échelle -j- î , — 3, -j- 3 ?

La chose est démontrée par le n° 777. Essayons cependant de l’en¬
visager sous un point de vue plus général.

800. Soit a -\- b -\ - c -\- d -\- e J - / --}- g -f - etc.  une rérie récur¬
rente du troisième ordre , dont l’échelle de relation est m -J- n -\ -pi
on a

d = ma -j - nb-\-pc , e = mb -\- ne - -̂pd,
f = me nd -j—pe , g = md -J- ne-J- pf,

etc. etc.

Prenons les différences des termes consécutifs de la série , elles
formeront cette autre suite,

(b_ à) -f -(c— b)+ {d— c ) -f- (e— d) -f - (f — e) -j - {g—/ ) -}- etc.
Or , parles équations précédentes , on a le quatrième terme
e—d—mb-\-nc-\ -pd —• ma—nb—pc= m (b—a) -j - n (c— b)—j —/>(cl—c),
le cinquième
f —e—mc-\-nd-̂ -pe—mb—ne  —pd = m(c—b) -j-n (d—c)-J-p (e—d),

etc. etc.

d’où il résulte que ces différences forment une série récurrente du
mêuje ordre avec la même échelle.

Par le même principe, les différences des différences, ou les diffé¬
rences secondes, les différences des différences, ou les différences
troisièmes, etc. formeraient toujours des séries récurrentes du même
ordre avec la même échelle.

Et la même chose se démontrerait de la même manière pour les
séries récurrentes de tous les ordres.

Ainsi la progression excédenlive que nous avons tirée du déve-
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loppement de la fraction -—■- rr est une série récurrente du troi-
(ro —nxy

s'ième ordre , dont l’échelle est -f- 1, — 3 , + 3 (n° 777, 799).
801. Si on développait les fractions

a -j- bx a -\- bx a -\- bx ^
(ira—ra.t )4’ ( ira—nx) s> (m — nx)û’

on obtiendrait des séries récurrentes du quatrième ordre , du cin¬
quième ordre , du sixième ordre , etc. Faisant alors m — 1, n—  1,
x=  1, et prenant les différences secondes, ou troisièmes, ou qua¬
trièmes , etc. des termes des nouvelles séries, on retomberait tou¬
jours sur la formule générale des progressions excédenlives. Quant
aux échelles, elles seraient, pour le quatrième ordre , — 1, -f-4, — 6,
-j—4, pour le cinquième ordre , —j—1, — 5, -f - io , — io, -)- 5 , pour le
sixième ordre , — 1, -j- 6 , — i5 , -j—20, — i5 , -j- 6 , etc.

Ces nombres sont , comme nous l’avons déjà vu au n° 777, les
coefficients des puissances successives du binôme a—fi,  mais ils sont
pris en ordre inverse, depuis le dernier au second, et avec des signes
contraires.

Du reste , on trouverait des résultats tout - à- fait semblables en
développant des fractions de cette forme générale

a -j - bx -j - ex?-|- d e}. -|- kxi~ x
(m —nx )t

Mais nous ne nous occuperons pas du cas où le dénominateur serait
une puissance d’un polynôme quelconque.

§ III-

De la sommation des séries.

802. Nous avons vu des quantités finies se développer en séries
finies ou infinies, et la plupart de ces suites se sont trouvées récur¬
rentes.

Cependant les suites que nous avons tirées des extractions de ra¬
cines (nos 326 à 333) n’appartenaient pas à celte classe. Et l’on con¬
çoit qu’il doit exister une infinité de séries autres que des racines»
qui ne seront pas non plus récurrentes . Car on peut former des séries
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à volonté , sans les faire découler d’arcune quantité finie donnée
d’avance.

C’est ainsi que nous avon vu les nombres constants 1, 1,1,1,
1,1, etc. donner naissance aux nombres naturels , ceux -ci aux nom¬
bres triangulaires , ces derniers aux nombres pyramidaux , etc . Et
nous avons donné à toutes ces suites le nom générique de nombres

figurés (n os 287 à 2g4 ). Nous allons en retracer ici le tableau

Nombres constants 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ,

Nombres naturels 1, O
J 3 , 4 , 5 , 6 , 7, 8,

Nombres triangulaires 1, 3 , 6 > 10, i 5 , 21 , 28, 36,
Nombres pyramidaux  x, 4 , 10, 20, 35 , 56 , 84 , 120,

5 , t 5 , 35, 70 , 126 , 210, 330 ,
etc.

Chacun des termes de ces suites se forme par l’addition -des termes
de la suite précédente jusqu ’à celui de même rang . Ainsi , le cinquième
terme 35 des nombres pyramidaux est égal aux cinq premiers nom¬
bres triangulaires . Le huitième terme des nombres triangulaires est
égal aux huit premiers nombres naturels , et ainsi des autres.

On pourrait aussi dire que le n ma  terme d’une des suites quel¬
conques est égal au terme précédent de cette suite , plus le de
la suite supérieure.

Les suites des nombres figurés proviennent , comme on voit , d’une
même progression excédentive , qui est celle des nombres naturels-
Noiei d’autres suites qui proviennent de différentes progressions ex-
cédenlives commençant toutes par l’unité , et dont les différences
sont i , 2 , 3, 4 , etc. Chacune de ces progressions fournit une des
séries en question , en prenant pour le rc" 10 terme de celle -ci la
somme des n premiers termes de la progression génératrice . C’est
ce que l’on voit dans le tableau suivant
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Progr . diff.  1 •• • • 1,2 , 3 , 4 , 5 , 6 , etc,
N . triangul. . D 3,  6 , icq i5,  21 , etc.

Progr , diff.  2 . • • . 1, 3,  5 , 7 > 9 >
A7, carrés. . I, 4, g , 16, 25, 36, etc.

Progr . diff. 3 . . . . 1 , 4, 7 , io , i3 , 16, etc.
N .pentagones .1 , 5, 12, 22, 35, 51, etc.

Progr . diff.  4 - 1, 5, 9 , i3 , 17, 21, etc.
N . hexagones .1 , 6, i5 , 28, 45, 66, etc.

etc. etc.

Ces séries de nombres triangulaires , carrés , pentagones, hexago¬
nes, etc. s’appellent les suites des nombrespolygones,  parce qu’on
peut les arranger en poljgones , d’après les principes du n° 2go.

Souvent on considère aussi les séries formées par les diverses puis¬
sances des nombres naturels.

Puissances o ou nombres constants . . . t , 1 , 1 , 1 , etc.
Puissances i res ou nomb. nat. mêmes. . 1,2,3,  4 , etc.
Puissances 2ra,!S ou nomb. carrés- 1 , 4 , 9 , 16 , etc.
Puissances 3mes  ou cubes. 1 , 8 , 27 , 64 , etc.
Puissances 4mes. . 1 , 16 , 81 , 256, etc.

etc. etc.

Nous donnerons enfin , comme exemple d’une série formée sans
développement, la série harmonique ou inverse des nombres natu-
turels,

1 1 1 1 i 1 j . 1 ±
~î 9 "2 9 '5 J ‘4 J 3 > 6 9 7 9 Ü 9 Q f etc.

(Poyez YArithmétiqued'Émile,  note xv .)
803. Cela posé, faisons une distinction : les séries que nous vou¬

lons sommer sont nécessairement ou finies ou infinies.
Dans le premier cas, sommer une série c’est véritablement cher¬

cher lasomme proprement dite de tousses termes.C’est ainsique nous
avons appris à sommer les progressions excédentives et quotilives.

Dans le second cas, sommer une série c’est chercher la quantité
finie qui , par son développement, a donné la suite dont il s’agit
(a° 778b
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804- Premier cas. Somme proprement dite d'une série finie.  Le
nombre des suites que l’on sait sommer est malheureusement assez
petit , et pour l’ordiuaire on est réduit à chercher des moyens de
rendre la série aussi convergente que possible, pour qu’en faisant
l’addition effective de ses premiers termes, on ait un résultat suffi¬
samment approché de la valeur que l’on cherche ( Revoyez  les
nos 326 à 333).

Cependant on sait sommer, par l’algèbre élémentaire , les suites des
nombres figurés, celles des nombres polygones, celles des puissances
des nombres naturels , et quelques autres suites qui dérivent de
celles - là ; mais nous ne nous arrêterons point sur ce sujet : car
« l’utilité de ces suites n’étant pas grande , on néglige aujourd’hui,
avec raison, d’en parler beaucoup dans les cours de mathématiques .»
(Lagrange , dans YAlgèbre d’Euler .)

On a aussi des méthodes plus ou moins élémentaires pour sommer
un certain nombre de termes dans une série récurrente ; mais quand
on applique ces méthodes à des cas particuliers , les calculs devien¬
nent souvent impraticables , et , par celte raison , nous ne nous arrê¬
terons pas non plus à développer ces méthodes.

805. Second cas. Sommed’une série infinie.  Il s’agit proprement
ici , comme nous l’avons déjà dit (n° 8o3), de découvrir la quantité
qui , par son développement , a donné la série.

Nous ne nous occuperons que des séries récurrentes , et nous n’en
dirons qu’un mot : car , soit dans ce second cas, soit dans le précé¬
dent , la sommation des séries doit en général être traitée par les mé¬
thodes transcendantes.

Soit M -\ -Nx -\ -Px %-\-Qx3-{-etc.  une série récurrente du second
y /3

ordre , qui ail pour échelle de relation - x 2, - —x,  on aura
y -(S

jPxa = — — x2 - x %Nx,
CL CL

y /3
Qx3= — — x 2JVo>—— x *Px 2,

et ot.

y /3
Rx* -x 2.Px2.- x . QxJ,

« a
etc.
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Ajoutant par colonnes verticales , et représentant par 2 la fraction
génératrice ou la somme cherchée , on obtiendra

y /3
2 M — iVx = - .7? . 2 — — x (2 — M ) ;a a

d ’où l’on tirera facilement

{M -\ - Nx ) -\ - ~ x .M
2 = - -- - -•

, 0 , y 2i + - H—
et CC

On trouverait de même pour le troisième ordre , 1 echelle de relation
r ^ -Î y ^étant - ar, - #*1 2,— —a a *

(M -f- iVx -fPx ^ -f ~  x (M -j- 2Vx)

1 ce  a - a

pour le quatrième ordre,

(Æf+ iW + P ^ + Qx3) -}- — x(M + iVx+ Px J) + —x3(M-j-iVx)+ — x3.i»f

. 0,7 , , , £ , 5
1 -]- X 4-X 2—|-X 3—|—•—■x4'a a. a. a.

et ainsi de suite.

Appliquons la première de ces formules à la série (B) du n° 775;
! _]_ 4 _j_ 27 - j- 127 + etc‘ dont l’échelle de relation est 4 - 3 , - J- 5.
Pour la rendre plus générale , et pour éviter les réductions des quan¬
tités purement numériques , nous l’écrirons ainsi,

i _J_ 4x.-j- 27X2-f - 127X3-f - 7o4x4 etc.
et l’échelle de relation deviendra 4- 3x2, -\- 5x,  c ’est- à -dire qu’on

/3 y
aura- -x ~ -j- 5x,  et - - x2= -f - 3x2, et par conséquent

1 4“ 4-x — 5 r 1 — x2 - - -- - - .
1 — 5x — 3x 2 1 — 5x — 3x 2

806. Si, après avoir fait x = 1, on voulait réduire la fraction gé¬
nératrice , on obtiendrait o = 14 -4 4~ 23 -j - 127 -J- 704 -j- etc' ce qui
prouve bien que chercher la fraction génératrice d’une série n’est
pas à la rigueur la sommer {Voyez les n0’ i 52  à i 56 ).
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Cependant , dans la série en x,  en faisant cette variable égale à
une fraction suffisamment petite , comme yÿj, par exemple , la frac¬
tion génératrice peut être.considérée comme la somme , ou du moins
comme la limite de la série convergente.

, _ 1_ JL _L _ -2JL _1 _ _ I_ 701 I pt n
loT 100 “ 1000 T 10000 l "

car plus on prend de termes dans cette série , plus on approche de
la valeur de la fraction génératrice , ce qui peut facilement se gé¬
néraliser.

807. Nous venons de dire que si on a la fraction génératriced’une
série convergente , cette fraction finie en est la somme ou la limite :
mais il ne faudrait pas en conclure que si une série non récurrente
marche vers le zéro , elle a pour limite une quantité finie. On dé¬
montre , par exemple , que la série harmonique dont nous avons déjà
parlé plusieurs fois

i + *+ i + i + i + *+ *+ i + rf*-
a une somme ou une limite infiniment grande.

Nous ne nous arrêterons pas à cette démonstration ; mais nous fe¬
rons observer que les séries partielles renfermées dans celles -là ont
des limites assez remarquables . Par exemple , la progression quoti-
tive J- — i —J—̂ —J—̂ ypg-— «ifc a pour limite 2 (n° 783 ) , tandis que
la progresssion i -}- -i -f- -j- eie.  n’a pour limite que f , que la
progression £ + 75 + 5o + + et0‘ n’a P our ünaite que f , et ainsi
de suite. La première progresssion , quoique infinie , s’approche sans
cesse du nombre 2 sans jamais l’atteindre , pendant que les quatre
premiers termes seuls de la série harmonique valent déjà 2 ( Voyez
les réflexions contenues dans l’Encyclopédie à l’article Série).

808. Pour terminer ce quia rapportà notre sujet actuel, on pourra
rechercher encore la fraction génératrice de la suite ( G) (n° 775) ,
et celle de la série du n° 789.

800. Du reste, on trouvera dans les Mémoires de VAcadémie des
sciences de Paris,  année 1772 , une méthode donnée par Lagrange

pour reconnaître si une série proposée est récurrente . Cette méthode
fait trouver l’échelle de relation , et conduit a la fraction généra¬
trice.

810. Nous ne nous arrêterons point ici, ni sur le retour des suites,
qu’on appelle aussi méthode inverse des séries,  ni sur le développe-
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ment des exponentielles et des logarithmes , ni sur les séries circu¬

laires . La matière des séries , traitée d’une manière générale et plus

ou moins approfondie , ne nous semble pas appartenir aux éléments

proprement dits *Nous avons seulement eu pour but d en développer

avec quelque soin les premiers principes , pour qu ’on eut ensuite plus

de facilité à lire les ouvrages où la matière est traitée dans son en¬

semble ( P'oyez le Traité de calcul différentiel et de calcul intégral,

in- 4°. , par M. Lacroix , avec le Traité des différences et des séries du

même auteur . La table de ce dernier ouvrage indique d’ailleurs tous

les mathématiciens qui ont travaillé sur cette matière ).

CHAPITRE IL

De Tintérêt composé.

811 . Nous avons traité de l’intérêt simple dans l’Arithmétique

( n° 619 ) ; nous allons parler de l'intérêt composé ou de Vintérêt sur

intérêt.  Je me bornerai à transcrire ici un Chapitre de l’Algèbre

d’Euler , dans lequel celle matière est traitée d’une manière fort

claire . Il faudra du reste  revoir le Chapitre des logarithmes dans

l’Arithmétique-
On demande principalement dans le calcul de l’intérêt composé

à quelle somme monte un capital donné après un certain nombre

d ’années , si on joint annuellement l’intérêt au capital , et que de celte

manière on augmente continuellement ce capital . On part , pour

résoudre celle  question , de ce que 100 écùs placés à 5 pour cent se

changent au bout d’une année en un capital de io 5 écus . Soit le

Capital = a,  on trouvera ce qu ’il vaut au bout de l’année , en disant :

si 100 donne io 5 , que donne a?  la réponse est ^ ?,ceaue
100 20 ■*

. . . 1 .. ai
l ’on peut aussi écrire de celte maniéré — .a , ou de celle -ci a -J-

1
•— . a.uo GI
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812. Ainsi, quand on ajoute au capital actuel sa vingtième partie,
on obtient la valeur du capital pour l’année prochaine. Ajoutant à
celui-ci son vingtième, on sait ce que vaut le capital donné après
deux ans, et ainsi de suite. 11 est donc facile d’apprécier les accrois¬
sements successifs et annuels du capital , et de continuer ce calcul
aussi loin qu’on voudra.

813. Supposons un capital qui soit présentement de toooécus , qu’il
soit placé à cinq pour cent , et qu’on joigne chaque année l’intérêt
au capital. Comme ce calcul ne tarde pas à conduire à des fractions,
nous nous servirons des fractions décimales, mais sans les pousser
plus loin que jusqu’aux millièmes parties d’un écu , vu que des par¬
ties plus petites n’entrent pas ici en considération.

Le capital donnéde toooécus vaudra
ecus.

après 1 an. . io5o
52 , 5

après 2 ans . . . .
55

, 5
, 125

après 3 ans . . . •
57

, G25
, 881

après 4 ans . . . ■
Go

, 5o6
» 775

après 5 ans . . . • , 281
etc.

814.On peut continuer de la même manière pour autant d’année»
qu’on voudra ; mais lorsque le nombre des années est fort grand,le
calcul devient long et ennuyeux ; voici comment on peut l’abréger :

Soit le capital présent = a , et puisqu’un capital de 20  écus vaut
21  écus au bout de l ’année , le capital a  vaudra « après un an . Le

v 2 l 2 / 2  i \ 2même capital montera l’année suivante à — . a = I — 1 .a.  Ce ca-
r 20 * \20  /

pital de deux ans vaudra ^ . a l ’année d’après; ce qui sera donc
le capital de trois ans. Celui-ci augmentant de même, le capital donné
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a au bout de quatre ans. 11 vaudravaudra a au bout

de cinq ans. Après un siecle il vaudra

.a, sera  la valeur de ce capital après » années; et cette formule

et en général

servira à déterminer la quantité du capital après un nombre quel¬
conque d’années.

815. La fraction fi , qui est entrée dans ce calcul , se fonde sur ce
que les intérêts ont été comptés à 5 pour cent , et que fi est autant
que |g §.Quesi les intérêts se comptaient à 6 pour cent , le capital a
monterait à (jff ) .a au bout d’un an , .à au bout de deux
ans , et à . a au bout de n années.

Mais si les intérêts ne sont que de 4 pour cent , le capital a ne vau¬
dra que (x§g)«.a après n ans.

816. Or , il est aisé, lorsque le capital a,  ainsi que le nombre des
années , est donné, de résoudre ces formules par les logarithmes : car
s’il est question de celle que nous avons trouvée dans la première sup-

n

position, on prendra le logarithme de ( — j - a,  qui esl= log.

)n-f-log. a,  parce que la formule en question est le produit de

/2l \ «
et de a;  et comme ( — J est une puissance, on aura L.

Ainsi le logarithme du capital cherché est— n.  1

L. a.  De plus , le logarithme de la fraction — = L. 21 — L. 20.r’  d 20

817- Soit à présent le capitale 1000 écus, et qu’on demande de
combien il sera au bout de 100 ans, en complantles intérêtsà 5 pour
cent.

Nous avons ici n=  100. Le logarithme du capital cherché sera par
21

conséquent = 100 L.—H~L. tooo, et voici comment on évalue ccltc

quantité :

/
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L . 21 = I, 3222 tg 3
soustrayant L . 20 = i, 3oio 3oo

L . fg = 0,021.1893
multipliant par 100

100 L. §^ = 2,ii8g3oo
ajoutant L. 1000 = 3,0000000

logarithme du capital cherché = 5,n 8g3oo

On voit par la caractéristique de ce logarithme , que le capital
cherché sera un nombre de six chiffres , et en effet ce eapital se trouve
— i 3 i 5oi écus.

818 . Un capital de 3452  livres &6 pour cent , de combien sera -t- il
après 64  ans ?

Nous avons ici a — 3452 , et » = 64 . Donc le logarithme du ca¬
pital cherché = 64 L . | ^ -J- L .3452 , ce qu ’on calcule de celte ma,
nière :

L . 53 =i , 724275g
soustrayant L . 5o = i,6g8g700

L . f £ = o , 0253 o5g

multipl . par 64 . . . . . 64  L . fg = 1, 6 ig 5jj 6
li . 3452 = 3 , 5380708

5 , i 5y6484 .

Et en prenant le nombre de ce logarithme , on trouve le capital
cherché égal à 143763 livres.

819 . Quand le nombre des années est fort grand , comme il s’agit
de multiplier ce nombre par le logarithme d’une fraction , il pour¬
rait provenir une assez grande erreur de ce que les logarithmes ne
se trouvent calculés dans les tables que jusqu ’à 7 chiffres de déci¬
males . C’est pourquoi il faudra employer des logarithmes poussés à
un plus grand nombre de figures , comme on l’a fait dans l’exemple
suivant.

Un capital d’un écu restant placé à 5 pour cent pendant 5oo ans,
çt les intérêts s’y joignant annuellement , on demande à quelle
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somme se montera ce capital après les 5oo  années . On a ici a — 1 et

« = 5oo ; par conséquent , le logarithme du capital cherché est égal

à 5oo Lfg -j- L . 1, ce qui produit ce calcul

L .2i = i , 3222 ig 2giy 33 gig
soustrayant L .20 =i , 301029996663981

L -fo = ° >021189299069938,

multipliant par 5oo, on a io,59464g534g6gooo.

Voilà donc le logarithme du capital cherché , lequel sera par con¬

séquent égal à 3g323200000 écus.
820. Si on ne se contentait pas de joindre annuellement l’intérêt

au capital , et qu’on voulût encore l’augmenter tous les ans d’une
nouvelle somme= b,  le capital actuel , que nous nommerons a,  s’ac¬

croîtrait chaque année de la manière qu’on verra

après 1 an §L. rt-{- 5,
après 2 ans (§i )\ + §5 •h + h>
après 3 ans
après 4 ans (fg)4•« + Cfè> 3•b + (§s) a■•b + (fà ) •h + h.
après « ans (fg)”•a -J - (fg)"-1 .b -f -(fg);~2.û • ■• • -J- §5 .b -\- b.

Ce capital consiste, comme on voit, en deux parties, dont la pre¬

mière = (fg)“ ' a , et dont l’autre prise à rebours forme la série b -f-

fé ' 6 + (fè ); ^ + 0 3^ • • ■• + cfh) n~ ' -b-
Cette suite est évidemment une progression géométrique, dont

l’exposant est égal a Nous en chercherons donc la somme en

multipliant d’abord le dernier terme (§g)n~ I-b  par l’exposanlfi ; nous
aurons ( f£)»•£• Soustrayant ensuite le premier terme b,  il reste

(| i y .b — b;  etdivisant enfin par l’exposant moins 1,c ’est-à-dire par

JL, nous trouverons la somme cherchée = 20 (fi )**. 5 — 20b,  dont

le capital cherché est (§£)«.a -j- 20 (§è)»i >— 206= (fi )». (« -|~ 20 b)
— 2oh,

821. Le développementde cette formule exige qu’on calcule sépa¬

rément son premier terme (§-)**. (« -j- 2oè), ce qui se fait en prenant

son logarithme , qui est n L . fg ~j- L. (a -\ - 20b), car le nombre qui

répond à ce logarithme dans les tables sera la valeur de ce premier



486 de l ’intérêt COMPOSE.
terme . Si l’on soustrait ensuite 20b de çetle quantité , on connaît le
capital cherché.

822. Question.  Quelqu’un a un capital de 1000 écus placé à cinq
pour cent ; il y ajoute annuellement ioo éçus outre les intérêts : on
demande la valeur de ce capital au bout de vingt-cinq ans.

Nous avons ici a,= 1000 ,b — 100, rc= 25 ; voici donc le plan de
l’opération,

k - fè = o , 021189299.

Multipliant par 25, on a, 25  L , §£ = 0,5297324750
L. {a -\ - aob) = 3 , bjjiai 3i35

= 4 , 0068537885.

Ainsi la première partie , ou le nombre qui répond à ce logarithme,
est ioi 5g,i écus, et si l’on en soustrait 20b — 2000, on trouve que
le capital en.question vaudra , après 25  ans , 8159,1 écus.

823. Puis donc que ce capital de 1000 écus va toujours en aug¬
mentant , et qu’après vingt- cinq ans il se monte à 8i5g écus,
on peut faire la question , en combien d’années il montera jusqu’à
ioooooo  écus.

Soit n ce nombre d’années , et puisque a = 1000 ,5 = 100 , le ca-
pitalsera au bout de n ans: (§£)»(3ooo) —2000, somme qui doit faire
1000000 d’écus : de là résulte donc celle égalité ou équation,

3ooo (§£)M— 2000 = 1600000.
Ajoutant des deux côtés 2000, on a

3ooo (§£)»= 1002000.
Divisant de part et d’autre par 3ooo, il vient (§£)“= 334.

Prenant les logarithmes , on a n L . f£ = L. 334; et divisant par
L. §£, on obtient n ■■ Or , L. 334 = 2 ,-5237465, et L. §£

2 *5237465= 0, 021i 8q3 ; donc » = —- ——. Et si l’on multiplie enfin les
J  0,0211893

, , . 25237465deux termes de cette fraction par 10000000, on aura n = - ■■ -,
r  211893

ce qui fait cent dix-neuf ans un mois sept jours , et c’est là le temps
après lequel le capital de 1000 ccus se sera accru jusqu’à 1000000
d’écus.
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824. Mais si on supposait que quelqu'un , au lieu d’augmenter an¬

nuellement son capital d’une certaine somme fixe, le diminuât en
employant , chaque annee , une certaine somme pour son entretien,
on aurait les gradations suivantes pour les valeurs de ce capital a,
année par année , en le supposant placé à 5 pour cent , et en enten¬
dant par b la somme qu’on en ôte annuellement:

après 1 an , . a — b,
après 2 ans , (§£7 -a — § ^.b— b,

(I (| h)-à- b.
après 3 ans , (ji )3.a — (§±)\ b—
après n ans, (§i )«*.a —(§è)”~ ' -b-

825. Ce capital consiste donc en deux parties, l’une est (§l)n-a,
et l’autre , qui doit en être  soustraite , forme , en prenant les termes
en rétrogradant , la progression géométrique suivante,

&+ (fè)-Z’-KM)2-&+ (!è)3-z'
Nous avons déjà trouvé ci-dessus la somme de celte progression

= 20 (fh)n-b — 2oi >' si  d° nc  on soustrait cette quantité de (fgj^.n,
on aura le capital cherché , après n ans , = (f£)? (a — 2ob) -j- aob.

82G. On aurait pu tirer aussi cette formule immédiatement de la
précédente : car de même qu’on ajoutait , dans la supposition précé¬
dente , annuellement la somme b,  on ôte à présent chaqueannéela
même somme b.  On n’a donc qu’à mettre dans la formule précédente
partout —b a la place de -f-ô.. Il faut remarquer principalement ici
que , si 20b est plus grand que a,  la première partie devient néga¬
tive, et par conséquent que le capital va toujours en diminuant . Cela
se comprend aisément : car si on ôte plus du capital annuellement
qu’il ne s’y joint d’argent en intérêts , il est clair que ce capital doit
devenir continuellement plus petit, et qu’à la fin il doit même se ré¬
duire absolument à rien . C’est ce que nous allons éclaircir par un
exemple.

827 . Question.  Quelqu ’un a un capital de tooooo écus placé à 5
peur cent; il lui faut chaque année Gooo écus pour son entretien :cela
fait plus que les intérêts de son argent , lesquels ne se montent qu’à
5ooo écus : par conséquent le capital ira toujours en diminuant . On
demande en combien de temps il s’évanouira toul-à-fait. Supposons
ce nombre d’années = n,  et puisque n = tooooo , cl b— Çoo Q)  T10us
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savons qu ’après n ans la valeur du capital sera = — 20000 (§5)”-)-

120000 , ou 120000 — 20000 (-fg )" - Ainsi le capital se réduira à zéro

lorsque 20000 (fg)" se montera à 120000 écus , ou lorsque 20000 (—)»

égalera 120000 . Divisant des deux côtés par 20000 , on a = 6 -

Prenant les logarithmes , on a n L '̂ fg = L . 6 . Divisant par L. §i , il

x.. 6 0,778i 5 i 3  7781513
vient n — ——=- > ou n = - —- - , donc n = 36  ans

n. fg 0,0211893 ' 2 ii 8g3
8 mois 22 jours, au bout duquel temps il ne restera plus rien du
capital.

828. Il sera bon de faire voir aussi comment, en parlant des mê¬
mes principes , on peut calculer les intérêts pour des tempsplu s

courtsque des années entières . On se sert pour cela de la formule

(| ±N». a trouvée plus haut , qui exprime la valeur d’un capital placé

à 5 pour cent après n années : car si le temps est de moins d’un an,

l’exposant n devient une fraction , et le calcul se fait par les loga¬

rithmes comme auparavant . Si on demandait , par exemple , la va¬
leur du capital après un jour , on ferait n = j-5-5 ; si c’est après deux

jours , re= -jfg , et ainsi de suite.

829- Soit le capitala — tooooo écus placé à 5 pour cent :à com¬
bien montera - t- il en huit jours de temps?

ÿous avons a = 100000 , et n — -g par conséquent le capital
/ 2 l \

cherché = ' y 5• 100000 . Le logarithme de cette quantité est

= L. (j ^ 365 + L . 100000 = gfs L . fi -f L . 100000 . Or , L.
= 0,0211 8g3 ; multipliant par -jfj , on a

o,ooo 4644  ,
ajoutant L. 100000 = 5,0000000,

la somme est . = 5,ooo 4644 .

Le nombre de ce logarithmese trouve = 100107 . Ainsi , dans lés

premiers huit jours , les intérêts du capital font déjà 107 écus.

830. Dans celte matière se présentent aussi les questionsd’estimer
la valeur présente d’une somme d’argent qui ne serait payable que

dans quelques années . On considérera que puisque 20 écus en argent

comptant montent à 21 écus en douze mois , il faut que réciproque¬

ment 21 écus , qu ’on ne pourrait loucher qu ’au bout d’un an , ne valent

actuellement que 20 écus . Si donc on exprime par a une somme dont
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le paiement écherrait au bout d'un an , la valeur présente de cette

' somme est §7 a.  Ainsi, pour trouver combien un capital a,  payable
seulement au bout d’un certain temps, vaudrait une année plus tôt , il
faudra le multiplier par §? ; pour trouver sa valeur deux ans avant
l’échéance, on le multipliera par vfy/ , et en général sa valeur n ans
avant l'échéance s’exprimera (§7)“-a.

831. Supposons qu’un homme ait à tirer pendant cinq années con¬
sécutives une rente annuelle de cent écus, et qu’il veuille la céder

pour de l’argent comptant , en comptant les intérêts à 5 pour cent;
si on demande combien il doit recevoir, voici comment il faudra
raisonner :

Pour 100  écus échus,

apres 1 an il reçoit g5,238.
après 2 ans . 90,705.
après 3 ans. 86,385.
après 4 ans. 82,272.
après 5 ans. 78,355.

somme des 5 termes 432,g55.

Ainsi le possesseur de la rente ne peut prétendre en argent comp¬
tant que 432,955 écus, ou 1298  livres 17  sous 3 £ deniers.

SS’’. On remarquera que si une telle rente devait durer un nombre

d’années beaucoup plus grand , le calcul , de la manière que nous

l’avons fait, deviendrait très-pénible : voici les moyens de le faciliter;
Soit la rente annuelle = a , commençant dès h présent , et durant

n années , elle vaudra actuellement,

. / 20 \ / 20V 1 / ■20 \ 3
(l “4 —I —~ \d —]—( — ) *et —I —( •—— J t et —L

\21 / \ 2l / \2t / 1

Voilà une progression géométrique , et tout se réduit à en trouver

la somme. On multipliera donc lè dernier terme par l’exposant : le

produit est f —J ■a '> soustrayant le premier terme , il reste

— divisant enfin par l’exposant moins 1, c’est-à-dire

par _—Jj.} ou , ce qui revient au meme, multipliant par — 21, on aura
62
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la somme cherchée
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/20 \ n + i
= — 21 f — 1 .« + 2 ia , eu bien 2ia — 2t

.a ; et ce second terme qu’il s’agît de soustraire se calcule
facilement par les logarithmes. {Voyez  l’article de l’Intérêt composé,
dans les Tables de Logarithmes  de Gardiner .)

SOLUTIONSD ES PROBLÈMES.

N° 712.

I . Newton 85 ans , Descartes 54.
II . La frégate française s>5g , l’anglaise 170.
III . Le mulet 7 sacs, l’âne 5.
IY . Vingt-huit disciples.
Y. Quatre -vingt-quatre ans.
YI . René 4, Félix 2, Victor 1.
VII . L’équation est identique , tous les nombres sont bons

(n ° 4G6).
YIII . Cinq cent quatre -vingt-trois aunes | ti
IX . Une pièce de drap blanc 8 écus £ , une de drap noir 10J , et

une de bleu i3 {.
X. Le second gobelet 16 onces, le couvercle 20.
XI . L’héritage 8100 écus, neuf etafants, pour chacun d’eux 900

écus.
XII . Celle des Suisses de 265, celle desS ouabes de583, celle

des Saxons de 689.
, a(c— b)

XIII . i re  espece - — pièces,

, b{a — c)
2e espece - —pièces.a — b

xiv. y- z = ia.)
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N ° 740.

I . Les soluteurs sont -}- 5 et — 2. Le premier résout la question
même , le second la question rectifiée . ( Voyez  les n0’ 729 et 542 .)

IL Les deux soluteurs sont G et 4 , tous deux directs ( Foyçz  le
n° 543 , i °). Ces deux nombres salisfont donc tous deux à l’équation,
qui ne doit pas être modifiée . Si on voulait y changer le signe de x,
lus deux soluteurs seraient les mêmes , mais - tous deux inverses
(n° 543 , i °) ,ce qui indiquerait une fausse supposition.

III . On trouve x = -fyV  — 4 , symboleimginaire , ou symbole
d’impossibilité (nos 216 , 25g, 262, 54 1).

IV . On doit trouver a: = + i 5. Le nombre direct est le seul de
quelque usage ; on ne trouve point de seconde question liée à la pre¬
mière (nos 54 t , 728).

V . Les deux soluteurs sont 10 et — 11. Il y a donc 10 pièces.
Comme l’équation est x1-j- .r = 110 , le nombre 10 répond aussi

à celte question : Trouver un nombre tel que, ajouté à son carré , ilfisse
110 ; et le nombre 11 répond à celle -ci : Trouver un nombre tel que,
retranché de son carré , il fasse  110.

VI . Les deux soluteurs sont 12 et — 15. Il y a donc 12 pièces : ob¬
servation analogue à celle du problème précédent pour la valeur
en moins.

VIL Les deux soluteurs sont 4o et — 200 . La première paysanne
avait donc 4o œufs , et la seconde 60 : observation analogue à celle
du problème V , pour la valeur en moins.

VL1I. Les deux soluteurs sont i 5 et 5 . Le premier marchand avait
donc i 5 aunes , et le second 18 ; ou le premier 5 , et le second 8,

IX . Les deux soluteurs sont

ou , ce qui revient au même

Voyez  les nos 356', 724,
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X. Les soluleursde (A) sont
x = — if + |/ r ’-J- ir ’ ,

auxquels on peut donner ces deux formes,
— hr+i r \/5 , |r (1/5— 1).

Les soluleurs de (B) sont

V 2r*+ 1/4/ —r’è1(^517 ),
dont on peut changer la forme par le n° 5ig . Ils deviendront ainsi,

x— + |/ r 2-J ~ 5~ïÂ + |/r *— ^ rZ».

Les soluteurs de (C) sont
5 _ _

— ~ l/4r “— c? ± 4r*— d\

En partant de l’équation on a suivi cette marche . On a transposé
le premier radical , élevé les deux membres au carré (n" 3jo,  A), ef¬
fectué la multiplication indiquée dans le second membre , effacé
les termes égaux dans les deux , ordonné la nouvelle équation , pour
la résoudre par le procédé ordinaire.

Les soluleurs de (D)sont
abd

Vkd 'b1— (a1-J - é2— d”)»*
Pour les trouver , on a transposé le premier radical , élevé au carré,
réduit et divisé par le facteur commun. Cela fait, on a de nouveau
transposé pour isoler le radical , puis élevé au carré en l’indiquant
dans le membre sans radical , encore transposé et réduit ; enfin, on a
extrait de part et d’autre la racine.

N° 772.
I . Ces deux nombres sont i4 et 26.
II . Ces deux nombres sont 4 et 22.
III . Ces deux nombres sont 576  et 1296.
IV . Il y avait i4 associés.
V. Les soluleurs sont 3 1/5 , 3 —1/5 , 1-{-1/3 , 1— |/3 , qu’on

pourra développer par approximation.

FIN.
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