
www.e-rara.ch

Lehrbuch der descriptiven Geometrie

Gugler, Bernhard

Nürnberg, 1841

ETH-Bibliothek Zürich

Shelf Mark: Rar 23614

Persistent Link: https://doi.org/10.3931/e-rara-62279

www.e-rara.ch
Die Plattform e-rara.ch macht die in Schweizer Bibliotheken vorhandenen Drucke online verfügbar. Das Spektrum reicht von
Büchern über Karten bis zu illustrierten Materialien – von den Anfängen des Buchdrucks bis ins 20. Jahrhundert.

e-rara.ch provides online access to rare books available in Swiss libraries. The holdings extend from books and maps to
illustrated material – from the beginnings of printing to the 20th century.

e-rara.ch met en ligne des reproductions numériques d’imprimés conservés dans les bibliothèques de Suisse. L’éventail va
des livres aux documents iconographiques en passant par les cartes – des débuts de l’imprimerie jusqu’au 20e siècle.

e-rara.ch mette a disposizione in rete le edizioni antiche conservate nelle biblioteche svizzere. La collezione comprende libri,
carte geografiche e materiale illustrato che risalgono agli inizi della tipografia fino ad arrivare al XX secolo.

Nutzungsbedingungen Dieses Digitalisat kann kostenfrei heruntergeladen werden. Die Lizenzierungsart und die
Nutzungsbedingungen sind individuell zu jedem Dokument in den Titelinformationen angegeben. Für weitere Informationen
siehe auch [Link]

Terms of Use This digital copy can be downloaded free of charge. The type of licensing and the terms of use are indicated in
the title information for each document individually. For further information please refer to the terms of use on [Link]

Conditions d'utilisation Ce document numérique peut être téléchargé gratuitement. Son statut juridique et ses conditions
d'utilisation sont précisés dans sa notice détaillée. Pour de plus amples informations, voir [Link]

Condizioni di utilizzo Questo documento può essere scaricato gratuitamente. Il tipo di licenza e le condizioni di utilizzo
sono indicate nella notizia bibliografica del singolo documento. Per ulteriori informazioni vedi anche [Link]

https://doi.org/10.3931/e-rara-62279
https://www.e-rara.ch
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=de
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=en
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=fr
https://www.e-rara.ch/wiki/termsOfUse?lang=it


‘• r

Ä .** T

3 -&.-TSS;

-fv /

> fr

kĵ är-r7'
Vf *1



' -LAMM « ^

SSSS ^SSSSSS -mr-̂m̂ -
f $Hß"fs  Ra < ^ /7

ETHICS ETH-BIB

->smmti

00100000625669



|E

f. ^

MM
iLW

ssejms■as-«gfia





r

ti

eHröuch
der

deferiptiven Geometrie,
'von

vr . Bernhard Gugler,
Professor an der K. polytechnischen Schule und der K. Kreis -Tewerb«

schule zu Nürnberg.

Mit 11 Kupfertafeln.

Nürnberg,
bei Johann Leonhard  Schräg.

18 4 1.





Seinen

frühesten Lehrern in der Mathematik,

den

hochwohlgeborenen Herren

Dr . -int ».Äened.Ülilh.Hermann,
K. B. Hofrath, Vorstand des statistischen Bureaus und Referent

im K. Ministerium des Innern, vrd. Professor der Staats«
rvirthschaft an der K. Ludwig-Marimilian-Universität

zu München, Mitglied des obersten Kirchen- und
Schulrathes und derK. Akademie der Wissen«

schaften, rc.

' und

Dr . Carl Georg Chr . v. Staubt,
vrd. Professor der Mathematik an der K. Friedrich-AleranderS«

Universität zu Erlangen rc.,

als
/

Zeichen innigster Verehrung und Dankbarkeit

gewidmet

v o m

Verfasser. >

t



--■feffSf!"



I

. Vorrede.

^ie Herausgabe eines neuen Lehrbuchs der de,
fcriptiven Geometrie bedarf wohl keiner Rechtfertigung.
Der Verfasser des vorliegenden wurde von der Ansicht ge¬
leitet , daß die descriptive Geometrie möglichst selbständig
zu behandeln sei und sich auf keine weiteren als die elc-
mentaren Vorkenntniffe zu stützen habe , namentlich also
analytische Geometrie nicht voraussetze , vielmehr dieser
coordinirt erscheine. Mit dieser Ansicht stehen die^ im
Anhange gegebenen analytischen Beweise einiger Lehrsätze
nicht im Widerspruch ; denn diese Sätze sind nur als Bei¬
gabe zu betrachten und gehören der descriptiven  Geo¬
metrie nicht wesentlich an , da auf dieselben keine Construc-
tioncn gegründet werden . Die letztere Bemerkung gilt
zugleich für jene Stelle des Buches (§. 237 ), wo mehrere
Haupteigcnschaften der Flächen zweiter Ordnung ohne
Beweis aufgeführt sind , und für einige Anmerkungen
unter dem Texte . Dagegen sind solche Sätze , auf denen
die graphische Auflösung einer Aufgabe beruht , immer
bewiesen , und zwar durch die Mittel der descriptiven Geo¬
metrie selbst oder der Elementargeometrie.

Von den französischen Lehrbüchern , welche in mehr¬
facher Hinsicht unsere besten Muster sind , weicht das gegen¬
wärtige außer der schon erwähnten Umgehung analytisch¬
geometrischer Vorkenntnisse noch in zwei andern wesentlichen
Puncten ab , nämlich in der Anordnung und Vertheilung des
Lehrstoffs und in der Behandlung des Abschnittes über die
gerade Linie und Ebene . In der ersten Beziehung ist der
Verfasser bemüht gewesen , durch konsequentere Zusam¬
menstellung des Zusammengehörigen und durch Zerlegen

V



c " y
einer verwickelten Aufgabe in mehrere einzelne , deren eine
die andere voraussetzt , das Ganze übersichtlicher zu machen
und in mehr wissenschaftliche Form zu bringen . In der
zweiten Beziehung ist mehr gegeben , als in ' den französi¬
schen Büchern . Diese legen den Untersuchungen über
krumme Flächen bei weitem die größte Wichtigkeit bei,
und betrachten die Aufgaben über Ebene und Gerade nur
als Mittel zum Zweck , weshalb außer den Fundamental¬
aufgaben nur solche sich aufgenommen finden , welche zur
Auflösung späterer , auf krumme Flächen bezitglicher Auf¬
gaben unumgänglich nothwendig sind . Aber abgesehen da¬
von , daß eine gründlichv -und möglichst allgemeine Behand¬
lung der kruinmen Flächen eine ausgedehntere Bekannt¬
schaft mit den zwischen Geraden und Ebenen stattfinden¬
den Beziehungen voraussetzt , verdient der den letzteren
gewidmete Abschnitt schon um seiner selbst willen mehr
Berücksichtigung , indem er , als in sich geschlossenes Gan¬
zes , dem Abschnitte über krumme Flächen selbständig
gegenübersteht . Ein weiterer und fast noch wichtige¬
rer Grund für eine umfassendere Bearbeitung desselben
ist der, daß gerade durch die Beschäftigung mit der Gera¬
den und der Ebene der Lernende am besten das Wesen
der descriptiven Geometrie erfaßt , und sich gewöhnt , jede
Aufgabe in den verschiedenen Modificationen , welche sich
bei veränderter Lage der gegebenen Größen herausstellen,
zu verfolgen , was bei krummen Flächen in der Regel
weit mehr Schwierigkeit hat.

Zugleich ist die Betrachtung der Geraden und Ebene
das wirksamste Mittel , die innere Anschauung  des
Schülers zu bilden , worauf in der descriptiven Geometrie
Alles ankommt . Wessen Anschauung im Anfange gehö¬
rig geübt wurde , dem wird es leicht, dem Lehrer später
auch bei solchen Entwickelungen zu folgen , die sich auf keine
dem äußern Auge vorgelegte Figur beziehen , sondern ledig¬
lich an die Imagination sich wenden . Diese unerläßliche
Ausbildung der geometrischen Anschauung wird übrigens nie
zu Stande kommen , wenn man mit Demonstrationen an
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körperlichen Modellen beginnt ; denn wem sich eine einfache

Combination von Raumgrößen durchaus nicht ohne Mo¬

dell vor das geistige Auge führen lassen sollte , der dürste

überhaupt zum Studium der descriptiven Geometrie nicht
befähigt sein ; verwickelte Combinationen aber lassen sich

entweder im Modell gar nicht mehr geben , oder dasselbe

verliert durch unwesentliches Beiwerk (Stützen , Vcr-

bindungsstäbe rc.) alle Übersichtlichkeit . Allerdings kostet
dem Lehrer , welcher auf die Benützung von Modellen

von vornherein verzichtet , der Anfang seines Unterrichts
beträchtlich größere Mühe , und er wird nur langsam vor¬

wärts gehen können ; aber die Mühe lohnt sich in ihren

Früchten , und der Verlust an Zeit ist nur ein scheinbarer,
weil er in der Folge nu% als ersetzt wird . Es giebt
in der That nur wenige Schüler , welche solchen Be¬

mühungen gänzlich unzugänglich sind ; wenigstens hat dem

Verfasser eine sechsjährige Erfahrung gezeigt , daß auch
mittelmäßige Köpfe sich nach einiger Zeit wohl zurecht
finden . Im Nothfalle bieten die Wände des Lehrzim-

mcrs , die Kanten oder Flächen der Bank , ein Bleistift

oder Lineal , ein Heft oder eincZcichnnngsmapperc . Hülfs¬
mittel genug , um der noch schwachen Imagination des

Anfängers unter die Arme zu greifen , ohne es ihr gar zu

beguem zu machen . Hat aber der Schüler das , was ihm

gezeigt werden soll, innerlich klar gesehen , so möge er sich

nachträglich ein Modell selbst construiren , gleichsam als

Probe der richtigen Anschauung , was ihm im Falle des

Gelingens immer eine anregende Satisfaction gewährt.
Schlüßlich findet der Verfasser für nöthig , die

Wahl des Namens Grund schnitt  zu rechtfertigen,
welchen er für die von Andern mit Projectionsare
oder Bafis  bezeichnete Linie gebraucht , und namentlich

sich gegen den Verdacht zu verwahren , als fände er Ge¬

len an einem neueingefübrten Namen . Das Mißliche und

Störende abweichender Benennungen für eine und dieselbe

Sache wohl erkennend und erwägend , konnte cr -sich doch zu

keinem der oben erwähnten Worte entschließen . Gewiß
/
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wird ein großer Theil des mathematischen PublicumS ihmdann beipflichten , daß der Name Projektion  s 'axc ( ge¬bildet nach der Analogie von Coordinaten are)  außerseiner unbequemen Länge auch an sich ungeeignet ist ; diedarunter verstandene Lmie hat mit den Projektionengar nichts unmittelbar zu thun , sondern nur mit den Pro¬jektionsebenen , und steht zu jenen keineswegs in sol¬cher Beziehung , wie die Coordinatenaren der analntischcnGeometrie zu den ( auf ihnen gemessenen ) Coordinaten.Die Abkürzung in Axe geht nicht an , weil man auch vonden Aren der Curven und Flächen zu sprechest hat undstete Verwechselungen fürchten müßte . Aus dem gleichenGrunde kann Basis  hier nicht gebraucht werden , woman oft genug von der Basis eines Dreiecks , einer Pyra¬mide rc. handelt . Die Benennung Grund ebenen  fürProjektionsebenen ist allgemein gebilligt ; hiernach scheintsich für deren Schnittlinie der Name Grundschnitt  ganz» »gesucht darzubieten , und nur die einzige Einwendung ließesich etwa dagegen erheben , daß das Wort Grundschnittbereits anderwärts für das französische ti-aee gebrauchtworden ist , wofür der Verfasser ( mit vielen Andern)Spur sagt.
Die Erwägung , daß ein Lehrbuch der deskriptivenGeometrie in Rücksicht auf Klarheit der Darstellung undbestimmte Kürze des Ausdrucks eine weit schwierigereAufgabe zu lösen habe , als jedes andere mathematischeLehrbuch , darf bei jedem kompetenten Beurtheilet voraus¬gesetzt werden.

' Der Verfasser.
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Die gerade Linie , die Gbene , und
die von ihnen begrenzten Figuren.





Erster Abschnitt.

Erstes Kapitel.

Einleitung.
§. 1.

5^ enft man sich eine unbegrenzte Ebene6 , und außer¬
halb derselben entweder einen festen Punct 6 oder eine un¬
veränderliche , nicht mit ihr parallele Linie L , so kann ein be¬
liebig im Raume angenommener Punct A auf diese Ebene
bezogen werden mittels einer durch ihn gelegten Geraden stl,
welche zugleich entweder durch 6 geht , oder mit L parallel
läuft . In beiden Fällen heißt der Punct a , in welchem die
Ebene von der Geraden M getroffen wird , die Projec-
tion  des Punctes A ; G die Grundebene  oder Pro-
jectionsebene ; M der Projectionsstrahl  oder die
projicirende Linie.

Die Projektion eines Systems von Puncten ist
der Inbegriff der gleichartigen Projektionen aller einzelnen
Puncte , und kann als eine Abbildung  dieses Systems auf
die Grundebene angesehen werden . Sie ist eine Central-
projection,  wenn die projicirenden Linien sämmtlich von
einem und demselben Puncte C (dem Projections - Cen-
ttHttt)  ausgehen ; eine Parallel - Prvjection,  wenn
die projicirenden Linien unter sich parallel laufen . *) Sind
im letzter» Falle diese Linien zugleich senkrecht zur Grund¬
ebene, so heißt die Projektion orthogonal.

* ) Da parallele Linien als solche betrachtet werden kennen , welche
sich in einem unendlich fernen Puncte schneiden, so kann da«
ParalleUProjiciren als besonderer Fall des Central -Projicireus
gelten.

Desc. Geometr. l. 1



2. 2

Soll ein Gegenstand anf einer Ebene perspektivisch
abgebildet werden , d. h. so, wie er aus einem gewissen Stand¬
puncte dem Auge wirklich erscheint, so kann dieß nur durch
eine Ceutralproiection geschehen/ wobei man das Cen¬

trum im Auge annimmt . Gleichwohl zieht man es für tech¬
nische Zwecke allgemein vor,  einen darzustellenden Gegen¬

stand in seiner orthogonalen Projektion oder als geome¬
trisches  Bild zu geben, weil sich daraus leichter und ein¬

facher auf seine wahren Dimensionen und übrigen geome¬

trischen Eigenschaften schließen laßt.
Eine gegebene geometrische Größe anf eine gegebene

Ebene in orthogonale Projektion zu legen, macht einen Theil

der Aufgabe aus , mit der sich die deskriptive Geome¬
trie (darstellende Geometrie , beschreibende Geometrie ) be¬

schäftigt . Außerdem aber zeigt dieser Zweig der Mathema¬
tik, wie man aus den gegebenen Projektionen verschiedener

Raumgrößen die Beziehungen auffindet , in denen diese Größen
selbst unter sich stehen, und lehrt die Aufgaben , auf welche

die gegenseitige Stellung von Puncten , Linien und Flächen
im Raume führt , durch Zeichnungsoperationen  lösen,
welche in einer und derselben Ebene ausgeführt werden kön¬
nen.

Da die deskriptive Geometrie sich der orthogonalen Pro-

jectionsmethode fast ausschließlich bedient , so soll künftig immer

diese gemeint sein , wenn das Wort Projektion ohne nähere

Bestimmung steht.
§. 2 .

Don mathematischen Dorkenntnkssen verlangt die de¬

skriptive Geometrie blos Bekanntschaft mit den wesentlichsten
Lehren der elementaren Geometrie (Planimetrie und Stereo¬
metrie ) .

Behufs künftiger Citate sollen diejenigen stereometrischen
Sätze , auf welche man am häufigsten zurückweisen muß, hier
unter Nummern zusammengestellt werden.

I . Eine Ebene wird von einer bewegten Geraden be¬

schrieben, wenn diese eine andere Gerade fortwährend



3 §. 2.

schneidet und zugleich mit einer gegebenen Richtung pa¬
rallel bleibt; oder wenn sie zwei parallele oder sich schnei¬
dende Gerade beständig schneidet.

II. Eine Ebene ist bestimmt durch zwei parallele oder sich
schneidende Gerade, oder durch drei Puncte, die nicht
in einerlei Richtung liegen.

III . Eine Ebene kann von einer Geraden nur in einem
-Puncte geschnitten werden.

IV. Zwei Ebenen können sich unr nach einer Geraden'
schneiden.

V. Gehen drei Ebenen nicht durch eine und dieselbe Ge¬
rade, so bilden sie drei geradlinige Durchschnitte, welche
alle entweder unter sich parallel sein oder in einem und
demselben Puncte zusammenkommen müssen.

VI. Eine Gerade liegt ganz in einer Ebene, wenn sie
zwei Puncte mit dieser gemein hat; oder wenn sie durch
einen Punct der Ebene geht und zugleich einer in der
Ebene gezogenen Geraden parallel ist.

VII. Eine Gerade ist senkrecht auf einer Ebene, d. h.
auf allen Geraden, die man durch ihren Fußpunct in
»-er Ebene ziehen kann, wenn sie auf zwei solchen Ge¬
raden senkrecht steht.

VIII. Sind mehrere Gerade auf einer andern Geraden
in demselben Puncte senkrecht, so liegen sie in einer
Ebene. (Oder: wird ein rechter Winkel um seinen
einen Schenkel gedreht, so beschreibt der andere Schen¬
kel eine auf dem ersten senkrechte Ebene.)

IX. Auf einer Ebene ist durch einen in oder außer ihr
gegebenen Punct nur eine einzige Senkrechte möglich.

X. Fällt man aus einem und demselben Puncte eine
Senkrechte auf eine Ebene und eine zweite auf eine
in der Ebene gezogene Gerade, so ist die Verbindungs¬
linie beider Fußpuncte senkrecht auf jener Geraden.

X!. Steht eine Gerade senkrecht auf einer Ebene, so
sind auf dieser Ebene alle durch die Gerade gehenden
Ebenen senkrecht.

1 *



XII . Die Schnittlinie zweier Ebenen , welche anf einer

dritten Ebene senkrecht sind, ist senkrecht zu dieser.

XIII . Schneiden zwei Ebenen sich senkrecht , so ist jede
Gerade , welche man in der einen senkrecht zur Schnitt«

. linie ziehen kann , senkrecht zur andern.

X ^ V . Zwei auf einerlei Ebene senkrechte Gerade sind
parallel.

XV . Ist eine von zwei parallelen Geraden senkrecht auf

einer Ebene , so ist auch die andere senkrecht auf dic-
' ser Ebene.

XVI . .Ist eine Gerade senkrecht anf zwei Ebenen , so

sind diese parallel.
XVII . Zwei parallele Ebenen werden von einer drit-

ten nach Parallellinien geschnitten.
XVIII . Eine Gerade ist einer Ebene parallel , wenn sie

mit einer in der Ebene gezogenen Geraden parallel läuft.

XIX . Ist eine Gerade zweien Ebenen parallel , so ist sie

auch der Dnrchschnittslinie derselben parallel.
XX . Sind die Schenkel eines Winkels den Schenkeln

eines andern .parallel , so sind die Winkel gleich und

ihre Ebenen sind parallel ( oder können auch zu einer

einzigen Ebene zusammenfallen ) .

Von der Darstellung des Puncts , der geraden
Linie und Ebene.

§. 3.

Durch die Projectkon eines Puncts ist eine Gerade ( das

projicirende Loth ) gegeben , in  welcher er liegt ( §. 2, IX ) ;

der Punct selbst aber ist nicht bestimmt , da er noch in jeder

beliebigen Entfernung von der Gruudebene angenommen wer¬

den kann . Jene Projection gehört demnach allen möglichen

Puncten der projicirenden Linie gemeinschaftlich an , d. h.

sie ist die Projection dieserLinie sclbst.  Die Pro-

jcction irgend einer andern ( nicht zur Grnndebene senkrech¬

ten ) Geraden oder einer Curve wird man erhalten , wenn



man ihren Anfängspnnct projicirt, die projicirende Linie
. (welche als solche immer senkrecht zur Grundebene, also pa¬

rallel mit ihrer ursprünglichen Lage bleiben muß) an der ge¬
gebenen Linie bis zum Endpunkte fortgleiten läßt und den
Weg des Fußpunctes verfolgt. (Anfangs- und Endpunkt
können dabei auch in unendlicher Entfernung gedacht wer¬
den). Ist nun die gegebene Linie gerade, so beschreibt das
bewegte Projectionsloth eine Ebene (§. 2 , I) ; daher müs¬
sen die verschiedenen Lagen ihres Fußpunctes sämmtlich in
der Geraden (§. 2, IV.) enthalten sein, nach welcher'diese
projicirende Ebene  von der Grundebene geschnitten
wird; woraus unmittelbar folgt, daß die Projektion einer
Geraden ihrer Richtung  nach gegeben ist, wenn man die
Projektionen von zweien ihrer Puncte kennt, — und auch
ihrer Größe  nach, wenn diese Puncte die Endpunkte sind.
Ist die gegebene Linie krumm, so kann das Projectionsloth
in besondern Fällen ebenfalls eine Ebene beschreiben; im All¬
gemeine» aber wird es, eine krumme Fläche erzeugen, welche
der projicirende Cylinder  heißt und von der Grund-
ebene nach einer krummen Linie geschnitten.wird.

§. 4 .

Gleichwie ein Punct durch seine Projektion noch nicht
bestimmt ist, so reicht auch zur Bestimmung einer geraden
oder krummen Linie eine Projcction nicht hin; denn durch
diese ist blos die projicirende Ebene oder der projicirende
Cylinder gegeben, und sie entspricht allen möglichen Geraden
oder Curven, die man in dieser Ebene — oder allen krum¬
men Linien, die man auf diesem Cylinder ziehen kann. Kennt
man aber noch die Projection eines Puncts oder einer Linie
auf einer zweiten Ebene, die mit der ursprünglichen Grund¬
ebene nicht parallel ist, so bestimmt sich der Punct als Durch¬
schnitt zweier Projectionslothe, die Gerade als Durchschnitt

*) Die höhere Geometrie nimmt die Namen Cylinder  und Ke¬
gel  in weiterer Bedeutung, als die elementare(s. II. Abschnitt).
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zweier Ebenen , die Curve als Durchschnitt zweier Cylinder¬
flächen oder einer Cylinderfläche und einer Ebene . Die de- i
scriptive Geometrie nimmt deßhalb immer zwei (unbegrenzte ) I
Grundebcnen an , und zwar rechtwinkelig  verbunden , weil
so die vorkommenden Constructionen am einfachsten werden.
Man bezeichnet die eine als horizontale,  die andere als
vertikale (obgleich sie nicht nothwendig horizontal und vcrli - i
cat liegen müssen) , und unterscheidet durch diese Beiworte auch z
die auf ihnen gezeichneten Projcctionen . Unter >
projicirender Linie  oder Ebene  hat man diejenige zu <
verstehen , mittels deren man die §-Projection eines <
Puncts oder einer Linie erhält . Die Durchschnittslinie der
Gruudebenen heißt Grund schnitt (Projectionsare , Basis ) . t
Beide Grundebenen in Verbindung bilden das Grund  sy , *
stem . \

c
Die Grundebenen bringen den Raum in vier Abtheilun - ^

gen , und jede Ebene scheidet die andere in zwei Theile , so c
daß man eine vordere und Hintere  Hvrizontalebene und ^
eine obere und untere  Verticalebene hat . *) t

r
§. 5. 2

■ , v
Um mittels der Grundebenen die Lage einer unbegrenz - e!

ten Ebene anzuzeigen , kann man nicht , wie bei der Linie , j,
ihre sämmtlichen Puncte projicircn , indem man dadurch in n
allen Fällen die Grundebenen selbst als Projcctionen der f£
Ebene erhalten würde . Man hat für das Einfachste befun- si
den, eine Ebene durch Angabe der beiden Geraden zu bestim- ^
men, nach denen sie die Grundebenen schneidet, und diesen g.
Geraden den Namen Spuren (Tracen , Risse ) gegeben. ^
Die Spuren einer Ebene müssen sich immer im
Grundschnitte begegnen oder beide mit ihm pa - ^
kallel laufen (§.2 , V) .
_ R

*) Die Bedeutung der in der Folge öfters gebrauchten Abkürzun¬
gen HE , BE , GE ist augenfällig ; GS — Grundschnitt.



Spuren heißen auch die Durchschnittspuncte einer Linie
mit den Grundebenen , so wie die Curven , nach welchen eine
krumme Fläche die Grundebenen schneidet.

§. 6.
Soll eine geometrische Aufgabe mittels der Projections-

mcthode gelöst werden , so sind die nöthigen Constructionen
zum Theil auf der Horizontalebene , zum Theil auf der Ver-
ticalebcue auszuführen . Damit dieß mit Bequemlichkeit und
Genauigkeit geschehen könne , muß man die beiden Grund-
ebenen durch eine einzige repräsentireu.

Denkt man sich in dieser Absicht die Verticalebene um
den Grundschnitt so weit gedreht , daß ihr oberer Theil mit
der vordern Horizontalcbene einen flachen Winkel bildet , so
haben sich in der That beide Grundebencn zu einer  ver¬
einigt , welche man die Zeichnungsebene  nennt . Der
ursprüngliche Grundschnitt muß aber in dieser Zeichnnngs-
cbene immer angegeben sein . Was diesseits des Grund¬
schnitts liegt , ist zugleich vordere Horizontal - und untere Ver-
ticalebcne ; jenseits liegt die obere Vcrtical - und hintere Ho¬
rizontalcbene . Znr Vermeidung der hieraus entstehenden
Zweideutigkeiten in den Zeichnungen denkt man sich die untere
verticale Ebene durch die vordere horizontale verdeckt und
ebenso die hintere horizontale durch die obere verticale , und
zeichnet die auf den verdeckten Theilen gelegenen Projectio-
ncn und Spuren punctirt.  Sind aber die Projectioncn
selbst Puncte , so kann man blos durch die Bezeichnung
andeuten , welchen Ebenen sie angehören . Ein im Raume
gelegener Punct soll hier immer durch einen Buchstaben des
großen Alphabets benannt sein , so jedoch , daß der an der
Vcrticulprojection stehende einen Accent erhält . Sind x
und x ' die Projectioncn eines Puncts , so ist unter X oder
(x , x ' ) immer dieser Punct im Raume zu verstehen . . Auf
gleiche Weise zeigt XY oder ( xy , x ' y ' ) diejenige Linie im
Raume an , deren Projcctionen xy und x ' y ' heißen.

Man darf .übrigens niemals vergessen , daß das Um¬
legen einer Grundebene in tue andere nur die Erleichterung
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der Zeichnungsoperationen bezweckt , und daß man , um sich
über die Bedeutung dieser Operationen Rechenschaft zu geben,
die Grundebenen immer in rechtwinkeliger Verbindung den¬
ken muß . So beziehen sich auch in Zukunft die Betrachtun¬
gen , durch welche man zur Auflösung einer vorgelegten Auf¬
gabe zu gelangen sucht , überall auf den ursprünglichen Zu¬
stand des Grundsystems . Wenn daher z. B . von einer Ge¬
raden die Rede sein wird , welche einen in der Horizontal¬
ebene gelegenen Punct mit einem Puncte der Verticalcbene
verbindet , so bedeutet dieß nicht die Linie , welche in der
Zeichnungsebene  durch beide Puncte gezogen werden
kann , sondern die Linie im Raume,  wie sie vor dem Zu¬
rücklegen der Verticalebene sich darstellt . Oder wenn PO,
OP ' die Spuren einer Ebene sind , so hat man unter
L  POP ' nicht denjenigen Winkel zu verstehen, der durch beide
Spuren in der Zeichnungsebene gebildet wird.

§. 7.
Von zwei beliebig auf den Grundebenen angenomme¬

nen Puncten läßt sich nicht voraussetzen , daß sie einem Puncte
im Raume als Projectionen zugehören ; denn die auö ihnen
auf den entsprechenden Grundebenen errichteten Senkrechten
werden sich in vielen Fällen nicht schneiden . Es muß daher
zwischen den Projectionen eines Punctes eine gewisse Bezie¬
hung statt finden , und diese ergiebt sich aus folgender Bctrach,
tung . Legt man durch die von einem Puncte ausgehenden
Projectionslothe eine Ebene , so muß diese auf jeder Grund-
ebene senkrecht stehen ( § . 2 , XI ) , also auch auf dem Grund¬
schnitt s§. 2 , XII ) . Die Spuren dieser Ebene , welche die
Projectionen des Punctes enthalten , sind demnach ebenfalls
senkrecht zum Grundschnitt und werden nach dein Zurückle-
gen der Verticalebene einen flachen Winkel bilden oder auf¬
einander fallen . Daraus folgt , daß die Richtung der
Senkrechten , die man in der Zeichnungsebene
aus der einen Projection eines Punctes auf den
Grundschnitt fällt , auch durch die andere Pro-
jection gehen  muß.
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9 § § • 8 - 10

Da bei der ursprünglichen Stellung der Grundcbenen
die oben erwähnten Spuren mit den beiden Projectionslothen
ein Rechteck einschließen , so sieht man , daß die Vcrticalpro --
jection des Punctes vom Grundschnitt eben so weit entfernt
ist , wie der Punct selbst von der Horizontalebenc . Man
nennt diese Entfernung seine Horizoutaldi stanz . Die
Vcrticaldistanz  ist gleich der Entfernung der Hrrizon-
talprojectiou vom Ĝrundschnitt.

§. 8.

Liegt ein Punct in der -Ebene , so fällt er mit seiner
^^ -Projection zusammen ; seine § H ^-Projektion fällt in den
Grundschnitt ( denn die -Distanz ist — o) .

Eilt im Grundschnitt gelegener Punct fällt mit seinen
beiden Projectionen zusammen . Geht daher eine Linie durch
den Grundschnitt , so müssen ihre Projectionen im Grund¬
schnitt zusammentreffen.

8- 9.

Eine Gerade in der ^ -Ebene ist ihre eigene
Projektion ; ihre ^ -Projektion fällt in den Grundschnitt.(§. 8.)

Liegt die Gerade selbst im Grundschnitt , so fallen ihre
beiden Projectionen mit ihr zusammen.

8. 10 .

Ist eine Gerade senkrecht zur §Z §-Ebene , so ist ihre j | J*
Projektion ein Punkt ( § . I ) . Die sämmtlichen Punkte der
! -Projektion müssen in der Senkrechten liegen , welche mau

aus der ^ -Projektion auf den Grundschnitt fällt ( 8 . 7 ) .
Diese Senkrechte ist also selbst die j ^ -Projektion.

*) Hier und im Folgenden ist jede Gerade immer als unbe¬
grenzt  zu denken , wenn es nicht ausdrücklich anders bemerkt
wird.



§. 11.

Ist eine Gerade parallel zur -Ebene , so ist ihre j
Projcction parallel zum Grundschnitt . Denn da zwei be¬

liebige Puncte der Linie gleiche ^^ -Distanz haben , so müssen
die j -Projektionen dieser Puncte gleichweit vom Grund¬
schnitt abstehen ( §. ? ) . -

Läuft demnach eine Gerade parallel mit beiden Grund¬
ebenen ( oder mit dem Grundschnitt ) , so sind ihre beiden
Projectionen dem Grundschnitt parallel.

§. 12.

Liegt eine Gerade in einer zum Grundschnitt senkrech¬
ten Ebene , so stehen ihre beiden Projectionen auf dem Grund¬
schnitt in einem und demselben Puncte senkrecht , bilden also
in der Zeichnungsebene eine einzige Linie . Die Gerade selbst
kann sich nicht als Durchschnitt zweier projicirender Ebenen
ergeben , weil diese Ebenen hier in eine  zusammenfallen.
Sie ist daher nur dann bestimmt , wenn noch weitere Anga¬

ben hinzukommen ; z. B . wenn ihre Spuren gegeben sind;

oder die jZ ^-Distanzen , welche den §^ -Projektionen von
zweien ihrer Puncte entsprechen ; oder wenn man ihre Pro¬
jektion auf einer dritten Grundebene hat , welche zu keiner
der ursprünglichen parallel ist.

§. 13.

Im Allgemeinen kann man zwei in den Grundebencn
beliebig gezogene Gerade als Projectionen einer Linie be¬
trachten , weil die durch sie geführten projicirenden Ebenen
sich immer schneiden werden . *) Nur wenn man die eine

Projektion senkrecht zum Grundschnitt angenommen hat , ist
die andere nicht mehr ganz willkührlich . ( §. 10 , §. 12 .)

*)  Will man die Linie als eine begrenzte  darstellen, so hat man
für die Projectionen der Grcnzpuncle den in §. 7 enthaltenen
Satz zu beachten.
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§. 14.

Liegt eine Ebene parallel zum Grundschnitt, so können
ihre Spuren diesen nicht treffen, müssen also mit ihm paral¬
lel lausen.

Ist dabei die Ebene zugleich parallel mit einer der
Grundebenen, so hat sie nur eine einzige Spur.

§. 15,

Die Hj *@pur einer zur j A§-Ebene senkrechten Ebene
steht senkrecht aus dieser(§. 2, XII), also auch auf dem Grund¬
schnitt.

Steht eine Ebene auf beiden Grundebenen(oder auf
dem Grundschniit) senkrecht, so sind beide Spuren senkrecht
zum Grundschnitt.

8. 16.
Geht eine Ebene durch den Grundschnitt, so fallen ihre

Spuren beide mit diesem zusammen, und zu ihrer Bestim¬
mung ist nock eine Angabe nöthig. Gewöhnlich nimmt man
eine dritte Grundebene zu Hülfe.

8. 17.

Zwei Gerade, die sich im Grundschnitte treffen oder
beide mit ihm parallel laufen, kann man immer für Spuren
einer Ebene nehmen, weil durch ein solches Linienpaar eine
Ebene stets möglich und auch völlig bestimmt ist.

8. 18.

Man kann sich leicht überzeugen, daß die in §§. 8—11/
14, 15 aufgeführten Sätze auch umgekehrt (indem man
aus den Projeetionen oder Spuren auf die Lage der Linien
oder Ebenen selbst schließt) Geltung haben. *)

*) Es ist nöthig, daß der Anfänger diese umgekehrten Sätze für
sich streng beweise.

tau
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SS- 19- 22. 12

§. 19.
Ein Punct oder eine Linie wird als gegeben bewach-

tet , wenn die Projektionen bekannt sind ; eine Ebene ist ge- ^ ?
geben , wenn man ihre Spuren kennt.

Zweites  Kapitel.

Lehrsätze und Aufgaben über gerade Linien
und Ebenen.

§. 20 .

§. 22.
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Fallen die Spuren einer Linie in die Spu¬
ren einer Ebene , so liegt die Linie selbst in der
Ebene (8 . 2 , VI ) .

Umgekehrt : Eine in einer Ebene gezogene Linie
hat ihre Spuren in denglcichnamigcn Spuren
der Ebene.

8. 21.
Die gleichnamigen Spuren paralleler Ebe¬

nen sind  parallel ( § . 2 , XVII ) .
Umgekehrt:  Haben zwei gegen den Grund-

schnitt geneigte Ebenen parallele Spuren , so
sind sie  selbst parallel ( § . 2 , XX ) . ( Sind die Spu¬
ren zweier Ebenen dem Grundschnitt parallel , so können zwar
die Ebenen selbst parallel sein ; sie können sich aber auch nach
einer mit dem Grundschnitt parallelen Geraden schneiden .)

Die gleichnamigen Projektionen paralleler
Linien  sind parallel.  Denn nimmt man in jeder der
Linien einen beliebigen Punct an und sällt aus diesen Punc¬
ten Lothe auf die j - Ebene , so sind diese parallel ( § . 2 , XI V) ;
daher sind die durch sie gehenden projieirenden Ebenen pa¬
rallel ( § . 2 , XX ) ; mithin auch deren Spuren.
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Sind in beiden Grundebenen die Projectio-
nen zweier Geraden parallel und nicht zum
Grnndfchnitte senkrecht, so müssen die Geraden
im Raume selbst parallel sein . Denn es sind die
gleichnamigen projicirenden Ebenen parallel(§. 2, XIV, XX) ;
die Durchschnitte der beiden Systeme xrojicirender Ebenen
sind dcihcr sämmtlich unter sich parallel(§. 2, XVII) ; unter
diesen Durchschnitten befinden sich aber die fraglichen Linien.
(Sind die Projectioncn senkrecht auf dem Grundschnitt, so
ist ein Parallelscin der Linien im Raume möglich, aber nicht
nothwendig.)

8. 23 .
Zwei Linien , deren Projectkonen  sich schnei-

den, treffen sich nur dann , wenn die Verbin¬
dungslinie der Schnittpuncte gleichnamiger
Projektionen senkrecht auf dem Grundschnitt
steht. Denn es ist klar, daß nur in den genannten Schnitt¬
puncten der gemeinsame Punct der wirklichen Linien projicirt
sein könnte; findet nun zwischen jenen Puncten die in tz. 7
angegebene Beziehung nicht statt, so kann ein solcher gemein¬
samer Punct im Raume nicht eristircn.

Zwei Linien müssen sich nothwendig treffen,
wenn die Verbindungslinie re.

8. 24.

Steht eine Linie senkrecht auf einer Ebene,
so sind ihre Prdjectionen senkrecht auf den
gleichnamigen Spuren der Ebene.  Denn es steht
die \ | Spur der Ebene senkrecht auf der durch die Linie ge¬
legten -projicirenden Ebene (§. 2, XI. XII).

Sind die Projektionen einer Linie senkrecht
auf den gleichnamigen Spuren einer gegen den
Grundschnitt geneigten Ebene , so ist die Linie
selbst senkrecht auf der Ebene . Denn die beiden
projicirenden Ebenen, stehen auf den entsprechenden Spuren
der Ebene senkrecht(§. 2, XIII), also auf der Ebene selbst



(§. 2, XI) ; mithin steht durft ihre Dnrchschm'ttslim'e auf der
Ebene senkrecht (tz. 2, XII). ( ) st eine Ebene dem Grund¬
schnitt parallel, und man zieht in einer zum Grnndschnitt
senkrechten Ebene eine beliebige Gerade, so sind ihre Presse- ,
tionen immer senkrecht auf den Spuren der erster,. Ebene
(§§. 14, 12), obgleich die Gerade selbst jede denkbare Nei¬
gung gegen die Ebene haben kann.)

§- 25.

Ist eine begrenzte Linie in einem beliebi¬
gen Verhältniß getheilt , so wird ihre Projec-
tion durch die Projection des Theilungspunc¬
tes in demselben Verhältniß getheilt.  Denn die
projicircnden Lothe aus den Endpuncten und dem Theilungs-
puncte sind parallel, und die Elementargeometrie beweist, daß
ein System von Parallelen alle hindurchgelegten Geraden
nach einem und demselben Verhältnisse schneidet.

§. 26.

Ist eine begrenzte Linie parallel zu einer ‘
Grundebene , so hat ihre Projection auf dieser
Ebene einerlei Länge mit ihr.  Denn die Linie und i
ihre Projection sind parallele Seiten in einem Rechteck, des¬
sen beide andere Seiten durch die aus den Endpuncten ge¬
fällten Projectionslothe gebildet werden.

§. 27.

Die Projection einer begrenzten Geraden
kann nie größer sein , als die Gerade selbst.
Denn zieht man durch den einen Endpunct d'er Geraden
eine Parallele mit ihrer Projection, so ist das zwischen die
Projectionslothe beider Endpuncte fallende Stück derselben
der Projection gleich und stellt die Kathete eines rechtwin¬
keligen Dreiecks vor, dessen Hypotenuse die Gerade im
Raume ist.
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§. 28.
Die Projektion einer gebrochenen Linke,

welche in einer zurGrundebene parallelen Ebene
liegt , ist der Linie selbst congrucnt . Denn die ein¬
zelnen Stücke der Linie sind ihren Projcctioncn gleich (§. 26)
und parallel ; mithin projicirt sich auch jeder Winkel zwischen
zwei selchen Srücken in der wahren Größe ( §, 2 , XX .)

Don der Wahrheit dieses Satzes kann man sich auch
ausfolgendem Wege überzeugen : Bewegt man die Ebene der
Linie parallel mit sich selbst gegen die Grundcbcne hin , so
daß jeder Punct der Linie in seinem Projectkonslothe bleibt,
so werden die H - Distanzen der einzelnen Puncte immer un¬
ter sich gleich bleiben . Wird daher endlich für einen solchen
Punct diese Distanz Null , so wird sie auch jür jeden andern
Punct Null , d . h. fällt ein Punct der Linie in seine Projection,
so geschieht dasselbe zugleich mit allen übrigen Puncten , oder
die Linie und ihre Projection decken sich.

Zus . I . Aus der lctztern Betrachtung folgt noch , daß
der obige Satz nicht nur für gebrochene , sondern ebensowohl
für krumme  Linien gilt.

Z u s. II . Nimmt man auch die zweite Grundebene hin¬
zu, so muß sich auf diese die Linie als eine mit
dem Grundschnitt parallele Grade projiciren.
Denn die Projectionen aller ihrer Puncte fallen in die Spur
ihrer Ebene . ( Vgl . § . 14 .)

§. 29.
Aufgabe.  Die Projectionen einer Gera¬

den zu zeichnen , welche durch zwei gegebene Puncte
(a,a0 , ( b,b ' ) geht.

Auflösung.  Verbinde die gleichnamigen Projektionen
der Puncte , so sind die erhaltenen Linien ab , a ' b ' die ver¬
langten Projectionen (§. 3 .)

§. 30.
Aufg.  Durch einen gegebenen Punct eine

Parallele zu einer gegebenen Geraden zu  legen.
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A u fl . Ziehe durch die Projectionen des Punctes

Parallelen mit den gleichnamigen Projectionen der Geraden.
(8. 22 .)

§ . 31.

Au fg . Aus denProjectionenKs,  S ' s ' einer

Geraden ihre Spuren zu finden.
Fig . 1, 2. Aufl.  Errichtet man aus den Puncten 8,s ' , in denen

die gegebenen Projectionen dem Grundschm 'tt begegnen . Senk/
rechte -8 8 ' , « ' 8  auf diesen , so sind 8 «, « 8 ' die Spuren der

horizontalprojicirendcn und 8 «' , s ' S ' die der verticalproji-
cirenden Ebene . Da die gegebene Linie beiden projicireuden

Ebenen angehört , so muß ihre H - Spur in den H -- Spuren

«8 und «' 8 beider Ebenen zugleich liegen (§. 20 ) , kann also

kein anderer Punct sein , als der Durchschnitt 8 dieser Spu¬

ren . Ebenso ergiebt sich die V -Spur 8 ' der Linie als Durch¬

schnitt von 8 ' «' und sS ' . ■
„ Zusatz.  Läuft eine der gegebenen Projectionen mit

dem Grundschnitt parallel , so findet man nur eine  Spur,

was mit Z. i i übereinstimmt.

§ . 32.

A n fg . Aus den Spuren  8,8 ' einer Gera¬

den ihre Projectionen zu finden.
Fig . 1,2 . Aufl.  Ist S ' s J - GS , so sind 8 und 8 die H -Pro-

jcctionen zweier Puncte der Geraden ( § . 8 ) , also Ss die

H -Projeetion der Geraden selbst ( §. Z) . Auf ähnliche Weise

erhält man ihre V -Projection 8 ' «' .

§ . 33.

Aufg . Eine Spur PO einer Ebene  POP ' ist

' gegeben und ein Punct P ' der andern Spur ; man

soll die andere Spur selbst finden.
Aufl.  Verbinde den gegebenen Punct P ' mit dem

Puncte 0 , in welchem PO den Grundschnitt trifft . Ist PO

parallel zum Grundschnitt , so ziehe man durch P ' ebenfalls

eine Parallele mit dem Grundschnitt (§ . 5 .)



Znsatz . Fällt 0 nicht mehr in das Zekchnungsblatt , so
nehme man in OP einen Punct A wMührlich und zeichne
die Projectiouen der Linie AP ' , welche in A und P ^'hrc Spu¬
ren hat ( tz. 32 ) , also in der Ebene POP ' liegt . Ferner
wähle mizn in OP einen zweiten Punct (B , b ' ) ( § . 8 ) und
ziehe entweder durch ihn eine Parallele mit AP ' (tz. 30)
oder verbinde ihn mit einem beliebigen Puncte der AP'
(§ 8 - 29 ,7 ) . Jene Parallele oder diese Verbindnngslinie liegt
in der Ebene POP ' (tz. 2 , VI) ; ihre mit P ' gleichnamige Spur
ist also ein zweiter Punct der gesuchten Spur dieser Ebene.

8 - 34.

A u fg . Die Spuren einer Ebene zu zeich¬
nen , welche durch eine gegebene Gerade belie¬
big geht.

A u f l . Bestimme die Spuren der Geraden ( tz 31 ) und
verbinde sie mit einem beliebigen Puncte des Grundschnitts.

Zusatz  I . Fällt eine der Linicnspuren , oder beide,
über die Grenzen des Zeichnungsblattcs hinaus , so führt eine
spatere Aufgabe zum Ziel Man legt nämlich durch zwei
schicklich gewählte Puncte in der Linie und einen dritten Punct
außer ihr eine Ebene ( tz. 4.7 ).

Zusatz II . Hat die gegebene Gerade nur eine i I i -Spur,
d . h . ist sie parallel zur j j| | -Ebene , so ist die \ $  j -Spur jeder
durch sie gelegten Ebene parallel mit ihr , also auch mit ihrer
^Vj -Pwjection.

tz. 35.

Anfg . Die Spuren einer Ebene zu zeich¬
nen , welche durch einen gegebenen Punct belie¬
big geht.

A n f l . Lege durch den gegebenen Punct eine belie¬
bige Gerade und durch diese eine Ebene ( tz. 54 ).

tz. 36.

A u fg . Die Projcctionen einer Geraden zu
zeichnen , welche in einer gegebenen Ebene be¬
liebig lie gt.

Dkftr. Gcomerr. l. 2
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Auf !. Man nehme in jeder der gegebenen Spuren

willkührlich einen Punct , betrachte beide Puncte als Spuren

einer Geraden und suche ihre Projectionen ( §. 32 ) .

Zusatz.  Ist die gegebene Ebene senkrecht zur §§ »-Ebene,

so ist ihre j A §- Spur die gemeinschaftliche \ -Projektion aller

möglichen in ihr gezogenen Linien.

§. 37 .

A u fg . Die Projectionen eines Punctes an-

zugeben,  d ' er in einer gegebenen Ebene beliebig

liegt.
A u f g. Ziehe in der Ebene eine beliebige Gerade

( § . 36 ) und nimm in derselben einen beliebigen Punct ( § . 7 . )

Zusatz.  Steht eine Ebene senkrecht znr §M - Ebene , so

fällt die ^-Projektion jedes in ihr liegenden Puncts in ihre

sK ^-Spur ; denn die Ebene enthält das j | j *proj ;tctreitbe ? otf)

des Punctes . Umgekehrt : Geht die §§ ! -Spur  einer Ebene

durch die jZ ^-Projection eines in ihr gelegenen Punctes , so

sieht die Ebene senkrecht znr §Z §- Ebene.

Die Projectionen eines Punctes fallen daher beide in

die gleichnamigen Spuren einer Ebene , die durch ihn senk¬

recht zum Grundschnitt gelegt ist . Umgekehrt : Gehen die

Spuren einer Ebene durch die gleichnamigen Projectionen

eines in ihr liegenden Punctes , so steht die Ebene senkrecht

zum Grundschnitt. §. 38 .

A u fg . Durch einen gegebenen Punct eine

beliebige Parallellinie mit einer gegebenen

Ebene zu ziehen.
A u f g . Ziehe in der gegebenen Ebene eine beliebige

Gerade ( § . 36 ) und mit dieser eine Parallele durch den

gegebenen Punct l §- 30 ) , so ist das Verlangte geschehen

(§. 2, XVIII) .
§. 39 .

A u fg . Zu entscheide » , ob zwei Gerade in

einerlei Ebene liegen.



19 5§. 40 —42 .
A u fl . A. Sind die ProjectiVueri der Geraden

bekannt , so ist nach §. 23 und §. 22 zu ersehen, ob die Linien
im Raume sich schneiden oder parallel sind. Ist keines- von
beiden der Fall , so können die Geraden nicht in einerlei
Ebene liegen.

B . Sind die Geraden durch ihre Spuren gegeben, so
verbinde man je die zwei gleichnamigen . -Treffen beide Ver¬
bindungslinien im Grundschnitte zusammen, so liegen die Ge¬raden in einerlei Ebene.

5. 40 .
A u f g. Die §§ ! -P -roj .ee tion eines Puncts

und seine jKj - Distanz sind gegeben . Man soll
seine jJs - Projection finden . '

A u f l. Fälle aus der gegebenen Projektion eine Senk¬
rechte auf ' den Grundschnitt und nimm in der Richtung die¬ser Senkrechten einen Punct , der vom Grundschnitt um die
gegebene Distanz entfernt ist , so ist dieser die zweite Pro¬jektion (§. 7) .

Man sieht, daß man zwei  Auflösungen erhalt , wofern
nicht bestimmt ist, aus welcher Seite der ^As -Ebene der Punctim Raume liegt.

§. 41.
A u. fg . . .Es ist die ^ - Projektion einer Ge¬

raden und die - Projektion eines in ihr  lie¬
genden Punctes gegeben . Matt soll die zweite
Projektion des Punctes finden.

A u f l. Die gesuchte Projektion muß in der gleich¬
namigen Projektion der Geraden liegen und zugleich in der
Senkrechten , welche aus der bekannten Projektion auf den
Grundschnitt gefällt ist ( §. ? ) ; sie ist also der Durchschnittdieser beiden Linien.

§. 42.
A ll fg . Eine Ebene  POP ' und eine Projek¬

tion einer in ihr liegenden Geraden  sind gege¬
ben . Man soll die zweite Projektion  finden.

2 »



§§. 43 k■ 44, ao
Fig. 3. Stuft . - .Die , gegebene Projektion sck die horizontale

ab .- Da ■sowohl diese als auch die horizontale Spur der

Ebene die H-Spur der Linie enthalten muß, so ist P diese Spur.
Die V-Spur der Lüste hat .in p ' swo ab den Grundschnitt
trifft ) ihre H -Prvjcction (§. 8), liegt also in der Senkrechten,

die aus p auf dem Grnndschisttt errichtet wird ; und da sie zu¬

gleich in die verticale Spur OP ' der Ebene fallen muß , so
ist P ' ihre Lage. Aus den beiden Spuren P , P ' der Linie

findet man nun die gesuchte V-Projection nach §.. 52 ***) ).

Fig. 6. Ist ab 1[ OP , so muß auch AB [[ OP sein , also

a ' b ' II GS.
§• 43.

Au fg . Eine Ebene  POP ' und eine Projec-
tion eines in ihr liegenden Punctes sind gege¬

ben ; man soll die andere Projektion des Punc¬
tes finden.

Fig. 3,6 . A n f l. Ist die gegebene Projektion die horizontale a,
so betrachte man eine beliebig durch sie gelegte Gerade ab

als H Projektion einer in der Ebene durch A gezogenen Linie,

suche deren V-Projection a ' b ' (§. 42 ) und bestimme die zn
a gehörige V-Projection a ' (§. 40 "0.

§ . 44.

Anfg . Die Durchschnittslinie zweier ge¬

gebenen Ebenen zn projiciren.

*) Da die Linien Pp , pP ' Spuren einer projicirenden Ebene sind,

so erscheint die vorstehende Aufgabe als besonderer Fall der

allgemeinen , welche in § . 44 gelöst wird.

* *) Wie man auch die H -Projection sb durch a legen mag , so muß

die zugehörige V -Projection a ' b ' immer durch denselben Punct

a ' gehen . Darin liegt ein Lehrsatz für die ebene Geometrie,

welchen den Schüler in Worte zu fassen suche.

Der Fall , daß die descriptive Geometrie auf Lehrsätze

der reinen Geometrie leitet , kommt öfter vor , und das Aufsuchen

solcher Sahe sammt ihren ( von der descriptive » Geometrie un¬

abhängigen ) Beweisen kann Stoff zu nützlichen Übungen abgeben.
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A u f l. Da die Durchschnittslinie sowohl der einen

als der andern der gegebenen Ebenen angehört , so muß ihre

H - Spur in den H - Spuren beider Ebenen zugleich liegen ; »
ihre V - Spur in den V - Spuren beider Ebenen Die Spu¬

ren der Durchschnittslinie sind demnach die Durchschnitte gleich¬

namiger Ebenenspuren , und die gesuchten Projectionen findet
man nach § . 32.

t ) Sind zwei gleichnamige Spuren der Ebenen parallel , Fig . 28 .

z . B . die V - Spurcu OP ' und QP " , so ist auch die Durch-

schnittölinic mit ihnen parallel ( § . 2 , V .) Da nun OP ' ihre

eigene V -Projcction ist und ihre H -Projection in den Grund-

schnitt fällt ( § . y ) , so muß die V -Projection der Durchschnitts¬

linie | | OP 7, die H -Projcction | j GS sein ( § . 22 ).

tf ) Ist eine der gegebenen Ebenen parallel zu einer
Grundebene ( etwa zur HE , wie die Ebene P ' R ' üt Fig . 4 ) ,

so ist die Durchschnittslinie beider parallel mit der entspre¬

chenden Spur der andern Ebene ; ihre eine Projektion ist da¬

her ebenfalls mit dieser Spur parallel , ihre andere fällt mit

der Spur der erstcrn Ebene zusammen . ( In Fig . 4 . sind

->1>, a ' P ' die Projektionen der Schnittlinie .)

Psf ) Sind die gegebenen Ebenen ( PR , P ' R ' ) , ( TU , T ' U 7) Fig . 5 .

beide dem Grnndschnitt parallel , so ist es auch ihre Schnittlinie.

Diese hat demnach weder H - noch V - Spur , und kann nach

der oben gegebenen Regel nicht gefunden werden.

Schneidet man nun beide Ebenen d̂urch eine beliebige
dritte Ebene VW -V ' , so werden die erhaltenen Schnittlinien

sich in einem Puncte sa , a ' ) begegnen , welcher auf dem Durch¬

schnitte der gegebenen Ebenen liegt ; man hat daher nur noch
durch a und a ' Parallelen mit dem Grundschnitt zu ziehen.

Zusatz.  Fällt eine Spur der Durchschnittslinie nicht Fig . 4.

mehr in das Zeichnnngsblatt , wie in Fig . 4 der vertikale , so

nimmt man eine Hülfsebcne VWV 7 parallel zu einer der ge-

gebencn Ebenen an und projicirt ihre Schnittlinie mit der

andern . Diese Schnittlinie wird der gesuchten parallel sein

(tz . 2 , XVII ) ; ^ wenin man daber mit ihren Projectionen Pa¬
rallelen durch P und p ' zieht , so sind diese die verlangten
Projectionen . Statt der Ebene VWV ' kann man auch eine
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mit einer Grundebene parallele Ebene zu Hülfe nehmen. Ist
z. B . die Ebene P' R' der HE parallel, so schneidet sie die
gegebenen Ebenen nach zwei Horizontallinien(ap , R' P' ),
(ar, P ' R' ), deren Durchschnitt(a, a' ) nothwendig auf der
Schnittlinie der gegebenen Ebene liegen muß, so daß aP,
a ' p' die Projektionen dieser Schnittlinie sind.

Fallen beide Spuren der gesuchten Schnittlinie über die
Grenzen des Blattes hinaus, so schneide man die gegebenen
Ebenen entweder durch zwei Hülfsebcncn, welche den beiden
Grundebenen oder auch einer und derselben Grundebene pa¬
rallel sind; oder man nehme nur eine  Hülfsebene dieser Art
an und ersetze die zweite durch eine andere Ebene, welche
einer der gegebenen parallel ist.

§. 45.
Aufg . Den Durchschnittspunct einer ge¬

gebenen Geraden (ac , a' c') und einer gegebenen
Ebene  POP ' zu projiciern.

A u f l. Dieser Punct muß in der Linie liegen, nach
welcher eine durch AC gehende Ebene die POP ' schneidet.
Man lege daher durch AC eine beliebige EbeneE (§. 34)
und projicire den Schnitt E von E und POP ' (§. 44), so
sind die Puncte, in welchen1 und 1' die ac und a' c' tref¬
fen, die Projektionen des gesuchten Durchschnittspuncts. (Probe
für die Genauigkeit der Zeichnung aus §. 7).

Am einfachsten wird in der Regel die Construction, wenn
man für die EbeneE eine der projicirenden Ebenen von AC
nimmt. In Fig. 3 ist PpP ' die horizontalprojicirendeEbene,
(Pp , P ' p' ) ihr Schnitt mit POP ', also a' die V-Projection
des verlangten Puncts, dessenH-Projcctio» a man nach§. 41
erhält.

M ■

Aufg . Zu unterscheiden , ob eine gegebene
Gerade einer gegebenen Ebene parallel sei oder
nicht.

ei

fl1
m



A u f l. I . Lege durch die Gerade eine beliebige Ebene
E und projtctre ihren Schnitt mit der gegebenen Ebene . Sind
die erhaltenen Projectionen den gleichnamigen Projectionen
der gegebenen Geraden parallel , so ist die Gerade selbst der
Ebene parMel ( § . 2 , XVIII ) .

Läßt man für die Ebene E eine der projieirenden Ebe¬
nen gelten , so hak man nur einziges Linienpaar zu vergleichen.
Ware z. B . in Fig . 5 a ' b ' j | a ' c ' , so »väre AC [j POP ' .

A u fl . II . Wähle in der ^ D ^-Spur der gegebenen
Ebene einen beliebigen Punct , zeichne die Projectionen einer
Linie , welche durch diesen Punct geht und der gegebenen Ge -.
raden parallel ist, und bestimme die ^J ^-Spur dieser Linie.
Fallt diese in die der gegebenen Ebene , so ist die
gegebene Gerade der Ebene parallel.

, § • 47.

A ufg . Die Spuren einer durch drei gege¬
bene Puncte b e stimmten Ebene zu zeichnen.

A u f l. Es ist klar , daß statt dreier Puncte ebenso-
wobl ein Punct und eine Gerade , oder zwei sich schneidende
Gerade , oder zwei Parallelen gegeben sein können . In den
beiden letztcrn Fällen hat man die Spuren der Geraden zu
suchen ( §•. 31 ) und die gleichnamigen zu verbinden ; die Ver¬
bindungslinien sind die verlangten Spuren der Ebene (§. 20 ) .

Sind drei Puncte gegeben , so verbinde,man einen der-

^echen mit den beiden andern , oder man lege durch zwei eine
Gerade und durch den dritten eine Parallele mit ihr , und ver¬

fahre mit dem erhaltenen Liuienpaare wie vorhin.
(Probe  für die Genauigkeit der Construction : die ge¬

fundenen Spuren müssen sich im Grundschnitte begegnen . )
Zusatz  I . Liegen die drei gegebenen Puncte ( also auch

ihre gleichnamigen Projectionen ) in gerader Linie , so sind un¬
endlich viele Ebenen durch sie möglich.

Zusatz  II . Wenn eine von den vier Spuren der ge¬
geben Geraden ausserhalb des Zeichnnngsblattcs liegt , so hat
man die Aufgabe des § . ZZ zu lösen.



§ . 48. 24

Fig . 6.

Fallen die 4  Spuren über die Grenzen des Blattes
hinaus , so kann der Fall eintreten , daß die Spuren der ge¬
suchten Ebene selbst ganz außerhalb des Blattes liegen , also
der Aufgabe auf dem disponibel » Raume nicht genügt wer¬
den kann . Läßt aber die Lage der gegebenen Linien ver¬
muthen , daß der Raum noch Stücke jener Spuren aufnimmt,
so wählt man zwei Puncte in der einen lind einen dritten
Punct in der zweiten Linie so, daß die Verbindungslinien eines
solchen Puncts mit den beiden andern die Grundebenen noch
innerhalb des Blattes schneiden . Da diese Verbindungs¬
linien in derselben Ebene mit den gegebenen Linien liegen , so
erhält man durch Verbindung ihrer gleichnamigen Spuren
die verlangten Ebenenspuren . Man kann auch , wenn die
gegebenen Linien nicht selbst parallel sind , in jeder derselben
einen schicklichen Punct wählen , durch ihn eine Parallele mit
der andern ziehen und die Spuren dieser beiden neuen Linien
bestimmen.

Wie hilft man sich, wenn ->.) zwei gleichnamige oder b .) zwei
ungleichnamige Spuren der gegebenen Linien außerhalb des Blattes
liegen?

§ . 48.

A u fg . Durch einen gegebenen Punct (a,a 7)
eine Ebene parallel einer gegebenen Ebene  TQT'
zu legen.

A u f l. Ziehe durch ( a , aO eine beliebige Parallele zu
TQT ' ( § . 38 ) , bestimme ihre Spuren und ziehe durch die¬
selben Parallelen zu PQ und P ' Q , so sind diese die verlang¬
ten Spuren ( §§. 20 , 21 ) fund müssen sich bei genauer Zeich¬
nung im Grundschnitte begegnen ) .

Die Construction wird am einfachsten , wenn man die mit
TQT ' parallele Hilfslinie zugleich parallel mit einer Grund¬
ebene ( also parallel mit einer der gegebenen Spuren ) an¬
nimmt . Eine solche Linie hat zwar nur eine  Spur , aber
man reicht auch mit dieser einen aus , wen » nur die zuerst
aufgefundene Eb 'enenspur den Grundschnitt noch innerhalb
des Zeichnungsblattes trifft . In Fig . 6  ist ( ap , a ' P ' ) der
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H-Spur PO parallel, P' ihre Spur, P' O [| P' O, OP || GP,
also POP' die gesuchte Ebene. ,

§. 49.
Air fg . Durch eine gegebeneGerade AI eine

Ebene parallel einer gegebenen Geraden N zu
legen.

Aufl.  Man ziehe durch einen beliebigen Punct der
AI eine ParalleleL zu N (§. 30) und lege durch AI undL
eine Ebene(§. 47), so ist diese die gesuchte(§. 2, XVIII).

Zusatz.  Sind M und N parallel, so ist die Ebene,
unendlich vieler Lagen fähig. Schneiden sie sich, so bestim¬
men sie unmittelbar die Ebene. (Das Zusammenfallen einer
Linie und einer Ebene ist ein besonderer Fall des Parallel-scins der Linie und Ebene).

§. 50.
Aufg . Durch einen gegebenen Punct eine

Gerade senkrecht zu einer gegebenen Ebene znziehen.
A u f l. Die Projectionen der verlangten Geraden

sind die beiden Senkrechten, die man aus den Projectionendes Puncts auf die gleichnamigen Spuren der gegebenen
Ebene fällt (der Punct mag in oder außerhalb der Ebeneliegen) (§. 24 ).

§. 51 .
A u fg . Durch einen gegebenen Punct (a,a ')

eine Ebene senkrecht zu einer gegebenen Gera¬den (cd , c' d') zu führen.
A u f l. Man denke sich eine beliebige zu 01) senk¬

rechte Ebene'POP' (§. 24) und lege parallel zu ihr eine EbenedurchA (§. 48), so ist diese die gesuchte.
Wendet man zur Auffindung der Parallelebene jene Con-

struction an, welche in §>43  als die einfachste bezeichnet
wurde, so braucht man die Spuren der Ebene POP' gar nicht
zu zeichnen; denn da sie senkrecht zu den gleichnamigen Pro-

Fig. 6.
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ject 'men  von CD sind, so kann man die Projektionen einer
Geraden , die mit einer dieser Spuren parallel sein würde,
unmittelbar zeichnen. In Fig . 6 ist ap -l.  cd , a ' P ' | | GS , „
also AP ' parallel zur H -Spur von TÖT ' . Eine Gerade P ' O,
durch die V-Spur P ^ der AP ^ senkrecht zu c^d^ gezogen, ist
die verticale — eine Senkrechte durch O auf cd die hori¬
zontale Spur der gesuchten Ebene . e!*

Es ist für die Auflösung der Aufgabe gleichgiltig , ob cu
A in oder außer LC liegt.

Zusatz.  Die Auflösung wird bedeutend einfacher , wenn
die gegebene Gerade in einer Grundebene liegt . Ist z. B.
OP ( Fig . 9 ) Liese Gerade , so geht die gesuchte Ebene durch
das Projeckionsloth Aa , mithin ihre H -Spur durch a ; zu¬
gleich ist letztere senkrecht zu OP , die B -Spur senkrecht zum kl
Grundschnitt . bii

§ . 52 . _ G,
Aufg . Aus einem gegebenen Puncte A eine jnC

Senkrechte auf eine gegebene Gerade  AI zu  fäl - sge
len . de,

A u fl . Lege durch A eine Ebene senkrecht zu
(§. 51 ) und bestimme den Punct B , in welchem sie von stl
getroffen wird (? . 45 ) , so ist die Verbindungslinie AB die
verlangte Senkrechte . *) . <g ;

Anfg . Aus einem gegebenen Puncte A
einer gegebenen Geraden M eine Senkrechte
auf ihr zu errichten , welche einer gegebenen g/
Qr&ene P parallel  ist . jjr<

A u fl . Lege durch A eine Ebene ft senkrecht zu M fon
(§. 5 1) , bestimme den Durchschnitt X von O und P (tz. 44 s
und ziehe durch A eine Parallele mit N (§. 50 ) . Sc

(In welchem Falle kann die gesuchte Linie unendlich viele La- cab
gen haben?)

*1 Eine andere Auflösungs. §. 63 Zus.

we<
auc
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§. 54.

A u fg . Durch eine gegebene Gerade iX eine
Ebene senkrecht zu einer gegebenen Ebene P zu
führen.

A u f l. Ziehe durch einen beliebigen Punct der X
eine Senkrechte K zu P (§. 50 ) und lege durch Iv und N
eine Ebene ( §. 47 ), so ist diese die verlangte (§. 2 , XI ).

Die Linie M kann auch in der Ebene P liegen.
(Wann läßt die Aufgabe unendlich viele Lösungen zu ?) l

8 . 55.

Erklärung . Eine Ebene in die - Ebene um¬
klappen , heißt : sie um ihre §Z §-Spur so lange drehen ',
bis sie mit der §Z §-Ebene zusammenfällt.

Es ist klar, daß mau jede Ebene in eine und dieselbe
Grundebene auf doppelte Weise umklappen kann, je nachdem
man sie nach der einen oder andern Seite hin dreht . (Em
Beispiel von Umklappung ist bereits durch das Zurücklegen
der Verticalebene gegeben .)

§ . 56.

Aufg.  Eine Linie , welche in 8 und 8 ' ihre
Spuren hat , soll mit ihrer horizontalprojici-
renden Ebene  SsS ' einmal in die VE , das an-
deremal in die HE umgeklappt werden.

A u fl . Bei der Umklappung in die VE bleibt 8 ' s Fig. 17.
(als Drehungsare ) unbeweglich ; 8 « wird , da sie immer auf
8 ' 8 senkrecht bleibt , während der Drehung in der HE hin-
streifen ; jeder ihrer Puncte beschreibt einen Kreis um 8 und
kommt nach vollendeter Drehung in den Grundschnitt zu
liegen ; so der Punct 8 nach 8 , (oder auch auf die andere
Seite von 8) ; daher ist 8 ' 8 , die Lage der 88 ' nach verti¬
kaler Umklappung der Ebene 888 ' .

Wird 838 ' in die HE umgeklappt , so bleibt 88 unbe¬
weglich und 8 ' 8 beständig senkrecht auf 88 ; 8 ' 8 wird also
auch nach vollendeter Drehung noch senkrecht zu 8s sein.

fr
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Ferner kann ein Punct in 8 ' 8 ferne Entfernung von s während
der Drehung nicht ändern . Macht man daher L SsS * = qo 0,
sS * = sS ' , so ist SS * die Lage der 88 ' nach horizonta¬
ler Umklappung von 8s8 ' . ( Man hatte auch 88 * nach der
entgegengesetzten Seite von 88 antragen können.

(Zur Uebung:  Eine Linie werde mit ihrer vertical-
projicirenden Ebene in beide Grundcbcnen umgeklappt ) .

§ . 57 .

Aufgabe . Die Horizontalspur PO einer
Ebene und die Projectionen  a .,a ' eines in ihr
liegenden Punctes find gegeben . Man soll die
Lage des Puncts angeben , nachdem die Ebene
in die HE umgeklappt worden.

Fig. 7. Aufl.  I . Denkt man sich sowohl aus A als aus des¬
sen Projektion a Senkrechte auf OP gefällt , so werden beide
einerlei Fußpunct P haben (§. 2 , X ) . Dreht man nun die
gegebene Ebene um OP , so muß AF stets senkrecht auf OP
bleiben, also nach vollendeter Drehung in die Richtung von
aP fallen . Die Lage des Puncts A nach der Umklavpung
wird daher bestimmt sein, sobald man seine Entfernung von
P kennt . Diese ist aber die Hypotenuse eines rechtwinke¬
ligen Dreiecks A F a , dessen eine Kathete a P , dessen an¬
dere Aa = ma ' ist. Macht man demnach mn t=z a P,
FA , = a ' ii, so ist A r die Lage von A  nach Umklappung
der Ebene AOP.

Fig. 13. f ) Fällt a in OP , d. h. ist die Ebene senkrecht zur HE,
so fällt F mit a zusammen, und es ist AF — ma ' .

Fig. 8. tt ) Ist OP -i-  GS , d. h. ist die Ebene senkrecht zur VE,
so würde ihre V-Spur durch a ' gehen und es ist AF = a '0
(§. 26 ) . Die Gerade aA , und der Bogen a ' a , in der
Figur stellen die Projectionen des Kreisbogens AA , dar,
welcher von dem Puncte A während der Drehung der Ebene
beschrieben wird (§. 28  Zus ) .

Fig, 7. Aufl . H . Man denke sich wie vorhin die Linie AF
senkrecht auf OP gefällt und außerdem noch in der umzu-
klappenden Ebene durch A eine Parallele AS mit der V§
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rend gezogen. Ist aS II GS , Ss ' J - GS , so sind aS , a ' s ' die
I0 , Projektionen und 8 die H.-Spur derselben . Die V-Projection
„ta - a '«' zeigt die wahre Länge von AS (§. 2b ) . Um daher
bet das ( bei F rechtwinkelige) Dreieck AFS in »»geklappter Lage

zu zeichnen, ',hat man aF ZU verlängern und von 8 aus mit
cal - einem Kreisbogen vorn Halbmesser a ' s ' zu durchschneiden.

Der Schnittpunct A , ist die verlangte Umklappung des
Puncts A.

§ . 58.
lner Aufg . Ein Punct A liegt in einer gegebe,
ihr uen Ebene  POP ' so , daß er nach horizontaler
die Umklappung derselben die Stelle A x einnimmt,

enc Man zeichne seine Projectionenfürdieursprüng-
liche Stellung der Ebene.

des- Aufl.  Bei dem Zurückbewegen der umgeklappten Ebene Fi'g. 9.
beide bleibt A in der auf PO senkrechten Ebene FOP ' , beschreibt
t die hier einen Kreisbogen , und kommt endlich in der Geraden

OP FP ' au , nach welcher diese Ebene die gegebene Ebene schnei-
von det . Klappt man also das Dreieck FOP ' , welches jene

pung Schnittlinie FP ' zur Hypothenuse hat , in die HE um (§. 56)
von und macht FA, , — FÄ . , so ist A „ wieder eine Umklappung

unke. von A ; und nun sieht .man leicht, daß man mittels einer
am von A„ auf FO gefällten Senkrechten die H -Projcction a und

aF , die H-Distanz A„ a des Punctes A erkält , also auch (nach
pung §. 4.0) seine V-Projecrion a ' . (Als Genauigkeitsprobe kann

man die V-Projection f ' P ' der Schnittlinie FP ' zeichnen
HE , und zusehen, ob sie durch a ' geht ).

(Der Schüler löse die Aufgabe auch mittels vertikaler  Um-
DE , klappung der Ebene
^ 0 §• 59.der
fcaf, A u fg . Eine Ebene ist durch eine horizon-

chene lale Linie (bc ' , b ' c ' ) und einen Punct (a , a ' ) be¬
st linmt . Man soll die H - Projection angeben,

\f  welche diesem Puncte entspricht , wenn man die
Ebene durch Drehung um (bc , b ' c') in horizon-
tale Lage gebracht hat.



§. 60. 30

Fig. 10.

Fig. 10.

Zig. 11.

Stuft. I. Führt man durchA senkrecht zu BC eine
EbeneE, so beschreibtA in derselben während der Drehunng
der gegebener Ebene einen Kreisbogen, dessenH.Projection
in ihre Spur fällt; also wird sich auch die neue Lage des
Puncts A in diese Spur projiciren, welche man erhält, wenn
man aus a eine Senkrechte aa , auf bc fällt (vgl. §. 51,
Bus.) Zeichnet man nun noch die Projcctionen ac, a' c' einer
durchA gehenden Geraden, welche parallel zur VE ist und
zugleich die BC in C schneidet, so stellta' c' die wahre Länge
derselben oder die, /Entfernung des. Puncts A von C vor
(§. 261; und Ha diese Entfernung nach vorgeschriebener
Drehung der gegebenen Ebene sich auch auf die HE in der
wahren Größe projiciren muß, so findet man die verlangte
neue Projectiona , des bewegten Puncts A als Schnitt der
aa , und eines Kreisbogens, welcherc zum Mittelpunct und
a' c' zum Halbmesser hat.

- Stuff. II . Die vorhin erwähnte EbeneE schneidet die
BC in einen Punct F, dessen Horizontalprojectionf ist und
dessenV-Projection in b' c' liegt. Wäre die Entfernung
AF bekannt, so würde man offenbar den gesuchten Punct a,
erhalten, wenn man fax = AF machte. Die Große dieser
Entfernung ist aber (wie die zweite Auflösung der nächstfol¬
genden Slufgabe zeigt) der Hypotenusea' f-,, des Dreiecks
a ' vf„ gleich, dessen einer Kathete vf„ man die Länge af ge¬
geben hat.

§. 60.
A u f g. Die Entfernung zweier gegebenen

Puncte (a , a' ), (b, V) darzustellen.
Aufl.  I . Liegen beide Puncte auf einerlei Seite der

HE (wie Fig. 11 angenommen wurde), so bestimmen sie mit
ihren H- Projcctionen einen Trapez ABba , welches bei a
und b rechte Winkel hat und dessen parallele Seiten die
H-Distanzen der Puncte A und B sind. Man kann nun die
durch AB gehende horizontalprojicirende Ebene mit dem in
ihr enthaltenen Trapez in die HE umklappen und dieses
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macht ; dann ist A t B,  die gesuchte Länge.

(Probe  für die Genauigkeit der Zeichnung: die verlängerte
A, B, muß durch die H-Spur der Verbindungslinie
(ab, a' b'J gehe n).

Statt der h -projicirendcn Ebene kann man auch die v -prö-

jicirende umklappen . Lägen die Puncte A,  B auch auf einer¬

lei Seite der VE , so hätte man wie vorhin ein Trapez zu

construircn . In der angenommenen Figur aber liegen sie

auf entgegengesetzten Seiten , so daß die Verbindungslinie
AB die VE schneidet , und statt des Trapezes erscheint die

Figur a ' l ) ' B 2 A, , welche man erhält , wenn man in den

Endpuncten von a/b ' die V Distanzen der Puncte A,  B un¬

ter rechten Winkeln , aber nach entgegengesetzten  Sei¬
ten,  ansetzt.

(Probe der Zeichnung: 8 ' , j . GS , d. h. 8" muß die
V-Spur der (ab, a'b') fein.)

Es ist klar , daß auch die zwischen A , B und a , b ge¬

legene Figur kein Trapez ist , sobald A und B auf entgegen¬

gesetzten Seiten der HE liegen.
A u fl . II . Denkt man AB gezogen und durch B eine Fig . 12 .

zu ihrer H -Projection parallele Geraden BC , welche das

Projectionsloth Aa in C trifft , so erhält man die D -Projcr-

tion a ' b ' c ' des Dreiecks ABC , wenn man b ' c ' j ] GS
zieht . Nur die eine Kathete AC desselben projicirt sich in

ihrer wahren Länge ; wird aber das Dreieck um AC gedreht,
bis seine Ebene der VE parallel ist , so werden auch seine bei¬

den andern Seiten in wahrer Größe projicirt erscheinen . Da

bei dieser Drehung der Punct B seine H -Tistanz nicht ändert,

mithin seine V -Projection fortwährend in der Linie c ' b ' blei¬

ben muß , und da es ferner klar ist , daß die wahre Länge
der Kathete BC mit der Länge der H -Projection von AB über-

einstiinmt , so hat man nur c ' b „ = ab zu machen und a ' b„



zu ziehen, um in a' b„ c' die wahre Gestalt und Größe des
Dreiecks ABC zu fyaben.  Die Hypotenusea' b„ zeigt die
gesuchte Entfernung AB.

Ebenso kann man durch B eine Parallele BD zur
V-Projcction der AB ziehen, das Projectionsloth Aa' bis zum
Durchschnitte II mit BD verlängern, und das Dreieck ABI)
projicircn, nachdem man es durch Drehung um AD horizon¬
tal gelegt hat. Ist b<l || GS , <1bx = a ' b' , so ist-abtl die
H-Projection des Dreiecks für seine ursprüngliche Lage; ab,d
für seine horizontale Lage; also ab* = AB,

§. 61.
Uebungsaufgaben.

1.) Gegeben:  Die wahre Länge einer Geraden , die

Projectionen ihres Anfangspnncts und eine Projektion ihres
Endpunkts. Gesucht:  die andere Projectiou des End-
püncts.

2 .) Ggb:  Die Projectionen einer Geraden und eines

Puncts in ihr. G es: die Projectionen eines zweiten Puncts
auf der Geraden, der von jenem einen gegebenen Abstand hat.

§. 62.
Aufg . Die Entfernung eines gegebenen

Punctes A von einer gegebenen Ebene  POP ' an¬
zugeben.

Aufl . I. Fälle  aus A eine Senkrechte auf POP'
(§. 50) , projicire deren FußpunctB (§, 45) und suche die
Länge von AB (tz. 60).

Anfl.  II . Eine durch AB und das Projectionsloth
Aa gelegte Ebene POP ' ist senkrecht auf OP (§. 2, XI, XII)
und schneidet die gegebene nach einer Geraden PP ', welche
den Fußpunct B der AB enthält. Zeichner man (nach
8. 51, Zus.) die Spuren dieser Ebene, klappt dieselbe in die
HE um und bestimmt hie," die Lage PP „ der Schnittlinie
PP ' (§. 56), so wie die LageA , des Puncts A (§. 57, f ),
so giebt die von Ax auf PP „ gefällte SenkrechteA, B, die



verlangte Entfernung an . sZur Übung suche man dieselbe auch
mittels der  verticalen  Umklappung von PQP ' .)

(Wie erkennt man in jeder Auflösung , ob der gegebene Punct
über  oder unter  der gegebenen Ebene liegt ?)

§ . 63 .

Aufg . Die Entfernung eines gegebenen
Puncts A von einer gegebenen Geraden AI anzu¬
geben.

Aufb l . Fälle aus A eine Senkrechte zu AI ( § . 52 )
und bestimme die Entfernung des Fnßpuncts derselben vonA (§. 60 ).

A u f l. II . Bestimme die H -Spur der durch A  und
M gehenden Ebene A M , klappe diese in eine Grundebene
um , und fälle aus der Umklappung von A  eine Senkrechte
auf die Umklappung von AI.

Zusatz.  Hieraus ergiebt sich auch eine zweite Auflö¬
sung für die Aufgabe des § . 52 . Denn ist B , der Fußpunct
der in der umgeklappten Ebene AM gezogenen Senkrechten,
so muß die H -Projcckion b dieses Puncts nach der Zurück¬
bewegung der Ebene in der Senkrechten liegen , die man von
B , auf die H -Spur der Ebene fällen kann ; und da diese Pro-
jection b zugleich in die H -Projection der M fallen muß , so
ist sie leicht zu bestimmen . Die zugehörige D -Projection b'
ergiebt sich nach § . 41 , und die Projektionen der gesuchten
Senkrechten sind dann die Verbindungslinien ab und a ' b ' ,

§ . 64 .

Aufg . Die Entfernung zweier paralleler
Ebenen POP ' , RQR ' anzugeben.

Aufl.  Man könnte in der einen Ebene einen belie¬
bigen Punct annehmen ( § . 37 ) und seine Entfernung von
der andern bestimmen ( § . 62 ) . Kürzer aber ist folgende
Auflösung:

Zieht man TP o . OP > TP ' jl  GS , so ist die Ebene Fig . 14.
PTP ' senkrecht zu OP und QR (§. 24 ), also auch senkrecht
zu den beiden gegebenen Ebenen ( § . 2 , XI ) . Die Ent«

Descr. Geometr. ! . «>
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fcrmrg der leßtern ist demnach gleich der Entfernung der bei¬

den Linien , nach welchen sie durch die PTP ' geschnitten wer¬

den . Klappt man die Ebene PTP ' in die VE um , so stellt

P TP ' die eine  dieser Schnittlinien vor (Z. 56 ) ; die andere

ließe sich ( in der Fläche des umgeklappten Dreiecks PTP ' )

eben so leicht angeben ; da man aber nur einen  ihrer Puncte

zu kennen braucht und R ' ein solcher Punct ist, so fälle man

R ' E i - P,  P ' , um in R ' E die gesuchte Entfernung zu haben.
Es ist klar , daß man statt der PTP ' auch eine Ebene

senkrecht zu den V - Spuren der gegebenen Ebenen hätte zu

Hülfe nehmen können.
st) Stehen die gegebenen Ebenen beide senkrecht zur

-E , so ist ihre Entfernung gleich der Entfernung ihrer

zZj -Spuren.

§ . 65 .

Uebungsaufgaben.
1 . ) Eine Ebene einer gegebenen in bestimmter Entfern

nung parallel zu legen.
2 .) Die V -Projection einer Geraden zu finden , welche

eine gegebene H -Projection hat und einer gegebenen Ebene

in gegebener Entfernung parallel ist.
' 3 .) Die H -Projection eines Puncts anzugeben , dessen

V -Projection und dessen Enfernung von einer gegebenen Ebene

bekannt sind.
§. 66.

> Aufg . Die Entfernung zweier gegebener

Parallellinien (ab , a ' b ' ) , ( cd , c ' d ' ) anzugeben.
Aufl.  Man nehme in der einen Linie willkührlich

einen Punct ( am bequemsten eine Spur ) , und suche seine Ent¬

fernung von der andern ( §. 63 ) . Oder man lege eine Ebene

senkrecht zu beiden Linien , bestinime die Schnittpuncte der

Linie in ihr ( § . 45 ) und klappe die Ebene mit diesen Schnitt-

puncten ( deren Abstand der gesuchten Entfernung gleich ist)
in eine Grundebene um ( §. 57 ) ( s. Fig . 16 ) . Oder man

klappe die durch die gegebenen Parallelen bestimmte Ebene um.

r«
da
ist
ü
dil
§•
sie
T
ß «:

C1
b e
ist
ge

sies

sen
kla
nii!
ein

a,;
we
die

gek
PC
der
C
Ge
ma

giel
mit
V -;
auf



ei-
tvt
-llt
:ve
")
etc
alt
eit.
:ne
zu

35 §. 67.
Wenn der Raum des Zeichnungsblattes die Bestimmung Zig. is.zweier gleichnamiger Spuren der Parallelen gestattet, so ist:das zuletzt genannte Verfahren das kürzeste. In Fig. 15ist 8V dieH-Spur der durch AB und Cl) gehenden Ebene P,(a , a' ) ein in AB beliebig gewählter Punct, A, die Lagedieses Puncts nach Umklappung der P in die HE (vgl.tz. 57), also SA, die Lage von SA (oder AB) in der um¬geklapptenP. Die (mit P umgeklappte) CD würde durchT gehen; daher giebt die Länge TE einer von T auf SAXgefällten Senkrechten die gesuchte Entfernung.

zur §. 67.
rer Aufg . Die Projektionen einer GeradenCD zu finden , welche mit einer gegebenen Gera¬den AB auf einen gegebenen Abstand ^ parallelist und deren H -Projection durch den Punct ägeht.
[er* Aufl.  Zunächst kann man die H-Projection cd der F,'g. 16.gesuchten Geraden ziehen(§. 50 ).cha Denkt man die AB und die CD durch eine Ebene POP'ene senkrecht geschnitten(§. 24) und diese in die HE umge¬klappt, so müssen beide Schnittpunkte in die Projectionen absen ‘ jmb cd fallen und hier um die gegebene Entfernung vonene einander abstehen. Bestimmt man daher die Projectionena, a' und die umgeklappte Lage A, des Schnittpunctes A,welcher der AB entspricht(§§. 45, 57) und durchschneidetdie cd von A, aus mit so ist der DurchschnittC, die um«geklappte Lage des Puncts C, in welchem CD die Ebene' POP ' trifft. Der Punct P, wo die Verbindungslinie Ai C-t;lc; der Spur OP begegnet, ist die H-Spur einer durch A und11' C gehenden Geraden; also ist Pa die H-Projection dieserl̂ie Geraden und c die H -Projection des Puncts C. ZeichnetBc man auch die V-Projection a' p' der Geraden AP, so er-•l! stiebt sich die V-Projection c' des Punctes C nach §. 41,l' ^ und eine durch c' gelegte Parallele mit a' b' ist die gesuchteV-Projection der CD. (Die Projektionenc und c' lassen sich4in> auch unabhängig vom Puncte P, der manchmal in unbequeme

3*
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Entfernung fallen kann , auffinden . Hiezu folgende Anden « U

tungen : Man hat behufs der Umklapvuug von ein §

Dreieck a^mv construkrt , welches dem Dreieck Aas con- j t

gruent ist ; letzteres ist aber offenbar dem Dreieck Ccg ahn - § ,

lich ; macht man daher vw = C r g , wr | | am , so ist vr = cg

und wv nc \ )
Der um A x mit beschriebene Kreisbogen schneidet die x

cd außer IN C , noch in einem zweiten Puncte , mit welchem

man eben so verfahren kann, wie mit C, . Die Aufgabe wird p

daher im Allgemeinen zwei Auflösungen zulassen. ni

s. «8.
A u fg . Den kleinsten Abstand zwischen zwei ch

gegebenen Geraden M , N zu be stimmen.
Aufl.  Sind die gegebenen Geraden parallel , so ist f[<

ihr Abstand überall derselbe und wird nach tz. 66 gefunden . ltr

Schneiden sie sich, so ist der kleinste Abstand — o. Für je- S'

den andern Fall erhält man die Länge des gesuchten Abstandes , be

wenn man durch die eine Gerade M eine Ebene E parallel zur du

andern Geraden N legt (§. 49 ) und die Entfernung der N von si,,

dieser Ebene bestimmt. Letzteres geschieht, indem man aus si-,

einem beliebigen Puncte A 0 der N eine Senkrechte auf die

Ebene E fällt (§. 50 ), ihren Fußpunct B , projicirt (§. 45 ) Gi

und die Größe A 0 B o zeichnet (§. 60 ). de>

Sollen in beiden Geraden die Puncte A und B selbst

bestimmt werden , welche am nächsten beisammen liegen (de- ter

ren Verbindungslinie also auf beiden Geraden zugleich senk¬

recht steht) , so denke man sich die Senkrechte A c B „ paral - odi

lel mit sich selbst so lange an N fortbewegt , bis der Fuß- wc

Bg in der M ankommt, in welchem Augenblicke A e mit A jjtc

und B 0 mit  B zusammen fallen muß Da bei dieser Bc- gu

wegung Bo in der Ebene E eine Parallele mit N beschreibt, ten

so wird man auf folgende Construction geführt . Sind a „ Gr

do , m , n die H-Projectionen von A „, B 0, M , N , so iieijt Pa

man durch bg eine Parallele zu n , welche die m in a schnei- die

bet;  ferner durch a eine Parallele zu a 0 b 0, welche die n sch,

in b schneidet. Dann sind a , b die H-Projectionen der ver- wi,
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