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PREFACE.

i Ouvrage  est principalement destiné aux
jeunes gens qui étudient pour entrer i IEecole
Polytechnique. 11 est le résultat des lécons que
jal données a I'licole centrale de YQise. Je me
suis proposé¢ d’y présenler les Elémens de la

Géométrie analytique.

Jentends, par ecette dénommation, la maniere
d'apphquer Talgehre a la géométrie, mon pas 4
laide de constructions particulieres, qu'il faut
varier pour tous les cas, mais en em ployant les
meéthodes générales que MM. Lagrange et Monge
‘ont les premiers ‘fait connaitre dans leurs ou-
vrages ; méthodes enseignées depuis par M. Monge
a I'Ecole Polytechnique, et si heureusement in-
troduites par M. Lacroix dans ses traités élémen-
taires ; ce qui estun des plus importans services
que Vonait jamais rendys. i P'enseignement. Ins-
truit par les €evits et pasiles legons de ces profes-
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seurs célcbres, et pénétré des avantages que les
€leves peuvent en recueillir, Jai cherché a les
répandre, en présentant les Elémens de la Géo-
mélrie analytique dans un ordre facile i suivre,
et sous la forme la plus abrégée et laplus simple
qu'ils puissent avoir. Je ne me flatte pas d’avoir
atteint ce but; mais je m’estimerai heureux, si
ce petit Quvrage , apres avoir été utile aux éleves,
donne naissance i quelqu’autr e plus parfait, au-
quel je serai le premier a applaudir.

Jexpose d’abord les préliminaires relatifs aux
points , a la ligne droite et au plan. Ces prélimi-
naires sont, dans la Géométrie analylique , aussi
indispensables qug la regle et le compas dans le
tracé de la Géométrie pratique.

Je fais ensuite Fapplication de ces principes 4
la discussion des courbes et des surfaces du se-

cond ordre.

Partout jai adopté la division décimale du

quart de cercle,

Jai taché de n’employer que des méthodes géné-
rales, et qui pussent également servir dans lasuite



PREFACE. vi)
pour discuter les propriétés des courbes et des
surfaces quelconques. J'ai coupé par des divisions
nombrenses les différens chapitres, afin que les
éleves pussent retrouver avee facilité les méthodes
ou les propositions particulieres dont ils auraient
besoin. En cela, jai cherché a suivre lexemple
d’Luler, qui est, dans tous ses ouvrages, un mo=

dele de clarté.

Pour qu’'un livre élémentaire dun genre de ce-
lui-ci alteignil parfaitement le but auquel 11 est
desting, il faudrait que les propositions s’y trou-
vassent disposées dans I'ordre le plus naturel, et
que les démonstrations y fussent présentées avec
toute la clarié, Iélégance et la simplicité dont
elles sont susceptibles; mais ce degré de perfec-
tion, dont on doit s'efforcer d'approcher , est
beaucoup plus difficile & atteindre quon ne le
€roit Cumr}muélncnt,7 et les améliorations suc-
cessives qu'ont apportées 2 leurs ouvrages les
hommes distingués qui ont écrit dans ces der-
niers temps sur les Elémens des Mathématiques ,
offrent une preuve sensible de cette vérité, Aussi
jai toujours €té persuadé qu'un livre élémentaire

ue peut étre jugé que par expérience; qu'il faut
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pour ainsi dire, I'essayer sur T'esprit des ¢leves,
et vérifier , par celle épreuve, la honté des mé-
thodes que Ton a choisies. Le seul moyen de per-
fectionner un ouvrage de ce genre est donc de
recueillir, et méme de rechercher avec le plus
grand soin les remarques de ceux qui.l'ont ensel-
gné. Cest ce que jai fait pour celui-ci, et jai
beaucoup d’ u‘lmzrmmn aux professeurs qm m’'ont
donné cette marque d’estime : sous ce rapport, je
dois des remercimens particuliers a2 M. Servois,
professcur aux Feoles d' Artillerie ; a M. Germer,
auteur de plusieurs ouvrages ¢lémentaires de ma-
thématiques ; 4 M. Boudrot, pmﬂ-ss('m‘ a I'Ecole
spéciale militaire; & MN VI 1 ofesseurs Rimbert
et Dinet tunc, ainsi qua MY Drm t et Franceeur,
mes anciens cOMpagnons a ]’Eroh‘ Polytechnique,
maintenant professeurs aux Lycées el a la Faculté
des Sciences de Paris. Jai aussi recu d’excellentes
remarques de la part de M. Ser, professeur de
mathématiques a Soréze. J'en al recu également
de M. Pfaflf, professeur a Dorpath; et jai tache
de profiter de tout ce que Pexpérience indiquait
4 des per SODIES 51 éclairées. Mais j je dois sur-tout
insister sur ce qul regarde M. Dinet. Cet excellent

p:‘oaesscur , plemn d’activité el de zele, avait sim-
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plifie pour ses nombreux ¢leves une partie de
meés démonstrations ; i1 a bien voulu me com-
muniquer ses.remarques avec toute la franchise
de Pamitié, et Jen ai profité souvent. J'ai cher-
ché, d’apres ses avis, a éclaircir les points qui
avaient paru embarrasser les éleves, a généraliser
les démonstrations , & les abréger, quelquefois
méme a les rendre plus exactes ; en un mot, des
la seconde édition, javais refondu entierement
toul ce petit Ouvrage; je l'ai encore retouché dans
celle-ci; et, tel quil est, je ne le crois pas in-
digne d’étre offert a I'enseignement. Jai fait la
méme chose, avec les mémes secours, pour la
seconde édition de mon Traité élementaire d’ A s
tronomie physique. L'accueil favorable que le
public a bien voulu Jui faire, ne m’a rendun
que plus ardent 4 le corriger; et jai regarde la
critique éclairée et bienveillante des professeurs
qui en ont fait le iexte de leurs cours, comme
la marque d’estime la plus précieuse et Ja plus
utile qu’ils pussent m’accorder; j'ose espérer qu’ils
voudront bien m’zider encore a le perfectionner,
et que leurs remarques bienveillantes me dorne-
ront le moyen de mettre la dernicre main a cet

ouvrage , dans lequel jai tiche d’embrasser et
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d’exposer toutes les opérations de 1’Astronomie
observatrice,, dans un ordre naturel et métho--
dique; ce qui, je crois , navait pas encore €té
fait auparayant.
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PRELIMINAIRES.

1. Lomrseu'on a quelque usage de I'algtbre , on Yapergoit
que la solution d’un probléme y est toujours composce de
deux parties. La premiére consisle A énoncer en algébre
I'état de la queslion proposée ; cela s’appelle mettre lc pro-
bléme en équation : la seconde a pour objet la résolution
des équations du probléme et la détermination des inconnues 3
celle-ci est purement de calcul.

On peut donc appliquer Panalyse 4 la résolution d’une
question , quelle que soit d’ailleurs sa nature, dés quon sait
Pécrire en langue algébrique.

Montrer comment on peut écrire en analyse les questions-
de géométrie, et , réciproquement , comment on peut traduire
en géoméirie les résultats de Panalyse , tel est le but de ap-
plication de Ualgébre & la géométrie,

2. Pour donner un exemple bien simple de cet enchaine=
ment , proposons-nous de diviser une ligne donnée en deux
parties telles, que la premiére soit moyenne proportionnelle
entre la ligne entiére et lautre partie.

b




2 PRELIMINAIRES.

Représentons par @ la longueur de la ligne donnée , Cest-d=
direle nombrequi exprime combien de fois elle contient 'unité
de longueur : soit de méme x le premicr segment inconnu ; le
second sera @ — x ; et , d’aprés les conditions du probléme , on
aura

a x

£ a—x

Celte équation , qui ne contient que la seule inconnuex,

servira a déterminer le segment cherché. En effet, on entire
- ax=a*;

ce qui donne pour x deux valeurs

ou bien
a 2y a?
X —— a —r
> ] 4

qui satisfont également aux conditions de la question proposée 4
puisqu'elles vérifient 'équation qui les exprime,
Pour savoir ce qu’elles signifient, considérons d’abord la
: G a*
premiére ( fig. 1). a* 4 —— représente Phypothénuse
%
AC Qun iriangle reclangle 4 CB , dont un des cotés 4B
est égal & la ligne donnée a, et dont Paulre BC égale la

moitié de cefte ligne ; et puisque , pour avoir x , il faut
a 1 y .

retrancher — de cetle hypothénuse , si du point C comme
2

centre , avec CB ‘pour rayon , on déerit une circonférence
de cerele , elle ‘coupera 4 C'en un point D tel que .4 D sera
ia longueur du segment cherché, En le reportant ensuile sur
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413 par un arcde cercle , on aura le point 2, ot il faut diviser
cette ligne. Cette construction est précisément celle que lon
donne dans les Elémens de Géométrie,, pour couper une ligne
en moyenne et exlréme raison.

La seconde valeur de » est entiérement négative et égale
d—AD.

3. Le probléme précédent a été trés-facile & traduire en
algébre , parce qu’il n’exige pas que T'on ait sous les yeux une
figure de géométrie , et quil se réduit immédiatement a une
question de nombres. Or, tous les problémes de géométrie
peuvent étre réduits de cette maniére , mais non pas tous avec
une égale simplicité.

La méthode quil faut employer pour y parvenir est géné-
vale. Qest exactement celle que P'on suit en algébre pour metire

les problémes en équation.

On commence par reconnaitre toutes les lignes connues ou
inconnues qui doivent entrer dans la solution da probléme ,
et on choisit des lettres pour les représenter. Si l'on a réelle-
ment considéré toutes ces quantités , il doit exister enire elles
certaines relations , cerlains rapports, qui permetient de les
déduire les unes des autres. On cherche d’aprés les régles de
la géométrie , quelle marche il faudrait suivre , quelles opé-
rations il faudrait faire pour établir ainsi leur dépendance
mutuelle : & mesure que Pon découvre ces opéralions , on les
écrit algébriquement. Le résultat vous conduit toujours a
trouver Pexpression algébrique d’une des guantités connues
ou inconnues , parle moyen des antres ; alors vous égnlez cette
quantité a la lettre qui la représente , précisément comuie si
vous aviez voulu la vérifier : vous obtenez aimsi une équation
entreles quantités connues et inconnues du probléme;et lorsque
vous avez formé de cetle maniére autant d’équations que
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d’inconnues , le reste s’achéve par les régles ordinaires de
Valgébre.

4. La véritable difficulté de ces sortes de problémes n'est
pas proprement de trouver les relations qui existent entre les
lignes , car ces relations sont naturellement indiquées par 1’é-
noncé de la question ; nous verrons méme que l'on peut tou-
jours, sans aucun arlifice particulier , obtenir I’expression de
ces rapports , et mettre les problémes en équation , en
désignant d’une maniére analytique la marche et la com-
binaison de toutes les lignes qui donnent par leurs inter-
sections les quantités cherchées : mais, ce qui exige une
adresse particuliére , ce qui fait proprement Fart de l'ana-
Iyste, c’est de découvrir la route la plus expéditive pour
passer des connues aux inconnues , et de saisir, parmi lous
les rapports qui les unissent, ceux qui sont plus propres a
4 étre exprimés par le caleul. Jaurai , dans le cours de cet
Ouvrage , de fréquentes occasions d’appliquer ces remarques
et d’en faire sentir la vérité par des exemples : pour le mo-
ment, je ne me propose que d’en faire concevoir les prin-
cipes généraux.

Lorsque les équations d’un probléme de géométrie ont été
résolues par le moyen de Yalgéhre, on a l'expression ana-
Iytique des lignes cherchées , au moyen des lignes el des
quantités données : il ne reste plus qu'a effectuer numéri-

quement les opérations indiquées dans ce résultat.

5. Pour cela , on doit remarquer que les lignes ne peuvent
éire comparées numériguement les unes aux autres quautant
qu'on les rapporte ou qu'on les congoit rapportées a une
méme ligne qui est censée leur servir de mesure , et que
Von prend pour unité¢ de longueur. Au moyen de celte con-

wention , chague ligne se trouve représentée par un nombre ,



PRELIMINAIRES. 5

t Pon peut faire sur elles toutes les opérations de U'arithmé-
tique. Ainsi on peut les concevoir ajoutées ou retranchées
les unes des autres, multipliées entre elles ou divisées; et
cest seulement sous ce rapport que Pon peut attribuer un
sens 4 ces opérations,

Alors il devient facile de calculer les valeurs des lignes
dont on a trouvé Pexpression analytique. Si, par exemple ,
les lignes connues sont désignées par @, b, ¢, Pinconnue par x,

a@
et que l'on ait s
cela signifie que le nombre qui représente la ligne x, ou le
rapport de cette ligne a l'unité , est une quatri¢me propor-
tionnelle aux nombres ow aux rapports quireprésentent les
iigncs abec.

Et, si Von avait trouvé

s=V a ~+ 62,
on prendrait la somme des carrés des nombres qui vepré-
sentent les lignes a et b, ou leurs rapports avec I'unité, on
extrairait la racine carrée de cette somme, et 'on aurait le
nombre qui représente la ligne x, ou le rapport de cette
ligne a uniteé,

6. 11 serait trés-possible que la solution d’un probléme de
géométrie donnat, pour la ligne inconnue x, une expression
de cetle forme

x= aib.

Ce résultat n’offrirait aucun sens raisonnable, si on vou-
lait regarder les leflres @ & x comme représentant des lignes.
réelles, et non pas des nombres; car il semblerait signifier
que la ligne & est égale a la surface du rectangle construit sur
les deux lignes @ et 4 ; mais cette difficulté disparuit auseitof

3 . .
quon revient aux notions exactes et qu’on regarde ces lettres

comme désignant des rapports.Ce résultat signilie que le nombre
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ou le rapport qui représente la ligne ., est égal au produit des
nombres ouw des rapports qui représentent les lignes a et b.
11 en sera de méme dans tous les autres cas ou la valeur de
Tinconnue se trouverait exprimée d’une maniére quelconque
en fonction des quantités connues du probléme. En considérant
les lettrves comme représentant des nombres, Pinterprétation
des résultats n'offrira aucune espéce d’obscurite.

7. Les opérations arithmétiques que Yon fait sar les lignes,,
comme on vient de le voir, en les représentant par des
nombres , peuvent s’effectuer égalément par la géometrie. Je
ne parle pas seulement d'ajouter les lignes ou de les soustraire ,
cs qui exige simplement qu'on les place & la suite I'une de
Vautre, ou quon les superpose ; mais la muMiplication , la
division et Textraction des racines carrées , peuvent' se faire
aussi géométriqguement , par le moyen de la ligne droile et
du cercle.

8. Par exemplé, si 4B (fig.2 ) représente Panité de lon-
gueur’, et qu'il faille multiplier 4D par 4C, on menera deux
Tignes soiis tn angle quelconque 5 on portera 4B et AD sur
la premiére’; AC sur la seconde; puis, joigndnt les points
B et C par une ligne droite , et, menant DE parallélea BC,
AE sera la ligne deinandée. En effet, les triangles semblables
ABC, ADE , domment

S e
L= AR
AC
ol AE = AD.,——-.
AB

Reéciproquement ; 8'il fallait diviser A par A D , on join-
drait les points E et IJ par une ligne droite DZ ; puis,
menant BC paralléle a DE , AC serait le quotient de la
division.



PRELIMINAIRES. : 7

g. S'il s'agissait dextraire la racine carrée d’une ligne den-
née , dont Pexpression numérique serait @, et que nous suppo-
serons représentée pir A D ( fig. 3),onajoulerait & cette ligne
Tunit¢ de longueur DB ; puis, divisant AB en deux parlies
égales au point C, de ce point comme centre, avec CAouCB
pour rayon, on déerirait une circonférence de cercle : alors la
perpendiculaire DE , menée du point D a la droite 4B, et
terminée a la circonférence, serait la racine carrée demandée.
En effet , d’aprésles propriétés connues du cercle , 1a longueur
de cette perpendiculaire est moyenne proporlionnelle entre
celles des deux segmens.

1l est visible que la méme construction servirait pour trouver
géomélriquement une moyenne proportionnelle entre deux
lignes quelconques données. ;

10. Kn combinant les deux procédés que nous venons d'ex~
poser avec les proprictés du triangle rectangle , on construirait
géomélriquement les racines d’une équation quelconque du
second degré.

En effet, si cetle équation était de la forme

a2 —2ax=206",

en la résolvant par rapport & & ; on trouversit
x=—a=} a* -+ 62,

La premiére valeur se construira comme celle de Tarticle 2.
On prendra (fig. 4) une ligne 4B égale a &; puis on élevera
sur celle ligne la perpendiculaire CB=a; et, du point C
comme centre, ave¢ CB pour rayon , décrivant une circonfé~
rence de cercle , .4 E sera une des racines de I'équation pro-
posée ; car on aura

AE=CE +CAd=a+V a* +b%
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Quant a Pautre racine » on voit qu'elle est négative; ‘puisque
LV a? b est plus grand que @ ; mais, abstraction faite de son
signe , il est visible que 4D ou 40— CD représente la
quantité [/(F—I——Z)’.—a:. Ainsi cette quantité 4D, prise aveo
le signe négatif, exprime la seconde racine.

Si, au lieu de I'équation précédente, on avait
x*—2ar—-—52,
on en lirerait par la résolution.,
= a=l a— b2,

Alors la construction serait un peu différente. On prendrait
une ligne 4B égalea b (fig. 5); sur cette ligne on éleverait
la perpendiculaive CB égale & @ ; puis, du point C, comme

=) 5 puis, ’
cenlre , avec CB pour rayon, on décrirait une circonférence de
cercle : alors, mienant du point 4, sur la ligne .4 B, une perpen-
diculaire A4 £ , cette perpendiculaire couperait la circonférence
en deux points D, E, et 4D » AF seraient les deux racines
de Véquation : la premiére représenterait @ —b a* — b? ;
la seconde @ 1" a* — b,

Si le cercle ne'coupait point la droite en deux poinls , mais
Ia touchait en un seul, ce qui arriverait si a était égal 4 & , les
deux racines de 'équation deviendraient égales , et il n’y aurait
gu’une:solution r=a.

Si le cercle ne coupait pas la droite 4, cequi arriverait si
b était plusgraid que @, les deux racines de I’équation seraient

imaginaires ; et le probléme serait impossible (2)-

7

de Descartes,

(1) Les exemples ‘que je viens de citer sont tirés de la Géométrie
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Au reste, ces mémes racines pourraient encore s'extraire
géométriquement d’une infinité de manieres différentes ; mais
j’ai rapporté seulement celles qui précédent, parce qu'elles
sont les plus simples, et qu'elles suffisent dans tous les cas.

11. Tl arrive quelquefois qu’en résolvant algébriquement des
problémes de géométrie, on est conduit, parle caleul, & des
résultats tels que celui de Yarticle 6 , dans lesquels tous les
iermes n'ont pas, en apparence, les dimensions convenables
pour représenter des lignes. Ces résullats, dont la comstruc-
iion pourrait embarrasser les commencans , s’interprétent
sans aucune difficulté’; dés qu’on se rappelle qu'on ne peut
faire entrer des lignes dang le calcul qu’en les supposant repré-
sentées par des nombres. Par exemple , si @, b, ¢, représentent
des longueurs données, et x la longueur inconnue que l'on

cherche , il est possible que I’équation en x donne
s=a*+V a?—ab = c2.

Une pareille expression naurait aucun sens raisonnable , si
Yon voulait entendre que a, &, ¢ et a, représentent réellement
. des lignes ; mais elle s'interpréte sans difficulté dés que on

regarde ces quantités comme des nombres,

2. : .

Veut-on construire une expression de ce genre par la géomé-
lrie, rien n'est plus simple : il faut représenter aussi Punité
1;r1(:u11'e par une lettre , par I, par exemple; puis, au lien
des nombres @, &, ¢, x., on aura les rapports équivalens

AY SRS ph X :
3 e ey o dans lesquels .4 , B, C, X, désignent

réellement les lignes dont @, &, ¢, & ,#étaient les expressions

numcriques ; et , en substifuant ces valeurs, dans I'équation
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précédente , elle deviendra

Reaicre oAl A A B
o IO Fa o +

ou, en faisant ¢vanouir le dénominateur du premier membre ;

g g SR
X=Z +\/T-—A3+c.

Llexpression de la ligne X ainsi préparée, ne renferme plus

que des quantités faciles a conslruire, car représente une

ligne D, quis'obtiendra par une quatriéme proportionnelle ;
A3 A3

; : . :
o7 peut se décomposer ch_ A , et Pon peut lui substituer

un carré E* , danslequel la ligne Z est moyenne proportionnelle

entre A4 et j.i_—:: de méme, le produit .4 B peut se trans-
former en un carré F'*, el la partie radicale de 'expression
précédente deviendra

Au moyen du triangle rectangle, £*—F* peut se’ trans-
former en carré H* ; et le résultat, qui devient VO HPCR,
g'obtiendra par une consiruction du méme genre: Le radical
de celte expression sera ainsi représenté tout enlier par une
ligne G , et lon aura

X=D+

résultat qui n'exige plus qu'une simple addition de lignes. On
opérera de la méme maniére dans tous les cas analogues ; et,
si Uon veut bien se rappeler que les lelires sur lesquelles on
effectue le calcul représentent toujours des rapports de lignes
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Vinterprétation des résultals n'offrira jamais aucune obscu-
rité.

12. Au reste , les constructions géométriques ne doivent étre
regardées que comme un moyen quelquefois élégant de repré=
senter les solutions des problémes, et non pas comme un pro-
cédé rigoureux pour trouver leurs valeurs numériques. Rela-
tivement a ce dernier objet , le calcul est infiniment préférable ,
parce que son exactitude est indéfinie , et méme il vaut toujours
mienx y recourir , quand la construction n’est pas tres-simple.,

13. Les méthodes que nous venons ‘de parcourir n’avaient
pour but que des problémes déterminds, clest-a-dire, - dans
lesquels Finconnue n’était susceptible que d’un certain nombre
fini de valeurs ; mais on peut aussi se proposer des questions
de géométrie indélerminées, qui soient susceptibles d’une infi-
nité de solutions.

Par exemple, si I'on considére une ligne courbe AMM'
iracée sur un plan (fig. 6) , et que, de plusieurs points de cette
courbe, on méne des perpendiculaires PM , M' P!, sur une
droite 4 X donnée dans le plan, ces perpendiculaires auront
certainement une longueur déterminée dépendante de la nature
de la courbe , de sa position, etde la distance des points MM’ :
si donc on prend sur la ligne 4 X un point fixe 4 pour point
de départ, chaque ligne AP aura sa correspondante A7,
qui résultera du concours de toutes ces circonstances; et la
relation qui subsistera entre les AP et les PM , dans les
diverses parties de la courbe , détermine nécessairement la
forme de son cours.

Or, il serait tr¢s-possible que ce rapport fiit de nature &
étre toujours exprimé par une méme équation entre les 4P
et les P ; auquel cas cette équation servirait a frouver une
quelconque de ces quantités par le moyen de Pautre , lorsque .
celle-ci serait donnée.
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8i Pon savait, par exemple, que dans toufe I'étendue de
la courbe chaque P est égale a la ligne AP qui lut
correspond, en représentant généralement les premiéres par
la lettre y, et les derniéres par x, on aurait entre elles la
relation

E—t7

Dans ce cas , la suite des points M, M'... ( fig. 7) forme évi~
demment une ligne droite inclinée de 50° sur I'axe 4.X.

5i T'on savait, au contraire, que dans toute Pétendue de la
courbe chaque PM est moyenne proportionnelle entre les
distances du point 2 (fig. 8), a deux points fixes .4 ct B pris
sur I'axe 4, en représentant toujours .4 P par x, P M par y,
et nommant 2a la distance 48, on aurait, daprés la
condition proposge,

y*=zx(20=x),

ou y*=2a x—ax".

Cette équation fait connaitre y , lorsque I’on se donne = , ¢t
réciproquement : elle suffit done pour trouver autant que Ton
voudra de lignes PIM ct de points I, M'... qui seront tous
sur la courbe proposée. Il est visible, d’ailleurs , d’aprés la
propriété d'ou nous somimes parlis, que cette courbe est une
circonférence de cerele décrite sur 4B comme diamétre.

34. Puisque chacune des équations

9 =

y=2ax—x*
peut servir & trouver autant de points que Ton voudra sur la
droite ou sur le cercle dont elles énoncent une propriété géné-
rale, il est évident que ces équations sont- équivalentes 4 la
construction actuelle de ces lignes, et quelles peuvent étro
cmployées pour les représenter.
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On peut, en généralisant ce résultat, regarder toutes les
Jignes courbes comme susceptibles d’éire ainsi représentées
par des équations entre deux variables indéterminées ; et
réciproquement , on voit qu’une éguation quelconque , entre
deux indéterminées , peut étre interprétée géoméiriquement,
et considérée comme représentant une ligne courbe , dont elle
peut fuire trouver successivement fous les points.

15, Cette maniére ‘d’envisager les rapports de la géométrie
et de lalgébre est beaucoup plus étendue et plus féconde que
celle que nous avions considérée d’abord , et qui se bornait aux
problémes de géoméirie délerminés; on peut méme la géné-
raliser encore, et ’appliquer aux équations a trois variables
qui représentent des surfaces , comme on le verra par la suite
mais , pour le moment, les considérations préeédentes nous
sufliront. Je ne me proposais ici que de fixer précisément , et
de faire bien comprendre celte division qui parlage Pappli-
cation de l'algébre a la géométrie en deux branches distinctes
et totalement séparces dans leur objet. Elles 'ont été de méme
dans I'histoire des mathématiques. L’invention de la derniére
est due & Descartes. Avant ce grand homme , on wavait appli-
qué lalgébre qu'aux problémes de géoméirie déterminés. I1
ouvrit ainsi une route nouvelle , et I'on peut dire qu’il fraya le
chemin a Newton.

16. Aprés avoir jeté un coup-d’eeil en avant sur la carriére
que nous allons parcourir, et tracé la route que nous devons
suivre, il faut revenir en arriére, et former les méthodes
nécessaires pour avancer ensuite facilement.

La premicére chose & faire 4 cet égard, cest de chercher un
procédé direct pour énoncer les problémes de géométrie dans
le langage de Talgebre, afin d’étre toujours assuré de pouvoir

les mettre en équation. Cest a quoi nous parviendrons, en con-
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sidérant qu’une question de géométrie peut toujours se réduire
en derniére analyse , 4 {rouver un ou plusicurs points disposcs
suivant des conditions données ; d’ou il suit que, pour atteindre
le but proposé , il faut chercher comment on peut exprimer en
analyse la position des poinis de 'espace.

T’espace, tel que les géométres le considérent , est une
¢tendue indéfinie dans laquelle on congoit que tous les corps
sont placés. On ne peut doncy déterminer le lieu absolu des
corps , mais seulement leurs situations relatives , qui sont les
seules dont la connaissance nous soit nécessaire :. et, pour
cela, on rapporte ces points a des objets fixes, dont on sup-
pose que la position est connue.

Sur un plan on congoit deux droites A4X , AY, faisant
entre elles un angle quelconque donné (fig. g) ; tout point A7,
situé dans le plan , est déterminé lorsqu’on connait les longueurs
des droiles MQ , MP, menées de ce point parallelement
anx lignes A X, AY, et terminéesa ces lignes; car par les pro-
priétés des paralléles AQ=PI, ¢t 4P = QM. On peut
donc, en connaissant ces valeurs, mener les droites P et
MQ, qui , par leur intersection , déterminent le point A7,

Dans Pespace , on congoit troisplans Y A X, X A Z, ZAY,
faisant entre eux des angles donnés (fig. 10 ). Un poinl quel-
conque /W se irouve déterminé de position , quand on connait
les longueurs des droites MM, MM, M M"', menées par
ce point parallélement aux intersections des trois plans, et ter-
minées a ces plans ; car alors on peut mener trois plans paral-
1¢les a ceux-ci, et sur lesquels il se trouve.

Avant d’examiner les conséquences qui résultent des con-
ventions précedentes, il est bon d’observer qu’en général nous
prendrons les mols plan et ligne droite dans leur acception la
plus étendue; clest-2-dire, qu’en général nous entendrons,

par ligne droite, une ligne droite indéfiniment prolongée, et
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par plan, un plan indéfiniment étendu. Lorsqu'il sera néces=
saire de considérer des portions limitées de plins ou de droites,
nous en averiirons , comme NOUs Venons de le faire; mais
ces ahstractions seront toujours déterminées par les conditions

particulieres de la question proposce.

Des Points et de la Ligne Droite considérés

sur un plan. ’

17. Lorsque les points M, M', d’un plan sont rapportés
a deux lignes fixes , AX, AY , mences dans ce plan , les lon-
gueurs QM , Q'M’ , ou leurs égales AL, 4P, se nomment
abscisses ; et les distances P, P'M' , ou lears égales 4Q,
AQ', sappellent ordonnées (figg). La ligne 4X, sur
laquelle se comptent les longueurs AP, AP/, se nomme
Yaxe des abscisses ; AY est V'axe des ordonnées. Les or-
données et les abscisses se désignent encore par la dénomina=-
lion générale de coordonnées ; les lignes-.4 X , 4Y , sont
alors les axes des coordonnées, et le point .4, oi elles se
coupent , en est Iorigine. Le choix des axes est absolument
arbitraire ; et l'on peut, & volonté, compler les abscisses ou
les ordonnées sur 'un ou sur l'autre.

18. Représentons en général par x les abscisses, et par
les ordonnées ; x et ¥ seront des varfubles qui prendront di-
verses valeurs pour les différens points que I'on devra consi=
dérer (fig. g ). Si, par exemple, ayant mesuré les longueurs
AP, PM ,qui déterminent le point 3/, on trouve la pre-
miére égalea @, et la seconde égale 4 &, onaura, pour fixer
la position de ce point, les deux équations

xII=a y=l

et, comme elles suffisent pour ect objet , nous Jes-nommerons
les équations du point /4.
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§i Pabscisse .4 P restant la méme , Vordonnée PA dinits
nue , le point A7 s'approche de plus en plus de l'axe A4X; si
PAM ou b devient nulle , le point M tombe en F sur Yaxe

des & lui-méme ; et ces équations deviennent
r=a ;V::O.

8i Pordonuée P restant la méme, Vabscisse 4P diminue ,
le poing M sapproche de plus en plus de l'axe AY , avee
lequel il finira par coincider, si 4P devient nulle; ce qui
donne

=0 y="b
pour les équations d’un point tel que'Q , situé sur I'axe méme
des 7.

Enfin, si Pabscisse AP et Yordonnée PM deviennent
nulles en méme temps, le point M coincide avec le point 4,
origine des coordonnces, et 'on a

TE=0 y=o0
pour les équations de celte origine.

19. On voit par la, qu'en supposant aux variables x et y
toutes les valeurs positives possibles , depuis zéro jusqu’a I'in-
fini , on peut exprimer la position de tous les points placés dans
Tangle ¥ 4X, '

Quant aux points compris dans les autres angles formés par
les axes, ils répondent aux valeurs négatives des variahles x et y.

Pour le démontrer , concevons qu'au lieu de ¥ .4 on
prenne pour axe des y la ligne A" Y parclléle a la premiére,
et telle que 44" = A (fig. 11). Nommons &' les nouvelles
abscisses comptées sur le méme axe A4X , mwais a partir de la
nouvelle origine A'. Cela posé , si nous considérons un puint

quelconque M situé dans V'angle Y'! A'X , nous aurons

AP = A4+ A'P ou ¥=.4 4 a;
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mais , si nous considérons un point 7' situ¢ dans Fangle
Y/ A' A, et que nous représentions encore son abscisse 4 P!
par la variable &', en lui supposant toutefois une valeur

quelconque , nous aurons

AP =AM — AP " oux=—.Ad— al;

?

d’ott I'on voit que, si Pon veut rendre la méme formule ana-
lytique .
x=—A 4

applicable a-la-fois aux points situés dans Pangle X A'Y7,
et aux’ points situés dans Pangle £ 4'Y", il faut regarder
pour ceux-ci les valeurs de x' comme négatives-, en - sorte
que le changement de signe réponde a leur changement de
position par rapport & Iaxe .4'Y7,

Pour confirmer cetle conséquence , et faire voir encore
plus clairement comment la formule précédente peut lier
les différens points du plan, supposons que Pon considére
d’abord un point sifué sur Paxe 4'Y’ lui-méwie : pour ce
point af sera nul , et la formule

z=_d 4z donnera x = 4.

Cest la valeur de Pahbsecisse .4.4' par rapport aux axes
AXi, AY.

Mais si lon veut que cetle méme équation convienue
aussi aux points situés sur DPaxe AY , considérons un

quelconque d’entre cux ; son abscisse a sera nulle, et la
formule précédente donnera

d+ =0 ou s =— 4;

ce qui est encore la valeur de Vabscisse _4.4' ,en'la sup-
posant rapportée a Paxe A'Y'. Llexpression analytique de
cette abscisse devient donc posilive pour laxe AY , et

2
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négative pour axe A'Y’, quand on suppose les points du
plan liés entre eux par I'équation

x=d + 2.

Ce résultat s'applique également aux valeurs négatives
de x, et prouve qu'elles appartiennent aux points situés
du cbté de axe AY , opposé aux valeurs positives ; car,
quel que soit celui de ces* points que l'on considére , si on
1e représente par JU/! , on pourra toujours mener un nouvel
axe A"Y" , qui se trouvera placé par rapport a l'uxe AY,
comme celui-ci Iétait précédemment lui-méme par rapport a
Taxe A'Y".

En transportant Paxe 4 X parallélement & lui-méme, et
fixant la nouvelle origine en A" (fig. 12) ; fuisant 44" = B,
et nommant y' les nouvelles ordonnées comptées a partir de
Yaxe 4" X' , on aura

y=B+y
pour les points situés dans Pangle ¥ wxit

et y=B—)

pour ceux qui sont situés dans Pangle AA"X" : en
sorte que, pour comprendre les uns et les autres dans
une méme formule analytique , il faut regarder les valeurs
négatives de y' comme correspondantes a des points situcs
du coté de Yaxe 4"X' opposé aux: y' positives; et,
comme cela s'applique également aux axes 4X , 4Y, on
en doit conclure que les changemens'de sigoe de la va-
riable ¥ répondent au changement de position des points de
part ou d’autre de Paxe des abscisses.

En réunissant ces résultats,.on voit que les valeurs
négatives des coordonnées doivent étre prises €n sens con=

traire de lemrs valeurs positives; sans quoi, les mémes
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formules ne pourraient pas s'appliquer a tous les points
du plan, et ne comprendraient que ceux qui scraient
sitaés dans un méme angle des axes. Réciproquement;
la convention précédente étant établie , tous les points du
plan, quelle que soit leur situation , sont compris dans les
mémes formules.

On aura, d’aprés ce qui précéde, (fig. g)
dans P’angle Y4 X x posilif el y positif ,
dans Pangle YAz x négatif  y positif,
dans Vangle X Ay x posilif y négatif,
dans Fangle =y x, négatif = y négatif,
par conséquent, les équations
= Yy=b,

qui déterminent la position d’un point dans Pangle Y A4X,
deviendront

L= iz r=+4é

=+ a y=—=b

T=—a y=—10,

selon que ce point passera dans un des angles Y Adw,
XAy ,xdy. En supposant a et b quelconques , les deyx
premiéres pourront représenter toutes les-autres.

20. La laison que nous venons de découvrir entre les
signes des variables = et y, et leurs positions par rapport
4 leur origine commune, n"a pas lieu seulement lorsque

leurs valeurs sont comptées sur des lignes droites ; celte
liaison subsisle toutes 'les fois que T

on représente les va-
leurs d’une quantité vari

able par des longueurs comptées
sur une ligne quelconque , et & partiv d’un méme point,
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Soit , par exemple , une circonférence de cercle 4B ab ,
dontr Aa est un diamétre, et dont. le centre est an
point C (/ffg. 13.): si Pon -veut représenter les valeurs
positives d’une variable x par les aves AM ; AM', complés
& partiv du point A , et dans le: sens' 4B , il faudra répré-
senter les valeurs négatives de la méme variable par des arcs
Am, Am' , complés i parlir du méme point A , et dans
le sens oppos¢ au premicr, sans uoi ces arcs ne pourront
pas étre compris avec les précédens dans une méme formule
analylique.

En effet; si lon “congoit Porigine transportéeren A’ et
qu'on représente par &' les valeurs des arcs; compiecs de

ce point , on aura , en faisant 44' =a,
x=a+4 x

pour les points situés au-dela-du point el y

et x=a—a'

pour les poinfs situés entre le point A’ et le point 4.
Ainsi , pour que Ja,méme formule s =2 - z! convienne aux
uns et aux autres , il faut regarder le changement de signe
de 2! comme répondant au changement de position des arcs
par rappbrt a la nouvelle origine, s

Avec celte convention, si lon fait / =0, on_ aura
x=—a pour la valeur de larc 4.A4' comptée a partir du
point A , tandis qu'en faisant x=o0, on aura 2 =—a
pour la valeur de ce méme arc rapportée au point A'.

Et comme ces raisonnemens sont applicablesia lorigine A
aussi Dbien qua Torigine ', on doit en conclure que

les arcs négatifs doivemt étre pris en sens -contraive des
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aves posilifs , pour que les uns et les autres puissent
¢tre compris dans les valeurs successives d’une :méme
variable . :

Les principes exposés dans le n°. 1gétant appliqués , dans le
cercle , aux sinus , cosinus , déterminent complétewent lamar-
cheetles rapports des signes qu’il faut leur attribuer dans lesdif-
févens cadrans. Si des points M M', extrémités des ares A
AM', on méne les droites ME, M'E', perpendicnlaires au
rayon C.A , ces droitessituées du méme coté de ce rayon et pa-
ralléles enir’elles, devront étre affectées du méme signe, par
exemple du signe--, caron peutlesconsidérer comme desordon-
nées comptées & parlir du point C, surla ligne C.B perpendicu-
laire a €.4.11 ensera de méme, par la méme raison, de tous les
sinus qui appartiennent & des arcs dont Uextrémilé se termine
sur un des points de la demi-circonférence 4 B @ ; mais une
fois cette convention adoptée , tous les sinus des aves dont Pex-
trémité se trouve sur 'autre moitié¢ @ B' 4 de la circonférence,
doivent étre affectés du signe négatif, car les droites m p,
m! p!, qui les représentent, pouvant se comptersur le rayon c @,
dans un sens directement contraire aux premiers, doivent élre
marqués du signe opposés

Quant aux cosinus, pour le point .4, ou Parc est nul,
il est égal au rayon CA ; et pour le point @, o Parc
est de 200, il est égal & Ca. Si donc nous le supposons
positif dans le premier cas, il faudra le regarder comme
négatif dans le second ; mais le choix est ahsolument libre,
seulement il faut observer la méme loi par rapport aux
Lignes situées de part et d’autre du point € sur la ligne
A Ca.

Les signes des sinus et des cosinus étant déterminés
d’aprés les conventions précédentes , sclon leur position

dans les différens quarls de cercle, ceux de toutes les
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autres lignes trigonométriques s'en déduisent; car ces
lignes peuvent foujours éire exprimées rationnellement ,
en fonction /des sinus et des cosinus auxquels elles répon-
dent, de sorte que 'on connaitra leurs signes d’aprés ceux
que prennent ces quantités.

On peut done, a Paide des principes précédens , expli-
quer sans difficulté ]a marche des valeurs que prennent
les lignes trigonométriques suivant les différens arcs aux-
quels elles répondent. Quoique c¢et exémple nous ait un
peu écartés de notre objet , jai eru devoir le donner , parce
qu’il demande des considérations assez délicates , et qu'il
est tréds-propre A faire sentir comment on doit raisornet
dans tous les cas de cetle nature.

21. On peut encore , & l'aide de c¢ qui précéde , trouver
analytiquement Dexpression de la distance de deux points
dont on connait les coordonnées rectangles.

Soient M/, M' | les points dont il gagit (fig. 14) : si
Pon meéne M'Q' paralléle & Taxe des x, et lerminée aux
coordennées M P!, M" P! | le triangle M'MQ', rectangle
én Q', donnera ,

MM'=V' M Q*F M'Q".

Soient maintenant ' »y'y &', %', les coordonnées AP
P"JWI’,AP”,P”M”;M’Q’ sera x”—:&s’, et ﬂ{!JQI:J,H_J,.'.
Si donc on représente par I la distance cherchée , on aura

D:V(x”—x')’ +(yuw},:)3_

Si un des points , par exemple celui dont les coordon-
nées sont 2', yf, était l'origine méme des coordonnées , on
aurait

it g oot R
¢e qui donnerait
D=V T
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C'est l'expression de la distance d'un point quelconque
Porigine des coordonnées. I1' est aisé de s’en convaincre
sur la*figare méme , od M représente le point dont ik
s'agit ( fig. x5 ) ; car le triangle A4 MP , rectangle en P,
donne

— 2 a =
AM=AP = PM =2x* + y*;
d’ou
D=V x>y~

22. Reprenons maintenant en particulier chacune des deux
équations z=a ,y =&, qui fixent la position d’un point
sur un plan , @ et b étant des quantités quelconques.

La premiére , x — a, considérée comme si elle existait
seule, et prise dans son sens le plus étendu iant qu'on
ne considére que denx dimensions , convient & tous les
points dont Pabscisse est égale 2 @ ( fig. 9). Or , sinous
supposons 4 P = a, tous les points de la ligne P# , pro-
longée indéfiniment dans les denx sens , satisferont a cetle
condition. L’équation & = @ * appartient donc a la ligne
droite P/ , paralléle & Paxe des y.

On prouvera de méme que Déquation y=05 exprime
une propriété qui convient a tous les points de la ligne QI
prolongée indéfiniment dans les deux sens.

Ainsi, en disant que le point 7 est déterminé par le.
systéme des équations

e pEE S

on écrit qu'il est donné par Vintersection de deux droites
paralléles aux axes 4X, Y ; ee qui est la iraduction

littérale de la construction géométrique gui sert a le
trouver.
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La ligie droite , représeniée par V'équation x=—w , sera
siluée foute entiére du coté des abscisses positives, si a
est posilif : au contraire, si @ est négalif, elle s& trou-
vera du coté des abscisses négutives; si a@. est nul, elle
coincidera avec l'axe desy, donl Dléquation est par con-
séquent

= 0

11 est visible , en effet, que cetle propri¢té est commune
tous les points qui y sont situés , et n’appartient qu’a eux seuls.

De méme , snivant que b sera positif ou négatif, la ligne
droile , dont Téquation esl y = b, sera située au-dessus
et

ou au-dessous de DPaxe des x : si b est nul , elle coin-

bl ?

cidera avec cet axe, dont I'équaltion est par conséquent

.;V e | e
Enfin, le point ., origine des coordonnées, étunt a-la
fois sur ces deux axes , sera donné , par le systéme des deux
cquations »
: SRR
comme nous P'avons irouvé précédemment.

23. La méthode que *nous avons employée pour expri-
mer analyliquement la position d'un povint, peut donc
servir encore & désigner ume suite de points situés sur
une méme ligne droite paralléle & un des axes des coor-
donmées.” "En généralisant ce résultat, on voit que, si tous
les points d'une ligne quelconque , droite ou courbe , sont
tels quiil existe la méme relation entre les ordonnées et
les abscisses de chacun d’eux , I'équation entre x ety , qui
exprimera cetle relation , doit caracléviser celte ligne.
Réeiproquement , I'équation étant donnée, la nature de
la courbe s’ensuit’; car si Pon veut {1rouver ceux de ses

points qui répondent & une abscisse déterminée , it suffira
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de mettre cette valeur pour x duns Pequation ; et celle-ci
ne conlenant plus alors que la seule inconnue y , fera
connaitre - les valeurs des coordonnées correspondantes ,
quil faudra placer, par rapport a laxe des & , confuormé-
ment aux signes dont elles sont affectées : de méme , en se
donnant y , I’équation fera connaitre les valeurs correspon-
dantes de x.

Une équation qui exprime ainsi la relation qu’ont entre
elles les abscisses et les ordonnées de chaque point d’une
ligne, se nomme Véguation de cette ligne; et celle-ci est
continue on discontinue , suivant que la méme ¢équation
convient ou ne convient pas a tous les points dont elle est
composce.

24. Considérons , par exemple, une ligne droite A
(fig. 16 ) menée par l'ovigine des coordonnées, et faisant
un angle « avec Paxe deswx , langle des deux axes étant
égal a @ : si d'un point quelconque A7 , pris sur cetle droite,
an méne lordonnée PM parallele a Taxe des y, on aura
toujours
PM AP sin e

—_—— = B ol -2
SN .xm.(,e—g_)( J T e —e)’

et celte équation ayant lien pour tous les points de la droite
A M, est l'éq{miinn de cette droite.

Quoique nous Payons: obtenue en considérant les poinis
situés dans Pangle ¥4 X, elle n’en est pas moins appli-
cable aux points situés dans les autres angles des axes J
pourvu quon y change convenublement le signe des va-
riables # ¢t y. 8i Pon y fuit, par exemple , = négalif,
pour avoir les points situés du .coté des abscisses négatives ,
e¢lle dennera

T xsin e
T —
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c’est-a-dire , que, pour ces points,y devient aussi néga=
tive, de sorte quils sont situés au-dessous de T'axe des x ,
tandis que ceux qui sont situés dans Vangle X.4 ¥ sont au-
dessus du méme axe: nous supposons ici que sin « est une
quantilé positive,

Cetle valeur de « est la méme pour tous les points de
la méme droile .4 M ; mais elle varie d’une droitea une
aulre : examinons les circonstances qui résultent de cette
variation.

A mesure que « diminue, la droite #incline vers l'axe
des ahscisses, avec lequel elle se confond lorsque «=o :
aussi cette supposition donne-t-elle y = o pour son équa-
tion. A mesure que « augmente, la droite approche de
se confondre avec Taxe des y , avec lequel elle coincide
quand g ===« ; car, alors, sin( 8 — « ) devenant nul , é-
quation se réduit & xy=o. L’angle « continuant & aug~
menter , (#— «) devient une quantité négative ; alors
sin ( B —« ) est négatif et égal' & —sin (& —8) ,. et Péqua-
tion de la droite devient

x sin &

elle se trouve alors placée dans la situation 4B, et clest
ce que I'équation précédente confirme; car tant que x est po-
sitif, clle donne y négatif, et Pon ne peut avoir y positif
qu'en premant x négatif : ce qui indique que la droite reste
au-dessous de I'axe des 2 ducoté des abscisses positives , et ne
passe au-dessus de cet axe que du coté des abscisses négatives.
« devenant égal 4 200°, la droite se confond de nouveau avec
Paxe des x; c’est ce que la formule indique , car on a alors
sin e =0, ce qui donne ¥ == o pour I'é¢quation de la droite.
Enfin , « devenant plus grand que 200° , sin « est négatif ,
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aussi bien que sin. (8—« ), et Véquation de la droite rede-
vient, comme précédemment,

sin «

S e =
Y= n(A—e)
> - sin & =
e coeflicient —————— reprend alors des valeurs posi=
sin ( B—u)

tives : en effet ,la droite se trouve alors placée dans la situa-
tion AM" ; et , comme elle est indéfinie , elle reprend suc-
cessivement , aprés celte révolution , les positions qu'elle oc~
cupai.

On voit , par cette discussion , que la formule

sin «

sin (f— )

y==«

est applicable & toutes les droites qui passent par Porigine des
coordonnées.

25. Considérons maintenant une droite qui fasse , ainsique
1a précédente , ’angle « avec I'axe des abscisses , mais qui ne
passe plus par I'origine des coordonnées ( fig. 17);et, comme
elle ne serait pas déterminée par cette seule condition , suppo-
sons , de plus, qu’elle coupe I'axe des y dans un point A’ tel
que A A" soit égal a b : si on lui méne , par origine des coor~
données, une parallele 4NV, dont 'équation sera

sin e

Y =% Gn (B —=)

la valeur de l'ordonnée P se composera , pour un point
quelconque , de la partie MN, qui est égale 3 44" ou

a b, et de Tordonnée PN, dont la valeur est el baietd
sin (8— «)

En réunissant ces deux guantités, on aura l'expression do
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Fordonnée PM ou y de la droite proposée , qui sera

__ xsine
e sin (8 — «) il
Cest I'équation la plus générale d’une ligne droite , quand on
ne considére que deux dimensions ; et elle renferme deux in-
déterminces @ et 5 , parce qu’il faut deux conditions pour par-
ticulariser la droite.
Il est facile de reconnailre , par la forme méme de cette
¢équation , que tous les points auxquels elle appartient sont
situés sur une ligne droite , car on en tire

y-——la__ sin e

X Thgin (B—a) ;
Si on regarde le méme point. M comme un quelconque de
ceux qui satisfont & cette équation , et que , parle point .4,
pour lequel 44" = b, on méne une paralléle 4’ Q & Paxe
desx, Q Msera y — &, A' Q sera égal i x ; et, puisque
par la nature de I'équation le rapport de ¥ — & a x est
consfant , on aura

MQ M ()'

/j Q AJ Qf 2

el ainsi de suite pour tous les points M , M, qui vérifieront
Péquation proposée; d'ott il suit que les triangles A'MQ ,
A'M'Q', ete. sont semblables , et par conséquent tous ces
points sont en ligne droite. ;

On peut retrouver de méme toutes les auires circons-
Yances relatives & cette ligne, car, d’abord, le rapport cons-

MQ Sin e - ;

‘lant;—ﬁ(—) étant égal & ?(___ﬁ— ) Pangle MA'Q = «; de
plus, quand ¥ = o0, onay =24, el par conséquent A4'.4 =5,
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on a donc un point de la droite , et Pangle qu'elle fait avee
Iaxe des x : on pourra doncla construire d’apres ces données.

Si 'on veut connaitre le point ou elle coupe I'axe des «, il
faudra supposer ¥ nulle ; ce qui a lieu pour tous les points si-
tués sur cet axe. Cette supposition donne

_bsin(ﬁ——x)'

sin e 2

et Yon voit, par le signe de cette valeur , que, si « est
moindre que g8, b étant positif, la droite coupera axe des x
du coté des abscisses négatives; ce qu'il était d’ailleurs facile
de prévorr,

En supposant x négatif et plus grand que la valeur précé-
dente , on aura les ordonnées de la droile an-dela du point B ;
el ces valeurs seront négatives , parce qu'elle passe alors au-
dessous de Paxe des abscisses.

Ainsi , non-seulement’équation

xsin e

3=y (a—n) 00

apparlient & fous les points d’une ligne droite , qui fait, avec
Paxe des & , un angle « , et qui renconire ’axe des y & une
distance & de P’origine ; mais cette équation suffit pour caracté-
riser la ligne droite dont il s'agit, et trouver sa posilion par
rapport aux axes des coordonnées.

26. Les variables z et y ne se trouvent qu'au premier degré
dans cette ¢quation, et n’y sont pas multipliées entrclles.
D’aprés cette considération, on nomme Zindaire toute équa=
tion: de cette forme , quelque nombre de variables qu'elle
renferme.

27. Cette propriété des formules analytiques ; de pouvoir

s"appliquer aux lignes dans loute leur élendue , résulte, comme
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nous l'avons dit plus haut, de la liaison qui existe- entre los
changemens de signe des variables x ety, et les changemens de
position des lignes qu’elles représentent par rapport a Porigine.

28. Jusqu’ici nous avons supposé que Pangle ¢, formé par
les axes des coordonnées , était quelconque : le plus souvent on
prend cet angle droit, et on lui donng celte valeur, parce
gu’elle contribue & simplifier les calculs; on a alors

sin (8 — « ) =sin ( I00"—«) =cos
et I'équation de la droite devient
y=uxtange | &

comme il est facile de le vérifier @ posteriori , en observant
que , par la nature de la ligne droite, la relation

y—20b

— tang «
x =]
est toujours satisfaite,, quel que soit celui de ses points que 1'on
considére.

En faisant, pour plus de simplicité , tang « = a, nous
aurons

y=ax+0

pour Péquation dela ligne droite lorsque les coordonnées sont
rectangulaires ; @ est la tangente trigonoméirique de Pangle que
fait la droitc.avec I'axe des.z , et & représente la distance de
Porigine au poini ou elle coupe Vaxe des y; ou , ce qui
yevient au méme , cest la valeur de I'ordonnée correspon-
danie 4 x == o. '

29. Tant que et & sont indéterminés , la situation de la
ligne n’est pas comnue, et l'on sait seulement que ses points
sont en ligne droite; mais si ces valeurs sont données, ou si
I'on a des conditions qui les déterminent , on en déduit la
position de la droite.
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La recherche des coefficiens @ et & , d’aprés des conditions
données , et la combinaison deslignes qui en resultent, donnent
lieu aux questions suivantes , dont il importe de retenir les
solutions, parce qu'elles servent dans presque tous les cas ot
Pon appligue le calcul a la géométrie.

30. Trouver I'équation d’uneligne droite qui passe par deux
points donnés,

Soient z/ , y', x", ¥"; les coordonnées de ces points ; la
ligne cherchée devant étre droite , son équation sera de la
forme

y=ax+b
« et b étant encore inconnus.

Pourquelle passe parle point dont les coordonnées sont 2/, 4/,
il faut que son équation soit satisfaite quand on y met al pourx,
et y' pour y ; ce qui exige qu'on ait

Y =aaz'}i.
Pour qu’elle passe parle point dontles coordonnées sont =" , '/
il faudra de méme que
y'=a sl B
Ces deux équations feront connaitre @ et 4. En substituant
leurs valeurs dans Iéquation de la droite , elle sera détermince.

L’¢limination peut se faire trés-simplement, en retranchant
la scconde équation de la premiére , et la troisitme de la se~
conde ; car on a par ce moyen ,

y—y =a(z—2')
P —y'=a(z'—z');
d’ott on tire

F— gt ’ "
L R o5 ' o by
Y y“—‘"“*—x{_x” (% —a") a—= x'ﬂ——x"',l
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La premiére de ces équations est celle de la droile cherchée ,
et la seconde détermine Pangle qu’elle fait avec axe des 2. 1l
est aisé de vérifier ¢ posceriori , que les conditions demandées

se trouvent azinsi satisfaites , car & = 2/ donne y = y/, et

x = z' donne y = 4. .
Si y—y'"=o, L e vk
e i AT

et il vient e

cest-d-dirc qu’alors la droite est paralléle a T'axe des x ; et
cela a lieu en effet, puisqu'elle passe par les extrémités de

deux ordonnées égales.

o 1 ot
Sia'— x'"=—0, ona— =0, et il vient x = a";
a

c’est-a-dire qu’alors la droite fait un angle droit avec Iaxe des
abscisses , et devient par conséquenl paralléle a laxe des y ; ce
quil était facile de prévoir.

Il est visible que la méthede dont nous venons de faire
usage peut encore étre employée pour fuire passer une ligne
droite par deux points donnés , dans le cas ott les coordonnées
ne seraient pas rectangulaives.

31. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite
soit paralléle & une autre.

Soit y=—ax+ b
Péquation de la droite donnée , @ et & étant connus , celle de
la droite cherchée sera de la forme

y=dx+ 8,
a' et &' étant inconnus.

Pour que les droites soyent paralléles, il faut qu’elles fassent

Ie miéme angle avec 'axe des  ; ce qui donne

B =y
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¢t Péquation de la paralléle devient
y=ax+%;
' reste encore indéterminé , parce qu'il y' a une infinité dé
droites qui sont paralléles a la ligne donnée. .
Mais , si "I'on veut que cette paralléle passe par un point
donné , et dont les coordonnées soient x', ', il faudra qu'on
ait
v =aal 4 &'
Celte équation fait connailre &’ ; en la combinant avec la
précedente , 1l vient

y—y'_.—_.tz(x-—xr)

pour I'équation de la paralléle menée par le point donné i la.
droite donnée.

32. Trouver Pangle de deux droites dont les équations sont
données.

Soit y = a x 4- & Véquation de la premiére droite ,

y=a' xz + & celle de la seconde.,

La premiére droite faitavec I’axe des z un angle « , dont la
tangente trigonométrique est a. La seconde droile fait avec le
méme axe un angle &', dont la tangente est a'. L’angle cher-
'

¢hé est donc «' — « : or ona, par les formules trigonomeé-

triques,
tang «' — tane &
tang(m’—-u) D - 9
I --tang « tang «

En nommant done 7 I'angle des deux droites, gn aura

[}
4 Q1" ],
tang # o= ——. .
I - aal
Si elles sont paralléles, Pangle #est nul, ettang ¥'==o; ce

qui donne @' = & ; corhme nous Pavons déia vu

3
o
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Si elles sont perpendiculaires 'une a lautre , Tangle 7
cst droit , et sa cotangemle est nulle : I'expression de celle
T 1 4 aa’ > i
colangenle est en. général ———— ; pour qu'elle soit nulle,
[
a —a
il faut qu'on ait

aa' -1 =o.

Clest la condition nécessaire pour que deux droites soient per=~
pendiculaires Pune a l'autre; et, si 'une des quantités a, o/, est
connue , lautre sera délerminée par celte équation.

33. Trouver les points d’intersection de deux droites dont

.

on connait les équations.

Soit y = @ x + & I'équation de la premiére,
y=d' x 4 ¥ celle de la scconde.

Le point d’intersection devant se irouver d-la-fois sur les deux
droites, ses coordonnées doivent satisfaire a-la-fois a leurs deux
éguations : réciproquement,en écrivant que les deux ¢quations
ont lieu en méme temps , on aura -des valeurs de = ety , qui
conviennent au point d’intersection ; et on trouve , par cli-

mination ,

(b—2") abl — a'b
X ——— 2 = L £
a— a a—a

Quand @ = o', ces valeurs deviennent infinies , cest-a-dirs
qualors il n'y a plus de point d’intersection , ou , en d’autres
termes , qu'il-est infiniment éloigné; mais aussi , dans ce cas ,
les droifes sont paralléles.

34. La méthode que nous venons d’employer est générale,
et peut servir a déterminer les poinls d'intersection de deux
lignes courbes quelconques , situées dans un mémie plan, quand

on connait leurs équations ; car, ces poinis devant se lrouver

a-la-fois sur les deux courhbes , leurs coordonnées doivent sa~
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tisfaire en méme temps aux équalions de I'une ¢t de l'autre :
ainsi, en combinant ces deux équations, les valeurs que I'on ob-
tiendra pour y et pour x seront les coordonnées des points
d’intersection.

1l faut donner beaucoup d’altention au principe que nous
indiquons ici , et qui consiste & combiner analytiquement plu-
sieurs équations, pour en déduire le résultat commun qui
satisfait A leur ensemble. L' Elimination , considérée sous ce
point de vue , renfermg presque tout le secret de Papplication
de Palgébre i la sgéométrié , et jaurai soin d’en faire remarquer

& & ’ 2
les effets a mesure qu’ils se présenteront.

35. Mener par un point donné une perpendiculaire a une
droite donnée, et trouver la longueur de la portion de cette
perpendiculaire comprise entre le point et la droite.

Soit y = a x + b V'équation de la droite donnée ,.

alyly les coordonnées du point donné.

La perpendiculaire étant une ligne droite , et devant passcr

par ce point , son équation sera de cette forme :
S S g
y=—y =ad (x—2")

La condition d’étre perpendiculaire donnera

I

adl 4-1=0 dot 4/ = — —;
a

et I'on aura par conséquent
freie 2 Ty
it A st e )
@€
Clest V'équation de la perpendiculaire menée par le point
donnée a la droite donnée.
D, ~ Int = - : - .
Pour le point d’intersection de ces deux droites , leurs équa:

tions devront avoir lieu en méme temps : ainsi, en représens
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tant les coordonnées de ce point par x, 3", on aura, pourles

déterminer,
-,},”..._‘axﬂ' i l'>
1
7] ! 4 It N
e i s “;(x R

Pour faire I'élimination avec plus de facilité, on metira la

premiére de ces deux équations sous la forme
] P ] ’ 7 r.
' —y'=a(a" —2") 4+ b+ ax’ —
et, en la combinant avec la suivanle, on en tirera

(' —ax'—1)a (y'—ax'—8)

14 a’ 14a*

, ¢tant des quanlités connues , les coordonnées

2l — ! —

e

W B s (e g

a, b, x', 5

«'" y"' du point d’intersection se trouvent ainsi déterminées.
Cherchons maintenant la longueur de la portion de perpen-

diculaire comprise entre le point et la droite donnée ; Pex-

pression de cette longueur est

V=Y =)

En la représentant par P, et mettant pour x/!— ' et
y" — y'leurs valeurs, il vient

JJ —_— (I.'t" — b

e
1 -+ a?

pour la longueur de la perpendiculaire cherchée.

36. ATaide de ce qui précéde, on peut résoudre toutes les
guestions qui ne dépendent que de la ligne droite, et qui sont
relatives a des points situés dans un méme plan. Nous allons
maintenant élendre ces résultats au cas général ot Pon ne, fait

abstraction d’aucune des dimensions de espace.
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Des Points de la Ligne droite considérés en
trois dimensions ou dans Uespace.

37. Nous avons dit qu'un point de I'espace est déterminé de
position lorsque I'on connait les longneurs et les directions de
trois droites menées de ce point parallélement & trois plans ,
et terminces & ces plans. Pour plus de simplicité, mous sup-
poserons ceux-ci rectangulaires ; alors, si on les représente
par YAX, X AZ et ZAY, et qu'on sache qu'un point M est
placéa une distance MM’ du premicr, MM du second, et
MM du troisiéme ( fig. 18 ), il suit de la propriété qu’ont les
deux plans paralléles d’étre également éloignés I'un de l'autre
dans tous leurs poinls,, que, si 'on méne aux distances don-
nées trois plans M"AMM", M'"MM', MMM, respecti-
vement paralléles aux précédens, le point M se trouvera a
leur rencontre mutuelle. :

Les plans rectangulaires Y AX, XAZ , ZAY, auxquels
on rapporte les points de l'espace , se nomment les plans
coordonnés : ils se coupent deux a deux, suivant trois droites i
AX, AY , HZ , passant toutes trois par le point. .4 , et per-
pendiculaires entr'elles.

D’aprés les propriétés des plans paralléles | la distance MM
du point M au plan Y AX , distance que nous avons figurée
dans Pespace , peut se mesurer sur la ligne AZ, et elle est
égale & AR.

De méme, la distance MM peut se mesurer sur la ligne
AY, et elle est égale a AQ.

Enfin, la distance MM doil se mesurer sur la ligne A X,
et elle est ¢galea AP ; on voit quil en serait de méme pour
tout autre point de Pespace.

Ledgrlveitng: 47 . _,41"1 AN yanw TasqueHes. nana e pise
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rons désormais les distances respectives des points de I'espace
aux plans Y AX, XAZ, ZAY , se nomment les aves des
coordonnées , dont le point .4 est Porigine. Nous représente-
vons en général par x les distances qui se ‘comptent sur la
derniére , qui sera 1'axe des x ; nous désignerons par y celles
qui se comptent sur la ligne AY, qui sera Paxe des y, et
nous désignerons par s celles qui se comptent sur l'axe 42,
qui sera Paxe des 2. .

Si done, ayant mesuré les trois distances 4P, 4Q, AR,
on les trouve égales & @z, b, ¢, on aura, pour déterminer la po-

sition du point AL, les trois équations
¥ = r=0 A

et comme elles suffisent pour cet objet, nous les nommerons
Yes équations du point M.

Fes positions des points 47, M", M, que T'on appelle les
projections du point M sur les trois plans coordonnés, se

trouvent déterminées par ces équations, car on en lire
y=25 T

pour les coordonnées du point A/, projection du- point M sur
leplan Y AX

Xr=—=a Z2x=c¢

pour les coordonnées du point " projection du point I sur
te plan X AZ ;

Z==C A== b

po ur les coordonnées du point M, projection du point A4 sur
le plan Z_4Y.

On voil, par la composition des équations précédentes, que
deux de ces projections étant données, la troisi¢me s’ensuit

nécessairement, Dans 1a construction , on les déduit facilensent
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les tmes des autres; car M et M, par exemple’, cétant
données, on menera M"'Q et M P paralltles a AZ , puis
QM et PM respectivement paralléles aux lignes 4 X, A4Y;
M serd la troisieme projection du point A7,

38. 11 résulte de ce qui précéde , que tous les points. de Ves-
pace élant rapportés a trois plans perpendicylaires entr’eux ,
les points de chacun de ces plans se trouvent naturellement
Tapportés i deux droites perpendiculaires-enir’elles , qui sont
les intersections de ce plan avec les deux autres,

Ainsi, désignant chaque plan par les’ coordonnées qui lut
sont propres , le plan Y A X sera celui des x et des y, le plan
XAZ celui des xetz, et le plan ZA4Y celui des y et z 2
nous ferons désormais usage de ces dénominations.

Ce que nous avons dit plus haut sur la maniére dont doivent
étre prises les coordonnées négatives‘, s’ap'ph;qlfé‘ aux axes
AX, AY , AZ ; et il sensuit que les- signes des coordon-
nées x, y, z, feront connailre la situation de chaque point de
part et d’autre des trois plans coordonnés. Il ne {aut pas perdre
de vue que ces plans sont indéfiniment étendus , et que les
droites AX, AY, AZ , sont indéfiniment prolongées de part
et daufre de leur origine commune. :

39. Reprenons maintenant en particulier. chacune des trois
équations

L —7 y=10a e

qui déterminent la position d*un point dans Vespace , @, b, ¢y
étant quelconques. :
La premiére, ¥ = @, considérée commesi elle existait senle,
convient a tous les points dont Vabscisse 4P est égalea a. Elle
appartient par conséquent au plan M P, supposé indéf{i-
niment étendu dans tous lessens’; car tous les pointd de ce plan,

quiest paralléle au plan Z.4 Y, satisfont & cette condition. Pe
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méme , V'équation y =& convient & tous les points du plan
MM'QM! ; mené parle point M parallélement au plan Z A X ;
et enfin Péquation z=—c convient & tous Jes points du plan
MM"RM", qui-est mené par le point 4 parallélement au
plan X AV, ces.plans devant toujours étre regardés comme
indéfinis. 1

Par conséquent , le systéme des trois équations

el yi= b resie

signifie que 1¢ point auquel elles appartiennent est situé en
méme temps sur trois plans paralléles aux plans coordonnés ,
et dont les distances a ceux-ci sonl représentées par a,&,c;
ce qui est la traduction de la construction géomélrique ds
laquelle nous sommes partis.

| ;
Ces distances devenant nulles, les équations
b & R0 <) Y=o 2&=a

“sont celles des plans coordonnés eux-mémes, La premiére
appartient au plan des yz ; laseconde, au plan des xz ; etla
troisiéme, au pIn'ﬁ_Jes xy: leur ensemble a lien pourle point A,
bnriginc des coordonnées, puisque ce point est leur commune
inlersection.

4o Auisioyensde ce qui précéde, il est facile dexprimer
la distance de deux points dont on connaijt les coordonnées
(fig. 19); car soieat m, M » ces deux points, dont les coor-
données seront «, ¥, z; #,¥'s5'; 81 par. le premier. on méne
une ligne droite mQ! paralléle au plan des zy, et terminée a
Vordonnée MM, on aura

= —

" ——
Mm = M@ + mQ .
Q! est égale 3 MM, — mml.y 008 & —z mQ- égale

' e!, Si parle peint ' on mene m'Q parallele a Voxs
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2 -
des x, M'Qseray’ — y; m'Qseras’ —x , et Yon aura

Mm =MQ +m'Q By—y' )+ (x—a!).
En substituant ces valeurs, il viendra
Mm! =(z—z")* 4+ M'm' = (—=')+ —y'V + (x—=x)2.

Nommant donc D la distance cherchée, on aura

D:l/(.r—-x'r-%(y——y’)“+(*~'—Z’)"‘-

(est Pexpression de la distance de deux points quelconques de
Pespace,

On peut remarquer , dans celte expression, que z'— x ,
¥' —y,3 — 5, sont les projections de la droite D sur les
trois axes desx, ¥, z; dou résulte ce théoréme : Le carré
d’une portion.quelconque de ligne droite est égal a la somme
des carrés de ses projections sur-trois axes rectangulaires.

Si le point m coincide avec 'origine A des coordonnées , la
formule précédente devient

D= i/;t" +‘yh+£"?.

Cest la distance d’un -point quelconque de Pespace a
Torigine des coordonnées ( fig. 20) : en effet, les triangles
AMM', AMIP | étant rectangles , Pun en M', autre en P,
donnent

AM =MM" e AM = UM+ MP L AP =2y 57,
COmme nous venons dC le trouver.

On voit par ce résultat quele carré de la diagonale d’un pa=
rallélipipede rectangle est égal a la somme des carrés de ses trois
areles,
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Ce théoréme, présenté ‘d’une autre manieére , donne une
relation entre les cosinus des angles qu'une droite quelconque
A M forme avec trois axes recﬁngu[aires enlr'eux, En effet ,
désignons ces trois angles par X ; ¥, Z , selonladénomina-
tion de l'axe auquel ils appartiennent , et nommons 7 la dis~
tance A M. Cela posé dans le triangle 4 MM' rectangle en M,
1l est visible que Pangle AMM’ est justement celui que nous

avons désigné par-Z ; de plus , MM’ est égal 4z, et AM est
c' -

lar;ona done, dansce triangle ,
&= F 008 2

En raisonnant de méme pour les deux autres , on aura

= I CONNE

z=17r cos X

et cela est évident par la seule considération de la symétrie
de lafigure. Ces trois équations étantélevéesau carré et ajoutées
ensemble , donnent -

2 yr ozt =2 { cos? X -} cos? ¥ 4 cos® Z }
or, on a par notre théoréme
xi +J"? + :1 :’.z
par conséquent, il faut quon ait aussi
c0s* X = cos* ¥ 4-cos? Z =1

cest-a-dire, que lorsquune ligne droite forme trois angles
X, Y, Z, avec trois axes rectangulaires , la somme des
carrés des cosinus de ces trois angles est toujours égale a
Punité,

4t. Maintenant que nous savons exprimer la position des
points dans Despace, cherchons la relation qui doit exister
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entre les coordonnées d'une suite de points , pour qu'ils soienk
situés en ligne droite.

Pour cela, il suffit de remarquer que, si plusieurs points
sont en ligne droite dans L'espace , leurs projections sont ausst
en ligne droite sur chacun des plans.coordonnés.

En effet , la projection d’un point sur un plan est le pied de
la perpendiculaire mence du point sur ce plan : si plusieurs
points sont en ligne droite , cette dvoite est dans un méme plan
avec les perpendiculaires menées de ses points, et par consé~
quent les pieds de toutes ces perpendiculaires sont sur une
méme ligne droite,

Ce plan, qui contient toutes les perpendiculaires mencées des
divers points de la droite , se nomme plan projetant , et son
intersection avec le plan coordonné est la projection de ba
droite,

Une droite est déterminée, quand on connait deux plans qui
1a contiennent ; elle le sera , quand on connailra deux de ses
plans projetans : or , ceux~ci sont déterminés quand on a les
projections par lesquelles ils passent : ainsiune droite est dé-

terminée quand on connait ses projections sur deux des plans
coordonnés. Par conséquent , les équations de ces projections

sur les plansdes vz et des y= ctant
—att y=0bz+48g,

leur ensemble fixe dans Uespace la position de la droite ; st elle
passe par Porigine, « et @ seront nuls,
Ces considérations sont faciles a vérifier. En effet, Péqualion

r—=az}«

exprimant une relalion indépendante de ¥, n’appartient pas
seulement a la ligne droite.qui est la projection de la proposée

sur'le plan des x etz , elle convient aussi & lous les points du
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plan mené perpendiculairement a celui des x et z par cetie
projection , puisque , pour ces points , la relation des x et %
est encore la méme.

Semblablement , Péquation

y=bz4p,
lorsqu’on la considére part, a lieu, quelles que soient les
valeurs de x , puisqu’elle est indépendante de cetle variable :
elle Wappartient donc pus seulement i la projection de la
droile proposée sur Ie plan des 7 et z, elle convient au plan
projetant mené par celte projection.
Par conscquent , le systéme des deux équations

r—az-te y=>bsz- 8

signifie que la droite proposée se trouve en méme temps sur
deux plans donnés , et voila pourquoi leur ensemble détermine
sa position. On voit aussi par 1a que les vaviables , y, z, de
ces équations ; expriment les coordonnées des points de la
droite , coordonnées’qui doivent avoir entrelles les relations
déterminées par ces ¢quations.

La droite éfant ainsi particulavisée sa projection sur le
troisi¢me plan doit résulter de ces donnces. En effet, en éli-
minant z entre les deux ¢équations précédentes , on trouve

L= 2l b %
T R O e g B

a b e a ( ’

/Les coordonnées x et y , qui entrent dans le résultat , ap-
partiennent aux points de la droite ; elles indiquent le lieu ot
tombent les perpendiculaires abaissées de ces points sur le plan

des xy. La suite de ces coordonnées, forme donc la projection

de la droite; et la velation qui existe entre leurs valeurs montro
que cetle projection est elle-méme une ligne droite 50U, ce

qui revient au méme , ¢est Léquation duwplan. projetant T1=e1
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visible que cette équation , avec une des précédentes, suffirait
aussi pour caractériser la droite.

1l suit de 1a qu’il faut, en général, deux équations pour
fixer la position d’une droile dans I'espace , et ces deux équa-
tions sont celles des deux plans sur lesquels lz. droite se
irouve.

Lorsque @, b, «, @, sont connues , les équations

z2—az+t+a

y=bz+4¢
ne laissent qu'une des variables indéterminée; on peut done
alors se donner les valeurs de cette derniere, et les équations
feront connailre les valeurs correspondantes des deux autres ;
on pourra donc obtenir les coordonnées d’un nombre quel-
conque de points situés sur la droite.

A ce procédé analylique répond une construction ggomé-
trigue fort simple. SiT'on construit les deux projections de la
droite sur ceux des plans coordonnés ou elles se trouvent , ce
qui cst facile, ces projections tiendront lieu de leurs équa-
tions ; alors , en prenant & volonté une des coordonnées , elles
feront connaitre les deux autres.

Soient , par exemple , A" MM, A" | ces deux pro-
jections ( fig. 21 ) : stl'on prend i volonté z = AR, que par
le poiat 2 on méne RM", RM!", paralléles aux axes des x
etdes y , et que des points M"", M, on méne les ordonnées
MIP, M'Q, leslignes AP, AQ , seront les valeurs de x
et de ¥ correspondantes a z — AR. 'Menant PAM' QM
respectivement paralléles aux axes AV, AX , les points
M, " M, seront les trois projections du point cherché
sur les plans coordonnés,

De méme, silon donnait dabord 2 — 4P , on aurait

ensulle

PI
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et achevant In construction comme précédemment , on {rou«
verait

y= 4Q.
“T.a construction seraitla méme , si Pon employaitla projection
de la droite sur le plan des xy , avec une des deux préeé-
dentes.

Lorsqu’une droite est située dans un des plans coordonnés ,
sa projection spr les deux autres se confond avec les axes eux=
mémes. Si, par exemple, elle setrouve dansle plan des az ,
on a

be=o Seio

el ses ¢quations deviendraient
Y=o  x=—asz-ta

La premiére exprime que la projection de la drdite sur le plari
Y'Z se confond avec I'axe des z, et la seconde représente sa
projection sur le plan des 2z, laquelle se confond dans ce cas
avec la droite elle-méme.

La recherche des coefficiens z, &, « , 8, d’aprés des condi=
tions données , et la combinaison des lignes droites qui en ré-
sultent , donnent lien dans Pespace & des questions analogues &
celles qui se sont présentées a nous en deux dimensions , et leur
résolution n'est pas d’'une moindve utilité : nous allons les dis-
cuter successivement.

42. Mais , auparavant, nous ferons une remarque impor-
tante ; c’est que les procédés dont nous venons de faire usage
peuvent ¢galement servir & indiquer la succession des points
d’une ligne courbe quelconque située d’une maniére quelconque
dans l'espace. En effet, il suffit que I'on connaisse les projec-
tions de cette courbe sur deux des }.)lans coordonnés , pour

quelle soit déterminée enti¢rerient 3 or, ces projections elles=
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mémes sont des lignes courbes situéés dans les plans coordonnés.
Ainsi , lorsque I'on connaitra les équations de ces courbes , on
pourra, pour chaque valeur donnée d’une des variables x, y, z,
trouver les valenss correspondantes des deux autres; ce qui
déterminera dans Pespace, sur la courbe proposée, le point
qui répond & ces valeurs, La suite de ces points peut fort bien
nw'élre pas de nature & étre contenue toule entitre dans un
plan; et c'est ce caraclére qui constitue les courbes que Pom
appelle & double courbure. g

Et, de méme que les projections d’une ligne droite sont les
traces des deux plans projetans qui la contiennent et qui la
donnent par leur intersection , les deux projections d’une
ligne courbe quelconque sont les traces de deux surfaces cylin=
drigues dont les aréies sont perpeéndiculaires aux plans coor-
donnés, et qui, se pénétrant mutucllement dans Pespace,
donnent la courbe proposée par leur interseclion. La déno-
mination de surface cylindrigue est prise ici dans un sens plus
général que celui quon lui attribue pour Pordinaire dans les
Elémens de Géométrie, ot on Pemploie pour désigner une
surface engendrée par une ligne droite qui se meut paralléle~
ment & elle-méme, de maniére & passer toujours par un des
points d’une circonférence de cercle. Ce mouvement d’une
droite parallelement & elle- méme est ce qui constitue en
général les surfaces eylindriques ; et ¢’est la nature des courbes
directrices qui établit des différences entre ces surfaces.

43. Trouver les équations d’une ligne droite qui passe par
deusx points donnés. ‘

Soient x', ¢!, 2', !, ¥ 2", les coordonnées de ces
points , la ligne cherchée aura ses équations de cette forme,

r=aza

y=bz s,
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@ ,b,e, g, tant encore inconnues : pour qu'elle passe par

lespoints dont les coordonnées sont 2’ , ', ', il faut que ces
équations soient satisfaites, quand on y met &/ pour x,
y! poury , ' pour z ; ce qui exige qu’on ait

d=az 4 =

¥ =bs 48
Pour qu'elle passe par le point dont les eoordonnées sont
s, y", 2", il faudra de méme qu’on ait

'1.”' —a .”..”- + &

_y” =bs!" g
Ces équations font connaitre a, b, «, #; et, en substituant
leurs valeurs dans l'équation de la droile, elle se trouvera
déterminée.

En opérant sur ceséqualions comme sur celles de Darticle 3o,

on trouvera
(v —a')=a(z—2z' a'—a'l=a (s —3")

(r—y)=b(z—5)  y—y'=0b(z'"—s");

d’ott on tire

x = 3 A‘}" e y”
e/ D LT ———ry -
iedta » ! ZN
T " it AT
L e KerT)
o b ,..__,.,f  — /’:' = ___,..’
a—a'= ﬂ,_F,,(» 2", B it i g (z—13').

Ces deux derniéres sont les équations de la droite cherchée ; les
deux autres Tont connaitre les angles qne font avec 'axe des =
ses projections sur les plans des xz et des yz. Il est ais¢ de s'as-
surer que ces expressions renferment les conditions exigées.

44. Trouver les conditions nécessaires pour que deux droites

ecient paralléles dans P'espace.
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Soient r—=a z 4«

y=bz4p

]

i les équations de la premiére ,

r='a'z
y=0dz4 g

Si ces droites sont paralléles, leurs plans projetans seront

% celles de la seconde.

paralleles, et les intersections de ces plans avec les plans coor-
donnés , ou, ce qui est la méme chose , les projections des
droites sur chacun d’eux , seront respectivement paralléles.

Ainsi , pour que les conditions demandées soicnt remplies , il

2
faut qu’on ait

(i o= ’
et les équations de la paralléle deviennent
x—az -} y=bz+p@",
«' et @' restant encove indéterminées ; parcé'quliky a une in-
finité de droites qui sont parallélds a la propasée.
On peut vérifier ces résultats. d’une maniére fort simple. Si

Yon détermine « , &', 8, &' , de maniére que les deux paral-

leles passent par un méme point, dont les coordonné

o
soientx! , y' , 2/, on trouvera qu’elles coincideront dans toute
leur étendue.
45. Trouver Pangle de deux droites dont on a les équations.
Svient x = a3z 42 1
y=bz-+p f
x—a'z4 o

y=bz+g

N i . APAT N 2 ] P
Nous remar querons d’abord qu'il n'en; est pas dans l'espace

les équations de la premiére,

cclles de la seconde.

comme sur un plan ou deux droiies se rencontrent toujours, a
moins qu’elles ne soient paralléles. Dans Pespace , deux droites
peuvent se croiser sous différens angles sans se rencontrer , et

4




PRELIMINAIRES.

leur inclinaison se mesure , dans tous les cas, par celle de deus

50

droites qui leur seraient respectivement parall¢les, et qui pas-

seralent par un méme point. Menons done, par Porigine, deux

droites respectivement paralléles a chacune des précédentes ,

leurs équations seront
we=a® Sy ;
o Z;z} pour la premiére,

L= a'z}

i B pour la seconde.

Prenons sur la premi¢re un point quelconque , dont 7' soit la
distance & Porigine, et dont nous désignerons par «', ', 2/,
les trois coordonnées rectangulaires ; prenons aussi sur la se-
conde un autre point dont la distance a celte méme origine
soit 7! , et dont les coordonnées soient a’/, 3", 2. Enfin,
nommons D la distance de ces deux points entr’eux. Cela posé
dans le 1riangle formé par les trois droites ', ' et D,
Yangle # compris entre les deux premiéres sera donné par
ha formule
22 -l — D*

i B S IR e P

eos Fr= :

2 riplt

il ne reste plus qu’a déterminer ', r'"et D,
Or, endésignant par X, ¥, Z , les-trois angles que la
premicre droite forme avec les trois axes rectangulaires des «x ,

des ¥ et des z , on aura comme dans le n°. jo,
o — i, Gty gl 1) 0 2 =08 Z ;

et en désignant par X', ¥, Z/, les angles analogues pour la
secconde droile , on aura de méme

al ol con X! o wll caplbops ¥l a2l ooy 20
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De plus , D étant la distance des deux poinis, ona cn général
par le n®. 40,

Dr=(a" —a') (4" =3") 2 (sl —4')

2

ou bien
Dz':.T"'z-l'*_y”—i-.-."”-!—.'\-‘”’l—l'-;}/'”—l-S'M—ﬂ-i(x”x'"i—_}’,"_y'-}'-"”z’)
et mettant pour les coordonnées rcct‘al‘lguluircs leurs valeurs en
fonction des angles '
D=7 {cos* X4-cos Vijcos*Z } " {c05°X’+é.os’Y'—}—c05’}{’ 3
—ar'r" {cosX cos X' 4-cos ¥ cosY'4~cosZ cosZ'}.
Si nous voulons nous rappeler la velation démontrce dans
le n®. 4o enfre les cosinus des trois angles formés par une méme
droile avee trois axes rectangulaives , nous aurons
c0s* X+ cos? ¥ 4-cos’Z =1 cos* X' cos* Y 4-cos? Z' =1
et Pexpression'de D simplifiée par ces relations deviendra
D’ =77 47" —2 77 (cos X cos X" 4 cos¥ cosY'+ cosZ cosZ")
alors en la substituant dans la valeur de cos 7~ , qui est

2 + e gy

npl gl

cos ¥ =

la division par # #" devient possible , et il reste
cos #= cos X cos X' 4 cos ¥ cos ¥7 -}~ cos Z cos Z".
Cest Texpression du cosinus de Fangle formé par les deux
droites.
On pourrait encore parvenir & ce résulfat , sans passer par
les théorémes démontrés dans le n°. 4o, relativement aux

cos”™ nus des irois angles; et cette seconde maniére , plus divecte
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que la précédenie , est en méme temps'trop élégante pour ne

i

L pas la donner ici ; elle est fondée sur cetie considération , que
la valeur de cos 7~ est indépendante de la position des points
que*nous choisirons sur les deux droites pour former notre
triangle ; il suffit que ces points soient sur les droites données.

Ainsi , Péquation

ru_’_]nn_D:

- ouD?*—gl2—"* L 274 cos =0
T

cos V=
doit étre de nature & ce qu’an puisse y satisfaire , quelles que
soient les valeurs que I'on donne & #/ et .a 7" , pourvu: que
D> soit exprimée en fonction de ces quantités, La condition
de cetle indépendance délermine tout' de suite cos #, car’, en
partant de I'expression générale de D* en fonction de »' et 7,
telle que nous V'avons trouvée tout-a-Fheure , notre équation

de condition devient

712 {cos“X-{»-cos2 1’+cos’Z-—1} 4! { cos® X' +cos® Y'+-cos’ Z'—i}
—27"" {cos Xos X' +-cos Y cos Y'+cosZcosZ'} 42r'r!'cosF—o
puisqu’elle doit étre satisfaite,quelle quesoit#' et 7'/, il faut que

8 3 ) (1

les termes affectés des différentes puissances de-ces quantités
se détruisent séparément evindépendamment les uns des autres.
Ce quidonnera d’abord, pour les termes en 7/ et 7'/*

cos? X+ cos® ¥ 4 cos* Z =1
cos? X' cos* ¥ 4-cos* Z'—=1
et ensuite en comparant les termes affectés de »/2'!,
cos F = cos X cos X' 4} cos ¥ cos Y' + cos Z cos Z!

Cetle valeur de cos # est la méme que nous avions trouvée
tout-A~I'heure. Quant aux deux autres relations entre les trois

angles formés par chaque droite avec les trois axes rectangu-




cos X
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laives , ce sont celles que nous avions trouvées dans le n°. 40.
Mais on voit comment la condition d'indépendance dont nous
avons fait usage y conduit directement.

46. On peut aiissi exprimer cos 7 en fonclion des coeffi-
ciens @, b , @', &', qui entrent dans les équations des
droites

r=az I' —

= =% %

Pour cela considérons le point que nous avons choisi sur la pre-
miére , et dont nous avons représenté les coordonnées par ',
y', 5" ; il faudra que ces coordonnées aient entr'elles les rela-
tions exprimées par les équations de la droite , ce qut
donnera

g

b o

LQ‘
I

et comme on a toujours pour la distance '

P2 — xl2 +yh + zl?

ces trois ¢quations donmeront

ar : br! / Fad

==t SR g
V1+a’+b’ l//l-i-a"—-]-b' Vl-}-u'-i—b“

Polr—

-4
z

el comme ona

! r I

"l x ra %
€08 X = S s Y = s cos Z — —
r 7 4,

on aura aussi

@ I

Voida? b2

cos =

Ln raisonnant de méme sur Iés équations de la seconde droite ,

V iar 1o
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on en lirera également
e o' 1

fin . 0, T e SIS N o R e e T s

L’"’l"{"ﬂ“‘%‘blz !/I—I-(l’ri"};?;. ml/!—{—}b"—}—!}“

et ces valeurs substituées dans I'expression générale de cos ¥,

1l viendra
14 aa' 4- bb
Vadart+bx: 14a 0

Cette valenr de cos 7 est réellement double , a cause du

cos F=

double signe que peut prendre chacun des deux yadicans
l//;u-l—_c:’ _—Fb’.; Vlpdea!> 4 bi*

qui entrent dans los valeurs de cos X cos ¥ cos 2. Ces doubles

signes appartiennent I'un 4 Pangle aigu, Pautre a Pangle obtus

que forment entr’elles les deux droites que nous avons consi-

dérées.

47. Les difféventes. suppositions que l'on peut faire sur
Pangle 7~ étant introduites dans Pexpression générale de cos 7,
on obtiendra ainsi les conditions qui devront avoir lieu pour
que cet angle soit tel qu’on le suppose. Veut-on ; par exemple ,
gue les deux droites soient perpendiculaires , il faudra feire
F=100"cos # =0 , et alors Péquation en cos ¥ donnera

1} a4+ b0 =o
'est la rvelation nécessaire pour que deux droites soient per-
pendiculaires entr’elles dans Vespace, ce qui peut d’ailleurs
avoir lieu sans qu’elles 'se coupent, comme on le verta plus.
lein. .
Veut-on, auconiraire, que les deux droites solent paralléies;

iln’y a qul éerive que ¢os # == =217, cc qui donne
1 aa 4 00’
L a bt sb a4 ot b

iy
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faisant disparaitre le dénonfinateur du second membre , puis
élevant les deux membres au carré , et développant, on peut

mettre le résultat sous la forme
(a!—a) + (& —2&)* 4 (ad=—a'b) =0

or, la somme des trois carrés ne peut étre nulle, si chacun de
ces carrés n’est nul en particulier. L’équation a laquelle nous

venons de parvenir ne peut done étre satisfaite qu’en faisant
a=a, b=28", abl=1a'b

Les deux premiéresindiquent queles projections des deux droites
sur les plans des xz et des yz sont paralleles entr’elles. La
troisi¢me est une conséquence des deux autres, et elle a lieu
d’clle-méme quand elles sont satisfaites , en sorte que tout se
‘réduit a satisfaire aux deux premiéres conditions.

48. On peut encore vérifier la valeur générale de cos 7 par
cette considération, que si 'une des droites proposées vient a se
confondre successivement avec Pun des trois axes des %, desy
ou des 'z , ces valeurs correspondantes de cos Z~ doivent 1o -
donner cos X, cos Y, cos Z , et cest ce quil est aisé de
vérifier. :

En effet, les équations de 'axe des 3 sont

x =0 y,=0
quelle que soit la valeur de z; les équations
r*r—=alz oy = BE

deviendront celles de 'axe des z, si Fon a

sans attribuer & z de valeur particuliére ; ce quiexige que I'on
aib $

e =o0 =0
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substituant ces valeurs dans cos 77, son expression se réduit 2

o L
, 2005120

Ve 20
Les équations de I'axe des x sont

3/:0 B0

Pour que y et z soient nuls, quel que soitx, il fautque T'on
ait

1 o

e e SR O
a' a'
Divisant par o’ les deux termes de la fraction qui représente
cos 77, elle devient
1 & by
= + a —r
a' a!

CON I o=

2

1 ik
\/‘+“ o e T gt

faisant
'
1 b a
b ol —_ cos P = =ros X
@ (!«"

V1 +4a% 45
on trouvera de méme

b

cos ¥ = ——o—— .
1 4a* 457

Et en effet, ces valeurs saccordent avec celles que nous

o

avons trouvées dans le numéro précédent.
49. Enfin, il est facile de vérifier directement ces résultats
par une construction géométrique ( fig. 23); car , si d’un point

quelconque 4" , situésur une droite .4M qui passe par l'ori-
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gine , on abaisse les perpendiculaires A/ » MM, praer,
sur les trois plans coordonnés , les triangles AMM', AMM",
AMM". seront rectangles , le premier en A, le second

en " ; le troisiéme en M | et ils donmeront

cos Z ;MM ¥ M x My
08 e CO8 J'—— e COS A ——m=———.
ART e AT ’ AM

Or MM, MM, MM , sont respectivement égaux a

%,y,5;de plas, AWM —1" %> 4+ 5* 4-z*. 'On a donc

cos £ = p x cog Ve . cos.X == 2 .
boa? oyt st V attys Vs iy st

005 £ —

sin {77

Le point M étant sur la dvoite » ses coordonnées sont assu-
jetties aux équations ¥ — gz > ¥ = bz. En vertu de ces rela-
tions, les variables «, y , z » disparaissent des formules pré-
cédentes , qui donnent ainsi

- cos ¥= . s cos X — :
Vl-f—a.""-{—:';" V}-{-—a"—‘—b" i//l--}--(z'-i-b3

valeurs absolument semblables A celles que nous avons trouvées
plus haut.

0. Il est visible que les angles Z, ¥, X, sont complémens
des angles M AM', M4 s BLAM™ > que fait la d¥oite A7
avec les plans coordonnés ; on aura donc, en nommant
ceux-ci U, UV, UM,

= : sin O/ — 2 sin 71— = s
Vi14ar 462 V 1ta*+56* Voidab?

Ce sont-les sinus des angles que forme une droite quelconque
avee les plans des «y , des @z ot des ¥5.

51 Lrouver les conditions nécessaires pour que deux droites
S¢ coupent dans I'espace ; et, lorsque ces conditions sont rem-
phies,, trouver leur point @intersecion,
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—ai4f e y=da'z+ &

y=bz - g y=1b + g

Soient

W

les équations des droifes données  si elles se coupent, fes
coordonnées du point d’intersection devront salisfaire aux équa-
tiens de Puno et de Pautre. Ainsi, en nommant z%, 3*, &', ces

coordonnées , il faudra qu'on ait en méme temps
F=a' e x'=ad s
ey G D s ! r
Y=tk y =0 g

Ces quatre équations étant plus que suffisantes pour déterminer
les trois inconnues ', 3", 5'-, conduiront A une équation de
condition entre les seules quantilés @ , by, 8;a , 0, aho &',
qui déterminent la position des droites : en effet, en élimi-

nant d’abord z' el 3" , on lrouve
(a—a' )z ‘L a—d =0 (6—=08)d +p—p =8¢,

¢l ensuife , en éliminant 2"

'
{ﬂ!—(ﬁ’) (IG——‘G’)—*\(%——&’) (l) —-—bp):f).'
C'est 1a condition nécessaire pour que les deux droifes se cou~
pent : si elle est remplie, "il suffira de considérer trois quel-
conques des équations précédentcs, pour ayoir les valeurs

de = , ¥, =', qui seront

3 a! — " pl—p ; ad—a'a ; ])ﬁ'—]!rﬁ
z :———’{)Ll 5D mm— X g ,u'lt':..—-—-—-—r—-
a—a b—"b' a—a b—b

Ces valeursdeviennent infiriies lorsque.a= al et &= '5'; alors
Péquation de condition est vérifiée s ainsi les droites se coupent ,
mais leur point d’intersection est infiniment ¢loigné, et il est
visible , en effet ; que Jdans ce cas: elles sont paralléles,

L’équation de condition que mous venons de trouver dans
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cet arlicle pour que deux droites se coupent dans 'espace , est
différente de 'équation

1+ @+ b0 =o

trouvée danslen®. 47 pour exprimer que deux droites sont
perpendiculaires I'une a Paulre. La seconde de ces deux con-
ditions peut donc étre setisfaite indépendamment de la pre-
miére ; et ainsi comme nous 'avons annoncé dans le n°, 45,
deux droites peuvent élre perpendiculaires enir’elles dans
'espace sans se couper.

‘A l'aide des formules précédentes on peut résoudre toutes
les questions de géométrie qui ne sont relatives qu'a la ligne
droite.

52. La méme méthode servirait en général pour trouver les
points d’intersection ‘de deux courbes dont les préjections se-
vaient données ; car ces poinis étant communs aux deux
courbes, leurs coordonnées devraient satisfaive a-la-fois aux
équalions qui les représentent , c’est-a-dire aux équations de
leurs projections. Celle considération donnera généralement
quatre équations entre les trois variables ', y', ', dest-a-dire
une de plus qu'il n’en faut pourles déterminer. Ainsi, en éli-
minant ces variables , on parviendra 4 une équation de condi-
tion ‘qui devra élre salisfaite pour que les deux courbes
puissent se couper, et cetle équation exprimera les relations
qui doivent exister pour cet objet entre les quantités constantes
qui détergainent la forme des deux courbes, et leurs posilions
dans Pespace.

Quoique la méthode précédente soil exacte, elle a besoin de
quelques développemens. Elle donne bien la condition néces-
saire pour qie deux courbes se rencontrent dans Iespace;
miais on n'y a pas eu égard au nombre des points dintere
seclion,
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Soient 2 =@ (), y=dd (5
les deux équations des projections de la premiére courbe , et
z=¢'(2) =7 (&)
celles de Ja seconde , les caractévistiques @ , 4, @', 4/, dési-
gnant des fonctions quelconques de z , ces quatre équations

devront subsister en méme temps pour les points d’inlersec~

tion des deux courbes : cetle considération donne d’abord

() ¢(=¢' (¥ E=VE); ©)

en¢liminant z enlre les deux derniéres, on aura I'équation de

condition dont nous avons parlé, Pour bien comprendre 'usage
de cetle équation, il fuut dislinguer deux cas : 1°. celui o1t ,
connaissant toutes les constantes qui entrent dans les équmions
des deux courbes , on demande de déterminer leurs points
d’intersection; 2°% celui o1 ces constantes étant arbitraires, on
demande d’établir entr’clles les relations nécessaires pour que
les denx courbes aient un nombre de points d'intersection dé-
miné.

Dans le premier cas, les équations de conditions (1) et (2)

sout-complétement connues , et les valeurs detous lears coeffi-

¢iens sont données. On cherchera leur plus grand commun di-
viseur , et en Pégalant & zéro ,-on aura une équation en z qui,
par la résolution , fera conmailre toutes les valeurs de z qui
pourront élre communes aux deux courbes.

Ces valeurs élanl connues , on subslitluera sug essivement
chacune d’elles dans les équations des deux couré% donngées ,
6t on les résoudra par rapport aux variables « et y. Toules les
valeurs réelles de ces variables, qui seront les mémes pour les
deux courbes, indiqueront aulant de points d’intersection réels;
el en répétant la méme opération pour toutes les valeurs de =

deduites des équations (1) et (2) par le moyen du plus grand
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commun diviseur , on aura tous les points d’intersection des
deux courbes sans aucune exception. '

Si ; au contraire , les constantes qui entrent dans les équa-
tions des deux courbes nétaient Pas données , il faudraits pro«
fiter de cefte indétermination pour établir entre les équations
(1) et (2) un commun ‘diviseur de tel ordre que P'on voudrait
assigner. Si l'on ne peut disposer que d’une seule constante , on
ne pourra élablir ainsi qu’un diviseur commun du premier de-
gré; mais sil'on peutdisposer de deux oude trois, ou d’un plus
grand nombre de ces constantes, on pourra établir un diviseur
commun d’un ordre progressivement plus élevé. Mais ces con-
ditions, quoique indispensables 2 établir, ne suffivont pas encore
pour assurer que le nombre d'intersections demandé existera
réellement. Il faudra essayer sur les équations ainsi modifices
les valeurs de z données par le diviseur commun que Pon aura
¢labli, en déduire les valeurs de x et dey ', et voir si elles
sont les mémes et réelles pour les deux eourbes,

Pour représenter ces conditions par la géométrie , il faut
considérer que les valeurs de z qui satisfont a Péquation (1)
donnent les points qui peuvent étre comm WS aux projeclions
des deux courbes sur le plan des xz, ou plutét elles font con-
naitre les ordonnées z qui leur appartiennent, Léquation (2)
exprime une condition analogue pour les projections relutives
au plan des ¥z, Mais celane suffit pas encore pour que les deux
courbes se rencontrent dans Pespace. Il faut que les points ou
les projections se remeonirent correspondent a un mémne point
de Pespace , cest:A-dire qu’ils se irouvent deux 3 deux sor un
méme plan projetant,

Du Plan.

v
53. On a vu plus haut qu’une ligne courhe est caraciérisée
P ] g

101‘5(;1‘.6 Pon a yne équation qui exprime Ja relation qui doit
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exister entre les abscisses ct les ordonnées de chacun de ses
points : il en est de méme des surfaces; leur nature est déter=
minée quand on a une équation entre les coordonnées « , ¥ %;
des points qui leur appartiennent ; car , en se donnant a volonié
les valeurs de deux de ces variables , Péquation fera connailre la
valeur de la troisiéme , et le point dont elles seront les coor=
données sera sur la surface, et non ailleurs.

Si, par exemple , on se donne des valeurs de & et de ¥ 5

que nous représenterons par
e =

en prenant sur les axes des « et des AP ==a, A0 =10, et
menant les paralléles PM' , QM', & ces axes , on déterminera
le point M’ , qui sera la projection du point cherché sur le
plan des x , y (fig.18); P’équation , donnant ensuite la valeur
correspondante de 5, délerminelalongueur delordonnée MM,
et par conséquent la position du point M de la surface. Il suit
de la qu'une équalion entre trois variables x, ¥ , 5, Tepré-
sente une surface , de méme qu'une équation entre deux va-
xiables représente une ligne; et Pon dit que la surface est
continue ou discontinue, suivant que toutes ses parties sont ou
ne sont pas assujetties & une méme équation.

54. Cela posé , cherchons la relation qui doit exister enire
les coordonnées.x , ¥, %, pour que cetle surface soit un
plan.

La maniére la plus simple de concevoir la génération
&’une surface planc , C'est de la regarder comme le licu de
toutes les perpendiculaires menées & une méme droite par un
de ses points. Soient x', y' , z', les coordonnées de ce point,

]

on aura o
r—a'=a(z—1z")

: pour les équations de la droite.
’ —y'=bc:~—z’)}
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Celles d’une droite qui passera par le méme point seront
¥ —usl =d (z — =)
RS G e e
y—y =b(z=13);
et si cette droite est perpendiculaive & la précédente , on
aura (n% 47)
14aa + b6 =o;
a' et b sont constantes pour une méme perpendiculaire , mais
variables d’une perpendiculaire & une autre. Si donc on met
dans la derniére équation, pour .ces quantités , leurs valeurs
en %, y, z, tirées des deux précédentes |, le résultat n’'indiuera
plus laguelle des perpenditulaires on a considérée; il n’appar-
liendra par conséquent a aucune d’elles en particulier, mais il
exprimera une relation qui leur eonvient 4 toutes : cétte relaw

tion sera donc celle qui doit exister entre les coordonnées du
plan qui les contient. I’élimination donne

sm tals—u) tbly—y)=o;
et comme les quantités ¢ , &, qui déterminent la position
de la premiére droite , sont ahsolument arbitraires , ainsi

quea’, y', 2!, cette équation peut servir a représenter un plaws
guelconque.

En y faisant X =0 ==,
elle donne z =2z 4 ax’ + &y
C'est la valeur de Pordonnée 4 C du plan a Porigine ( fig 24).
En la représentant par e , Péquation du plan devient
24 ax by —e=o,
et Pon voit qu’elle est linéaire par rapport aux variables x, y, =,
Elle renferme trois coefficiens constans et arbitraires,a , 4, ¢,

parce quil faut en général trois conditions pour déterminer la
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position d'un plan ‘dans Pespace. Si c=o0, le plan passe par
Torigine méme des coordonnées,

En faisant y = o0, on aura Pintersection €D du plan avec
celui des vz ( fig. 24 ) ; car Cest la propri¢té commune a tous

les points qui y sontsitués. 11 viendra ainsi
y=o0 z-ax—c=0

pour les équations de cette intersection : la premiere exprime
que sa projection sur lo plan des xy est Paxe des ¥ lui-méme ;
et cela doit &tre ainsi , puisque celte intersection est toute en-
tiere dans le plan des xz. La tangente trigonométrique de
V'angle que cette droite forme avec 'axe des & , est représentce
par — a ( n°% 26 ).

En faisant de méme x = 0, on obtiendra Pintersection CD'

du plan avec celui des yz , et ses équations seront
P Yz,
x=o0 szd4by—c=o:

La tangenfe trigonomcétrique de T'angle que celte ligne forme
avec Vaxe desy , est représentée par — b.,
Enfin , en faisantz = o, on obliendra Pintersection D.D'

du plan avec celui des xy , et elle aura pour équations
z—o0 ax-+t+by—c=o

Ces intersections se nomment aussi les lraces du plan.

Considérons d’abord les deux: prenridres : en y suppo-
santy =0/, ¥ =0, elles dorinent toutes deix pour = laméme
valeur z = c. Ces droites passent donc: toutes deux par un
méme point C de l'axe des =, lordonnée AC de ce point élant
éga;lc &g

Lies projections de Ta droite & laquelle le plan est perpen-
diculaire , ont pour équations '

2—axl=alz—=2") _J.'——-,r’:[:(:-—;' ).
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En les comparant avec celles des traces mises sous la forme

1 c 1 o
e T T e e Tyt iy

on voit (n°. 32 ) qu'elles leur sont respectivement perpendicu-
laires ; dou il suit que, lorsqu’un plan est perpendiculaire a
une droite dans I'espace, les projections de la droite sont per-
pendiculaires aux traces du plan : c'est ce qu’il est facile de
démontrer par la géométrie. Car , si une droite est perpendi-
culaire  un plan , les plans projetans de cette droite sont per-
pendiculaires a ce plan et aux plans coordonnés : ils sont par
conséquent perpendiculaires aux traces du plan proposé. Ces
tracesdoivent donc élre aussi perpendiculaires aux intersections
des plans projelans avec les plans coordonnés, c'est-a-dire aux
projections de la droite.

En faisant z — o dans les cquations des traces CD, e
relatives aux plans des xz et des 3z, elles donnent

o

Z=—0 y=o0 # = — pour la premiére;
(24
¢

z—o0 S0 S— — pour la seconde.

Ce sont les coordonnées des points D, D', olicesiraces conpent
les axes des x et desy ; et ces coordounées satisfont aux équa-
tions de la troisiéme trace DD’ » quisont

£=0 ar—+4by—c=o,

parce que celte irace passe par les points d’intersection des
axes 4X , AY , avec les deux autres traces.

On peut aussi parvenir a Péquation du plan, en le concevant
engendré par le mouvement d’une des traces ,

qui glisse sur
Pautre en restant parallele a elle-miéme ; car, soient

5
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y=0,% + ax — ¢ =0 les équations de la trace CD sur
le plan des xz ,
x=o0, 54 by — ¢ = o celles de la trace CD' sur le
lnl;m des yz.
C'est 1a forme la plus générale qu'elles puissent avoir , puis-
qwelles doivent se couper sur Paxe des z. Si la seconde se
meut parallélement a elle -méme , elle aura , dans une
quelconque de ses positions E 17, des équations de celle forme
o zby—p=o0,
« et @ élant constanles pour la méme posilion , et variables
’une position a I'autre. La premiére de ces deux équalions in-
dique que la droite reste toujours paralléle au plan des yz ; la
seconde , que sa projection sur ce plan est paralléle a la trace
donnée.
En faisanty = o0, on aura le point % , o la trace, dansson
mouvement , rencontre le plan des x et z; ses coordonnces

seront

Pour que ce point dintersection se trouve sur la trace en

il faut qwil y ait entre ses coordonnées la relation
z 4 ux — ¢ =0
exprimée par Péquation de cette trace ; ce qui ¢tablit entre =

et @ la condition
g+ae—c=0.

- Ainsi , dans toutes les positions de la droite génératrice , il
existe enire les coordonnées d’'un quelconque de ses poinis les

équalions suivantes :

s=a zfby—pg=o0 pfar—c=0.
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Si Pon élimine entr'elles « et g

67

» on obliendra un. vésultat

indépendant de ces quantités , qui, convenant toujours aux

points situés sur la droite génératrice et n’étant plus arlicu-
I 5 > |

lier pour une de ses positions , appartiendya au plan. quelle
décrit. Cette ¢limination donne

z 4= ay - by —e=y
pour Péquation du plan

5 Ce qui s'accorde avec ce que foy
avons trouvé plus haut,

1S

55. On voit aussi 5
plan rester

riables x

par cette méthode, que Péquation dg
a toujours du premier degré ,
1Y 5 %, lors méme qu
des coordonnées obliques

Par rapport aux va-
1e ces variables représenieraient
7 car quelle que soit Vinclin
les équations des-deux d
toujours du premier

nement par le

aison des
coordonnges,

roites génératrices seront
degré en x 2X > 5(n% 25 ) etle raison =
quel Péquation du plan se déduit de ses traces,
sera toujours le méme dans tous les cas.

56. Les deux eXemples précédens, quoigue fort simples ,
oneevolr comment on peut ir
néral Péquation d’une surface

suffisent pour faire ¢ ouver en ge-
sait qu'elle peut éye
courbe qui glisse sur une
suivant des conditions données.

Eneffet , pour qu’une des de
rée comme mobile

» lorsqu’on
engendrée par une ligne autre ligne

ux courbes puisse étre considé~
>l faut que sa position ne soit

Pas complé-
ie ‘terminée. Tl est done
iement déterminée, T1 es done

e qu’il entre dans son
qui puisse prendre diffi-
ses différentes positions,
dans le probléme précédent , le
daient de la position de

nécessair:
€quation quelque constante arbitraive

rentes valeurs relatives i Telles étaient,

s quantités z el g qui depen-
la droite génératrice,

Or, dans chaque position des deux courbes
Equation de  condition qui doit ére

Pulssent se renconirer (n’ 52)

g2

5 il existe une
saisfaite pour qu’elles
) ; et celle. équation indique
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os Tapports qui doivent exister pour cet effet enire les quan=
ités constantes qui déterminent leurs positions respectives, Si

1 laisse subsister cetle équation de condition, et qu'on en
Hasse deux de ces quanlilés constantes par Ja substitution de
.urs valeurs en fonction des variables x, y, %, {irées des équa-
ons des deux courbes , le résultat , dégage de ces constantes,
wviendra indépendant de la position particuliére que 'on avait
snsidérée d@abord : il appartiendra donc A tous les points de
espace , dont les coordonnées &, y , %, sont 1elles , quils
, trouvent sur Pune ou lautre des deux courbes , lorsque
»s courbes sont placées de maniére & pouvoir se rencontrer.

Si les deux équations de la courbe mobile ne renferment que
sux constantes arbitraires , telles que « et 8 dans le probléme
récédent , Péquation de condition , débarrassée de ces cons-
mtes par Pélimination , ne contiendra plus que les variables
, ¥ 5 3yetdes quantités connues : clle représentera par con-
équent nne surface engendrée par la cou rhe mobile.

Mais si les deux équations de cetle courbe contiennent plus
o deux constantes arbitraires , on ne pourra pas, en général
es chasser toutes a-la-fois de Péquation de condition : par
onséquent , le résultaten x, y , z , donnera autant de sur-
1ces différentes que Pon pourra donner de valeurs aux cons-
antes arbilraires qui n’ont pu étre ¢liminées.

Ainsi , dans ce cas , Yéquation finale représentera unc suite
o surfaces , ou le liew solide de tous les points de l'espace qul

jeuvent se trouver sur la courbe généralrice dans son mouve-

nent.

Cela serait arrivé , par exemple , dans le probléme précc-
lent , si les quantités a et b, qui déterminent la direction de
a droite génératrice , eussent pu étre quﬂconques , au lieu de
.cster constamment les mémes. Alors la génératrice , au lieu

le rester paralléle & elle-méme , aurait pu prendre toules les
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directions possibles autour de chaque point de la droite fixe;
et de la serait résulté, non pas une surface plane, mais un so-
lide qui aurait compris tous les points de 'espace, et se serait
étendu a I'infini dans tous les sens.

Pour ne laisser aucune incertitude dans Pemploi de ces
considérations générales , nous allons en faire Papplication
particuliére a la recherche des surfaces engendrées par le mou=
vement d’une ligne droite.

Soient done généralement

y=az +«
_y:f):—i—,ﬁ

les équations d’une ligne droite quelconque , tant que les
quatre quanlilés @ & « g ne sont pas données , la position dela
droite dans Pespace est absolument indéterminde : on sait seu-
lement que tous les points qui la composent ont entr’eux-le
rapport de situation que la ligne droite exige.

Si l'on établissait entre ces quantités une équation de condi-
tion a laquelle elles dussent satisfaire , Vindélermination serait
moindre. Car , parmi toutes les droites possibles , il y en au~
rait déja qui ne pourraient pas satisfuire a cetle condition. Si
Pon se donnait ainsi deux équations de condition , Pindétermi-
nation deviendrait moindre encore. Cependant deux des quatre
quantités @ & « g resteraient euncore arbitraires , et le licu de
toutes les droites qui rempliraient les conditions assignées for<
merait un solide. Ajoutons encore une condition de plus, il na
Testerail plus qu’une des quatye quantités d’arbitraire , le liew,
des droiles qui satisferaient & ces trois relutions formerait une
surface ; enfin , avec quatre ¢quations de condition , les quaire
arbtraires se {rouveraient complétement déterminées , et il %
aurait plus qu'un certain nombre fini et limité de droites qui EHES

1
tisferait au probléme avec toutes ces restrictions.
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57. Afin de rendre les calculs syméirvigues , nous mettrons

P’équation du plan sous cette forme :

Ax + By+ Cs 4 D=o,
jui n’est pas plus génerale que la précédente, avec laquelle elle
coincide lorsqu’elle est divisée par C : Cest Péquation compléte
du premier degré entre frois variables,

58. On peut reconnaitre & posteriors, et d’aprés la nature de
cette équation , qu’elle appartient a une surface plane; car une
ligne droite menée par deux points quelconques pris sur celte
surface, coincidera avec elle dans toute son étepdue. En effet,

les équations de celte droite seront de la forme

y— 0z B
Soient &, 3", 2!, les coordonnées d’un des points qui v sont
situés , ces coordonnées auront entr’elles les relations expri-
mées par les équations précédentes , cest-a-dire
'=ai +.2
boieal ch
§'= b2+ &
ST : s . £ :
Mais , deplus, sice pointse trouve aussi sur la surface qui a
pour équation
Ax 4 By + Cs+ D=o,

il fandra que ses coordonnées satisfassent aussia celte équation

en sorte qu’on ait
Ax' + By' 4= C' - D=0,
ow en meliant pour ' ety! lenrswaleurs az’ 4 a, 52" 4 8.

(Aa--Bb+ C) & -+ Au + B8+ D =o.
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¥
Clest I'équation de condition nécessaive pour que la droite ait
un point de commun avec la surface dont il s’agit.

Soient de méme «'" , y'’, 2", les coordonnées d’un autre point
commun & la droite et & la surface , on en tirera encore la

condilion

(Aa+ Bb +C) 2" + Au+ Bg+ D= o.

(‘. L g o A l
selle equation ne peut pas subsister en méme temps que la

precédente , a moins qu'on nait séparément
da--Bb +C=0 de-+ Bg+4D=o.

Ce sont les équations de condition nécessaires pour que la
dreile ait deux points communs avec la surface.

Mais si les valeurs des coefficiens @, & , « , g, sont telles
que ces deux conditions soient satisfailes, tous les autres points
de la droite ln1 seront aussi communs avec la surface ; car ,
soient &' py'M | 2!, Jes coordonnées d’un quelconque de ccs
points , pour qu’il se tirouve aussi sur la surface , il faut
qu'on ait

(Aet+Bb+ C)2'"' - Ao BB 4+ D —o.
Or cette équation est salisfaite d’elle=méme en vertu des deux
précédentes , et par conséquent le point dont il sagit est réelle-
ment commun a la'surface et 4 la droite.

Ce résullat étant général, il s'ensuit que toute droite qui

aura deux points communs avec la surface dont Péquation cst
Ax -I—B_y+ Cz +_D:0,

coincidera avec elle dans toute son ¢tendue; et par conséquent
cette surface est pl&mc.

59, En faisanty — 0, on a

Ay =4 Cz- D=0
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pour Péquation de la trace C.D sur le plan des x2 ( fig. 24 Jid
si le plan proposé est perpendiculuire au plan desyz , cettetrace
devra étre paralléle & I’axe des x; son équation sera par con-
séquent de 1z forme z = conslante, ce qui exige que A soit

nul ; P'équation du plan devient alors
By4+Cz+4+ D=o

et n'est plus qu'entre z et y; ce qui s'accorde avec ce gue nous
avons vu dans le (n° 41 ).

On trouverait de méme que , si le plan proposé est perpen-
diculaire A celui des xz, on doit avoir B = o, parce que
sa trace sur le plan des yz devient parallele a l'axe des y-
Ainsi

Ax 4+ Cz:+ D=0

est 'équation d’un plan perpendiculaire & celui des xz.
Enfin , pour que le plan soit perpendiculaire a gelui des xy,
il faut qu’on ait € = o; ce qui donne pour son équation
Ax 4 By + D =o.
Tl est aisé de voir que ces différentes formes résullent de
B
g

gentes trigonomélriques des angles que forment avec les axes

ce que les quantités — représentent les tan-

des v et des y les traces du plan proposé sur ceux des xz et
des yz

N ous nous proposerons , relativement au plan , une suile de
questions analogues a celles que la ligne droite nous a pré-
senlces.

60, Trouver les équalions d’un plan qui passe par irois
points donnés.

y. .o o 2.
Botent x', 15 alg G oplln gl tallhs o111 2!, les coor-




données de ¢

cette forme
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es points , Péquation du plan® cherché sera de

A.v-}-By-{- Cz:4+ D=o;

et , puisque les points donnés doivent y étre compris, il

devra exister

suivantes :

entre les coefliciens 4 , B, C, D, les relations

Ax' + By' }-C! + D=0
—’1.L‘” €T By“ + CZ” + D — o
Ax" - Byl Cal''4 D — o,

Ces trois équations , qui sont du premier degré par rapport aux

coordonnées des points proposés , donneront poir A, B j°C,

des expression
o —
sl B, Ol

s de cette forme
A'D B=pR'D O~ (1),

ant fonctions de ces coordonnées. En substituant

ces valeurs dans I'équation du plan, D disparaitra, et 'on

aura

résultat qui sa

A'x + By 4 Clz41=0,

tisfera aux conditions demandées.

61. Trouver Iintersection de deux plans.

Soient

j;i 1 g;; i g,zi g,;z } les équations de ces plans ;

elles devront

sont communs

avoir lieu en méme-temps pour les points qui

aux deux plans. On pourra donc délerminer ces

points en combinant les deux ¢quations précédentes.

Silon élim
le résultat

(40— 0

ine entrelles une des variables , z par exemple ,

) 2+ (BC'— B'C)y 4+ (DC'—D'C) =o,
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appartiendra & une ligne droite; et, comme la relation qu’il
exprime a lieu seulement entre les coordonnées x et y des
points situés sur Pintersection commune des deux plans, cetle
lizne sera la projection de cette intersection sur le plan des xy.

On prouvera de la méme maniére que , si 'on élimine
v ou x-entre les équations des deux plans, le résultat appar-
tiendra a la projection de Dintersection sur le plan des xz
ou des yz.

62. Généralement, pour trouver les poinis d'intersection
de deux surfaces quelconques, il faudra dire que leurs équa-
tions , quisont en x, y, z, ont lieu en méme-temps ; et en éli=
minant entr'elles x ou y ou =, les équations que on obtiendra,
et qui seront entre deux variables , seront celles de la projec=
tion de Pintersection des deux surfaces sur les plans des yz ,
des xz ou des ap.

Si I'on avait ainsi trois é¢quations entre les <rois variables
¥, ¥, %, et que ces équations dussent subsister en méme-temps,
Cest-a-dire étre satisfaites par les mémes valeurs de ces va-
riables , il faudrait encore employer Pélimination pour les
obienir. Ces valeurs seraient donc complétement déterminées 5
et comme elles appartiendraient a-la-fois aux trois équations
ou aux 1rois surfaces, clles représenleraient évidemment les
coordonnées du point ou des points dans lesquels ces surfaces

se coupent.

Tout ceci n'est que la généralisation de ce que nous avons
remarqué plus haut relativement a la combinaison des for-
mules analytiques qui doivent avoir lieu simultanément. Le
résuliat de'Pélimination donne tout ce qui peuat étre commun

aux formules’que I'on a combinées.

63. Trouver les conditions nécessaires pour que deux pla

solent paralleles entr’eux.
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Solent
Ax + By 4 Cz 4 D =o Ax+By-4-Cz+ D' =o
les équations de ces plans; s'ils sont paralléles , leurs intersce-
tions avec les plans coordonnés seront respectivement paralléles:
en faisant successivement x—o 3 Y=0,%—0, pour avoir
les équations de ces {races, on trouve , pour les conditions
demandées (n°. 31 )

- el )
BB O AR

et 'on voit que deux quelconques d’entr’elles comportent'la
lroisi¢me.

Ces conditions auraient pu se déduire directement , et d’une
maniére plus élégante , de la condition irouvée plus haut,
n’. 61, entre les ¢équations de deux plans qui se coupent, Nous

avons vu alors qu’en éliminant z entr'elles » on trouve
(AC!H— A'C)z 4 (BC'— BC')y+4 (DC—DC')=o

cette équation qui représente une ligne droite, upparticﬁt A
Pintersection des deux plans. Elle représente sa projection sur
le plan des zy. Si les deux plans sont parallélesil faut que cetie
intersection n’exisle pas; il fant donc que I'équation précédente
ne puisse étre satisfaile par aucune valeur de z et de y. Le seul
moyen pour quil en soit ainsi, c'est de faire disparaitre x et y
de celle équation , car tant que les variables v, y, resteront ,
comme elles sont tout-a-fait arbilraires et quelles n’y entrent
quau premier degré, on pourrait toujours leur donner des
valeurs telles que I’équation fiut satisfaite. T1 faut donc rendre

leurs coefliciens nuls, ce qui donne
AC— A'C=o BC'—B'C=o,

conditions qui s"accordent en effet avec celles que nous avions
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déduites de la géométrie. On peut voir par cet exemple et par
celui du n®. 45, combien les conditions d'indépendance sont
utiles lorsqu'on peut les introduire dans les queslions géomeé-

tr‘iqucs,

.
64. Trouver les condilions nécessaires pour qu’une droile
soit paralléle & un plan.

Soient x = az + «

y==bz+48
Ax + By 4 Cs 4+ D = o I'équation du plan.

} les équations de la droite,

Par Torigine des coordonnées menons une droite et un plan
respectivement paralléles, leurs équations seront

xr = az Ax + By 4 Cz = o.
y=0bz

Pour que les conditions demandées soient remplies, il faut
que cette droile, qui a un point de commun avec le plan,
coincide avec lui dans toute son étendue : 'équation du plan
doit donc étre satisfuite , quelle que soit =, par les valeurs de
x et de y, lirées des équations de la droile ; ce qui exige qu'on
ait

Aa -+ Bb 4+ C=o.

C’estla condilion nécessaire pour qu’une droite soit parallcle &
un plan.

On peut encore arriver a ce résullat par la condition d'indé-
pendance. Supposons que la d roite et le plan se rencontrent , les

pourront ¢lre regardés comme communs entr’eux dans le

point d’intérsection. Prenant donc x et y dans I’équation de la
droite pour les metire dans celle du plan, et réunissant Tes

fermes en z, 11 viendra

{da4-Bb+C} s+ Ade+ Be+ D =o,
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<est la condition nécessaire pour qu'une droite et ur plan se
coupent. 81 I'on veut la rendre impossible , il faut en faire
disparaitre la variable arbitraire z » en rendant son coeflicient
nul ; ce qui donne, comme ci-dessus,

Aa 4 Bb 4+ C =o.

65. Trouver les condilions nécessaires pour qu’une droife
soit perpendiculaive & un plan , et donner Pexpression de la
distance du plan i un point quelconque de la perpendiculaire.

Soient x = az 4 «

y=bz4p

Ax 4 By + Cz + D = o celle du plan.
Pour que les conditions demandées soient remplies , il faut
(n° 54) que les projeclions de la droite soient perpendicu-
laires aux traces du plan : or, en faisant successivement

¥=0,4 =0, dans I'équation qui le représente , on trouve

Ax 4+ Czs4+D=o,

} les équations de la droite ;

¢quation de la trace sur le plan des xz ;
et By +C:+D=o,

équation de la trace sur le plan des y=.
Pour que ces droites soient perpendicalaires aux précédentes ,
il faut qu'on ait (n’. 32)
= C b= bk

ce sont les conditions demandées.

Si la perpendiculaire passe par un point dont les coordon-
nées soient ', y', z', ses équations deviendront ;

;r—-x":a(:—z')

y—y’:b(z—:’.').
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Pour trouver le point ou elle rencontre le plan, il faudriy
combiner ces équations avec cellesdu plan , que, pour plus de
commodité , nous mettrons sous la forme suivante
A (s—") 4 B(y—y) + Cle—s) + D' =0,
Tin faisant
D'=D 4 Ax' + By' + C',
alors Iélimination donne
i D’
Aa++Bb+C
alD'
Aa+ Bb+4 C
o B g bD' i
I T A Bl G

il

:1:-—-—xr:

: A B .
ou , en substituant pour &, b, leurs valeurs o qui

vésultent de ce que la droite est pei‘pondiculﬂirc,
CcD'

A+ B4 C°
AD'
A4
BD'

A* 4 B*+ C°

]

gl =
e

,,V_JJ:_

%,y 4, sont les coordonnées du point d'intersection. Sa dis-
tamce a celui dont les coordonnées sont x',y', s, sera (n°. 4o)

N I

VE—@) F =y ) FGE—=a)

C'est 1a portion de la perpendiculaire cherchée : en la repré-




PRELIMINAIRES
sentant par P, on aura
D!

V‘1:+Bv+ca

el en remettant pour D' sa valeur
p D 4 4t 4 By + ¢z
V A.’. + E.’. + (’\l
66. Trouver 'angle de deux plans.
Solent
A x y z-t D=0 : .
bl 1 C: + } les équations de oes Plans.
A'x +B'y 4 C's+ D'— o
Menons & chacun d’eux une droite perpendiculaire 'angle
de ces droites est le méme que celui des deux plans. Les équa-
tions de ces droites étant
r=as+a x=a'zs 4o
y=az 48 y=0z 4 ¢,
il faudra, pour qu’elles soient perpendiculaires aux plans ,
quon ait
A=a'l B=pe
A'=d'C! B8
L’angle des deux droites » O, ce qui revient au méme, celui
des deux plans » ¢tant désigné par ¥, son cosinus sera
(n% 45)
1} aa 4 55
cos V= b:.—._T::j:'_*-j-‘——i——_':;T*': 3
Vida 4+ Vifa e
o, en mettant poura, a’, & , &', leurs vhleurs 5

AA' 4 BB 4 Cc!
!/";14 +Bz+cu V_/i'”' +B,g_ +C,"_‘

cps VL —
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Cette expression est indépendante de D et de D', parce que
ces quantités, qui expriment les ordonnces a Porigine , nin-
fluent pas sur Tinclinaison des plans.

Si les deux plans sont perpendiculaires I'un & Vautre, on doit
avoir cos ¥ = o; ce qui donne

AA'+ BB + CC'=o.

Cest 1a condition pour que deux plans soient perpendiculaires.
Silun d’eux est le plan méme des.xy, dont P’équation est =0,

on aura

En nommant ' la valeur correspondante de 7, il viendra
C
Vo
Clest e cosinus de Pangle qu’un plan fait avec celui des xy.
On trouvera, en nommant de méme F! et P!l les angles

cos V1=

que le plan fait avec ceux des xz etdesyz,

cos Pl = B s cos Pl = —————
I/A’—{-B"‘-}«C" VvV A+ B+ C°

et ces trois cosinus auront entr'eux la relation

cos® 71+ cos* ! 4 cos* Plll=1,
parce que les angles 77, 711, P, sont les mémes que ceux que
formerait avec les trois axes des coordonnées une ligne droite
perpendiculaire au plan.

67. L’expression précédente de cos 7~ peut se transformer
comme célle de Particle 4 5. Eneffet , sil'onnomine i 2Rl
77,0, 0", les angles que forment les deux plans proposes
avec ceux des xy, des 5 et des yz, il est aisé de voir que
Tona
cos F= cos 7' cos Ul 4= cos F!" cos U {-cos ¥ MNicos UV,
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68. Trouver Pangle d’une droite et d’un plan.
Soient x = a3z} «
y=bs+pg
Az By 4+ Cz: 4+ D=0o Péquation du plan.

L’angle que forme une droite

} les équations de la droite,

avec un plan est le méme que
celui de cette droite avec sa projection sur ce plan : par consé-

quent, si 'on méne une perpendiculaire au plan, Pangle quelle
fera avec la droite proposce sera le complément de Pangle
cherché,

Soient done

=alz 4 4

IR } les équations de ia perpendiculaire ,
on aura (n®. 65)
A=ad(C B =0
L’angle qu’elle fera avec la droite proposcée
14 zal - il
Vite P U4 Bl

En représentant Pangle cherché par

4aura pour cosinus

¥, ce sera la valeur de
sin 7~ ; mellant pour &' et &' leurs valeurs, on trouve
, Aa+ Bb + ¢
sin = ______+ j:_____ — .
Vit 5y VIR +B
C'est Pexpression du sinus de Pangle que fait une droite avec

un plan. Si on introduit les conditions nécessaires pour que

celui-ci soit un des plans coordonnés, on retrouvera les mémes
valeurs que dans Particle 48; et, si l'on suppose sin #
On aura , comme dans Particle

B,
644

Aa + Bb 4 C=o
pour la condition que Je plan et la droite soient paralléles.

6
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Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les ques-

tions de géométrie relatives & la ligne droite et au plan.

De la Discussion des Lignes courbes, et de la
Transformation des Coordonnées.

59. En généralisant les principes que nous venons d’expo-
ser dans les chapitres précédens, on parvient a reconhaitre ,
d’aprés 'équation d’une ligne courbe quelcoﬁquu , la succession
de ses points, et la trace qu’ils forment sur un plan ou dans
Vespace.

Si I’équation de la courbe est entre deux variables y et @, on
résout cette équation par rapport a une d’elles. On sait alors
quelles valeurs cette coordonnée doit avoir, lorsque lautre est
prise & volonté; et I'on connait ainsi la suite des points que
Péquation désiine.

Mais , si la courbe est donnée par deux équations, chacune
entre deux variables, ¢'ést-a-dire si elle est donnée par ses
projections sur deux des plans coordonnés , on opérera sur
chacune de ces projections suivant Ja méthode précédente , et
Ton connaitra les valeurs d¢ y et de z qui répondent a chaque
valeur de » : cé qui fixera éncore la position successive de
1ous les points.

1l pourrait arriver qué la courbe propesée fiit donnée par
deux équations entre les trois coordonnées y, x, z; car deux
équations de ce genre équivalent a deux équations en zy, %
ou yz : mais alors , en éliminant successivement une des
variables entre les équations données , on retomberait dans le
cas précedent. "

La supposition que nous examinons ici est celle ot la courbe
proposée ne serait pas donneée par les intersections des deux
surfaces oylindriques qui 14 projettént sur 1és deux plans evor-
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donnés , mais par deux surfaces dune autre natare , dont elle
devrait aussi étre Vintersection. Les équalions de ces deux
surfaces devant avoir lieu simultanément, et pour les ménres
valeurs de ux, ¥, 2, il suffirait de les combiner, el d’en ¢liminer
suceessivement x,ou J> 0w z, pour avoir les projections de la
¢ourbe sur 1es plans coordonnds.

70- On a vu par ce qui précede » que la forme et 1a posilion
d'une ligne courbe sont toujours exprimées par les relations
analyliques qui existent entre les coordonnnces 4o ses différens
points. Cest pourquoi on a classé les courbes en différens
ordres , F’aprés la forme de leurs équalions.

On les divise dabord en algébriques et én transcendantes
suivant que leur équatioh , rapportée & des coordonnées rec-
tilignes , st élle-méme algébrique ou transcendante.

On classe ensuite les coarbes algébriques daprés le degré de
leur équation par rapport aux viriables qui représentent les
coordonnées. L'ordre de la courbe est marquc par lexposant
de ce degré.

Par exemple, la ligne droite dont nous nous smiies accupés
est du premier ordre, parce que son, équation est du preniier
degré relativement aux variables z ety.

Classer ainsi une ligne cotrbe et détevminer sa position , sa
nature et sa forme, d’apreés son €quation , cest ¢e qu'bi uppelle
la diseucer.,

7I. Cetle recherche peul étre presqe toujoiirs rendue plus
facile par des transformations analytiques qui simplifient les
Cquations , en faisant évanouir quelques-uns dé lewrs termes
Préparation qui les met en état Cétre diseutées plus aiscnient.

Représentces par la géometric , ces {ransformations 1ee
Viennent & placer la courbe, par vapport aux axes deb coor~

données , de 1a manicre 1o plus favorable, pour deviner 1cs
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sinuosités de son cours. Par exemple , si une circon
cercle est placée d’une maniére quelconque par rapport & ces
a les abscisses et les ordonnées de ses

férence de

axes, l'équation qui lier
différens points ne peut pas é
cette circonférence était placé a Vor
nées; car, dansce cas, 14 courbe serail symélrique par rapport
suffirait de suivre son cours dans un
le connaitre dans les irois autres.
us facilement

tre sisimple que si le centre de

igine méme des coordon-

3 chacun des axes, et 1l
des quarts de cercle, pour
Or, on congoit que cetle simplification metirait pl
3 découvert la forme de la courbe, sa marche , ses pmprié{és.—

Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver i ces
simplifications doivent donc se réduire a changer la position de
Yorigine et la direction des axes des coordonnées , pour les
placer de maniére quen y rapportant Péquation preposée , elle
se réduise A la forme la plus simple que comporte Vespece de
1a courbe qu’elle représente. 11 suffit de reconnaitre ensuite la
position des nouveaux axes par rapport aux anciens, pour con-
naitre quelle était originairement la position de la courbe pav
rapport a eux,

On peut de la méme maniére rapporter les courbes & des
coordonnées qui ne soient pas rectangulaires : cest ainsi, quoi:
que pour un but différent, que nous avons formé, dans
Yarticle 24 , I'équation de la ligne droite.

72. Quand on veut passer ainsi ’un systéme de coordonnées
3 un autre , on cherche , pour un point quelconque, les valeurs
des anciennes coordonnées en fonction des nouvelles : en substi-
tuant ces valeurs dans I'équation proposée, elle appartient tou-
jours aux mémes points; mais ces poinis s’y trouvent rapportés
aux nouveaux axes. Par conséquent , les propriétés de la courbs
restent toujours les mémes, et il n’y a de changement que dans

1a maniére dont elles sont gxprimeées.
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73. Ces relations des nouvelles coordonndes avec les an-
ciennes sont hien faciles & établir lorsqu’on ne veut que trans-
porter lorigine des coordonnées , sans changer la direction des
axes; et 'on en a déja vu des exem ples dans ce qui précide.
En effet , soient 4! (fig. 25) 1a nouvelle origine ; et 4’ X',
A" ¥7, les nouveaux axes auxquels on veut rapporter les points
du plan qui étaient précédemment rapporlés aux axes paral-
leles 4X, AY, eta Porigine A. 8i I'on prend un point quel-
conque M situé dans l'angle X’ 4' ¥', on aura

AP=AB+BP PM— PP'4P' M=A'B4-P'IT.

AB et A'B doivent étre donnés ; ce sont les coordonnées de 1a
nouvelle origine , et elles expriment sa position par rapport
aux anciens axes. Si donc on fait 4B — a s A'B=154, quon
représente par «x , ¥, les anciennes coordonnées y et par a, e
les nouvelles prises dans le méme sens , on aura

s=a+4a" y=b4y.
Pour que ces équations subsistent encore par rapport aux
q p P
ponts situés dans Pangle ¥" 4" &/, il-faut que l'ony suppose
négatif; car , pour un quelconque de ces points , tel que mz 5
on aura

Ap—= AR — Apt ouz=a— A'pt;

et il faut alors retrancher la nouvelle abscisse de @, au lieu de
Yajouter 4 cetle quantité. Il en gera de méme desy' , lorsqu’ils
appartiendront & des points situés du €61é de I'axe des X' opposé
aux ¢’ positifs : c’est ce que nous avons suffisamment déye-
loppé dans Particle 1g.

Nous avons supposé que la nouvelle origine 4" était situéc
dans Vangle ¥ A X, et qu'ainsi ses cooxdonnées @ et b, rela=
Uves aux anciens axes , 6taient positives. Si nous voulons placer
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cette ovigine en 4" dans Vangle 2. Ay , et prendre toujours les
nouvelles coordonneées z' et y' dans le méme sens, il suffira de
ghanger les signes de a et de b dans les formules précédentes ,
¢l I'on aura

r=a—a  y=yi+8&

ainsi qu'on peut le trouver directement, en partant de leur
position actuelle.

Ces considérations sont conformes aux principes établis dans
les préliminaires; elles se réduisent a cette régle géncrale , que
lorsqu’on passe d’un systéme de coordonnées & un autre paral-

léle,, au moyen des équations
x—at+r y=0bL+y,

il faut regarder la variation de signe de chaque espece de
coordonnées comme répondant aux changemens de position
antour de lorigine qui lui est relative; et les quantités @ et b,
_qui sont les coordonnées d’une des origines par rapport a
Pautre ;. peuvent étre rapportées i celui des deux syslémes
qu'on voudra,

Clest en considérant Ia position de la nouvelle origine par
rapport & Pandienne , que nous avons obienu les - équations
précedentes. Réciproquement , ces équalions étant donmées,
on pourrait en déduire la position d’un quelconque des deux
systémes par rapport a lautre ; car , en y faisant , par
exemple, x'=o0 , ce qui est le caractére de T'axe des %', on
s

:+a,

ce qui, en supposant @ et B positifs , signifie que I'axe desy’s

aurait

auquel, cglle équation apparbient , est situé du coté des &
positifs , et & une distance @ dg Jenr origine. De méme , en

faisant gl 05 ce qui est le caraciére de 'axe des a' , on aurait,
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relativement i cet axe ,

a

y=5;

clest-a~dire qu'il est situé du coté des y posilifs, i une dis-
tance 5 de leur origine. En faisant.,, au contraire , z —=o,
ouy—o, on trouverait ' = —a, ou y' =-— 5, qui seraient
Ies équations des axes dr:sy et des a2 parrapport § Porigine
des y' et des a'.

€e que nous venons de dire a leu , quel que soit Pangle
formé par les axes des coordonnécs ; et nous en conclurons
que , pour passer d’un sysiéme quelconque de coordonnées &

un autre paralléle au précédent , il sufiit de faire

x=a-ta _y:b-}»—y’,

& ct @ ¢tant les coordonnées d’une des origines par rapport &
Vautre. En substituant ces valeurs dans une équation quel-
conque entre x ety , elle se trouvera rapportée aux variables
gl et

74. Passons maintenant au cfs ot Pon fait varier la direc—
tion des axes et Pangle qu'ils forment enir’eux ; mais , pour
plus de simplicité , supposons d’abord. que Porigine ne varie
pas , et qu'elle soit commune aux deux sysiémes de coordon-
nées. ‘

Soient done AY', AX , deux axes des y ¢t des z (fig. 26),
gue nous prendrons rectangulaires.

Soient A¥', A X', deax autres axes qui font entr’eux un
angle queleconque , on demande de passer du premier sysléme
*de coordonnées au second.

D’un point quelconque A menons les droites M2, MQ ,
parailéies aux axes (IE‘SJ’ etdesy', on aura

AP=g “PM=y A=Q4x Q=7 5/
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11 fuut , de plus, que la position des nouveaux axes soit don-
née par rapport aux anciens.

Soient donc Pangle X' 4 X —«, l'angle X —ul

1l ’agit de déterminer x et y en fonction de 2’ etdey’, et
des quantités connues « et «'.

75. A proprement parler, celte détermination est un vé-
ritable probléme de trigonométrie ; et Yon y parviendrait en
caleulant séparément , par des triangles , les lignes qul com=
posent les nouvelles coordonnées. Mais , & l'aide d’un artifice
ingénieux d’analyse, le calcul peut se faire d’une maniére
beaucoup plus élégante , plus facile , et qui n'exige aucune
construction.

Cet artifice consiste & prévoir d’avance la forme des rela-
tions qui doivent exister entre les anciennes et les nouvelles
coordonnées ; car on peut prouver en général que , Jorsquion
passe d’un systéme quelconque de coordonnées 4 un autre , les
anciennes coordonnées doivent toujours étre une fonction 1i-
néaire des nouvelles , et réci_proquement.

En effct , représenions en genéral les valeurs dezetde y
I.‘J.l'

z=¢(z,y) y=¥(z,7),
Jes signes @ et J désignant des quantités composces d’une ma-
niére quelconque en z' et y', Cestd-dire , fonctions quel-
conques des nouvelles coordonnées.

Si Pon substitue ces valeurs dans Péquation de la ligne
droile , qui est toujours de la forme

ymax+b.
clle devient
Yoy =ao(dhy) b

Or , nous ayons vu (n° 25) que V'équation de la ligne ¢
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reste toujours da premier degré , quelle que soit la direction
des axes auxquels on la rapporte : il faudra denc que Péquation
precédente se réduise a la forme
Y=a'z'4¥;,

el , comme cela doit avoir lien pour toutes les valeurs pos=
sibles de @ et de b , cest-a-dire pour toutes les positions
possibles de Ia ligne droite , il faut absolument que les
fonctions ¢ et + soient elles-mémes du premier degré en af
et ¢l.

76. On voit donc que les valeurs les plus générales que
puissent avoir z et ¥ sont nécessairement de la forme

r=az' +ay' 4 ¢ y=bx' 4 bly! 4 ¢,

a,a',b, b e, ¢, étant des constantes indéterminées, On peut
aisément vérifier quen effet cette forme satisfait aux condi~
tions de article précédent. bues constantes @, @/, b , 4! sanek
resteront les mémes, quelles quesolent les variables z, ¥, iy’
il suffira donc, pour les déterminer , de connaitre leurs valeurs
pour des cas particuliers.

Si l'on fait o' — o, ¥ =o, ce qui est le caractére de lu

nouveile origine , on aura pour ses coordonnées
- S
e el

et puisque ’on suppose quelle est la méme pour les deux
systémes , 1l faut que ¢ et ¢ soient nuls : alors les €quations
Précédentes deviennent

z=az ;a'y' y=ba -+ By,
Si Ton fait y'=o, z! étant quelconque, ce qui est le carac-
{ére d

elaxe des z', on aura pour les points qui y-sont

z=axl y=ba.
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Mais , si d’un de ces points , tel que m ( fig. 26), on méne
Tordonnée mp 4 l'axe AX, alors , pour ce point , Ap seraz;

pm,y; Am, z';et le triangle rectangle Amp donnera
te AR T
r=yglcog e ' y=x smea

Ces équations devant s’accorder avec les précédentes , on
aura
@ — cos &« b = sin &.

Faisons maintenant z/ = o, ce qui est le caractére de Taxe

des y', on aura pour les points qui y sont ,

o — Vool A
n=ay  y=20y-
Mais , si, d'un quelconque m' de ces points, on abaisse 1or-
. v 13 !
donnée m/p' & Paxe 4 X , dp' sera x ; plml,y; Am'syls et
Ton aura , comme précédemment ,
‘
& =ylcos ol iy = y!sind’;
ce quidonne

o) — cof . B SN e

T.es valeurs des constantes se trouvant ainsi counues , on les

substituera dans les expressions des x et ¥ , et il viendra
2= a'cos & 4- 7' cos &/ y:m'sina—}-y’sin«’.

Telles sont les relations quwont entr’elles les coordonnées dans

les deux systémes que nous considérons.

77. Si Pon youlait passer des coordonnées z' et y’ aux
coordonnées et y , il suffirail de déduire les valeurs de &'
etde y' dés équations précédentes. En multipliant la prcnuue
par sin &', et en vetranchani la seconde multipliée par cos '

on aura z' ; opérant d’une manigre analogue par rapport ady
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an auva v’ : ces valeurs seront

; xsing' — y'cos o ;_ yCose—axsine
e e

sin (&' — ) sin (e —e)
On aurait pu parvenir divectement & ces résultats en partant
des expressions les plus générales de =, L en z , y, et dé-
terminant les constantes quelles doivent renfermer par la
considération des valeurs de 2!, ', pour les axes des x et des y
(fig.27). En effet » Vorigine ¢tant la méme pour les deux
systémes , on aura

z' = mzx mly ¢=ng -+ n'y.
Sion faity =0, co qui est le caractére de I'axe’ des = , on

aura , pour les points qui y sont situés -

z! = ma ¥ = na.
Mais , pour un de ces points , fel que m, si I'on méne mp
paralléle 4 Paxe 437 y Am sera x; Ap, x';: et pm,y,
qui devra étre pris négativement , puisque le point m est
situé du céte des y' négatifs. Or, Vangle X' AX étant « , et
Pangle ¥/ AX | o, Pangle Apm est o — & 5 et le triangle
Amp donne

: 2 sin o' , xsin e
X = — SRR ‘y -—— -',"-—’__-,
Sln(a&—-—-u) sm(u——n}
d’ott I'on tire
sin &' sin e
M= —_— - = —_—
sin (&' — &) $10 (&' —a )

Faisant 2z — o s €€ qui est le caractére de Paxe des y , on amra :
pour‘les points qui y sont situés 5

= m'y b zly.
Mais , pour un de ces points, tel que m/, si Pon méne fa
igne m/p’ paralléle i Paxe AX', dm sevay; dp', R

—
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m!p!, ', qui devra étre pris négativement , parce que 1o

= e . 5 e o . i & 3
point 7' est situé du coté des 2’ négatifs : le triangle A p
donnera

'
3 2l wops & e s et W
sin(e —e) sin (&' —2)
d’ont I'on tire

cos e 00S ¢

P L.~ 77 e

I AT fid e
Sil](nc’—-ac) Sln(a&’—m)

m == =

Les quatre constantes m , m', n, n!, sont donc aussi détermi-~
nées, et donneront les mémes/valeurs que nous avons trouvees,

précédemment. Les formules
ze=a' cosw 4 ' cos «! y:x’sinm—[—_y’sin e,

et celles-ci , quis’en déduisent ,

T ! i
A~y 008 & sl SO £ i oc’
sin (& — &) sin (&' — )

suffisent pour passer d’'un systéme de coordonnées rectangu-
laires x et y a un systéme de coordonnées obliques 2’ et ", et
réciproquement , Porigine restant la méme pour les deux
systémes.
78. Si les nouveaux axes des z' et des y' devaient étve aussk
rectangulaires comme les précédens, on aurait
al— == 100"}

d’oty

=t [ e 8 b | pmeet e T -

sin (@l =ma) =1 sine’ = cos ¢ oS =-—siDa
En substituant ces valeurs, les relations des coordonnées de=
viendwaient

zg=a' cose—7y'sine y=2z sina-fy cos«
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Ce sont les formules nécessaires pour passer d’un systéme de
coordonnées rectangulaires & un autre aussi rectangularre ,
Porigine restant la méme » comme il serait facile de le vé-
rifier @ postérior; » en appliquant i ce cas les considérations
géon:étriques dont nous avons fait précédemment usage.

79- 8i l'on ajoute ces équations aprés avoir élevé chacun de
leurs membres au carré » on trouvera

x? _f_.?,:,__ z'? +.TM'
Lt, eu effet, les nouveaux axes ¢tant rectangulaires comme
les anciens, b7z +#'* exprime la distance d’un point
quelconque i Porigine des coordonnées ; et , V}’?}’

exprimant aussi la méme distance. a la méme origine,. ces
deux valeurs doivent étre égales.

80. On peut , au moyen de ce yui précede , passer d’un

systéme de coordonnées obliques a un autre systéme de coor-

données obliques (Bg. 28). En effer y solent A X', 4yt » les
axes des 2’ et des y'; _ZX"

» AY", les nouveaux axes , dont
les coordonnées seront '

» ¥" Concevons , par la méme ori-
gine , un {roisiéme sysiéme d’axes 4X , g rectangulaires
entr'eux, et dont les coordonnées seront x et ¥. Nommons
e, oy B, 4, les angles des a' , des 3, des 2/ et des ¥, ay

Paxe 4X, nous aurons pour un méme point ,

[:4 4]
dont les

coordonnées seront a et Par, rapporl au systeme rectan-

gulaire ,
$

v==a' cos w4 y' cosa ¥y=2z' sma4 g sin o

x=zx" cosg +ycosg y=zlsing - ¥'" sin g'.
En éliminant x et J entre ces ¢quations, on aura celles qui

déterminent les relations deg coordonnées. ' et 3/ avee les 2/
ety et quisont
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&' cos & + ¥ cos &' = z'" cos g 4 7' cos

! sina 4 3! sina’ = 2" sin g 4 3"’ sin g'.
Si Pon multiplie la premiére par sin «, et qu'on la vetranche
de la seconde multipliée par cds «, on aura y'; et, en opé-
yant d’une maniére analogue pour «' , on agra &' : on {rou-

vera ainsi

" __x"sinf ! —g) 4y sin (o —p")

Sj.ll("cz—m)

& sin (84— o) ' sin (4 )
sin(& —a)

X

Or,ona
“"—'B: Yregaxn “f__ﬁr:yw/jyﬁ
ﬁ—m:X'_AX” Bl—a= XTAYN g — =Y AX,

1l n’entre donc dans les expressions précédentes que les
angles formés par les axes des ¥’ et des X' entr'eux, et
avec les nouveaux axes AX'" ,+.4¥Y"; et tout ce qui étail re-
latif au systéme rectangulaire que nous avons introduit a dis-
paru..Si donc on nomme ¢ 'angle Y' 4 X! formé par les axes
des y' et des z'et e, o'y e, 7, los angles Y1 AY", X' 4Y",
¥'AX", X' 4X", que forment les nouveaux axes des y'' et
des z'" avec chacun d'enx , les équations précédentes devien-
dront

g A ) Tir e
it sin ¢ -+ 4" sin ¢ j‘?:x sin y 4 &' singy -
sin 6 sin
Ces formules sexviront a passer d’un systémze de coordonnées
obliques 4 un autre systéme de coordonnées obliques, Porigine
étant la méme pour tous deux. Si on supposait les aXes des &'

¢t des / perpendiculaires éntr'eux , on aurdit

0 =100° ¢4y =100° o 4 o/ =100°:
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par conséquent
sinf =1 sin ¢ = cos » sine! —cos ¢';

et 'on retomberait sur les éguations que nous avons déja trou-
vées, pour passer d’un systéme de coordonnées rectangulaires
4 un systéme de coordonnées obliques.

81. Nous avons vu précédemment que, pour passer d’un
systéme de coordonnces x ety & un autre systéme dé coordon~
nées z, y', paralléles aux premiéres, il faut fuive

t=a-4x' _y:é-{-_y’,'

@ et b étant les coordonnées de la nouvelle origine par rapporg
an premier systéme. Si l’on fait ensuite varier la diréction des
axes autour de cette nouvelle origine , on aira changé a-la-fois
et la position de Porigine des coordonnées et la direction des
axes. 11 suffit donc d’ajouter, dans les formiles précédentes ,
aux valeurs des coordonnées celles de la nouvelle origire , pour
avoir les formules générales de la transformation des coordon—
nées. Commme elles sont d’un fréquent usage , je les ai réunies
dans le tableau suivant .

1°. Pour passer d’'un sysitme de coordonnées rectangulaires

Z,y, & un systéme de coordonnées obliques ', Al
r=a+a'cosaty/cosa!l Yy =ba' sina 4 4'sin o'

2%, Pour passer d’un systéme de coordonnées obliques 2/, ¢,

2 un systéme de coordonnées rectangulaires , y,

x,._:(:z:—rx)sinu'-—(y———b)cos.z'

sin (e — )

(y—5) cosa~—(x—a)sine

¥ =

Sin(u'-——-u)
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30, Pour passer d’un sysléme de coor -données }’9(‘|’1'ﬂ“ulullCa

Z, ¥s 4 un systéme de coordonnées aussi rectangulaires «/, ¥
x=a-4a! cosa—y'sine  y=04 z'siney cose.

Dans ces équations ,a’ysont les angles des axes desa' et desy’
avec l'axe des z3 a et & sont les coordonnées de la nouvelle
origine par rapport au systéme rectangulaire,

4°. Pour passer d’un systéme de coordonnées obliques =, ¥,
a un autre systéme de coordonnées obliques oyl

e oy .
a Sme /" 81N € I bln " ‘-l!i
+.J_......_.. q:f-i— f+ e

sin 8 sin #

x=a-+

w, ', sont les angles que les axes des «' et des ' font avee laxe

des - ¢, ¢, les angles qu'ils font avec laxe desy; @ et @/ les
3 By B9 gles:q 7

coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux axes obli=

ques des x et des ¥, qui forment entr’eux un angle ¢

82. En généralisant les considérations que nous venons dex-
poser , on trouvera facilement les formules nécessaires pour
effectuer la transformation des coordonnées en trois dimen-
sions ou dans Pespace ; car il suffit encore , dans ce cas, de
trouver les expressions des anciennes coordonnées en fonction
des nouvelles, ou réciproquement; et Ton peat y parveniv
par les mémes méthodes. Ces relations n'ont aucune dilli-
culté lorsquion se propose seulement de transporter Yori-
gine , en laissant les axes paralléles & eux-mémes. Alors ,
ennommant @, b, ¢, les coordonnées de la nouvelle origine
par rapport a I'ancienne , et désignant par .7:",_7",:-*, les nouvelles
coordonnées qui étaient précédemment représentées par .,y %,

on aura
s=ats y=bty s=cts,

furmulcs dans lesquelkb il faut regarder les variations de signe
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de chaque espéce de coordonnées comme répondant aux chan-
gemens de position autour de origine qui lui est relative. Ces
considérations sont conformes a celles de Part. 72, et ’on en
déduira de méme les positions respectives des deux origines.
83. On a vu , dans Vart. 55, que équation du plan est tou=
jours du premier degré en », y, z, quel que soit I'angle des
coordonnées. De la, il est facile de conclure, par un raison-
nement analogue & celui du n°. 75, que , lorsqu’on passe d’un
sysiéme de coordonnées it un auire, les anciennes coordonnées
sont toujours exprimées, en fonction des nouvelles , d’une
maniére linéaire , quels que soient les angles des axes. Ainsi en
désignant les unes par z, ¥ %, ctles aulres par ', y', &', on

aura généralement
£

z=a -4 mx' +'mly’ Jm!s
¥y=04 nz' + nly! 4 nlz
=c+px + ply! 4 pllal,

les coefliciens des variables ', 3/, z', étant des constanfes in~

Ly

connues , et 'qu'il s’agit de déterminer.

8i Pon fait #' =0, 3'=o0,z'=o » c& qui est le caractére
de la nouvelle origine, il vient

’ B =a Yy==0 r=c.
a,b,c, sont donc les coordonnées de. cetle origine par rapport
a Pancienne : nous les supposerons nulles, pour plus de simpli-
cité ; ce qui revient i changer ladirection des axes sans déplacer
Porigine; il suffira ensuite de les ajouter aux résultats , poux
transporier le nouveau systéme d’axes parallélement a lui-
méme. Par cette supposition , les formules précédentes de-
viennent

& = mx' 4~ mly! 4tz

(} =7,
=nx' 4 nplyt - plot

=]

—_ }J.L" "_ P,’J,F _4'_ JJ”J’.
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T.es constantes quelles renferment se déterminent facile=
ment par des suppositions particuliéres. Considérons , par
exemple , les points situés sur Paxe des ', les équations de cet
axe seront :

_y':o 5= 0.

On aura donc , pour les points qui y sont situés ,

x =max' ¥ = nx' Bl

Soient A X' cet axe, M un quelconque de ses points (fig. 2973
et supposons, pour plus de simplicité, que les anciens axes
AX, AY, AZ , soient rectangulires, alors AM sera x',
MM sexa z, et le triangle A MM donnera

5= x' cos A DM,

Tlangle A MM’ est celui que forme le nouvel axe des x avec
Pancien axe des ; nous le désignerons par Z. Si nous nommons
pareillement X , ¥, les angles formés par ce meme axe AX!
avec les axes 4 X, AY, nous aurons , pour les points qui y sont
situés ,

g—=x' cos X y = n'con’ Y s=2x'cos Z.
Ce résultat détermine 7, 7 , p , et donne
m=cos X % —cos Y. p=cos Z.

Si nous considérons de méme les point situés sur Paxedesy's

dont les équations sont
zl=o =0,
on aura , relativement a ces poinis ,
z=mly! y=nly s=p'y.

Ainsi , en désignant par X', X7, Z!, les angles que forme cet
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axe avec ceux desx , y, 5, on aura

m! = cos X == cos X! P =cos Z/,
Bafin la considération des poiuts situés sur Paxe des ! déter-
minera lcs constantes m!", n'!; p"; et en nommant v SA LS

les angles que forme cet axe avec ceux des

Y, Z,0n aura

m!! = cos X = con: ¥V P''=cos 2"

d’oit P'on tive pour Er by B

x ==z’ cos X 4 ' cos X/ 4 5 cos X'
y=2a'cos ¥ 4~ 9/ cos Y' 4 2! cos ¥ (1)
x cos Z 4 y! cos Z' + 5 cos Z1.

li

11 faudra joindre & ces valeurs les équations de condition qui
ont lieu entre les trois angles que fait une ligne droite avee les
trois axes; et qui sont ( n°. 46)

tos® X + cos™ ¥ J-cos® Z =)
cos® X' cos® ¥+ cos® Z'— 3 (2)
cos® XML cos? Yy cos® ZM= 1.

Ces formules suffisent pour transformer les coordonrées , lors—

que les angles des nouveaut axes entr’eux doivent élre quele
tonques; mals si ces angles sont donnés , il en résuliera de
nouvelles conditions enlre les angles X, ¥,925 X et il
faudra les joindre aux équations précédentes.

Eneffet, si Pon nomme 7 Pangle que forment les 2" aves
les y!, U Tangle des y' avec les 5/, et 277 Vangle des ' avee

les ', on aura, par le n® 49,

¢os /7 =cos X cos X! Jcos ¥ cos ¥ ~+-cos Z cos Z'
cos U — cos X'eos X'+ cos ¥ cos ¥ -+ 005 Z' cos Z" (3)
cos 777 = cos X cos X" 4 cos ¥ cos P! ~+cos Z cos 21,

et ces équations, étant joinles aux formules (1) et (2), sufliront
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dans tous les cas pour établir les conditions relalives aux nou-=
yeaux axes , en supposant les anciens rectangulaires.
84, Si, par exemple, on veut que ceux-cl solent rectangu-
laires, on aura
cos M =0 cosU=o cos m=—o0;
ot les seconds membres des équations (3) seront nuls : alors ,
en ajoutant les carrés de =z, y, %, onlrouve
2 2 e - Py 12 12 12
o] e S =R + 5.

Tit cette condition doit étre en effet remplie , lorsque les deux
systémes de coordonnées sont rectangulaires et ont la méme
origine , parce qu'alors la somme des carrés des trois coor=
données représente dans I'un el dans Pautre la distance du poini
i celte origine commune.

85. On peut aussi changer la direction de deux axes seule-
ment , en conservant le troisiéme. Supposons, par exemple ,
que celui-ci soit Vaxe des 5, et que les deux autres coordon-
nées , faisant entr’elles un angle 7, doivent toujours lui étre
perpendiculaires ; on aura, d’aprés ces condilions ,

cos U =o cos FFm=o
cos Xl =0 cos-Ell=o cos il =kt

valeurs qui, substituées dans les équations (3), donnent

CUSZ".,_—_O COSZ:(I;
¢’est-h-dire que les axes des ' et &653" sont dans le plan des
zy ; de i et des équations (2) il résulte

cos ¥ =sin X cos ¥ = sin X/ ;

et les valeurs de x, ¥, deviennent

x = z' cos X =+ y' cos X', y=&'sinX + ¢sin X7,
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qui sont précisément celles que Pon a trouvées dans art, 78,
pour passer d’un systéme d’axes rectangulaires et y 4 un
systéme quelconque situé dans le méme plan.

86. Les questions que nous venons de traiter dans ces pré-
liminaires sont en quelque sorte les élémens de tous les pro-
blémes qui concernent Papplication de Palgébrea la géométric,
Les formules que l'on en déduit sont autant de méthodes
genérales dont Pusage revient sans cesse, et que l'on ne sup-
pléerait qu'imparfaitement par des constructions particuliéres
qu’il faudrait recommencer pour tous les cas. Mais pour sentir
Ie prix de ces méthodes, il est nécessaire de se familiariser
avec elles par I'usage : clest pourquoi nous les appliquerons
a la recherche des propriétés des courhes et des surfices du
second ordre ; et cet exemple, qui fait Pobjet du reste de cet
ouvrage , suffira pour montrer généralement cominent on doit
employer ces procédés.

On peut aussi déterminer la posilion des points de Vespace
en donnant leurs distances & un point fixe , et les angles que la
ligne sur laquelle cette distance doit ¢lre comptée, forme avec
trois axes rectangulaires.

Soient X , ¥ et Z ces angles , R la distance d’un point
Porigine des coordonnées reclangles

.
i
» ON aura enlre ces quan-
tités et les coordonnées Z, y et z, du méme point 5

z=~Rcos X y==HRcos ¥ g=Rcos Z.

Les trois cosinus qui entrent dans les équalions précédentes
sont liés par Péquation

cos® X - cos® ¥ - cos® Z — 1.

Dans ces formules , la droite & se nomme le rayon vecteur, ct
Porigine est le pole d’ou partent les rayons rectours des divers

points de Pespace.
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“Souvent au lieu de déterminer la position du rayon recteur
par les angles X,Y o 5 On introduit I'angle que forme sa pro»
jection sur le plan xy avec laxe des x, et celui qu’il fait avec

sa Plu]t(‘l]Oﬂ.
Soit @ et @ ces angles,  lalongueur de la projection durayon

vecteur , on aura

¥ = 7 COS P g ==27sin ¢. Z —Rsin ¢

d’ailleurs 7— R cos ¥
done

x=—MRcospcosh  y=—MHRsingpcosd z= Rsin b,

s ol y " St
—_— l‘oprcscntent les tangentes mgnnmnelriqups des
. ;

angles que forment avec Paxe des z les proj eruum du rayon

vecteur sur les plans des xz ct des ys.

Les équations précédentes donnent

z cos 8 cos @ ¥ cos 0 sin &

En représentant les éc quations du rayon vecteur par

LS y= 0z
J
on aura
cos # cos @ I 6 sin @
a = — C——e O ——— — -

.‘alﬂ 0
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87. Lzs courbes dusecond ordre sont aussi appelées sections
coniques , parce qu'on peut les obtenir en coupant un céne &
base circulaire par des plans diversement inclinés. Comme
celte propriété¢ les rapporte plus particuliérement 4 leur oris
gine , nous la démontrerons d’abord.

Pour cela , nous considérerons un cone droit, dans lequel
les coordonnées du centre, la position de laxe et I'angle au
cenire, soient indéterminés par rapport aux trois plans rec-
tangulaires des coordonnées , et nous ferons voir qu'en le pré-
sentant a un plan coupant dans des positions différentes, on
obtient pour l'intersection toutes les courbes du second degré
possibles : nous prendrons pour plan coupant le plan méme
des zy (*).

Soient ',3', 5', les coordonnées du centre du ¢éne : son axe
étant une ligne droite qui passe par ce point, aura pour
équation.

:L‘—:r':afz-w:,’)

r—r=b(z—%),

{*) Onavudans les Elémens deGéométrie qu’un céne droit est en-
gendré par le mouvement d’une ligne droite assujettie & passer toujours
par un méme point qui est le centre du edne, et & faire toujours le
méme angle avec une droite fixe passant par ce point, et que 'on
nomme axe. Le double de cet angle est ce que j’appelle 'angle au centre
du cone , parce que c'est celui que forment les deux génératrices oppo-
sées, suivant lesquelles un plan mené par l'axe couperait la surface
conique,
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« et b étant des quantités constantes qui dépendent de la posi~
tion de laxe. La droite génératrice doit aussi passer par le
cenire dans toutes ses posilions : par conséquent son (“qualiUll
sera de la forme

xr— 'I.Tz fé’(,z _;l’)

y—y =¥ (—s),

al et U étant constantes pour la méme génératrice et val 1ables
d’une génératrice 4 une autre.

La génératrice devant faire toujours le méme angle avec
Taxe, si on désigne le cosinus de cet angle par M, on aurd
(n’ 45)

1+ aa' + &b e
Vaita 460 Vatar46"

Cetle équation subsiste pour chaque position de la droite
génératrice : si Pon en chasse @ et &', en mettant, au lieu de
s 1
i ; i ;
ces quantités, leurs valeurs -y =, tirées des équa-
55— & z5— 5

—

tions précédentes, la résultaten x, y, 5 , ne sera plus particu-
lier A aucune des positions de la droite génératrice , mais il
appartiendra a tous les points qui peuvent se trouver sur cette
droite lorsqu'elle fait avec Paxe Pangle donné. Ce sera donc
Yéquation de la surface conique engendrée par son mouyement.
Cette substilution donne

z—x! Y = 3 .

4 b——

)

Sous ;":: — = M,

Vv Voar[Z22

1+«

L}:_ =0

5— 2z

ou enchassant les dénominateurs, etélevant les deux membres
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au carré,
_{z__;r+(,(x_,rr3+g,(_},_‘},g} 2=M>(14-a2-4-b3) {(:c--—r’):—I—(_w‘—-;»')ﬂ—!—(z—;’}‘j- a,
¢quation qui convient & tous les points de la surface conique.

88. Pour ceux de ces points qui sont situés dans lc plan

des 2y, on a de plus x = 0 ; ce qui donne
‘{w-:'+ﬂ(xﬁ—l"ﬁ+bfy——}"3} 2 = Ma(1ar+b2) { (z—a!) 2y —y')2+al2 } ()

Clest I'équation de lintersection du céne par le plan des 2y ;
elle comprend toutes les sections coniques , puisque I'angle au
centre du cone et sa position dans Lespace sont absolument
indéterminés 5 et, comme.elle est en général du second degré
par rapport aux variables x ety , on voit que les sections co=
niques sont des courbes du second degré.

89. Réciproquement , toute équation du second degré ap-
partient a4 une section cunique; car, en rcpréscnlant cetle

équation par la formule
Ay* + Bay 4+ Czx* 4 Dy + Ex + F=o (2),

qui est la plus générale de ce degré, elle ne contiendra d’in-
VPR D D f D) )
A i A ; PR i

qui expriment les rapports d’un de ses coefficiens a tous les

déterminées que les cing quantités
] q

autres. On congoit donc qu'il doit étre possible de disposer des
six arbitraires z', y', 5, @, b, M, que renferme léquation des
seclions du cdne, de maniére i la rendre identique avec équa-
tion (2); et en effet on obtient ainsi, pour ces arbitraires, des
valeurs toujours réelles , excepté dans un seul cas, qui est
celui out 'équation (2) est impossible. Nous reviendrons plus
tard sur cetle p!‘oposilim] ' lorsqm‘. Nous aurons examine avec
détail les diverses formes que 'équation de intersection et les

courbes qu'elle représente peuvent prendre suivant les diverses
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situations dans lesquelles on place le cone par rapport au plan
coupant.

go. Pour le moment , bornons-nous a reconnaitre la forme
générale de ces courbes , et les caracleéres principaux qui
peuvent servir a les distinguer les unes des autres. Pour les
découvrir avee plus de fielilé , nous choisirons les plans coor-
donnés, de maniéreque la courbe dintersection du plan et dela
surface conique soit symétrique par rapport a T'un des axes
auxquels elle sera rapportée. Ce choix, dont nous sommes abso-
Jument les mailres , ne diminuera nullement la quantité des
vesultats.

Nous compterons les z et les y dans le plan coupant; du
centre du eéne nous abaisserons une perpendiculaire sur ce
plan, cette ligne sera I'axe des z. Le plan que délerminentl'axe
du céne et cette perpendiculaire sera celui des 2z ; avec ces
condilions , le plan des yz est déterminé.

11 résulte des suppositions précédentes
mhi= o g b=o

puisque Paxe est dans le plan des xz.

Avec ces simplifications , 1’équation générale de Vintersec-
tion sera

(ax—3') — (1+a*) (2" +7" +57)=o.

T.e cone ‘est alors dans la situation représentée (fig. 3o) ; Paxe
DCD! est dans le plan méme des x el des 5, et @ exprime la
tangenie de Pangle DCO qu'il fait avec axe 5, OX est le
cblé des x positifs.

Cette équation étant développée et réduite , donne

Ma(1-faz)y 2+ {ﬂfﬂ(l—i—a")v—-m ; x24-2az! r=z!a : 1—M> -Zlui—a:)} 3 I
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et enfin, en divisant par M* (14 ),0n a

2

2 { - g —= =’ ¢ { 5 !} (1)
1— - 72 F—gla L=y X (1),
Y Mz(14-a2) § Ma1+ur) M2 (1+4-a%)

g91. Nommons « P'angle que I'axe du cone fuit avec l'axe
des x, el 8 angle que la génératrice fait avec 'axe du cone :
8 8
I

le premier, ayant pour tangente @, aura pour cosinus —— s
'14a%
2
a

el pour sinus . Par conséquent,

Vita M+ a)
est le carré du rapport du sinus de ¢ au cosinus de 8, et

1 . -
57— estle carré du rapport du cosinus de « au cosinus
,‘rf (I + a )
de g : désignant le premier rapport par ¢, le second par +,

On aura

sin a Cos @
@ =y ’J/ e r——
cos 2 cos g8

et Péquation de Pintersection deviendra
y4+a—eo) &' 42" arla =" (4 —1) (27

Le cone étant ainsi placé, on peut trés-aisément reconnaitre
les diverses formes que peut prendre son intersection , et trou-
ver des caractéres fixes qui les distinguent parfaitement les
unes des autres.

92. D’abord , si 'on a « 4 8 < 100°, le plan des 2y coupe
toultes les droites génératrices sur une méme nappe de la surface
conique; Pinterseclion est une courbe fermée et rentrante sur
elle-méme (fig, 30).

Si @ -4 8 = 100 le plan des zy ne rencontre encore gqu'une
des nappes de la surface conique ; mais une des génératrices lui
devient-paralléle. La courbe d’intersection n'est plus fermée et
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rentrante sur elle-méme ; elle 'alonge indéfiniment , et s’étend
sur une des nappes de la surface conique (fig. 31).
Enfin, silon a « 4 8> 100% le plan des 2y rencontre les

deux nippes de la surface conique ; intersection s'étend indé-

finiment sur les deux nappes de celte surface (fig. 52).

Mais il faut encore ajouter comme condition essentielle &
tous ces caracléres, que « — 8 ou Pangle 0C.A soit compris
entre o et 100°, afin que aréte CA puisse rencontrer le plan
horizontal AIV.

93. On peut donc ranger toutes les sections coniques en trois
grandes classes, correspondanles aux trois formes générales
que nous venons de reconnaitre. Les courbes comprises dans
la premiére classe se nomment des ellipses ; celles de la se-
conde, des paraboles ; celles de la troisiéme , des hyperboles.

Introduisons maintenant dans 'équation générale les carac-
léres propres i ces trois genres de courbes , et voyons les
modifications qu’elle éprouve par ces subslitutions.

94. Pour cela, faisons en général
¢+ g=100°" —n

n étant une quantité quelconque , qu'il suffira de faire positive,

nulle ou négative , pour avoir les trois supposilions pré

dentes ; on aura ainsi

sin ¢ =sin (100° —n—g8) =cos (n -4 8)

cos « == cos { 100° — . — £) =sin (n+8);

ce qui donne

cos(n—+Rg) 'L:/:s'rrl[n.-{*i)'

cos 3 cos B

‘é':

Sclon que I'on fera la quantité n positive, nulle ou négative ,

« — B étant toujours compris enire o et 100°, on aura




DU CONE. 109

$<1,0=1,9>1;etle coefficient de 2*, dans I'équa-
tion (2) deviendra positif, nul ou négatif. Réciproquement
selon qu’on donnera a ce coefficient Pune de ces trois valeurs ,
on aura ¢<1,p=r1, ¢ >1, et par suite quantité » ,
positive , mnulle ou négative. On peut donc a ce caraclére
substituer celui qui se tirerait du signe du coeflicient de z? 3
et de i résulte cette conséquence :

L’équation (2) quz représente toutes les sections con Iques ,
donnera Lellipse , la parabole ou Uhyperbole s Selon que le
coefficient de x* sera Posilif', nul ou négatif. La nature de
la courbe ne dépend que du signe de ce coefficient.

99. 8i I'on suppose ¢ = o » Paxe du céne se confondra avee
Paxe des z, et l'intersection sera une circonférence de cercle,
Dans ce cas, on a

sin & COS & 1
=——o, e=lang.a=—o, J= T
cos 3 CoOs 3 cosg

et Péquation de Pintersection devient

ou

¥y 4z =2z tang® .

5" étant la distance du sommet du cébne an plan des xy

(fig. 33), &' tang g ou CO tang OC'E représente la lisne OB
ou le rayon du cercle. En faisant, pour plus de simplicité ,
¢e rayon égal 4 R, on aura

s + oyt = R
Clest Péquation 1a plas simple de la circonférence du cercle.

11 est visible que ce cas est compris dans la supposition géné-

rale qui donne ¢ <1 ou le coefficient de »* positif. Le cercle
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est done ainsi une espice particuliére d’ellipse. 11 se réduiraif

a un point, en supposant # nul; car alors le plan coupant

passerait par le centre dn cone , qui deviendrait lorigine des

coordonnées, En effet , cette supposition donne

-yt =o0;
et le premief membre de cette ¢quation , étant la somme de
deux cariés, ne peut devenir nul par des valeurs réelles de =
ét de y, i moins quon n’ait séparément
xr =0 ¥y =0,
qui sont les équations de Torigine des coordonnées,
g6. Généralement, si T'on fuit ' = o dons Péquation (2),
Cest-a-dire si Pon met le centre du cone duns lc plan des ay
en trouve
: S o e
Y+ (1—e* yx' =o.
Silona @ < 1, celte équation aura ses deux termes de mémé
signe ; elle ne pourra ctre satisfaite qu'en faisant

y—=9 to il

Elle appnviit-nﬂm donc & un point qui sera lorigine des coor=
données. Ce cas comprend celui que nous venens d’examiner.

Mais si dans la méme circonstance ona ¢ =1, alors Pequa-
tion précédrnl'u se réduit & son premier terme : elle est par
conséquent satisfuite , en faisart

Y=0,

Cest-a-dire qu'elle représente une ligne droite qui est laxe
méme -des . Le cone est alors place de maniére a donner

une parabole , puisque ¢ =1 3 mais son cenire élant amené

duns le plan des xy; celte parabole se réduit 2 une ligne droites
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Enfin si, = étant toujours nulile ; on avait ¢ > 1, I'dquation

précédenie ne serait plus composce de deux termes de méme
signe ; et en la résolvant par rapport a y, on trouverait

y==cxl g2 —1,
2 ’ iy “n ol .
Alors ¢* — 1 ¢tant une quantité posilive, ce résultat donnerait
denx lignes droites ,

b T TR D e
qui passeraient toutes deux par Porigine des coordonnées,
Dans ce cas, le céne est placé de maniére i donner des
hyperboles ; mais son centre se trouvant dans le plan des Y5
ces hyperboles se réduisent a deux lignes droites.

97- Les suppositions précédentes ne sont pas les senles qui
puissent réduire ainsi Péquation générale de Part. go. Si l’on
supposait, par exemple, g — 0, ce quidonne cos 8 — M — 1 5
Pangle formé par la droite génératrice avec 'axe du cbne serait
nul : la surface conique se réduirait donc, dans ce cas, & une
droite qui serait cet axe lui-méme; et suivant qu’il rencontre=
rait le plan des Zy en un point, ou qu'il y serait compris tout
entier , ou enfin qu’il lui serait paralléle, Péquation de Dinter »
section représenterait un point ou une ligne droite » ou devien~
drait impossible,

Au contraire , si l'on supposait 8 =100°, ce qui donne
s g = M=o, la droite générarice serait constamment
perpendiculairve a Paxe : elle engendrerait par conséquent un
plan; et, suivant que ce plan couperait celui des xy, ou
lui serait paralléle , Péquation de Vintersection appartiendrait
i une ligne droite , ou deviendrait impossible,

La discussion de ces différens cas ne com porte awcune diffi-

culté : aprés les exemples que nous avons donnés dans ce qua
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precéde, il suffira Qintroduire dans I'équation générale de
Pintersection les suppositions convenables , de la développer,
et de voir a quoi elle se réduit. Les ¢éleves feront bien de
Sexercer A cette discussion, qui co ntribuera a leur faire sentic

géomélrie. Clest

la correspondance intime de analyse et de la
pourquoi je me bornerai a leur indiquer ce sujet de travail.

98. Nous allons maintenant discuter en particulier chacune
des courbes du second ordre ¢ue nous avons {rouvées dans le
cone. Nous déduirons des équalions de ces courbes , leur
position , leur forme et leurs caractéres. Nous les compare-
rons ensuite les unes aux autres , pour découyrir leurs pro-
priélés communes.

Mais puisque la nature de ces courbes ne dépend que du
signe que prend le coefficient de z”, nous pouvons encore sim-
plifier équation de Varticle go, en lui laissant, sous ce point

de vue, toute sa généralité. En effet , si nous plagons le cone

de maniére qu’une de ses génératrices soit dirigée suivant 'axe
des z, il suffira alors d’ouvrir plus ou moins Pangle au eentre ,
pour obtenir une ellipse, une parabole ou une hyperbole. Cette
nouvelle position du cone sobtiendra évidemment , en faisant
%= @ car alors I'angle « — 8, que forme la génératrice avec
Paxe des =, sera nul. Cette supposition donne
sin & COs 2

= —= V=

COS & COS e

— 1 ;
et I'équation générale de intersection prend cette forme irés-
simple
y*-{—(rr-a’).t‘?—}-zrz;"r::o (3).
Alors le cone est placé comme I'indique la figure 34 , la quan~
tité @ étant la tangente de langle DCA.
Si @ est plus petit que 1 { fig: 34), Vangle DCA est moindre

que 50° ; langle BCd , formé par les deux génératrices oppo-
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sées, est plus petit qu’un droit , le plan des zy vencontre alors
toutes les génératrices de la surface sur une des nappes qui la
composent : Pintersection est donc une ellipse.

Si e =1({ig. 35 ), Yangle BC.A est droit; la génératrice
BC devient paralléle au plan coupant , et la section est une
parabole.

Si @ est plus grand que I (fig. 36 ), Pangle BO.A est plus
grand qu’un droit, le plan des xy rencontre les deux nappes de
la surface conique, et I'intersection est une hyperhbole,

Cetle équation peut donc , fout aussi bien que P'équation (2),
nous donner les équations des différentes courbes que mnous
avons A discuter; et comme elle est beaucoup plus simple ,
nous I'emploierons de préférence.

Arrrv AT v ALY
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99- Ex coupant un cone droit par un plan perpendiculaire
i son axe, nous avons eu pour Péquation de Pintersection
y-) _I" x? =5 1-?'.!'
Les coordonnées x et Y ¢tant perpendiculaires entr’elles

(fig. 37,17

courbe & Torigine des coordonnées. L’équation précédente

e o 4 exprime la distance d’un point de la

nonire que celte distance est constante ; elle indique done,
par ce caractere, qu’en effet la courbe proposée est une cir-
conférence de cercle dont le centre sé trouve placé & Porigine
des coordonnées : cette seule propri¢té suffirait pour décrire
cetle circonférence ; mais on peut déterminer de méme,, d’aprés

8
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I’équation , toules ses autres propriétés et toutesles circons-
tances de son cours.

Par exemple , si I'on veut connaitre les points ou elle coupe
Taxe des » , il suflit de faire y = o; ce qui est le caractére des

points situés sur cet axe ; alors P'équation donne
R

Ce qui nous apprend que la courbe coupe l'axe des » en
deux points différens, situés de part et dautre de Porigine des
coordonnées , et & une distance & de axe des y.

De, méme , en faisant & == o, on aura les points od la courbe

coupe Faxe desy : cetle supposilion donne
¥y= =

Ainsi ces points sont au nombre de deux , situés de part et
d’autre, et  unc distance & de l'axe des x.

Pour suivre la marche de la courbe dans les points inter-
médiaires , prenons en général la valeur de y ; elle sera

y::‘:l/ﬁ—- ~

Les deux valeurs de y étant égales et de signes coniraires, la
courbe est symétrique au-dessus et au-dessous de I'axe des x.

Si Ton suppose x positif, les valeurs tant positives que
négatives de y iront en décroissant depuis ¥ = o0, qui donne
y===R, jusqu’a x=+ R, qui donne y = o. Si Ton
fait x plus grand que R, y devient imaginaire ; ce qui montre
que la courbe ne g'¢tend pas , ‘du eblé des & positifs , au-dela
de Pabscisse z = - .

Les mémes résultats se reproduisent en sens coniraire du
coté des x négatifs; et Fon voit de méme que la courbe ne
s'¢tend pas, de ce cdte, au-deld de Pabscisse @ == —-R. Elle

est donc également symétrique de part et d'autre de V'axe des v,
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et elle est limitée sur les deux axes i g dis
Vorigine,

tance R de

100. L’équation proposée peut se maiipe sous cette for

y’:(R—[—r){R—«r).

me

R4 xetR— 4 sont les deux segmens dans lesque]s For-
donnée y coupe le diameétye - ceite ordonnée

st donc movenne
Pproportionnelle entre les deux segmens,

Iol. On trouve de méme que deux cordes , menées des

deux extrémités d’un diameétre a un méme point de I courbe,
sont perpendiculaires Pune a Pautre, En effet, s s pir le

point B’ pour lequel 3 == o gt ¥ B VO il e une
ligne droite inclin¢e d’une manigre quelconque, elle jury (32)

pour équation
Yy=a(x 4+ R )

81 par le point B, pour lequel J=oeta=_ R on
mene une aaire drojte pareillement inclinée d’'une Manig; ¢

quelcongue ; elle aura pour équation

y=d{z=n)

Ces droites ainsi menées arbitrairement 5 Pourraient ¢
rencontrer dans un point quelconque ; mais » 81 Pon veyy que
leur point d’intersection se lrouve sur la crconflérence (y
cercle,, il faudra que leups équalions subsisien en méme femps
& avec celle de cotte c;ircunf'ér'eucc, ¢est-i=dire qaelles
le ¥ et de #, Cetre
ces der's vayiables s ot
Par conséquent une de plus qu’tl ne faut pour [es déterminey,
On pourra done, en éliminant ces

solent satisfaites par les mémes valeurs ¢

supposition donne 1rojs équations entre

variables, Parvenir 4 une
€quation qui ne les contiendys plus ; et qui devra étre satisfajte

Pour que les deux droites puissent se couper sur la circonfs—
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vence : celte éguation sera ¢videmment entre les quantilés &
et @, qui déterminent leur direction.

Pour Vobtenir, il faut donc combiner ensemble les trois

équations

y=a(z+ R)

Jf-_:u’(:v——-]?.)

Pre= R i3 :
de maniére d en chasser zety;on’y parviendra sans doute en
prenant les valeursde cesdeux variables dans les deux prcmiércs
et les substituant dans la {roisitme ; mais on

équations ,
au méme but, en multipliant les

arrivera plus siimplement

Y

deux premicres équalions membre 4 membre; ce qui donne

Y —aa (& R™),
Car pour que ce résultat s’accorde avee Péguation
R ax’;

qui est celle de la ‘circonférence du cercle , il suffit que 'on

ait
ok == — 1 ou gd - 1=0;

Jest-a-dire (n°. 32) que deux droites qui sonl menées par les
exirémilés opposées &Lun méme diamétre , et qui se ruucuntrcﬁt
sur la circonférence, sont p:_::‘[)cndiculuirvs 'une a Pautre.

102.0n voit , par cet exemple, que,lorsqu’on doit combiner
ensemble plusieurs équations pour en &liminer certaines quan-
tités , il est quelquefois possible d’abréger lopération par des
Procédés plus ou moins ingénieux; mais, en profitant de ces
artifices pour rendre les calculs plus élégans et plus simples,
il ne faut jamais voir , dans les changemens quils opérent,
que le résultat et Petfet de Péliminalion,

Et comme les divers procédés que Pon peut employer
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pour éliminer, introduisent quelquefois des facteurs étran-
gers 4 la question, ou en font disparaitre , il faudra s’assurer
que I'on aréellement trouvé le nombre de facteurs convenable 5
ce qui sera toujours indiqué par le nombre et lo degre des

équations enire lesquelles on a dii ¢liminer.

103. Par exemple, dans le cas précédent, sil’on elit d’abord
cherché les valeurs de Y et de & an moyen des deux premiéres

¢quations qui appartiennent aux deux lignes droites, on efit

trouvé
a + a 2 aa’
y=9—_. R, e
@’ —

a —a

En substituant ces valeurs dans Péquation du cercle , et ré-
duisant , on trouve

ad' (ad' + 1) = o,

Celte équation peut étre satisfaite de plusieurs manicres. D’a~
Lord, enfaisant @a'+4-1=0, ce quidonne le résultat que nous
avons déja obtenu par Pautre marche ; secondement , en faisant
4= o ou«' =o, ce qui signifie que, si I'une des deux lignes
est dirigée suivantl’axe des z, autre ligne peut étre menée sui-
vanttelle direction que Pon voudra. I est visible, en effet, que
dans cette derniére supposition les deux droites se couperont
toujours sur la circonférence du cercle , puisqu’elles se ren-
contreront & l'extrémité du diamétre; mais cette solution ,
quoique vraie , était étrangére a la propriété que nous voulions
découvrir : cest pourquoi nous avons pu nous dispenser d’y
avoir égard.

104. En général , en suivant la marche que nous venons
d’indiquer , on déduirait de la seule équation du cercle toutes
les propriétés que démontre ‘la géométrie élémentaire; et la

¥aison en est, que ces propriétés sont des résultats de sa définie




118 DU CERCLE,
nition , dont I'équation proposée nwest que la traduclion ana-
lytique.

Réciproquement, en partant d'one des propriétés caracté-
ristiques que nous avons démontrées , et reprenant d'une ma-
niére inverse la marche que nous avons suivie , on retomberait
sur Déquation du cerele, si celle propriété ne convenait qua
1ui seul ; auquel cas , elle serait équivalente a sa définition. Cela
arriverait, par exemple , si l'on demandait que V'ordonnée fut
moyenne propertionnelle entre les deux segmens ou que les
droites mences des deuxs extrémités de la ligne BB, se cou-
passent & angles d voits sir la courbe; mais on ne reviendrait
pas jusqu'au cercle, si F'on choisissait quelqu’autre propriété
qui convint'en méme temps a d’autres lignes. Par exemple, il
ne suffirait pas de demander que la courbe fat symétrique au-
dessus el au-dessous. de Paxe des a, ou qu'elle passdt par les
qualre points B, B', D, D', parce que , bien que ce $oient la
des propriétés du cercle, il peut y avoir d’autres courbes qui en
jouissent également.

105, La forme que nous venons d'examiner n’est pas la seule
sous laquelle se présente Péquation du cercles elle varie avec la
position de l'origine des coordonnées. Si , par exemple, au lieu
de compter les abscisses du point 4 , nous voulions les compter
de Textrémité B' du diamétre BB, et toujours dans le méme
sens, alors , pour un point quelconque M, dont Pancienne
ahscisse. serait 4P, Ja nouvelle B'P, et en nommant %' ces
derniéres , on aurait

z=x' — A,
Suhstituant cetle valeur de  dins Péquation
¥l = F

elle deviendra




|
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Dans €ette équation , » = o donne y = o, parce qué Pori-
gine des coordotinées est un poitit de la courbe, En suivan la
marchie des valeurs qui efi résultent pour les coordonnées des
aufreés points, ont reconmailrait pareillement qu’elle représente
une circonférence de cerclé, ef Pon én verraif naitre les di-
verses propriétés.

Ainsi, 1 27 -+ »* exprimant la distance MB' &’un point
de la courbe 4 1a nouvelle origine, et le carré de cette distance
¢tant, d'aprés 'équation méme, égal au produit du diamétre 2.7
par 'abscisse &' ou B'P, on reconnait cette propriéié de la
eourbe , d'élre moyenne proportionnelle entre le diamétre et
Pabsceisée correspondante.

106. L’équation d’une circonférence de cercle devant expri-
mer que la distance des points de la courbe 4 un point donné
est constante, elle doit toujours se rapporter & la formule que
nous avons donnée (n°. 21), pour exprimer la distance de deux
points. Si donc ', 5/, représentent les coordonnées du centre
de la circonférence , B son rayon, el x, 5, les coordonnées
d’un guelconque de ses points , on aura toujours

(z— &) + (y =gty R,
Telle est par conséquent I'équation la plus générale de la eir-

eonférence du ecercle rapportée i des axes reclangulaires.
fal

Lorigine des coordonnés e se trouve plus placée ici,comme
* dons les exemples précédens, au centre méme du cercle , ou
sur un point de la circonférence. Bn faisant y = o pour avoir
le point otrla courbe coupe I'axe des x, on trouve

=gl eV R gl

?
et en fuisant %= o pour avoir les points ot elle coupe Vaxe

des y , on'trouve

PSR
Y=t PR s
J
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La premiére de ces expressions devient imaginaire quand y'est
plus grand que R , et la seconde , quand =’ est plus grand que 2.
En effet, si les distances &/, y', du centre du cercle aux axes
surpassent le rayon de ce méme cercle, il ne rencontre point
ces axes, ctil se trouve placé, par rapporta eux, comme il
Vest dans la fig. 38 , ot 'on a supposé 2’ et y 'positifs.

En général , les diverses positions dans lesquelles une courbe
peut étre placée relativement a Porigine des coordonnées , font
paraitre son équation sous diverses formes , qui peuvent tou-
jours se réduire’ les unes aux autres , puisqu’elles ne sont ja-
mais que Pexpression analytique de sa définition.

107. Cherchons maintenant Péquation d’une ligne droite

tangente au cercle dont Péquation est
z* =R
Soient 2", y", les coordonnées du point de fangence , onaura
entr’elles la relation
x4y = R*.

La tangente étant une ligne droite el passant par ce point , son
équation sera de cette forme.

y—y"'=a(z—2z").
11 ne reste plus qu'a déterminer a.

Pour cela, nouns considérerons la tangente comme une sé-
canie dont les denx points d’intersection avec la courbe se
réunissenten un seul ; et nous emploierons cetle propriété pour
la définir.

Cherchons donc généralement les coordonnées d’intersection
&’une sécante quelconque avec la circonférence : gces coordonnées
doivent satisfaire en méme-temps aux trois équations précé-

dentes; car les points auxquels elles appartiennent se trouvent
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en méme-temps sur la circonférence et sur la droite. 11 faut
donc combiner ces ¢quations ensemble, pour en tirer les va-
leurs des coordonnées par I’élimination. Or, en retranchant la
seconde de la premiére, il vient

2 a2 -2 {[ S,
gt G i el L
ou

D) (r=5") + () (s—a") = o,

Mettant pour y sa valeur 3 4 a ( z — '), tivée de équalion
de la droite, on a

{2ay" +a* (s —a" ) 4 x 4 x”} (x —a'")=o.

Cette équation donnera généralement deux valeurs de z y
parce quil y a deux points communs a la droite et au cercle :
une de ses racines est

X=X

valeur qui, étant substituée dans I'équation de la droite ,
donne
)
¥Yy=¥r;
parce qu’en effet le point , dont les coordonnées sont x" ety

est d¢ja commun a la-droite et au cercle : 'autre facteur étant
égalé séparément a zéro , donnera

2ay' + 2" (2 — 2" ) 2 4 2" = o.

Cetteéquation fera connaitre Pautre valeur de x, c’est-a-dire
Vabscisse du second point d’intersection ; mais il faudra, pour
cela, que @ soit donné, c’est-a-dire, que la direction de la sécante
soit connue; et I'on sent en effet que ces deux quantiiés sont
dépendantes 'une de Iautre.

Dans la yecherche qui nous occupe , nous ne connaissons pas
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la direction de la tangente , inais nous savons qu'elle doit étre
telle que les deux points d'interseetion se réunissent en un seul :
en sorte que, 81 0n connaissait la valeur de @ qui lui est propre,
elqu’on la substituitdans I'équation précédente , la seconde va~
leur de z, que cette équation détermine, ser.it certainement 2",
comme la premiére. Par conséquent , sinous mettons x'" au lieu
de x dans I'équation précédente , la valeur de a, qui en résul-
tera , sera nécessaivement celle qui convient i la tangente. Cetle
substitution fait disparaitre le terme multipli¢ par a”, I'équa=
tion se réduitainsi au premier degré, et devient
.1’:”

i I s ot -
zay’ 422" =0, dou WEE ST

F

Cette maniére de délerminer @ , en ¢ludant la résolution
de V’équation qui contient *, pourrait donner lieu , en appa~-
rence , a quelque difficulté ; car si Pon résolvait directement
ceite équation qui est du second degré , et désignant par a.ela"”

es deux racines , on frouverait

, ey VY a2 (z— 27 )
B o 73

g VY — (x4 2 (= _T_i_fu)‘ .

g =il

(J',” —

Si dans ces expressions on. suppose x=x'" pour les ap-
proprier particuliérement a la tangente , le numérateur et le
Jdénominateur dea’ deviennent nuls en méme-temps, on trouve

(0] . -
o' == — . dans a'" le dénominateur seul devient nul, le nu-

i 9

(4]
2 ¢!

mératear se réduit & — 2 3. Et Von {rouve a=— ——;
Q
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valeurs qui ne pourraient pas s’accorder avec ce que nous avons
trouvé par la premiére méthode.

Pour résoudre cette potite difficulté ; Occupons = nous
dabord de 2'; multipliant le numérateur et le dénomina-
tear de la fraction” qui Pexprime , par le facteur. . , . . .
A S (¢ 4 2") (z —a"); cette multiplication
ne changera rien & sa valeur; par ce moyen on a

¥ (8 +a") (v—z! Yyl
{—o" Y F VY (afa) (s — ) 3

2

_(‘1_.'_*__1.”) (.r—x”) :
(=2 {3 + V3 —(z+a") (a—a")

Les y" sont done disparus du numérateur » de plus les deux
termes sont devenus divisibles par « = x'' 5 effectuant cette
division qui simplifie &', il reste

— {x 4 27}

o= — p——
YVt ) e — )

51 maintenant dans cette expression on fait z = 2", les deux

o - - o - . I3
termes de la fraction ne deviennent plus — , mais ils sé ré-
o

duisent a — 22" et 2 ¥ ; de sorte que ’on a
J
— !

i .

a =

Clest précisément la valeur que nous avions trouvée par nétre
premié¢re méthode.

On voit, par cetteanalyse, que si la valeur de o' s'est d’abord
-

’ - o .
Presentée sous la forme T clest parce que le numérateur et
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le dénominateur de la fraction qui Vexprime contenaient im-—

plicitement le

facteur z — &'/, qui §'évanouit quand z = ol

Mais par la transformation que nous avons fait subir a celte

fraction ayant mis le facteur z — z!" en évidence , nous avons

pu 'en dég

ager , aprés quoi les deux termes de la fraction ne se

sont plus évanouis. Lanalyse offre souvent des exemples de

) . . 3 o
quantites qui se présentent ainsi sous la forme de — »
o

mais

Cest toujours par l'effet d’une combinaison analytique pareille

i celle que nous venons de développer. Lt alors , comme dans

1e cas actuel , onne peut obtenir la véritable valeur de ces quan-

tités, quaprés en avoir dégagé les facteurs communs qui leur

font prendre cetle forme en s’évanouissant.

Examinons maintenant la seconde valeur de @, que nous

2, Al

avons désignée par a'’. Celle-c1 se réduisant 4 —— quand
0

: ! 1
&= 2", il gensuit qu'alors —
(]

/

T
_ est nul. Or —- est lacotan-
a

gente de Dangle dont a" est la tangente trigonométrique. Cet

angle ayant'sa colangente nulle, est donc égal 100", et par con-

séquent la seconde valeur de a!! appartient a une

pcrpcudiculuirc a axe des .

Ce vésultat , quoiqu’étranger a celui ¢
8

ligne droite

|1e nous mous élions

proposé d’obtenir, est cependant une conséquence des condilions

analyliques que nous avons élablies. En effet
yuq 1 »

nous avons

éorit dabord que la sécante ¢tail une ligne droite mence parle

point de la courbe dont les coordonnées sont z'’, 3. Et comme

nous avons trouve que cette sécante avait encore av

ec la courbe

un autre point d’intersection , nous avons voulu que ce second

point coincidat avec le premier. Mais nous n'avens écrit cette

o e ; :
coincidence que pour lesabscisses, Carnous avons dit que Pabs-

5

cisse de ce second point était aussi égole & zM", sans rien pro-
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noncer sur son ordonnée,, qui Rlentrait point dans notre équa-
tion. La résolution générale de celle-ci devait donc, outre la
tangente , nous donner aussi une ligne droite perpendiculaire &
Taxe des x, pu'isque cette droite satisfait évidemment aux
conditions imposées , de passer par le point donné de la courbe
etde la couper encore dans un autre point dont ’abscisse soit 2",

Dans la premiére méthode ot nous évitions la résolution de
Péquation du second degré , nous faisions disparaitre le terme
a’ (z — z'' ), en faisant £ — 2" nul. Nous exprimions par la
que la droite ou les droites que nous voulions obtenir » ¢talent
celles qui satisfaisaient aux conditions d’intersection exigées , et
pour lesquelles en outre la valeur de @ n’était point infinie. En
général , cette limilation restreignait I'équation amx seunles va-
leurs de @ , qui pouvaient donner des tangentes a la courbe. Et
le résultat n’ayant donné qu’une valeur unique , il s’ensuit que
pour chaque point donné de la eirconférence d’'un eercle g
tangente est unique aussi. On voit ainsi que la premiére méthode
étail aussi exacte que Pautre; mais elle était en méme tem ps
plus ¢légante et plus directe.

108. La valeur de @ étant déterminée , il ne reste plus qu'a

la substituer dans I’équation de la tangente , qui devient
.:V_J,H____ (a_._;L.HJ_

En laréduisant, et observant que les coordonnées z!’, 41, ap-
partiennent a un point de la circonférence du cercle, on peut
lui donner cette forme trés-simple

¥y 4 az = R®.

La valeur que nous venons de trouver pour @ étant unique ,
il g’ensuit qu’il n’y a, pour chaque point de la courbe, qu’une
seule droite qui jouisse de la propriété par laguelle nous ayons
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définila tangente : on peut d’ailleurs s'assurer & posteriors ; que
celle définition est exacte ; car la'droite qui en résulte est loule
entiére hors du cercle, excepté dans le seul point qu'elie a de
commun avec lui.

Cela se voit trés-simplement au moyen des ¢qualions
"+ zz!! =R
.7'!2 +J:n= = ]{2’

dont 'une apparlient A la tangente , et dont lautre signifie que
le point de tangence est sur la (:11'0011{clencc du cercle. 8i Yon
double la premiére de ces équations, et qu'on Ja retranche dela

seconde, il vient
J,M: _2_7j'” isia aM? -2 zx!! = — R2.

‘En ajoutant z® 4 ¥ & chacun des deux membres, le résultat

1)01.11‘['&1 se mellre sous la formc

(=210 (wealyr=ur Lyt = TR,

C'estla valeur de z* -+ y* — R* pour tous les poinis qui sont
situés sur la tangenle : cetle Vili(‘ul‘ est toujours positive, cx-
cepté lorsque z = 2" et y = —y'"s Par conséquent , tous ces
points , excepté celui de tangence, sonl hors de la circonfeé-
vence du cercle; car , dans Pintérienr de cette circonférence,
on a &* 4 y* — R*< o4 sar la circonférence méme
%* 4 y* — R* = oj; etau-dehors, z* 4 y* — R* >0.

10g. Une ligne droite , menée par le point de tangence per=

pendiculairement a la tangente , se nomme une normale. S

nous SUPE}USUHS pour sun c'(luutiun

¥ ___2,;,!1 —al (z—2),
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la condition d’élre perpendiculaire 4 la tangente donnera

’i'”
5 B STy SN i A

Ainsi Péquation de la normale est pour le cercle,

”
Y".'V”: l(‘r ')

ou en réduisant ,
ya'' —yllx—q,

Cette ligne passe done par Vorigine des coordonnées, qui est
ici le centre du cerele; d’on 'on voit naitre celte propriété
comme dans les élémens de géométrie, que la tangenie a la cir-
conférence est perpendiculaire i l’uhcuutc du rayon qui passe
par le point de tangence. '

110. Nous avons supposé jusqu’ici le point de tangence donné
sur la circonférence ; regardons-le maintenant comme inconnu,
et proposons-nous de le déterminer de maniére que la tangente
passe, par un point donné, hors du cercle. Soient z{, ¢!, leg

coordonnées de ce point; puisqu’il doit étre sur la langente , il
doit satisfaire a ’équation de celte ligne; ce qui exige qu’on ait

" b s =
‘}{T”—}—.Z;E’—_Ra,

onade plus,
J.ru —f—!Z.‘”n — R,

(es deux équalions seryiront & déterminer les coordonriées

1” ", dupoint de tangence en fonction de R, et des coordon-

nées ,jf’, du point donné. En substituant ces valeurs dans

uation de la tangente et dans celle de la normale, elles seront
cutiérement déterminées » et satisferont aux conditions de-

Nandéa
4131

ndees.
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Les équations précédentes ctant du second degré, donneront
pour z" et y! deux valeurs. Il en résultera par conseguent
deux points de tangence, et l'on pourra mener au cercle deux
tangenles qui passeront par le point donné.

I11. Mais, au lieu d’effectuer directement cette ¢limination,,
et de calculer les valeurs de &' et de 4!, par Yextraction des
racines carrées , il sera plus élégant et plus simple de chercher
a déduire des équalions proposces dautres équations équiva-
lentes , mais faciles 4 representer par la géométrie , et dont la
construction donne immédiatement les valeurs cherchées. En
effet dest un principe d’algebre, que 'on peut substituer au
systéme de deux équations deux autres équations qui s'en dé-
duisent.

Or, silon retranche la premicre équation de la seconde, bn
trouve

y — 'y 4 2 — x5! =—o0;

résultat qui peut étre mis sous la forme

i a J 2 o I2
rstag | 1 l.u ____:“LA .._'IT +.V 3
oyt o i (B e T
2 2 4

En le comparant avec Péquation la plus générale du cercle
trouvée dans Particle 106 , on voit que le point de fan-
gence qui a pour coordonnées z!, ¥, se trouve sur une

circonférence de cercle dont les coordonnées du centre sont

2 e 2yt s :
—, <L, et dont le rayon est . Cette circonfé-
oh D 4

vence a donc pour diamétre la distance du point donné at
12 +J,.l'2‘

Or , le point de tangence doit aussi se irouver sur la circon-

centre du cercle, ou v’

férence du cercle domné, et dont Péquation est

= al= R%
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Il se frouvera done en m&m-a-rmnps sur ces
rences , et sera cm]séq uemme
qui fournit un moyen trés

les valeurs de 2/ et ge y" seront double

» Ces circonférences se
Cette construction indj

leurs positions

vient ?'mpo':siblc : ce sont ceux on le point ser

du premier cercle, car alors le
TENCes seraient intéy

circonférence S

ieures 'une & Panire
e couperaient pas.

Cette circonstance est également indiquéc par

s11on élimine 2! entre les deux equations
iy =7 .r’.r"':R’,

on trouve , pour dél'ermium‘_}f”, Péquation

,

},Hn (.t"” __I_]r;.) s ]{U,r‘,},u:]ﬂ: (x

ui, étant résolue par rapport i ¥, donne
qu, T

R p!*

La quantité qui est sous Je signe radical ser
selon que l"on aura a'a —f—j-"’"‘
L o - L 0, &' o1 __ 2*< 0. Dar
tas, il y aura denx poinis de tangence’, dans le
en aura qu'un seul,

ou Imaginaire ,

le troisi¢me il n’y en aur
mier cas, le point donne est extérie
le second, il est situg sur

sa circonférence :
il i est intérienr.

; dans
112. Nous venons de yoip

du cercle a des coordonnées rectangulajres com

nt donné par leur interse
-simple de lobtenir. De
S puisque, d’apres
couperont en deux points,
que méme les cas o le problé

ail intérieur 3 [a

5 €l par conséquent ne

jph’:\ _;___1:“1 21{2,

fg_ﬂ,)’

1 réelle , nulle

dont les coordonneés seront y' et 2/ ; dans
a poinl du fout, Aussj 5 dans le

ur au cercle proposé; dans

qu’en rapportant la circonférence

1 2(}
deux cireonfé-
ction ; ce

plus,

me de-

deux circonfe-

Panalyse ; car,

o A
18 le premier

second il n’y

pre-

le troisiéme ,

ptées de son

9
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-
cenlre , son équation ne renferine que les carrés des variables
. ot x. et est de Ja forme
- 7
¥ 4z = e
On peut se demander &l existe dautves systémes d’axes
rectangulaires ou obliques , par rapport auxquels cetfe équation
4it encore la forme précédente. ®
Pour nous en assurer, transformons les coordonnées x ety,
sans changer leur origine , et substiluons-leur d’autres coor—
données ', y', dirigées {'une maniére quelconque, en sorte
que les angles des nouveaux axes avec 'axe des x soient « et &';
on aura généralement (n°. 81)
W D AT S o r
x—ux'cosa— ¥ COS &, y=x sine -y sm .
En meltant ces valeurs de x et de ¥ dans Péquation précedente

de la circonférence du cercle, elle devient
4" (cos’ o/ +-sin ‘u’)—{-zx’]”(Comcos«'«]—sinasina’)—}— x'* (cos™ a4-sin’ a)=R

ou, en réduisant;

Y42 xly! (cos wcos o sin e sin ) + z'* = R*.

T.a forme de cette équation differe de celle de la proposée,

parce quelle contient un terme en ! y': pour faire disparaitre

ce ternie , il faut prendre les angles wet o ,de maniére que son’
coefficient soit nul ; ce qui exige quon ait

: ! . SEIIE =S
cos « oS &' 5N asim & =03

ou en divisant par €os & COS i

tang « tang « F1=0.
Ce résultal nous apprend que les deux axes des z! et desy
doivent étre perpendicuhircs Pun & Tautre , et il n’y a p#

Jautre moyen pour que 1 condition proposte soit remplie. !
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113. Dans les courbes du

TSIk

second ardre , on appelle diz-

meétres conjuguds les systémes d’axes quisont ]

a propriété de
conlenir que les carrés des variables,
, dans I’oHipse et dans I'hyperbole :
il existe de semblables sysitmes dans lesquels les
clinés les uns aux autre

ramener les équations i ne
Nous verrons bientée que

axes sont in-
s sous des angles obliques ; mais on
voit, par ce qui précéde , que les diamétre

s conjugués dans le
cercle sont toujours 4 angle droit,

114. Les divers résultats
se démontrent aigéme

devoir les déduire de

auxquels nous venons de P
nt par la simple géométrie
Panalyse , a
peut les indiquer et se plier
veul examiner

arvenir
5 mais j’ai cry
fin de montyer comment elle
aux diverses circonstances que l'on
: ce nlest qWen ]’uppliquanl. d’

abord i des re-
cherches faciles, et dont les r

€sultats puissent se vérifier ajse—
ment, qu’on apprend a en faire usage dans les questions plus
compliquées, i

ARV MABIAAA R Ay

DE ELLIPSE,

115. En cottpant un cdéne droit
plus ‘petit que*s 00°%, par un plan
gcnératrices, et par

» dont Tangle au centre était
perpendiculaire a une de ses
conséquent de maniére 3 rencontrer toutes
les génératrices sut une des nappes de la surface, nous avons eu
pour Péquation de I'intersection (n°. 98)

¥ 4z (1— a') +2as' x— o,
@ étant plus petit que 1 > et les coordonnée

$ Z et y étant per-
pendiculaires entr’elles, @ et 5/

sont supposées positives; nous
avons dit que cette courbe so nompnie une e//zpse.
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coupe Paxe des Z (fig- 39), fai-

Pour avoir les points o elle

sons ¥y = 0, il viendra
z* (1—a*) + 2 azlx =0}
ce qui donne pour deux valeurs

— .
Ip T "y

a dans deux -points différens ,

Jest-a-dire que cela a lie
rdonnées , que Nous SUppPoOSONs

Tun est Porigine méme des coo

dont

du coté des abscisses négatives ,

placée en B, et Pautr

» a i
3 une distance - de cette origine.
1—a :

a les points oit la courbe coupe l'axe

En faisant x =0, onaur

cette supposition donne

origine méme des

Jest-a-dire que cette rencontre a lieu & 1

2 — o donnant deux valeurs

coordonnées. De plus , I’équation y

Paxe des y comme rencon-

nulles pour y, on peut considérer

ent en un seul :

trant la courbe en deux points qui se confond

ngent. Pour suivre de plus prés la
n général la valeur de y, nous

e qu'il lui est ta

marche de la courbe, prenons €

e
J-:,':l//-— (1 — &)z —2 as'z.

Ces deux valeurs clant égales et de signes contraires, la

st eymétrique de part et d’autr
te positif ,y est imaginaire, p
la courbe ne s'étend done

t elle est limitée , dans c€

e de l'axe des x.

Tant que x xes uisque 1 =—a’,

sont des quantités positives;
bté des abscisses positives , €

e Vax 5
gens , par Vaxe des -
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« devenant négatif, on a

Y= = (1 —a*) x* 4 2 as'zx.
Les valeurs de ¥ sont réelles tant que I'on a

(1 —a*) 2’ < 24z,

ou

Mais elles deviennent imaginaires au-dela de cette limite ; car,
51 l'on a

2 az'!

z>

5’
1—a

on en tire
(1 —a’)z* >o2az'r.

Par conséquent , la courbe ne s’étend , du coté des abscisses
négatives , que depuis Vorigine des coordonnées jusqu’a I'abs-
: 2 az!
cisse: — , ol elle coupe I'axe des 2. Alors les deux valeurs
1—a
de y deviennent nulles en méme-temp§l et I'ordonnée pro-
longée est tangente a la courbe. Ainsi les deux branches qui la
composent , aprés s'étre jointes & Purigine des coordonnées,
s'étendent symétriquement Pune au-dess us, lautre au-dessous
de Paxe des abscisses, se rejoignent de nouveau sur cet axe, et
rentrent ensuite sur elles-mémes.: la courbe est par conséquent
fermée , comme le represente la fig. 3g.

116. Transportons Porigine des coordonnées en A ,au milieu

dela ligne =y 4 égale distzmce,dcs deux sommels B, B.
a "

1 —

Si AP est une mouvelle abscisse désignée par z' Pancienne
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abscisse sera BP, ou= x, et l'on aura toujours

— az!

+ =N

xr =

I—a*

Substituant pour z sa valeur dans P’équation de la courbe, il
vient

azl?

g (1—a") " =

1 —a
En faisant y = o0, on retrouve
. az! ’
.."i__“.i————; ou .’E:i_{{n,
1 —d

comme cela devait étre : mais ici la courbe rencontre en deux

points le nouvel axe des y; car en faisant £ — o0, on a

as
g -

¥ ==
l.//i)(l.z

Cest 1a limite de la courbe dans le sens des ordonnées.
T.’équation de Uellipse prend une forme trés-elégante quand
on y introduit les coordonnées des points dans lesquels elle

coupe les axes des xet des y. 51 Pon fait

az' asz!
A= ey B=— e
3 L2 V1—a
on aura
g B ; B’ a’s' §
1 —a = —, azl = ——, 5 o
oy
A , 11—

ee qui donne
Ayt Bz’ = A'B".

Les quantilés 24 et 2B se nomment les axes, et le point A
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le centre de Vellipse. Lorsque son équation se trouve ramencée
a cette forme, les coordonnées étant rectangulaires , on dit
qu'elle est rapporiée au cenire et a ses axes..Si ces yxes sont

€gaux , on a simplement

équation d’un cercle. Le cercle est donc une ellipse dont les
axes sont égavx. On voit méme, d’aprés Péquation delellipse ,
qwelle est également symétrique, comme le cercle, dans les
différens cadrans. A mesure que nous avancerons dans 'examen
des propriétés de ces courbes, nous reconnaitrons de plus en
plus leur analogie.

117. Pour distinguer les deux axes de I’ellipse , on a coutume
dappeler Pun le premier ou le grand axe, et l'auire le second,
Il suffirait de changer y en x et réciproquement dans Péquation
de cette courbe , pour que le premier axe devint celui des or-

données, et le second celui des abscisses ; on aurait alors
Az’ 4 B*y* — A>B=.

L’équation de Pellipse ne change done pas de forme lorsqu’on
la rapporte a ses axes, ruel que soit celui d’entr’eux gqu’on
prenne pour 'axe des abscisses.

118. Toute droite , telle que m.A4M , menée par le centre
e Dellipse , et terminée de part et d’autre a cetie courbe, se
nomme un dzamétre : il est aisé de voir que fes diamétres se
irouvent tous divisés au centre, en deux parties ¢gales. Clest
une conséquence de la forme svinélrique de la courbe.

T i ! 5

119, La quantité S se nomme le parameéire de la courbe :
’est une troisieme proportionnelle aux deux axes. D’apres les
expressions précédentes , clle est égale a 2az. Silon se reporte

a Part, g8 et_a la fig. 34, on se rappellera que a3 est la dis~
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tance 4D de Torigine des coordonnées au point ou l'axe du
cone rencontre le plan des zy; car le triangle ADC est rec-

tangle : cest donc le double de cette distance qui est le para=
meétre de ellipse.

Pareillement,

est la tangente trigonométrique de
1—a

Pangle au centre du céne ; car cet angle est double de celui que

2 az'

fotment les génératrices avec Vaxe, est donc la dis-

I —

tance du point ot le plan xy rencontre la premiére génératrice
qui se confond avec axe des z, jusqu'au point ou il coupe la

! ; : : 5 i
généralrice opposée ; et voila pourquoi cette guaniite AT

2
exprime la distance des deux sommets de la courbe.

120. Bn introduisant les expressions des axes A et B dans
Véguation

7+’ —a')y—2ai'z=o0,
ot Porigine des coordonnées est au sommel B' de la courbe,
elle devient
A"y’ 4+ Bz =2 R 4ds ,

et peut se mettre sous la forme

nly o

. S I e L
e (2 dx—x")
Si donc en désigne par x'§', &' 3", les coordonnées de deux

points quelconques de Pellipse , on aura

Cest-a:dive que les carrés des ordonnées sont entr’ eux comme
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les produits des distances du pied de ces ordonnées arx som-
mets de la courbe.

121. L’équation de Pellipse, rapporiée & son centre et a ses
axes, peul étre mise sous cette forme

3
e 2 .2
¥y o= — (4* — 7).
A )
Si, du point 4, comme cenire avec umlgrayon 4B éoal
) X g
2 A (fig. 40), on décrit une circonférence de cercle , son équa-

tion sera

el e i

d'ott 1l suit quen représentant par y et ¥ les ordonnées de
Fellipse et du cercle qui correspondent aux mémes abscisses ,
on aura généralement

B

L=n Y,

A

Suivant que B sera moindre oy plus grand que A, y sera
moindre ou plus grand que ¥, Par conséquent, si, du centre
de Pellipse, avec des rayons égaux i chacun dé ses axes , on
decrit deux circonférences de cercle, Pellipse comprendra la
plus pelite, et sera comprise dans la plus grande (fig. 40).

Il suit de la que les deux axes do Pellipse sont, I'un le plus
grand , 'autre le plus petit de tous ses diamétres.

En vertu de la relation précédente, il suffit , pour trouver
les ordonnées de Pellipse , quand on conniit celles du cercle
décrit sur un de ses axes » de diminuer ou d'augmenter ces der-
nicres dans le rapport de B 44 : cette proprié¢te donne plusieurs
moyens de décrire une ellipse par points , lorsqu’on connait les

deux axes.

123. Du point A, comme centre » el avec les rayons A3,
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A€, égaux aux deux demi-axes A et B , on décrira deux cir=
conférences de cercle (fig. 40 ) : ensuite on ménera un rayom
quelconque .4 NI , et on abaissera du point /M. une perpendi-
culaire MP sur Vaxe A4 P; menant epsuite NQ paralléle &

AB, le point Q seraa I'ellipse , car 1l est visible que

- AN B
PO= = PM = —» PM.
2 AM A

<%

Seconde maniére. D’un point quelconque D, pris sur le
petitaxe CC’ et d’un rayon égal a la différence 4 — B des deux
demi-axes , on décrira un arc de cercle qui coupera BB'en O
(fig. 41)- Par les points O et D on ménera OD, et Pon fera
DM— AB = A ; le point M sera a I'ellipse.

Car, si du point D), comme cenire, Ion décrit le cercle

ME , dont le rayon DM = A, on aura

) MO B
MO = Bet PMh= ~— QM = —QM.
e B ), TN

DM peut étre une regle dont la longueur est 4 , et sur laquelle
on margue un point O, tel que MO — B. En faisant mouvoir
celte regle dans l’,mgic B.AC", le point M décrira un quart de
Pellipse demandée : on aura les autres parlies de Vellipse ent
plagant la régle dans les autres angles.

123. On vient de voir que, pour tous les points situés sur

Vellipse, la valéur de Fordonnée y est donnée par Véquation

2 B: x a2
y= e (A — 57
e 3

pour un point situé hors de Dellipse, mais relativement auquel |

Tabscisse & serait la méme, la valeur de g serait plus grande :

on pourrait donc la représenter par l’expression
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¥’ :Bl_ (A —a") .

n® ¢tant une quantité positive. Au contraire , pour un point
situé dans Pintérieur de Dellipse , la valeur de »* serait plus

petite , et prendrait la forme
]j“ 2 2
y=L (4o

.
Ainsi, en faisant évanouir le dénominateur 4* , on voit que

Pon aura toujours ,

Hors de Pellipse, Ay 4 B'2x"— A’B* >o
Sur lellipse, Ay* + B2 — A°B* = o
Au-dedans de Pellipse , Ay Bz — 4B < o.

Par conséquent, pour savoir si un point est extérieur a Pel-
lipse , 8'il est sur cette courbe , ou 'l lui est intérieur , il suf-
fira d’observer le signe de la quantit¢ A4°y* 4 B*2* — A”B".
Celte propriété nous sera fort utile dans la suite.

124. Si par le point B' (fig. 42), pour lequel y =o, et
#—==—_4 , on meéne une ligne droite inclinée d’une maniére

quelconque,, elle aura pour équation (30)
y=al(x+4+ 4).

Si, par le point B, pour lequely =o0, eta =+ 4, on
méene une autre ligne droite pareillement inclinée d’une maniére

.

qlu-lt:onquc , son équation sera
y=da (z — ./1)

Supposons que Pon demande que ces droites se coupent sur
Pellipse : il faudra, pour cela, que leurs équations puissent
subsister en méme temps et avec celle de celte courbe (1o1).
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Or, en les multipliant membre & membre, elles donnent
y'=—ad (42— )3

et pour que ce résultat s'accorde toujours avec I'ég uation
)

3 BT‘ 3
Y =4 ()
s
il [aut guon ait
2
et H— S

ce qui établit une relation constante entre les angles que forment
avecle plus grand axe les cordes menées de ses extrémités : cetle
velation ne dépend que du rapport des axes. Dans le cercle,
qui est une ellipse dant les deux axes £ el B sont égaux entre
eux, on a

agl = —13;

et les cordes supplémentaires s’y coupent d angles droits,
comme nous ’avons vu dans l'art. xo1.

11 est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement P’élimi-
nation , comme dans Part. 102, on trouveraitde méme , outre
la condition précédente, équation aa’ =o, qui signifie que
les droites pourraient encore se couper sur lellipse, si Iune
d’elles coincidaitavecle grand axe; mais cetterelation, quoique
vraie , est particuliere & celte position : elle est par conséquent
étrangére & la propri¢té gémérale que nous nous proposions de
découvrir. Clest pourquoi nous pouvons nous dispenser d'y
avoir égard.

Réciproquement , lorsque cette équation a lieu enire les
angles que forment deux droites avec 1’axe des abscisses, ces
droites ,sont des cordes supplémentaires d'une cllipse dans
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; ; Tl : ;
Jaquelle le rapport des axes est égal & i c'est ce qu'il est aisé
de voir en reprenant le calcul précédent d’une maniére inverse.

Ces considérations nous conduisent A une propriété assez
curieuse de lellipse. Imaginons que, sur son grand axe , comme
diamétre, on décrive une circonférence de cercle : cetle cire
conférence sera extérieure & ['el]ipse » ¢t les lignes mencées de
ses points aux extrémités du grand axe formeront entrelles des
angles droits. Par conséquent , les cordes supplémentaires :
menées d'un méme point de Vellipse, feront entrelles des
angles obtus , puisque leur sommet sera intérieur a la circon-
férence.

En faisant la méme construction sur le petit axe, les pro-
priétés seront inverses , puisque la circonférence sera intérieure
a Pellipse; tous les angles formés sur cet axe par les cordes sup-
plémentaires seront aigus.

Et il est facile de prouver que, de toutes les cordes sup-
plémentaires que 'on peut mener aux extrémités des axes de
Vellipse, celles qui se coupent au sommet du petit axe forment
entr’elles 'angle le plus grand , et celles qui se coupent ausom-
met du grand axe forment Pangle le plus petit. Ces propriétés
se démontreraient facilement en cherchant expression analy-
tique de l'angle formé par deux cordes supplémentaires. Je
laisse celte recherche 4 faire aux éléves qui voudront s'exercer.

125. A mesure que nons avangons dans I'examen des pro-
priétés de Pellipse , nous voyons paraitre une analogie frappante
entre cette courbe et la circonférence du cerele. Guidés par cetle
analogie , cherchons & la rendre complette en comparant de
plus en plus ces deux courbes dans leurs diverses propriétés.

Le cercle en offre une bien remarquable ; c’est que les dis-
tances de tous ses poinls a son centre sont égales entr’elles. T1
est évident que cette propriété n’a plus lieu dans Iellipse : mais
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quelle est celle qui lui répond ? et comment pourrons-nous la
découvrir ?

11 est évident que cette égalité n’a plus lieu dans Vellipse;
mais cependant on y retrouve quelque chose d’analogue. Si
sur le grand axe de cetie courbe, de part et d’autre de son
centre, on marque deux points dont les abscisses solent
v A2 ..-..Bi, la somme des distances de ces points & un
méme point de la courbe est toujours constante.

Cette propriété est bien facile a démontrer. En effet , soient
généralement x y les coordonnées d’un point quelconque de Ia

courbe, et nommons z' Pabscisse positive ou négative des
points donnés , laquelle sera ici == V' A* — B’, on aura, en
appelant D* la distance,,
D? =y* + (z— a')*
ou en mettant pour y sa valeur en « tirée de 'équation de Vel-
lipse , et substituant pour x'* sa valeur 4* — B*
o)
Barz2 (42— Ba)

A2—+a:‘1v-—-22‘ zlAs—Ba— A

Dr=B— az—ax xl+A2

ou en substituant , au lieu de 2 — B3, sa valeur «'

- el
X ‘ﬁ_—_— o ' A"‘ 2N A A_f."l"‘
g i

Da=

le second membre étant un carré parfait , on peut extraire la

racine , et 'on a pour D les deus valeurs

Yextraction de la vacine nous donne un double signe , parc
qu'en effet il dépend de nous de considérer toutes les distances I

comme des quantités positivesou comme des quanlités négatives,

¥
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pourvu que nous les combinions conformément 4 1a convention
que nous aurons une fois adoptée. Comme ordinairement le
signe — est employé pour marquer une opposition de direc-
tion, nous adoplerons le signe 4} , ce qui donnera
2!

¥ LR, O TR

A

Maintenant il ne nous reste plus qu’a sub a[ltucrsuCLewvcmont
‘dans cette expression les deux valeurs données de %', Cest-a-dire

sV g2 Ba,

» et en nommant D'D" les deux valeurs de D
gue celle substitution donne , nous aurons

D'—,g_‘_"'l/"{a_”l _DH:A_*,':L/M

ce sont les distances des deux points donnés a un méme point
de la courbe. La premiére, provenant de la substitution de

!

A4 — g pour %', appartient au point 7 situé da
Coté des &' positifs ; Pautre, provenant de la substitution de
o o T pour &', appartient au point ' situé du cité
des x négatifs. On peut facilement vérifier cette distinclion 5
car en faisant v = -4 , D' et D" deviendront les distances des
deux points au sommet de Pellipse qui est sitné du coté des

abscisses positives; or , dans ce cas , &' ¢t a'! deviennent

r=A4 VA" —B D'=AGV 2 —F

valeurs qui sont évidemment eonformes a J'inlcrpn‘fuii.‘m que
nous leur avons atiribuée. En ajoutant ces valeurs , le radical
disparait , et Pon a

D'+ D=2 4
Cest-i-dire que la somine des distances 72''.D)! est égale au grand

axe de U'ellipse , comme nous Pavons annoncé.
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Les points F7 7/, ainsi choisis sar le grand axe , se nomment
les foyers de Pellipse. On leur a donn¢ ce nom a couse d’une
propriélé physique dontils jouissent et que nous ferons con-
naitre plus tard.

On voit de plus que la distance D',DY de ces points & un
point quelconque de la courbe est exprimée rationnellement en
fonction de Pahcisse a. Clest une propriélé qu’ils posscdent
exclusivement et qui les caractérise.

En effet , si I'on se proposait de déterminer sur le plan de
Pellipse un point doué de celle propriclé , en désignant par _)-’
et ' ses coordonnées inconnues , et nommant toujours D la
distance, on aurait généralement

D= (x=z")*+(y—2")"

ou e€n [](;.'JEIOPPJJ.H[ les carrés. et mellant i}OLiI‘ 3’ sa valeur

SO S

x

B»a‘
B— =

tirée de I’équation de ellipse

a 1 14 i RT
I}‘:{A —1"]1 )x’—'ZII,-*—,Jf,, +,J’“+BQ-—2}' B‘— [J. X
/1

il est impossible que D devienne rationnelle en z , 4 moins

que le radical ‘/E’ — in i

membre , car ce radical lni-méme est irréductible , c’est-

ne disparaisse du second

i-dire que Pon n'en peut pas dégager x. La nécessité de si
disparition exige donc que Ton fasse 3' = o , Cest-a-dire que
le point , ou en général les points qui satisfont & la queslion,
ne peuvent étre situés que sur le grand axe de Uellipse ; avee
cette modification il reste

£ [ f=—r, 2
D::Bn+g,-’n + \_'/Z A’Ig ) a— 2 xy

!

il nous reste encore z! d’indéterminée ; ainsl nous Popv
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en disposer de maniére & rendre le second membre un carré
parfait , et c’est méme la seule manicre de remphr la condi-
tion exigée, que D soit rationnelle en . Pour cela il faut assi-
miler ce second membre au carré d’un binome , tel que
@4 bx; dest-a-dire 4 a? -+ 2 abx 4~ 6* 2* ; alors en com-
parant les termes semblables , nous aurons

2ab=—25' a*=Pp* I

la seconde condition donme q» — J et en éliminant 5 au
O
A% g2
moyen de la premiére ¢ —= = F . subslituant danslatroi-
2 1A ’
A*B
sicme , il vient
»ia
’49 x __];1 A gta
A*— B* ;

faisant évanouir les dénominateurs . ol réduisant, on obtient

W= o g

is sont au nombre de deux .

des distances de son centre » €gales

-¢'est-a-dire que les points cherchy

situés sur Paxe de Pellipse a

entr’elles , et exprimées par ==V 4B Cette quan-
1ité s'appelle ordinairement Pexcentricité; et comme elle
est constante pour clmqun: ('Hipse » nous la désignerons en gé-
néral par la lettre e , a laquelle nous conserverons désormais
cetle signification.

Cette valeur de ¢ ou de z'; qui exprime la distance des poinis
F, F', i Yorigine, est trés-facile a construire ; il suffit (fig. 43)
de décrire , de lextrémité du petilt axe , comme centre , une
circonférence de cercle dont le rayon soit égal au demi grand
axe .4 de ellipse. Cette circonférence coupera le grand axe

10
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en deux points, qui seront F et F' : ces poinls se nomment
les Foyers de Uellipse; leur distance ¢ au centre de la
courbe se nomme I'Excentricité. Quand A4 =25, la valeur
de ¢ est nulle; les deux foyers se réunissent en un seul ,
placé au centre de la courbe , et Pellipse se réduit a un
cercle.

11 est facile de voir qu'en faisant & = w=|/ 42 — B> dans

Iéquation de Lellipse, on trouve y—== ~ ; Cest-a-dire

que , dans Pellipse , la double ordonnée , qui passe par le
foyer , est égale au parametre.

126. Les propriétés précédentes donnent un moyen simple
et commode pour décrire une ellipse’ quand on connait son
grand axe el la position de scs foyers.

On prendra du point B (fig. 43 ) une Jongueur quelconqus
BK sur Paxe BB'; da point F' comme centre, avec BX
pour rayon , on décrira un arc de ceccle ; du point F',
comme cenlre avec B' K pour rayon, on décrira un autre
arc de cercle ; le point /M, ou ces arcs se coupent, appar=
tient a Uellipse.

Il est avantageux de décrirve les arcs‘de cercle au-dessus
et au-dessous de I'axe : par ce moyen , on frouve a chaqtie
opération deux points de Vellipse , et Ton en obilent quatre
quand on porte successivement la méme ouverture de compas
2 chacun des foyers.

Cette méthode est la plus expéditive que Ton connaisse
pour déerire Pellipse par. points : il est visible qu'on peut
Yemployer lorsquion connait les deux axes , puisqu’alors on
trouve aisément la position des foyers.

Elle a cependant un léger inconvénient , c’est de ne pas

donner les points de ellipse pour des abscisses détermi-
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nées; ce qui est quelquefois nécessaire : mais alors on peut
trouver ces pomts par les aulres procédés que nous avous
décrits.

Lorsque Vellipse doit étre fort grande , comme cela a lieu
lorsque Ton opére sur le terrain » on fixe aux foyers les
extrémités d’un cordeau dont lu longueur est égale au grand
axe, et que P'on tend par le moyen d’un piquet 5 on fait glis=
ser ce piquet de maniére que le cordeau soil foujours te ndu ,

et la courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une rwoluhou
ioule entiére,

127. Or(‘uponw -nous maintenant de nmener une tdﬂ“LH[L‘ a
Vellipse , dont I’équation est

Ay 4 Brxt = 4> B,

Soient x", ¥, les coordonnées du point de tangence ; elles
verifieront 14 relation

Ay 4Bzl — g2pa,

La tangente étant une ligne droite, et devant passer par ce

point , son équation sera de cette forme
y—y'"Za(lz —a).

Il ne reste plus qu'a déterminer e,

Pour y parvenir, nous chercherons les points on celte
droite, considérée comme une sécanle , renconlre la'courb 363
et nous écrirons qu'ils se réunissent er un seul. Dans ces
points, les trois équations précédentes ont liea en méme
temps : retranchant les deux premicres I'une de laulre
on a

2

A O—r") k") + Bt (z—3") (a+2") =o.

En mettant pour y sa valeur ' 4 @ (z—z"") , tirée de I éqna-
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tion de la droite , on trouve
(x—z'") {sz (2ay"+a> (z—z'") ) + B2 (x—]—x”)". — &
Une des racines de cetie équalion est

I

= et donne o :}'” 5 I

parce que le point donné est commun a la tangente et & la
courbe : supprimant le facteur (z—=x'") , il reste
A* (2ay'' + a* (z—a"") ) + Ba(z+2") =o.

Pour que la droite soit tangente , il faut que la seconde

valeur de z soit a' , comme la preiniére, ce qui exige

qu'on ait ‘
5 Bax"
Aazay" 4 Baxll =o; d’ott A== —.
11-_) 3

En substituant cette valeur dans I’équation de la tangente 4
2
Pellipse , elle devient
B2z
" - Ay
— T R )
y Y A‘—,),H ( '
ou , en réduisant,
A*yy'" 4 Brax'! = A»Bs.
Commeil n'y a quune seule valeur de @ , on ne peut mene: |
par chaque point de lellipse qu’une seule tangenie a cetls
courbe.
128. On peut ici , comme dans le cercle , prouver que la
droite ainsi déterminée est toute entiére hors de Dellipse ;

gar, si lon reprend les équations
el 2yl o Brusli=—=A*B*
A2y Baz''s = AsBs,
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et qu’on retranche de la seconde le double de a premiére , le
résultat pourra étre mis sous la forme

A* (y—y”)? + B* (v—a")2= A2y2 4 Bazs — 42,

La quantité _/I:v;‘i + B2xr— 4282 est done constamment
positive pour tous les points de la droite , excepté pour
celui dont+les coordonnées sont " et 7" :tous ces points ,
excepté celui de tangence , sont donc situés hors de- Pel-
lipse.

129. Si par le centre et par le point de tangence' on
méne un diamétre , son équation sera de la forme

y=a'z.
La condition de passer par le point de tangence donnexa

Y= a’x".
d’ot
i
alieesi s,

x!

On vient de voir que la,valeur de a , qui convient & la tan-

gente , est

En multipliant ’une par I'autre les valeurs de & et de al,
on trouve
B:
ag' —m — —.
A'x
Ce résultat étant conforme i Ia condition obtenue dans
Part. 124 , nous apprend (fig: 44 ) que la tangente et le dia-
métre qui passe pax le point de tangence ont 14 propriété d’étre.
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les cordes supplémentaires d’une ellipse dont le rapport des
B S :
axes esl —-, comme dans l'ellipse proposee.
A
Ceci fournit un moyen trés-simple pour déterminer la di~
rection de la tangente 5 car , si Lon tire’ deux cordes supplé-
mentaircs quelconques , et qu’on désigne par e, !, les tan-
gentes irigonométriques des angles qu'elles font avee Vaxe , on
aura toujours entr’élles la relation

B‘l

43
<L

ol —

On peut mener une de ces cordes paralléle au diamétre qui passe
par le point de tangence , alors'on aura
PR b
d’otl résulte aussitot
e=-a;
Jest-a-dire que 'autre corde sera paralléle a Ia tangente.
130. Ainsi, pour mener une. tangenle a Vellipse par un
5
poinl T donné-sur cette courbe ( fige 4% ) 5 il faut mener ,de
ce point au centre, le diamétre A W : par Pextrémite B de
Yaxe BB, tiver la corde B'IN paralléle a AN MT, paral-
lcle a BV , sera la tangente demandée.

On voit , par celte construction méme , que, sil'on mene le
diamétre 4 M parallele ala corde BV ou a la tangente M7,
la tangente de ellipse au point /' sera parallélealacorde B'N
ou au diamétre 4 M.

131. Lorsque deux diamétres sont disposés , comme les
précédens 5 de maniere que’ chacun d’eux soit paralléle a la
tangente menée a:Pextrémité de Pautre, on les nomme con-
jugués (fig. 49 )- L'angle MAM', formé par deux diamétres
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sonjugués , est évidemment egal a celui des deux cordes sup-
plémentaires mendes par les extvémités du premier axe , pa-
rallélement 4 ces diamétres,

Lt cette définition s'accorde avee celle de Part. 138 5 car
nous prouverons tout-a-lheuare que Péquation de Pellipse rap-
portée 4 ses diamétres, conserve la méme forme que par rap-
port a ses axes.

152, L'équation de Vellipse étant de méme forme par rapport
a ses deux axes, les propriélés que nous venons de démontrer
seront communes 4 Pun et a Pautre » et on pourra leur
appliquer la méme construction relativement aux cordes sup-
plémentaires,

133. Pour avoir le point ou la tangente rencontre l'axe
des z (fig. 45) , il faut supposer y = o dans son équation , qui
donne alors

s

cest la valeur de 4 7. En retranchant 4P oy «'", on aura
la distance 2 7' du pied de I’ordonnée au point ot la tangente
rencontre l'axe des abscisses. Cetle distance se nomme Sou-

tangente ; sou expression est ici

A‘l. s 113

P

Cette valeur est indépendante du second axe B ; elle est donc
la méme pour toutes les ellipses qui ont le méme premier
axe A , et qui sont concentriques avec celle que nous consi-
dérons : elle convient par cons¢quent au cercle déerit du
point 4 , comme centre » avec un rayon égal au demi grand
axe. Ainsi , en prolongeant Pordonnée MP de lellipse

jusqua sa rencontre avee le cercle en M/ , et menant a
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ce point la tangente M'Z, MT sera la tangente a Dellipse au
point M.

Cetle construction s’appliquerait également au second axe ,
sur lequel Pexpression de la soutangente serait indépendante
de la valeur du premier.

134. Les formules précédentes peuvent cmncore étre em-
ployces lorsque la tangente doit étre menée par un point exté-
rvieur & Dellipse, et dont les coordonnées sont conmues. En
effet , en les supposant représentées par z', ¥/, elles doivent

vérifier Péquation de la tangente ; ce qui denne
Ay'y'" 4 Ba'x" = A»B=.

Ona, de ]_ﬂu.;a , le point de tangence étant sur Lellipse ,
J;a‘},ny + j)nut'”:‘ — —411‘{9.

En regardant a', 3", comme inconnues. ces deux équations

sulfiront pour les délerminer, cton substituera ensuite leurs

nie. 11

valeurs dans P’équation trouvée ci-dessus pour la ta
est facile de déduire de ces formules un résultat analogue a celui
que nous avons obtenu dans L'art. 111 pour le cercle. De plus,

en ¢liminant y" enir’elles , on trouve
(A4ay'> 4 B ElE) Gz a2 A2 Bralx — A4 (32— B?) = o.

Cette équation , qui est du second degré , donnera pour '’
deux valeurs ; et ces valeurs seront réelles lorsque la quantité

A.iBixﬁ;_}_ /f"{ {l,),la_bu) (‘jﬁ‘},r, -]rB"A'?"}

qui entrerait sous le signe radical , sera positive, Or , en 1é-

3 9
{ o
duisant celte quantité, elle devient

_44‘}—’2 (-/-L”J’IS""B:-TM'—’A:B‘}- i

Ainsi les deux valeurs de s"” sevont réelles lorsque la quan-
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tité 42" 4 B* x'* — 428> sera positive ou nulle , Cest-a-
dire lorsque le point donné sera situé hors de Pellipse ou sur
cetle courbe. Dans ce cas , chaque valeur réelle de " donnera
une valeur de y'! également réelle : il y aura donc deux points
de tangence. Ainsi, par un point donné hors de l'ellipse , on
peut toujours mener deux langentes a celte courbe , el on n’en
peut mener davantage. Nous aurons hientét des moyens faciles
pour les construire géométriquement.

135. Occupons-nous maintenant de mener une normale &
Pellipse ¢ puisque’ cette normale est une ligne droite qui
passe par le point de tangence , son équation sera de la
forme

y—y'"=ad' (:r--—.r”).

Muis , de plus, elle doit étre perpendiculaire & la tangente ,
pour laquelle on a
B x'r

A g
J

a =

Il faut donc qu'il existe entre a et 2’ la relation

-
aad' + 1=o,

qui donne

Alors équation de Ia normale devient
Aa ,},U
e g ; n
el Beis b (== )
Pour avoeir le point ot elle rencontre Paxe des & , il faut sup-
poser y nul ; et elle donne alors (fig. 46)
A?. - -BJ
bl 5
o

. x”.
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Clest la valeur de .4V : en la retranchant de AP, qui est re-
présenté par o’ , onaura la distance du pied de 'ordonnée au
pied de la normale. Celle distance se nomme Sounormale ; et

d’aprés I'expression précédente , on trouve pour sa valeur

On aurait obtenn immédiatement ce résultat , en prenant la
valeur de 2 — ' dans Péquation de la normale , aprés y avoir
fait ¥ nul. Celte valeur est posilive ou négative,en méme temps
que z', et le signe qu'clle prend indique sa position par rap=
port a lorigine. Cette remarque s’applique aussi a la soutan-~
gente.

156. Les directions de la tangente et de la normale dans
Yellipse ont un rapport remarquable avec celles des lignes me-
nées des deux foyers aux points de tangence. Nous allons exa-
miner ces propriélés.

Si du foyer F', pourlequel ¥y — o, et = V' 4> — B
(fig. 46 ), on méne une ligne droite au"point de langence , son

¢quation sera de la forme

— = (x—2z").
Si Von fait , pour plus de simplicité, VAo Br = 3
1a condition de passer par le foyer donnera

A1

J

o= —

ol

La tangente a Vellipse ayant pour équation ( n°. 127 )

22
> X

all

=

—a(z—x"),a =—

Vangle P MT, quelle forme avecla droite menée du foyer , aura
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pour tangente trigonomélrique { n°. 17)
aq— o
C Lol
ou , en mettant pour a et « leurs valeurs,
Ay B’ 3" — B’ e
A g — (AL —B )y’

gette quantiteé se réduit a

B’

oo )
.._4},!!

en observant que le point de tangence est sur Pellipse , et
qucé A* — B* = ¢*.
Parcillement , si de 'autre foyer #", pour lequel y = o,
et ¥ =—— ¢, on méne au point de tangence une ligne droite ,
| elle aura pour équation

"

I )

yl! e
o

r’ pll — ) il
: y—y'=d(@—2a"), «
L’angle #'M 7' de cette droite avec la tangente & Pellipse
aura pour tangente trigonométrique
a— &' . [} ‘t 3 5
———, qui se réduitd — —
14ad’ "
quand on y met pour @ et «' leurs valeurs.
Les angles' FMT', ' MT, ayant leurs tangentes trigono-
métriques égales et de signes contraires , sont supplémens un

de 'autre : ce qui donne
I FUT A+ FIMT = 200°;
| ¢t comme on a aussi

FMI + FlM¢. = 200°,
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il en résulte
FMT= F"Mt.

Ce qui nous apprend que , dans Pellipse , les droiles menées
du point de tangence aux r/eu.\.'I/?{y(‘i'-’v_ﬁmJ! avec la lungente,
el du méme cité de cette ligne , des angles égaux .

Il suit de la que la normale divise en deuz parties égales
Langle foriné par les deuzx rayons vecteurs menes d{fi‘ﬁ!)’(‘l‘s
a un méme point de la courbe.

137. Cette propriété fournit une construction trés-simple

pour mener une tangente a Pellipse par un point donné.
Supposons d’abord que ce point soit sur ellipse.

M, F" M (fig. 47) ; on pro-
longera l'un des:deux , par exemple, F'M , d’une guan-
tile MK égale a F M. Joignant K et I', la ligne M T, per-
pendiculaire & F K, serala tangente demandée ; cav , daprés
celte construction , les angles 7MF , "MK , IF'M¢, sont
¢gaux entr’eux.

On ménera les rayons vecteurs ;

On peut aisé ment s’assurer qu'en effet la droite /7" ne ren-
contre la courbe qu'au point M ; car, pour tout aulre point
de cette tangente , on aurait

Ft4 Fe>F' MK ;

et comme F'MK=—2.d,lepoint ¢ n'appartient pas a l'el-
lipse. :

Bi le point denné est extérienr a Dellipse, et situé , ‘par
exemple, en ¢, du point F’, comme centre ave¢c un rayon |
égal au grand axe 2 .4, on ddcrira un arc de cercle; du

point £ , comme cenirec avec un rayon ¢/, on décrira un

autre arc de cercle qui coupera le premier en K. Menant 7 /(,
le point /M sera le point de tangence ; et., joignant M et £ par

une ligne droite , on aura latangente demandée.
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Eneffet, d’aprés cette construction, ¢ F —¢t K , de plus,

FMA+MF=24,et FM4+ MK =2 A :ona donc
MF= MK.

La ligne 2t est donc perpendiculaire sur le milieu de 7K :
donc les angles FIIT', I M¢ , sont €gaux , et la droite e T
est tangente a ellipse.

Les cercles décrits des points F' et £, comme cenires, se
coupent en deux points. Celte construction donnera les deux
tangentes que 'on peut mener a lellipse par un point exté-
rieur. :

De I'Ellipse rapportée ¢ ses Diamétres con-
jugues.

138. On a appelé¢ diamétre, n°. 118 , toule droite mende pac
le centre de la courbe. Cette définition ne serait plus applicable
aux courbes dépourvues de centre, Cependant ces courbes ont
aussi des diamétres, Pour les comprendre dans une méme défi-
nition , on peut appeler diamétres des droites qui partagent
én deux parties égales les parties d'un systéme de droiles pa-
ralléles comprises dans la courbe.

Deux diamétres seront conjugués , lorsque chacun d’enx
divisera en deux parties égales les droiles menées paralléle~
ment a laulre.

Les axes forment donc un systéme de diamétres cnhjuguc}s
" rectangulaires. Ces deux diamétres se coupant a angles droits ,
et Péquation de la courbe rapportée a ces lignes ne renfermant
que les carrés des variables et un terme connu , chacun d’eux
divise la courbe en deux parties égales par superposition,

Le centre est un point situé dans le plan d’une courbe,

et tel, que, sipar cepoint l'on méne une droite quelco
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la partie desa direction comprise dans la courbe y sera divisée
en deux partics égales.

De cette définition il résulte que, si la courbe a un centre,
tous les diamétres passent par ce point. En effet , soit Cle
centre , AB un diamétre, DE la dircction des paralleles qu'il
divise en deux parties égales , les deux points g et ¢ seraient
le milieu de @ ¢'; ce qui est absurde.

On se propose de reconnaitre si l'ellipse a plusieurs sys-
témes de diametres conjugués , et quelles sont leurs posi=
tions. Il est visible que P’équation de Pellipse rapportée a
des diamélres conjugués conserverala méme forme que par
rapport  ses axes , puisqu’en la résolvant par rapport a I'une
ou & Pautre des variables , on doit trouver deux valeurs égales
et de signe contraire. Il suffit donc de déterminer les divers
systémes de coordonnées, relalivement auxquels I'équation
sera de la forme

A*ya 4 Brar= VB
de plus, comme les diamétres conjugués, sil en existe ,
doivent se couper au cenire de lellipse , il suffira d’em-
ployer les formules ‘

x—x'cose43' cose!y, y= x'sin & 4 ' sine,

qui servent a passer d’un systéme de coordonnées rectangu-
laires a des coordonnées quelconques qui ont la méme origine.
En substituant ces valeurs de x et de y dans Péquation de I'el-
lipse, qui est

Ay B’ =A8,
elle devient
f n’\xi“sin"'a"-}-l}*v(1s‘o:")v]"“+f14‘sin’m.{.B’cns’-u]x" }__ P
L o} 2 (A *sin e sin «! 4 B* cos « cos alyly! e

Pour que ceite ¢quation soit de méme forme que celle qui
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rectangle .T')" des coordonnées. Il faut donec profiter de
lm:lgtcummlmn de « et de o pour faire disparailre co

‘ terme,, en rendant son coefficient nul ; ce qui donne la
condilion

( 4% sin @ sin &' 4 B2 cos  cos &Y= 0
¢t ’équation de la courbe devient
(A’sin*e'4-Bcosaa)y's4-( A *sin2e 4 B2c0s?a)x!* =4 Ba

139. Cherchons & interpréter les résultats que nous venons
d'obtenir. La condition qui existe entre « et «' ne suffit pas
pour délerminer ces deux angles ; elle fait seulement connaitre
P'un d’eux quand autre est connu. On peut donc prendre I'un
des deux a volonté , et par conséquent il existe une infinité de
systémes de coordonnées obliques tels que ceux que nous
sherchons.

Un de ces systémes est celui méme des axes de Pellipse ; car
la relation de « et de o' est satisfaite quand on suppose

, $in « = o, et cos ' = o0; ce qui fait coincider les x* avec
les z , et les y' avec les y. Aussi , par ces suppositions , re=
tombe-t-on sur I'équation aux axes. On satisferait encore aux
condilions données , en faisant sin @' = o , cos « — 0. Ce qui
donnerait encore I'équation aux axes , avec cette seule dil-
frence , que les x' coincideraient avec lesy, etles y" avee

| ICS Z.

Ce sont la les seuls systémes de diamétres conjugués qui
puissent étre rectangulaires. En effet | supposons qu'il y en ait
d'autves , ils devront , ainsi que les précédens , satisfaire a la

condition &' — &= 100° ou &' = 100 + « , ce qui donne
$in a'—sin (100° 4- «) = sin 100°c0s &4~ €08 100° $in & = cos «

008 &/ ==0s(100° -} &) = 05 100" €08 & 4~ 5in 100° sinw——si
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or , ces valeurs étant substituées dans 'équation de con-
dition

Aasin wsin ' 4 B cosecose’ =0,

elle devient

{ A»— B> } 8in ¢ COS ®==0}
et comme on ne peut pas disposer des quantités 4 et B qui
sont données par la nature de Pellipse que I'on considére , on
ne peut y satisfaire que faicant sin @ == 0, OU COS & =0,
suppositions qui mous raménent précisément aux deux cas
que nous venons d’examiner , et qui nous conduisent toujours
a Péquation aux axes.

Si Vellipse se changeait en un cercle, on aurait 4 =B,
et I'équation se trouverait satisfaite d’elle-méme , quelque
valeur que Pon voulit donmner a Pangle «. Ainsi, dans le
cercle , tous les systémes de diameétres conjugués sont rec-
tangulaires , au licu que dans Pellipse les axes seuls jouissent de
cette propricté.

140. En faisant successivement =0, x'=o0, on aura les
distances de Dorigine des coordonnées aux points dans les-
quels la courbe coupe les diamélres auxquelselle est rapporice.

Si on représente ces distances par A'et B', la 1)10:111&1@ étant

comptée sur Paxe des x', et la seconde sur Paxe msy on
trouve
2 12 . 12 P2
g1 A* B Br— ] .
e s PE 3’ = o e
A*sin*e« 4 B? cos?e A’ sin” & - B*cos &'’

et I’équation de la courbe devient

APy B ORIl = A1 B

res

2 A4', 2 B', représentant les longueurs des deux diame
conjugués. On appelle parametre d’un diaméire une troisicme

proportionnelle 4 ce diamétre ct a son conjugué : d’aprés
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a iz

esl le paramétre du diamétre 2 A, et *—B-'—- est ce-
.

12

cela,

lui de son conjugué 2 B'. Nous ne ferons pas un usage particu-

lier de ces quantités , et nous n’en parlons que parce quelles

sont fréquemment employées dans les trailés synthétiques.
141. Si Pon multiplie Pune par Pautre les valeurs de .42 et

de B's, il vient

A4Bi

Afsin*«'sin* e 42 B*(sin*acosa'-cos *asin®a’) -+ Bicos?acos?a’ ’

résultat qui peut se mettre sous la forme
A4iBh

rapra__
A"B = : = 3 spi.ia 3
(A sin o' sin & 8" cos &' cos a)* . 4* B sin®(a'—a)

La premiére partic du dénominateur s’évanouit en vertu de la
relation qui existe entre «'et «, el en réunissant les auires
termes , on a simplement
2 1

412 Bla A B

‘ ]

5”} (f/ — g )

qui donne

AB = A'B'sin (& —e).

I’angle &'

—e est celul que forment les deux diamétres conj -
guésentreux (fig. 48 ). Pa¥ conséquent , A'B’ sin (& — «)
exprime laire du parallélogramme 4C'R'B’ : cette aire est
denc égale au reclangle .4 CRB formésur les axes; d'ou résulte
ce théoréme que , dans Pellipse , le paraliédlogramme cons «
fruit sur deux diamélres conjugues quelconques est egun—a—
lent ‘au rectan fr/e construit sur les axes.

Cette valeur de AB étant substituée dans les expressions
de 4'* et de B'2, elles donnent

B'2sin® (o — 2 )= A>sin* « + B cos® «
A" sin? ( a'—a ) = A sin? &' -+ Bacos® &'
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Ces équations peuvent se metlre sous la forme suivante

B'*sin? (4 — &)= A*sin? @ (sin* o'+ cos«') 4 B* cos” @ (sin? &' 4|~ cos*#)|
A sin® (! — u) = A? sin® &' (sin” @ - cos’ @ ) + B* cos® &' (sin® a - cos* g |

En ajoutant ces ¢quations , el effectuant les multiplications in-
diquées , on troave
(A" B')sin’ (o' —a)j= =(A*+B") (sin’ 08" ! o8 asin’ ')
oA sin*usinw'4-28" cos’ ®acos’ '

Il ne manque au coefficientde 4"+ B> gu'un terme pour élre

égal & sin (#'—a ). En le complétant , I’équation précédents

devient

(A2 BlEysn’ (o -Ju)—(/f‘ 4 B*)sin® (&' — «)
+ 2sin « sin o ( Ae e Ml S HYicos wcose )
-}-stacosa’(,‘l gin o sin ! -~ B* cos & cos &'}

La partie indépendante de sin \ot — ) s’évanouit d'elle-

méme én vertu de Péquition de condition entre z et 2z’ ; et,

en divisant le veste par le facteur commun sin® (a/—a) , on
trouve

Als 1 B =.A* + B*;

Cesl-a-dive que , dans Dellipse , lu somme des carrés de
deus diamétres conjugués est toujours dpale G la somme
des ecarves des deux axes.
t42. Les trois équations
A tang o tange’ + B" =0
AB—A'B'sin (&' — = )
/IZ'+Bl:: ‘/{ﬂ.’ +B|'
suflisent pour déterminer trois quelconques des six quantités

A‘!Ba"j'r BF“;;“rﬁ

lorsqus les {rois autres sont connues : elles peuvent par consé-
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quent servir & résoudre toutes les questions relatives 4 la re-
cherche des diamétres conjugués , quand on connait les axes ,
el réciproquement.

143. En comparant Ja premiére de ces équations avec la re-
lation trouvée dans Part. 124 , pour que deux droites ma-=
nées des deux extrémiltés du grand axe se coupent sur I'cl-
lipse , on voit que les angles « , o' , satisfont a cette condi=-
tion. 1l est donc toujours possible de mener , par les deux
extrémilés du grand axe, deux droites qui se coupent sur
Pellipse, et' qui soient paralléles a deux diamétres conju-
gués donnés ; ce qui saccorde avec co quon a vu dans
Parl. 151.

De Ja il résulte un moyen trés -simple de trouver deux
diamelres conjugués qui fassent entr’eux un angle donné ,
en supposant que 'on connaisse les axes de Pellipse.

Sur Pun de ces axes on décrira un arc de cerele capable de
Pangle donné. Parun des points ou cet are coupera Pellipse , on

menera aux extrémites de Paxe des cordes supplémentaires ;

clles seront paralléles aux diameltres cherchés. Ainsi , en lenr
menant des paralleles par le centre de Vellipse , on aura ces
diamétres.

On fera cette construction sur le grand axe , si Pangle donng
esl obtus ; sur le pelit , slil est aigu. Lorsque cet angle sor=
tira des limites assignées pour les diamétres conjugués , le
probléme sera impossible , et I'arc du cercle ne coupera pas la
courbe. .

Il est visible que cetle construclion saccorde avec les
¢qualions précédentes et avec:les considérations de Dar-
ticle 124. On pourrait aisément la traduire cn analyse; et,
en la combinant avec I’équation de Pellipse , on irouverait

le nombre des solutious et les conditions d’impossibilité,
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Je laisse celte recherche a faire aux éléves qui voudront
s’exercer.

144. Si l'on demandait-que les diamétres conjugués cherchés
fussent égaux entr'eux, on aurait , en égalant les valeurs trou-
vées dans lart. 141 ,

A? sin* o« + B* cos* ¢ = A” sin” o' 4+ B* cos® a’;
d’ott I'on tire
sin® ¢ —sin* &/, cos’ @ = cos’ &,
et enfin

sine—:Hsin o/, - cosrew === cos &',

On ne peutf pas prendre ces valeurs avec le méme signe, parce
tel ?
que équation
A* tang o tang o' 4= B* = o
exige que lang « et lang « soient de signes contraires : il faut
par conséquent gu'on ait
sin ¢ ==sin «/,  Cosa ——cosa/,
ou bien
§ine =—sin ', - cos e =cosa'.
Mais il est aisé devoir que ces suppositions conduisent au
méme systéme de coordonnées ; et Péquation précédente dorine
loujours

B

e

—_—

tang e

le signe inférienr étant relatif & un des diamétres , et Fautre &
sotl conjugué. Si donc par les extrémités des axes de Tellipse
on méne des cordes BC, B'C( fig. 49 ), les diamétres paral-
1eles & ces cordes séront conjugués et égaux.

L’ellipse rapportée a ces diamétres a pour équation

1'[.\ + Y= x{i! "
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qui est analogue a celle du cercle entre les coordonnées rectun-
gulaires.

145. Parmi toutes les cordes mences des extrémités B, B' de
Paxe & un méme point de la courbe, BC et B'C sont celles qui
comprennent le plus grand angle : par conséquent, Dlangle

8 3 I 5
obtus; formé par les diamélres conjugués ésaux est le
4 I jug o
plus grand de tous ceux qui sont formés par deux diamétres
conjugués.

146. Reprenons maintenant Péquation
A ‘y“ 4+ B 2* = 4" B,

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les accens des
variablesa’, y', en nous rappelant toutefois qu'elles se complent

sur des axes obliques , et nous écrirons
A"yt - B 2= 4 B2,

Cetle relation étant absolument de méme forme que celle qui
est relatiyve aux axes , toutes les propriétés indépendantes de
Pinclinaison des ordonnées seront communes aux axes de el-
lipse et & ses diamétres conjugués.

Ainsi chaque diamétre divisera en deux paxties égales les
ordonnées paralléles & son conjugué ; mais comme ils ne sont
pas aangle droil 'un sur i’:fulru, la courbe ne sera pas symé-
irique de part et d'autre de chacun d’eux.

De plus , lavaleur de ” étant

Ia
==k i

on aura , en nommant y"”, x" , les coordonnées d’un autre
2 o 2 ?

point de la courbe ,

y? L +x )(/1’—-2?)
y'* ) ofad' 4 2
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A Fx, A — x, sont les distances du pied de Vordonnée
TP auxextrémités B, b, du diamétre bAB ( fig.50 ) :les
carrds des ordonnées aux diametires conjugués sont done
proportionnels aus produits des segmens g’elles forment
sur ces diamelres. .

147. On tire de Ja un moyen fort simple de décrire une
ellipse Jorsqu’on connait deux de ses diamétres conjugues
24',2B' , etlangle qu’ils font enir’eux. Sur le premier , par
exemple, on décrira une ellipse dont les axes soient 2.4 et 28’5
ensuile on inclinera les ordonnées VP , N'P' sous Vangle
donné , sans changer leur Jongueur, et les points M, M’,
trouvés par ce procéde , appartiendront a la courbe cherchée.

148. 1. équation de la Jigne droite élant de méme forme entre
des coordonnéessobliques qu'entre des coordonnées rectangu-
Taires , la combinaison de la ligne droite et de Iellipse rap-
portée a des diaméires conjugués dépendra des mémes formules
que dans le cas ou cette courbe est rapportée a ses axes; et I'on
obtiendra par conséquent , dans ces deux systémes , des rc-
sultats analogues.

Nommons g l'angle que forment entrenx les diamelres
conjugués 2 A" et 2 B' ( fig. 51 ). Si par le point D, pour le-
quely =o,etx = Al , on méne une ligne droite qui fasse
avee Paxe AX un angle a , il résulte de I'art. 25 que son équa-
tion sera de cetie forme

YA e —

sin(B—a)

Si, par le point D, pour Jequely —o , el x =— A", on
shEne une autre droite dont o' soit Iangle avec I'axe des x4, on

aura

sin &/

sin (ﬁ—-——_y,ﬁ ’

y=a (x+ A') als=
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Pour que ces droites se coupent sur Uellipse , il faudra combi-

ner leurs équations avec la suivante
Aok BiY gl B R

qui appartient a cetle courbe : mais le systéme de ces écua=
tions étant le méme que dans Vart, 124, le résultat entre z et o’

sera aussi le méme , et il viendra
A" qga' 4+ B =o

pour Ja condition que les droites se coupent sur ellipse. Mais
ici @ et @' ne désignent plus les tangenles trigonométriques des
angles que ces droites font avee I'axe des x , clles expriment
les rapports des sinus des angles qu’elles font avec les deux
axes des coordonnées.

149. SiTon veut mener une tangente & lellipse par un de
ses points , en nommant =", y'!, ses coordonnées rapportées
aux diamélres , on aura

,'fﬂ? yh’" __i_B!?— .\I”?._—... /jf'l l}ﬁ'"l

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par ce

point , son €équation sera de cetle forme

y —ylt=a(w=—ig'l')

@ étant une constante qu'’il s'agit de dclerminer.
Pour y parvenir , on combinera les deax équalions précé-
dentes avec celle de I'ellipse , qui est
412 2 e = S el o
. wl" viededBl 38 = i BT
: ' ) - . .
en raisonnant comme dans Part. 1275 mais le systéme des for-
mules e:nployces étant aussi le niéme, on trouvera , comme

dans ce cas ,
[i': .‘L'”

a =+ .
: Al
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el ’équation de la tangente deviendra

B> x'" i
s g g el

ou, en réduisant
A" 3"+ B? 22 = 4" B";

cest-d~dire qu'elle aura la méme forme que dans le cas des
axes. Il est visible que D'expression de la soutangente qui s'en

déduit sera aussi la méme.

150. Si , parle centre de Pellipse , qui est aussi Porigine des
coordonnées , on méne une ligne droite , son équation sera de
cette forme

yo==alx
Si ceite droite passe par le point de' fangence , il faudra que

Yon ait

J‘” = a'x!" 3 d’out a = -==.

Celte valeur de &' étant multipliée par celle de @ , qui convient

ala tangente , il vient

aa' = — o o
En comparant celte relation avec le résullat de Particle précc-
dent, on voit que le point de tangence est sur une ellipse
rapportée a des diamétres conjugués paralicles* a ceux de la
proposée , et dont le rapport est le méme. Cette ellipse passant
par Dorigine des coordonnées et par le pointvu la tangente
rencontre Iaxe des x , un de ces diamectres est la distance de
ee point a l'origine,

151, Ceci fournit un moyen de mener une tangenie a lel-

e

par un point pris sur cetle courbe , sans connaitre ses
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axes ( fig. 52 ) ; car, side ce point 7, on méne au centie
Ie diamétre 4 M, et que, par Pextrémité D' du diameétre D D",
on méne D'V paralléle a AM, MT paralléle a DN, ser
la tangente demandée. Cela se prouve aisé¢ment en npphquunt
icl le raisonnement doat nous avons fait usage dans Part. 129,

Les données em ployées dans cette constriction sont un dia-
metre DD’ et le centre 4. Or , ces deux choses sont faciles 3
déterminer , lorsque Dlellipse est donnée; car soit 4B une
portion d'cﬂipsc, menez deux paralléles quelconques terminées
ala courbe , et par le milieu de ces lignes menez une droite, ce
sera un diametre qui passera cons¢quemment par le centre.
Menez deux autres paralléles dans une auntre direction , Vous
aurez un <E‘l‘011d diamétre, qui passera aussi par le centre. Et
ainsi le centre sera déterminé par lintersection de ces dm-
meétres.

152. Si Pon méne le diaméire A4 M’ paralléle a la tan-
gente AT, la tangente au point M’ sera paralléle a D'V,
el par conséquent & AWM : les deux diameétres AM , AM',
seront donc conjugués l'un de lautre , et Pungle M AM,
compris entr’eux , sera égal a Pangle D'ND formé par les
deux cordes supplémentaires qui lear sont respeclivement
paralléles,

Ainst, pour avoir deux diamétres conjugués qui fissent entre
eux un angle donné, il faut, sur un diamétre quelconque DD',
déerire un arc de cercle capable de cet angle (fig. 53). Par le
point IV, ot Parc coupera Pellipse, on ménera aux extrémités
du diamétre les cordes DN, D'N, qui seront respectivement
paralléles aux diamétres cherchés : on pourra donc mener
ceux-ci, puisque lecentre de Pellipse est d’ailleurs connu.

153. Si les diamélres demandés sont les deux axes de Iel-

lipse , leur angle est droit, et Pare de cercle devient concen-
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tiique a la courbe (fig. 53). Ainsi, pour trouver les axes d'une
ellipse donnée, lorsque I'on connait son cenire, il faut , sur un
quelconque de ses diamétres , décrire une circonférence de
cercle ; par un des points d’intersection mener des cordes aux
exirémités du diamétre , et par.le centre, des paralleles a ces
cordes : ce seronl les axes demandés.

154. 1l serait facile , en suivant la marche que nous avons
tenue, de revenir de Péquation

A ‘1"' + Blag? — _4'* Bl

relative aux diamétres conjugués , & celle qui appartient aux
axes : on retomberait ainsi sur les relations que nous venons
d’établir , et il devient par conséquent inutile"que nous nous y
arrétions plus long-temps.

Sur UEquation polaire de I'Ellipse , et sur la

Mesure de sa surface.

155. Dans ee qui précéde, nous avons déduit de la seule
équation de Dellipse les diverses circonstances qui la caracté-
risent : réciproquement , une seule de ces circonsiances nous
reconduirait a son équation.

Proposons-nous , par exemple, de trouver une courbe telle
que la somme des distances de chacun de ses pointsa deux points
donnés soit constante et égaled 2 A,

Soient #, I, les points donncés ( fig. 84 ). Plagons l'origine
des abscisses en 4 , au milien de la ligne F'Z", que nous ferons
égale & 2¢; et supposant que J soit un point de la courbe,
nommons .4 P,x; PM, y, etdésignons par 5, 3', les distances
FM et ' - nous aurons pour les équatiens du probléme,

22 =5 + (e — z)?, 2t = y2 i (o ),
if s =24
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Ajoufons et retranchons successivement les deux premiéres

équations membre & membre , il viendra

2 4z =2 (y* 4 2> 4 %), z'* — p*= 4 X,

Laseconde peut se mettre sous cette forme,

(5'+2) (5'— 5)=4ex.

Substituant pour z 4~ z' sa valeur tirée de I'équation

:,"'-}-:::2;{, J

il vient
i 2 cx
o el
5 S
d'olt Fon tire
cx ox
s =4t 5 s=d——".
A
Mettant ces valeurs dans 1’équation qui donne g’ - 52,1
vient
(-\1 ‘12!
A1.+ . =y1+xa _!_cr’
£
on

/tr (y2+$,)_'_('9 .‘L":Az(dz __,(.:l}~

Lorsqu'on fait 2 nul , cette équation donne

FASR AN ==

ClestIe carré de Pordonnée de la courbe & P'origine. Comme ¢

est nécessairement moindre que .4 , d’aprés les données dela

question , cette ordonnée est réelle, et en la représentant

par B, on a |
Br= A — ¢?,

Silon tire de ce résultat la valeur de ¢, cf qu'on la substitue




172 DE L’ELLIPSE.

dans équation dela courbe , cette équation devient
Ay* 4 B*x* = A*B?,

qui est ’équation d’une ellipse rapporlée au centre et a ses
axes.
156. Avant quon eut éliminé les quantites z et z, Pellipse

était aussi bien caractérisée par I'une ou l'autre des équations

=4} ;;-:-, z=A— —Pj},

que par celle a laquelle nous sommes parvenus ensuite; car les
distances z et z' étant variables en méme-temps que Pabscisse %,
peuvent convenir successivement & tous les points de la courbe,
et servir a les déterminer lorsque x est connu. On peut done
vegarder les variables z et x , ou 5’ el &', comme formant un
véritable systéme de coordonnées qui ne sont plus rectangu-
laires ; mais il faudra se rappeler que ces coordonnées partent
toutes du meéme point : de F', par exemple, si I'on prend
Péquation

cx

=4+ —;

et de F, si 'on emploie la seconde

Silon veut aussi compter les abscisses a partir du méme point,
que P'on prend pour Porigine des z ou 2, il faudra faire une
nouvelle transformation ; par exemple, si 'on veut que ce
soit & partir du point ', en nommant z' une nouvelle absvisse

iclle que F'P, on aura
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e qui &om‘.e

Dans le second cas, si 'on nomme z/ une nouvelle abscisse
telle que FP, on aura

ce qui donne

Les «' positifs de la premiére de ces suppositions donnent
pour 5’ les mémes valeurs que les ' négatifs de la seconde , et
réciproquement , parce que Ja courbe étant symétrique de part
et d’autre de I'axe des y, les points qui correspondent i des
abscisses égales et de signes contraires sont situés a des dis-
tances ¢gales des foyers opposés.

157. Lorsque les lignes variables auxquelles une courbe est
rapporiée parient toules d’un méme point, comme dans le cas
actuel, on leur donne le nomn de coordonnées polaires : Péqua=
tion polaire del'ellipse est donc, en plagant 'origine au foyer £,

4 e
z=d4d—c _(_—I___} ;
A

On peut lui donner une forme trés-élégante, en introduisant
au lieude z I'angle formé par le rayon z avec U'axe. Soit ¢ cet
angle , on aura évidemment

= Z COSy.
8i, de plus, on fait
c— A, .

e sera le rapport de 'excentricité au demi grand axe, et , par la
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substilution de ces valeurs, I'équation de I'ellipse devient
= A — e(zcosv F Ae);

ou, en tirant la valeur de 5,

»_/f(l_e’)

g
14 ecos v

La quantité A(1=—¢e ) est égale a A {I —_——

=z

4 — -, Cest le demi-paramétre de lellipse , et la distance z se

i
iomme ?"{LJ"OIE vecteur. Cette fU rme est fréquenmnent em l,]xU\ e

Jdans Vastronomie.

On deéduirait directement ces résultats de Péquation de lel-
lipse rapportce aux coordonnées rectilignes, en y substituant
au lieu de = et ¥ leurs valeurs exprimées en fonction du rayon
vecteur zet de Pangley formé par le rayon vecteur avec le grand
axe. En effet , on a vu dans article 86 , que généralement ,
pour transformer des coordonnées rectilignes et rectangles en
coordonnées polaires , on avait entre ces deux systémes les
relalions

=z 4 zcos¢

i il sin ¢
z' et y' étaht les coordonnées vectangulaires du point que Yon
veul choisir pour péle ; intreduisant cesivaleurs dans I'équation

_ﬁ“" _;,7. + Bz rt = _‘,1>z B'—'-’
elle devient
A z?sin® v 2 42y ssine + d*y* =4 B* (1)
.

+4B*z3cos* v+ 2 B*2’ scosv 4 B2 y'2.

Cest I'équation polaire la plus génerale de Pellipse ; et Ton
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en pourrait déduire toutes ses propriétés aussi facilement que
nous Vavons fait avee I'équation en coordonnées rectangulaires.

En effet, supposons d’abord que le point choeisi pour pole
soit un des points mémes de ’ellipse. Alors ses coordonnees '
et y' devront satisfaire a ’équation de cette courbe, c'est-a-dire

qu'il y aura entr’elles la relation
A3y 1B #'5=:4* B*,
alors Péqunation (1) devient
(A7 sin* ¢ 4 B* cos® ) z3 +.2 (A" siny 4 B ' cos v)z= o,

elle est dong satisfaite quand z ==9o, c’est=a-dire que I'une des
deux valeurs du rayon vecleur est toujours nulle , ce qui est

¢vident de soi-méme. Supprimons ce facteur , il reste

2 (A" sin v 4 B*=' cos v)
A*sin" v 4 B? cos® v

!

c’est la seconde racine de lléguation (1), car il est visible gue
celte équation étant du second degré, a nécessairement deux
racines qui sont les deux rayons vecteurs que I'on peul mener
4 la courbe , d’'un méme point et sous le méme angle ¢.

Si l'on voulait que- celte seconde racine fit encore égale a
zéro comme la premiere , le rayon vecteur deviendrait tangent
a la courbe; mauis cela me peut arriver pour chaque pble que
d’une 'seule manidre , et dans une seule divection , car cette
condition exige gue 'on fasse

BI ‘L_f
%o Mot R B by s ST =g
Arysing =B gheoswez o ou tangy = VI
94
la valeur de tang v sétant ‘unique , elle-ne peut appartenir gu'a
deixangles, dont les valeurs soientsupplémens I’'une de Paalire,

etqui dirigeront tonjours le -rayon vecteur suivamt la méme
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droite. En effet , cette valeur de tang # est précisément celle
que nous avions {rouvée page 147, pour exprimer la langente
trigonométrique de Pangle que la tangente a un poinl quel-
congue de Pellipse forme avec le grand axe.

Généralement, si dans la formule

'sine 4+ B?* a' cos v)

o fa
2 (A y

A*sin® ¢ 4 B* cos® v

on met SUCC(‘RSiV(‘lTICi‘ll pour ¢ toutes les waleurs (JUE‘ l)lf'lll.

prendre un angle depuis » = o jusque » == 400° , on aura pour

< autant de valeurs différentes qui donneront autant de points
de Pellipse, et qui permettrontde la décrive entiérement.
Mais ici, comme dans fous les edsioi Yon emploie- des
coordonnées polaires , il y a' une Femarque imporlante /a
faire , c’est que, lorsqu'on fait yarier les angles d’'une ma-

=y e l Qo pma e B P L - 2”?
mére continue de o7 a 4oo", ce gui est avantageux pour I'in

terprétation des formules , il faut n'employer que les valet
positives du rayon vecteur et rejeter toules les valenrs nbga-
tives.

Pour prouver ‘cela en toute rigueur, il suffit de reprendre
les équations

T = 5CO0s ¢V y= :-Sin 7,

quiexpriment les valeursde ., ¥, enfonciion du rayonvecteur
mené depuis Lorigine , et en fonction de 'angle » que forme le

vayorravec I'axe des x ; 1l est visible que s1.l'on, faif yarier »

depuis o jusqu’a 400% en observant , comme on doit le faire ,
de donmer-aux sinus' et aux cosinusles.signes qui leut con-
viennent dans les différens cadrans , les valeurs de x et de y
passeront successivement par toutesilés combinaisons “possibles
de signes , et pourront ainisi appartenir successivement ta:tous

les points de Iespace , en donnant des valoars diversds ,mais
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positives au rayon vecte

177
UT % ; mais au contraire , si I'on voulait
que = changeat aussi de signe

avec ¢ , on ne pourrait pas ap-
pliquer ces formules i tous les points de Pespace ,

4 moins de
limiter les variations de @,

par exemple depuis p — 0jus-
qud ¢ = 200°, supposition bien plus compliquée que la pré-
cédente , puisqu’elle exige pour le changement
précautions particuliéres que l'on éy

toutes les valeurs de o 400",

de signe des
ite en donnant & Pangle ¢

A cette démonstration rigoureuse nous joindrons la raison
métaphysique pour laquelle on ne doit point change
du rayon vecteur 5 » quand on change celui
c0s @. Cest que les changemens des signe
doivent éire employés dans la géométrie
ment des oppositions de directions , e
wa pas liea relativement au r

I ]L? 8

de sin ¢ et de
s algébriques ne
que lorsqu’ils expri-
t qu'ici cette opposition

dyon vecteur 5 , qui sé
toujours sur la méme droite » dans le

du méme point ; mais elle a lic

compie

méme sens, et a partir
u pour le cosinus et le sinus de
Pangle ¢, qui changent de signe dans les différens cadrang A
parce que leur direction s’y trouve opposce a ce qulelle était
d'abord.

Aprés cette discussion » Je reviens & Iéquation

2=

2(A? y'sin v 4 B* af cos )

: E ariia i
A*sin® o 4 B cos* p

¢t pour y metire en évidence la né

cessité du choix que noug
venons d'indiquer entre le

s valeurs posilives et n
Supposons que le péle pris pour

Pextrémite du grand axe qui est

€gatives de z,
Porigine soit précisément
situé du edté des & positives,
Pour introduire celte suppositio

n, il faudra faive dans noire
formule

P = A,
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et alors elle deviendra

2 AB* cos v
IR i e
A?*siny +B*cos”p

T
tant que I'angle v sera com pris entre o et ==100°, lesvaleurs de =
seront négatives , et par conséquent ne devront pas ¢tre cons~
truites; ou, ce quirevient au méme, elles montreront qu’aucun
point de la courbe ne sera situé entre les limites comprises par
ces ann[L s. Au contraire , quand v surpassera == 100°, le rayon
vecleur = sera toujours positif, et donnera des points réels de
1a courbe.. Tout cela est , en effet , conforme a la nature de
Pellipse. Sia 1(‘\hmmlc de son grand axe on lui méne une
tangenle qui sera perpendiculaire a 'axe des z, tous les points
réels dela courbe seront silués en-deca de cette tangente, aucun
ne sera situé au-dela.

Reprenons maintenant I'équation générale (1) ; mais au
Jieu de supposer le pole placé sur un point de la courbe,
supposons-lv placé dans un des foyers de Vellipse,, par exemple
dans celai dont les coordonnées sont

J":O alr= 4 — B
Tin substituant ces valeurs dans ’équation (1) , elle devient

(A sin® v + BPcost ) 2 4 2 B* ! cos v. 5=+ B,
Si on la résout par rapport & z, on trouve sous le radical la
quanlité

B4 (A* sin® v + B® cos® v) 4 Bi'x* cos®
qui, en mettant pour x'? sa valeur 4* — B*, se rc'duit a
A* B% (sin® ¢ = cos? t') ou A* B4,
ce qui ilonne pouar z ces deux valeurs rationnelles
j)’ (m.c'—/f]‘ B"(;\:’ Cos 1"“!".{.‘1}

B — —— elsg—=— — —
A’sin*v+Bcos e A2sine+B2cos™?
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Ces deux valeurs peuvent encore élre mises sous une forme
plus simple , car on a
A*sin® ¢}~ B*cos®p— A* —(A*—B*)cos® o= A* —x! 2 cos .
Or, la quantité 4* —z'* cos® ¢ est le produit des deux fac-
teurs 4 — ' cos v, A 4 2' cos ¢, et chacun de ces facteurs
se trouve aussi au numérateur dans I’'une ou Vautre des deux
expressions précédentes de £ ainsi en lo supprimant, on aura
pour z ces deux expressions plus simples

B B*

e

121

_/I-i-a;’cusy IR e e

Examinons d’abord la premicre.

Nous -avons supposé &' = I 4= — B*, mais nous n'a=
vons pas délerminé le signe de I'abscisse ' du point que
nous choisirons pour péle et auquel Parigine est transporiée 3
supposons-le positif, alors Porigine sera au foyer de la courbe
qui est situé du coté des abscisses positives; dans ce cas af]
étant moindre que A , le produit de af par cos ¢ qui est
toujours une fraction, sera aussi constamment moindre que A ;
ainsi quelque (hdnﬂcmunt de signe que cos » subisse dans les
différens cadrans, le dénominateur A4 2"cos v restera tou-
jours positif; et comme le numérateur B* st constant et ne
change pas de signe , on voit quc le rayon vecleur z donné
par celte premiére racine sera toujours positif'; il donnera
donc toujours des points réels de la courbe » el la syméirie
des valeurs de # cos ¢ au-dessus ot au-dessous du diamétre
montre que la courbe sera symétrique au-dessus et au-dessous
de laxe.

Je dis de plus qu'elle n'aura pas d’autres points que ceux-liy
Car dans la supposition de x' positif , qui est celle que nous
examinons ici, le dénominateur .4 — 2! cos ¢ de Pautre racine
sera aussi constamment positif; et par conséquent le signe du
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numérateur étant négatil , on voit que loutes les valeurs de 2
seront négatives et devront étre rejetées.

La méme chose arriverait si nous mettions Porigine & Tautre
foyer que nous supposons situé du coté des abscisses négatives,
car alors ' élant négatif, les deux valeurs de » deviendraient

B’ B?
£ == Eem— ————
A— x'cos ¢ A+ 2’ cos v

et puisque x' est moindre que A , la premiére serait toujours
positive et la seconde toujours négalive comme auparavant.
Si ’on supposait A= B, lellipse deviendrait un cercle;

dans ce cas équation (1) devient, en divisant par .47,
5* 4-2 (&' cos v 5/ sine) s 4+ 5" + x? — A’ =o

et le dernier terme devient indépendant de Pangle ¢. Or, dans
une équation d’'un degré quelconque ot la' puissance la plus
élevée de Pinconnue a Punité pour coefficient, on sait que le
dernier terme exprime le produit de toutes les racines, Ici donc,
le produit des deux valeurs de z est constant et indépendant de
Vangle @ , quel que soit le point choisi pour pole; Clest la
propriété connue en géométrie relativement aux sécantes qui
se coupent hors du cercle,ou aux cordes qui se coupent dans le
cercle.

158. Pour ne rien ometire de ce qui peut intéresser relati=
vement aux propriétés del'ellipse , je vais donner ici la mesure
de sa surface , quoique cetle recherche nous écarle un peun du
but analylique gue nous nous sommes prn[;osé.

Nous avons vu que si du centre de Vellipse, avec un rayon
égal au demi grand axe, on décrit une circonférence de cercle,

el qu'on nomme ¥, Y, les ordennées correspondantes de ces
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deux courbes, on a toujours

B : y B
i Y o e B
7 4 : s e A

Les aires de Pellipse et du cercle sont aussi dans Je méme
rapport.

Pour le faire voir, inscrivons a la circonférence BMM' B!
un polygone quelconque , et de chacun deses angles menons des
perpendiculaires i l'axe BB’ (fig. 55): en joignant les s points
ou ces droites rencontrent lellipse,, on formera un polygone
intérieur a cette courbe; un quelconque des trapézes PN P! N
dle ce polygone aura pour mesure

AT 18,7/ . ")
RUE ) rp e D)

Le trapéze correspondant PMP' M dans le cercle » aura pour
mesure

(PM—{;P’AJ’)PP,’ e )(:’-{.Y')

Ces trapézes seront donc entr'enx dans le rapport constant de
Ba.Ad. Les surfaces des polygones inscrits dans les deux courbes
seront aussi dans le méme rapport; et comme cela a licu
quel que soit le nombre des cotés de ces polygones, ce rapport
sera encore celui de leurs limites; d’ou il suit qu'en désignant
par e et E les aires de ellipse et du cercle, on aura

e B

B

?

Cest-a-dive que L'aire de Iellipse est a celle du cerele circons-
eril comme le second axe est au premier.
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2"

En désignant par # la demi-circonférence dont le rayon
égale 1, w A sera Vaire du cercle décrit sur le grand axe, On

aura donc , pour l'aire de I'ellipse, Pexpression suivante
e=wx. AB;

et les aires de deux ellipses quelconques seront entr’elles dans
le rapport des rectangles construits sur leurs axes. On par-
viendrait au méme résultat , en considérani la circonférence
décerite sur le second axe.

La méme démonstration pourrait s'appliquer a deux courbes
guelconques dont les ordonnées, correspondantes aux mémes
abscisses, auraient enlr'elles un rapport constant ; et il en ré-
sulte que ce rapport serait aussi celui de leurs aires entre les

mémes limites,

Rasasrranarainasas
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15g. Ex coupant un céne droit, dont I'angle au centre élait
de I00°, par un plun paralléle & une de ses génératrices , nous

avons eu pour équation de I'intersection

42l r=o,

Ies coordonnées o et y étant perpendiculaires entr’elles, et 2/

une quanlifé positive : nous avons dit que celte courbe s'ap-
pelle une Parabole,

Pour avoir les points ot elle coupe Vaxe des @ (Gig, 56 ), fai-

$0nS ¥ == 0, il viendra

x:o;
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clest-a-dire que cela a lieu dans un seul point, qui‘est Porigine

des coordonnées.
Eu faisant x = o0, on aura les points ot elle rencontre I'axo

des y. Celte supposition donne
yre= 0y

c’est-i-dirve que cela n’a lieu qu’a Torigine.

Ainsi la courbe n’a qu'un point de commun avec les axes
des & et des y : ce point est Porigine des coordonnées , et I'on
voit qu'elle y est touchée par I'axe des y.

Ein résolvant son équation par rapporta y, il vient

b i V' — 2z,

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraives, Ia courbe
est symétrique au-dessus et au-dessous de Paxe des 2.

2 posifif donne toujours y imaginaire, puisque =’ est une
quantité positive : la courbe ne s'étend done pas du coté des
abscisses positives , et elle est limitée , dans ce sens , par l'axe
des e

« devenant négatif, on a

y._—_.ﬂl//Q z'x.

Alors les valeurs de y'sont toujours réelles, et d’autant plus

grandes que x est plus gmnd. 1.2 Gourbe s'élend 'donc indcfini-
men't dé ce coté de T'axe des x, et elle a la forme representce
fig. 56.

Puisqu'il n’y a d'ordonnées réelles que du coté des abseisses
négatives, nous prendrons celles-ci pour les positives , et nous

aurons
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Lerapport du carré de I'ordonnée & Pabscisse étant , d’aprés
Téquation précédente, le méme pour tous les points de la
courbe , il s’ensuit que, dans la parabole , les carrés des or-
données sont entr’eux comme les abscisses correspondantes.

160. La ligne indéfinie 4 X se nomme Paxe de la parabole;
Ie point A en est le sommet.

Le coeflicient constant 2z’ s'appelle le paraméire. Si T'on sz
reporte anm®. 98 et & la fig. 35, on verra que z' étail la distance
du centre du cone au plan des zy, qui était le plan coupant ;
et, comme Pangle au centre du cone était de 100°, et quune
de ses génératrices coincidait avec l'axe des z, son axe faisait
avec le plan des vy unangle de 50° : par conséquent , la distance
de Torigine des coordonnées au pied de I’axe élait aussi 55 on
voit que, dans la parabole, comme dans ellipse, le paramétre
est double de cette distance (n° 115).

161. Pour éviter les accens, nous écrirons dorénavant p an
licu de 2" dans I'équation de la parabole, qui sera ainsi

y’ — 2 px.
Cette courbe ne s’étendant que d’un cbté de Vaxe des ¥
auncune droite menée perpendiculdirément a som axe ne peut
diviser en deux parties égales les droites paralléles i ce dernier
¢l {ferminces & la courbe. Il n’en est donc pas ici comme dans
Vellipse, qui avait deux axes doués de cette propriété ; la para-
bolen’en a quun seul. En se rappelant la marche que nous
uyons suivie dans l'art, 123, relativement a I'ellipse , on prous
vera aisément que la quantité y* — 2 px est positive hors de
Ja parabole , nulle sur cetle courbe, et négative dans son
intérieur.
'162. On peut décrire trés-simplement la parabole de la ma~
ni¢re suivante (fig. 57). On portera sur l'axe des x , et & partir
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de l'origine, une distance 4B égale a 2p 5 ou au parametre de
la parabole. B’un point quelconque €', pris sur le méme axe
pour centre , et d’un rayon égal 4 CB ,on décrira une circon-
férence de cercle. Du point P, extrémité de son diamétre , on
élevera la perpendiculaire PAf; et , menant par le point+@ la
paralléle Q7 a Vaxe des « , le point M seraala parabole.

Car, par cetle construction, P M—=AQ;t AQ*=AB AP,
don PM* —=2p. AP,

163. On a vu, en {raitant des sections du céne » que la pa-
rabole n’est qu'une ellipse infiniment alongée. Comme celte
analogie peut nous étre fort utile pour prévoir avec facilité les
propriéiés de cette courbe, il importe de la vérifier.

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 2 4, 2 B
(lig. 58); I'origine étant au sommet , son équation sera

2
e - (2 Az — z%).
La distance du centre de 1'ellipse au foyer F estl” A* — B*;

en la retranchant de 4 , on a la distance AF, dont 'expression
est

AF= A4 —/ 4> — B°.

Clest la distance du foyer au sommet de la courbe. Intro-

: s - sy Sk
duisons cette quantifé comme une constante égale 2 = 1l

a

viendra

A,_—Bz:g—’j__—g“g 3 o

i

d'ou 'on tire

2

y P
B _AP'T-E;_'
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Substituant cetle valeur dans ’équation de lellipse, elle

devient

(402
i (2 Az —x");

AP | = -
ou, en développant ,

1 38

e e { . pl x IJ"' g-
¥ s Pt b

Si dans cette équation nous donmons successivement a. 4
différentes valeurs , p restant toujours le méme , nous aurons
une suite d’ellipses dont les grands axes seront différens, mais
qui auront Ja méme position du foyer F et la me¢me distance
du foyer au sommet de la courbe. Or, en augmentant ainsi le
grand axe , Vellipse s'alonge de plus en plus, sans que les
ordonnées de ses différens points angmentent dans le méme
rapport. En effet , considérons un de ces points dont 'abscisse
soit x, x étant une quantité finie , et voyons quels sont les
changemens de I'ordonnée correspondante. A mesure que A
augmente , x restant le méme, les termes qui se trouvent di-
visés par . et par A, dans la valeur dey”, diminuent ; enfin,
lorsque I'on suppose A infini , ces lermes deviennent plus petils
que toute quantité donnée , et la valeur de 3 se réduit a son
premier terme , qui est indépendant de A : on a donc alors

2

Y = 2 px,

équation d'une parabole. Les ordonnces de cette parabole ap-

prochent doncde plus en plus d’¢tre égales a celles des ellipses,
a mesure que 4 augmente; et on peut prendre A si grand,
que la différence soit moindre que toule quantite quelconque

aocnnee,




DE LA PARABOLE: 187
ipres cela, il devient naturel de penser que le foyer

15,1.. D

commun de toutes ces ellipses jouit , dans la parabole, de quel-

ques propri¢iés analogues, aulant toutelois que peut le per-
etire la correspondance de leur forme: c'est ce que le caleul
va confirmer, comme on le verra tout-a-I'heure, Aussice point

se nomme-t-il le foyer de la parabole ; sa distance au sommet
Eihsess aatins ‘ .

de la courbe est ——, clest-a-dire qu’elle est égale au quart dua
2

paramelre,

165. En cherchant les propriétés de ce point, il est visible
qu’il ne faut sattacher qu'a celles qui sont compatibles avec les
modifications que les ellipses subissent pour dégénérer en para-
boles. Par exemple, on ne doit plus ehercher la propriété rela-
tive & la somme des distances , puisque le second foyer se trouve
éloigné indéfiniment ; mais on peut se proposer de voir si la
distance du foyer aux points de la courbe est encore exprimée ,
en fonction de 'abscisse, d’une maniére rationnelle. Or , il est
facile de s'en assurer; car FM étant cetle -distance ( fig. 3g ),

on a

2
3

2 2 N
ST :f—i—{;z—fp} ::zp.r+x’--pr+i—:{x-|—-%}
2 i 3

d'ott Von tire

T = 2 e S
2

T distance d’un point quelconque de la parabole au foyer est
donc exprimée , comme dans Vellipse , par une fonction ration-

nelle de I'abscisse. De plus , sa valeur est égale a Pabscisse du

point que 'on considére, augmentée de la distancé du foyer au

fommet de la courbe. Par conséquent, tous les points de la

le distance du foyer et d’une ligne B.L mence

hoie sont a eo
2
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parallélement a Paxe des y, a une distance 2 du sommet
2

eclte droite se nomme la directrice.

De la résulte un second moyen de décrire une parabole dont

le paramétre est connu.
De part et dautre du point 4, on portera sur Paxe A X les |
longucurs A8 , A F, égales entr’elles et au quarl du paramélre |
de la parabole : le point & en sera le foyer (fig. 5g). Par un '
point quelconque P de Paxe, on élevera une perpendiculaire
indéfinic PM ; puisy prenant la distance BP, du point F, |
comme centre aveo cette distance pour rayon , on décrira un arc
de cercle qui coupera la droite PAf en deux points M, m; ces

points seront a la parabole.

En effet , d’apres cette construction, on a
EM:AP—[—AB:;C-{-—E-. :

On peut aussi, d’aprés la méme propriété (fig. 6o), décrire
une parabole par un mouvement continu.

Pour cela, on placera contre la directrice BL une équerre
mobile ZQR : puis , prenant un fil &’ unc longueur égale a QE,
on fixera une de ses extrémilés en Z , el autre en F, au foyer
de la parabole ; on tendra ensuite le fil par le moyen d’un style
qu’on appliquera contre la ligne QZ; faisant glisser I'¢querre le
long de la direclrice, le style glissera le long de QE, et décrira
la parabole.

En effet, on aura toujours
FU +~ME=QM+ ME ou QM= MF.

166. Tl est également facile de sassurer que la double or<
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donnée qui passe par le foyer de la parabole est égale a 2p,
e'est-a~dire au parameétre,

167. Cherchons maintenant 2 mener une tangente 4 la para-
hole, dont I’équation est

yre=2pz.
Soient #/", y", les coordonnées du point de tangence qui est

supposé donné , on aura
1 | — .
Jo == APy
et la tangente devant passer par ce point, son équation sera
de cette forme
y—y'=a(z—a")

lis'agit de déterminer a.
tel

Cherchons les points ow cette droite » considérée comme sé-
tante , rencontre la courbe. Pour ces points , les trois équations
précédentes doivent subsister en méme-temps. Retranchant les
deux premiéres une de Pautre 5 1l vient

(r—=1") (o +y")=2p (z—a").
Mettant pour y sa valeur tirée de Péquation de la droite, lo
résultat est
{2ay' 4a* (r— 2" ) — 2p} (z—a")=o.

-
Cette équation est satisfaite quand x — " =g, parce que le

Point qui a pour coordonnées z", ¥, est une des intersections
de la droite avec la courbe : supprimant ce facteur , il reste

20_}".’+(&’(x—~.r")—2p:0.

Les deux intersections de la tangente avec la courbe devant

s¢ confondré en une seule » la seconde valeur de
étre 'l

x doil encore
» comme la premiére. L’équation préeédente doit done
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etre satisfuite quand & = ety == y” s ce qui exige quon
ait
il
K% s

et I’équation de la tangente devient

TR "
y=y'="L (2—a).
5
Ton faisant disparaitre le dénominateur y", et observant que |

{35~ o ralls

%

on peut lui donner cetle forme
7" =p (ot )

Si ’on double cette équation, et qu'on la retranche de la pré=

cédente , on trouve
] s :
PRSI R SRR
ou , en ajoutant de part et d’autrey’,

e gl LR oy
it =7 apk
La quanlité y* —2 pz est donc constamment positive pout
tous les points de la tangente, excepié pour celui dont P’or-
donnée est y'". Tous ces points , excepté celui de tangence,
P a3 -
sont done extérieurs a la parabole.
168. A Paide de ces formules , on peut mener une tangente
i la parabole par un peint quelconque dont les coordonnées
seraient &', y', et qui ne serait pas pris. sur, celte courbe.
Car, ce point devant étre sur la tangente, il faudrait qu'il

satisfit & son équation ; ce qui donmerait

27 =p (< +5");
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et en y joignant la relation
plre= s pnadl,

on pourrait, au moyen de ces deux équations , déterminer les
inconnues &', y", c’est-a-dire les coordonnées du point de
tangence, qui seraient en général du scfond degré; ct, en les
substituant dans Péquation de la tangente , celle-ci se trouve=
rait déterminée, et passerait par le point donné. L’¢élimination
de z"" entre les deux équations précédentes donne

I o s v
Y1 2 Yyl = e 2 pa!,
#'" aura donc en général deux valeurs, qui seront réelles, sila
quantité
¥ —2pa!
est positive. Ceite condition sera satisfaite toutes les fois que le
point donné sera extérieur & la parabole ; et Lon pourra alors
mener deux tafigentes. Si le point est sur la parabole méme , il
Wy en aura qu’une seule; enfin , §’il lui est intérieur »iln'y en
aura plus du tout, et le probléme sera impossible.
169. Pour avoir le point ou la tangente rencontre axe
des z, il faut faire y = o0, dans Péquation
T "
yy'=p(*+2"),
¢e qui donme
i il
Clest 1a valeur de A7'(fig. 61) : en lui ajoutant Pabscisse 42,
abstraction faite du signe, nous aurons la soutangente

7 e |

B == it
Cest-d-dive que , dans lo parabole , lo soutangente est
double de Pabscisse. Ce qui fournit un procédé trés-simple

pour mener une tangente a cette courbe.,
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170. Lavaleur de P T étant susceptible de croitre indéfini-
ment , le point 7" s’éloigne de plus en plus du sommet de la
courbe, 2 mesure que Z'' augmente.

Si Pon voulait tenir compte du signe de 4 7' quand on cherche
1a valeur de la soutangente P7', il semble, au premier coup-
d’ceil , gue Pon aurait

Pr= AT+ AP=—z 42" =o0;

ce qui donnerait la soutangente constamment égale & zéro , ré-
sultat absurde : mais ce n'est la qu’une erreur de signe qui vient
de ce quen ajoutant 4P 4 4T dans la figure, pour avoir P7|
on ne tient pas compte de la position de ces lignes par rapport &
Vorigine commune , tandis que dans I'expression analytique
cette position est observée. Cette contradiction cesse lorsque
Von fait abstraction du signe — dans la quantité — z'/, qui ex-
prime la valeur analytique de 47, cu égard a sa siluation par
rapport & I’origine des coordonnées, et voila pourquoi on par-
vient ainsi au résultat véritable.

Ces modifications, qu'il faut quelquefois faire subir aux
expressions analytiques , pour en déduire les valeurs absolues
des quantités géométriques , ne tiennent pas , comme on vient
de le voir, & une imperfection de I'analyse ; elles sont, au con-
traire , unesuite nécessaire de sa grande généralité ; car, Ianalyse
donnant a-la-fois les valeurs absolues et leurs positions relatives
qui sont indiquées par les signes -~ et —, il faut la dépouiller
de cette propricté , et faire abstraction de ces signes ; quand on
veut combiner les valeurs ahsolues des quantités indépendam-
ment de leur situation par rapport a I'origine commune.

171. Occupons-nous maintenant de mener une normale 3
la parabole. Cette normale étant, une ligne droite, et devant
passer par le point de tangence, son équation sera de la forme

'?.__?,n: @ (x—a)

J
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Mais de plus, elle doit étre perpendiculaire & la tangente , pour
laquelie on a

D
a=.0_,

J-H

1l faut done qu’il existe entre @ et a'la re
q

aa' +~1=o0 s
qui donne

"
¥
=,
P
; Alors Péquation de la normale devient
T”
F—y'l== L (x— z" i
P

En y faisant y nul, et prenant la valeur de  — z". on aurs
la sounormale , qui sera

z—zll=p;
d'ott Pon voit que , dans lo parabole , In sounormale est cons-
lante et égale a la moitié du paramétre. Cette propriété
{ournit encore un autre moyen de mener une tange
courbe,

nie a celte
172, Lesdirections de la tangente et de

e la normale ont dans

la parabole ; comme dans Pellipse, des rapports remar quables

avec celles des lignes menées du foyer au point de tangence :
nous allons examiner ces analogies. Pour cela, du foyer F7,
i

Mly=o,etx=-—— (fig. 61), menons une ligne droits

qui passe par le pomt dc tangence, son équation sera de celte
lorme :
(S ol Y .

y—y'=e(z=a),

¢t la condition de passer par le foyer donnera
BT
= J
& i1

—_——

2
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Langle FMT, que cette droile fait avec la tangente & la para-

bole, a pour tangente trigonométrique

o ik

1 fFaa

En substituant , dans cette expression, pour @ sa valeur qui
esl-—-];r , et pour « celle que nous venons de trouver, obser=

vant de plus, que

2
AP — szl!,

J
elle se réduit a -p”f ,oua a; d’ou il suit que, dans la para-

bole , Langle formé par la langente avec une droute menée
du foyer au point de tangence est égal & Pangle de la tan-
gente avec 'axe.

Si par le point de tangence 4 on méne une droite M
paralléle a l'axe, la tangente fera avec celte droite le méme
angle quavec Vaxe ; Qo il suit que, dans la parabole, les
droites menées du point de tangence au foyer, el paralléle-

ment & Laxe, font avec la tangente des angles égaux
3 8 -1 & ’

propricté qui devait naturellement résulter de ce que la pari-
bole est une ellipse dont le grand axe est infini, et dont les
foyers sont par conséquent infiniment ¢loignés 'un de Vautre.

173. De la xésulle un moyen trés-simple de mener une
tangente i la parabole par un point extérieur.

Soient @G le point donné, I™ le foyer de la parabole, BL
sa directrice (fig. 61 ). Du point G comme cenlre, avec un
rayon égal & GI7, on décrira une circonférence de cercle qui
coupera la divecirice en L. Du point Z on ménera LM
paralléle & Vaxe; A sera le point de tangence , et GM la

hl.IigClllG d(‘llllhlll.‘h:‘t’.
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Car, par la nature de la parabole, ML — MF ; ; par
construction, GF = GL : donc langle LMG , ou son op-
posé (M I, égale langle GME : donc Ja droite MG est tan-
gente an point M.

8i P'on avait seulcment hesoin de,la direction de la tangente ,
et que le point M7 dit étre trés-cloigné, il serait plus commode
de mener, du point donné G i la droite I'L, une perpendi-
culaire G7'; ce scrait la tangente demandée.

SiTonrapproche cette méthode de celle que nous avons don-
née (n°. 137) pour mener une tangente a I'ellipse par un point
exlu ieur, on verra qu’clles ne différent ’une de Pautre qu’e n ee
que, dansla parabole, le second foyer doit étre considéré comme
infiniment ¢loigné du premier ; ce qui rend paralléles a 'axe
les lignes qui lui sont menées. La distance 4B du sommet de
la parabole & la directrice BL n’est autré chose que la diffé~
rence des lignes F'B, F'A de Vellipse (fig. 58), la premiére
étant égale au grand axe 4.4’ ; et voila pourquoi 4B — AF.
La directrice BL représente donc , dans la parabole, la cir-
conférence de cercle décrite dans 'ellipse du point #/, comme
cenire , avec le grand axe pour rayon, circonférence qui devient
une ligne droite quand le point 7 est infiniment éloigné :
alors le point Z (fig. 61), ou la circonférence décrité du
poinl G, comme centre , avec GI" pour rayon , renconire la
directrice BL , répond au peint dans lequel cette méme cir-
conférence coupait la précédente dans lellipse : et la ligne
droite , menée par le point Z paralléelement a Iaxe, répond a
celle que , dans Uellipse, on méne au second foyer #” (fig. 58).

De la Parabole rapportée i ses diamétres.

174. Nous allons maintenant chercher les systémes de

eoordonnées obliques, relativement auxquels Péquation de la
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parabole conserve la méme forme que lorsqu’elle est rapporice

4 son axe. Pour cela, il faut reprendre les formules générales

— () b . -
rz—a-t=x cos:ﬂ-}-y’,c.osa, y=b+x'sina -y sin e!
éar il ne suffirait pas, comme on le verra tout-a-I’heure, de

changer la direction des coordonnées sans déplacer Vorigine.

Ces valeurs étant substituces dans I'équation

2

¥ =2 p%,
elle devient

¥ sin” o' 4= 2 2"y Isinasin o a7 sin® a4 8" —2ap] _ it
—|-.'2(bsulu—pwscz’)_y -%—2([;31114——13(:ma)1§ i |

Pour quelle conserve la forme quelle avait d’abord, 1l faut

qu'on ait

sine/sina—o0, sin’a=0, bsina'—pcosa'=0, Bb*—2ap=0;

elle se réduit alors a
:yf“ o %ﬁ_ =

sin” of

I:a seconde des équations pr‘udcntes nous apprend que
sin @ = o, clest-a-dire que l'axe des x! est paralléle a l'axe
dés . Tous les diamétres de la parabole sont donc paralléles

6‘5 SOOI QXE.
Tes deux autres équations donnent

br—Zap tang o/ = ——
Ta premicre (fig. 61 bis) montre que les coordonnées a et &
de la nouvelle origine 4 satisfont a I’équation de la parabole.
Cette origine est donc elle-méme un point de la courbe.

Ta seconde détermine inclinaison de Paxe des ' relative-
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ment & I'axe des x ; elle fait voir que cet axe est tangent a la
parabole au point 4.

Pour plus de simplicité , nous su pprimerons les accens des
variables x" et 3/, en nous rappelant toutefois qu'elles repré-
sentent des coordonnées obliques : nous ferons y de plus,

[, pihnc ' Jo ) A ., Ay 1
= =p'; 2p' sera le paramétre du diamétre auquel la

2 2
sin® &
courbe est rapportée , et 'on aura

i o

175. Les deux valeurs de ¥, pour la méme abscisse , étant
égales et de sighes contraires, chaque diamétre divise les or-
données qui lui correspondent en deux parties égales.

176, La valeur précédente de tang « donne

P e PIET
p’+ b 2a-tp

sin® o/ —

En subslituant ce résultat dans expression de p', on {xélive

])’:sz—f—p,

on

2[)"'_— 4 g;r—!—i}j_}

Or, on a vu, dans Particle 165, qite @ ¥ ol est la distance
2

du foyer de la parabole an point de la courbe dont 'abscisse
est égale & @. Ainsi, dans la parabole, le paraméire d’un
diaméire quelconque est quadruple de la distance du foyera
Lorigine de ce diamétre. Cette propriété subsiste également
pour l'axe.

177. L'équation de la parabole étant de la méme forme pax

rapport & ses diamélres que par rapport a son axe » les pro-
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priétés indépendantes de T'inclinaison des coordonnées seront
communes dans les différens systémes.

Ainsi , pour décrire une parabole lorsque Ton connait le
parametre d’un de ses diamétres et Uinclinaison des ordonnces
correspondantes , on décrira une auire parabole sur ce diamétre
pour axe avec le parameélre donné, el ensuite on inclinera
convenablement les ordonnées de cette courbe, sans changer
leur longueur.

178. Si ', y", sont les coordonnées d'un point quelconque
de la courbe , on aura

?.H" —— 22)’.\", ;
et Péquation de la tangente a ce point sera de cetie forme
y—y'=e (z—2'").

Le systéme de ces formules est le méme que dans Part. 1675
et comme il faut les combiner de la méme maniére , on en de-

&
duira un résultat analogue , qui sera

) "
a:—PT, ou Q= j/”_
:r’ a5

et I’équation de la tangente deviendra
et R
yy' =p' (=)

Elle aura donc la méme forme que lorsque la courbe est rap-
poriée a son axe. Il en sera de méme de Pexpression de la sou-
tangente ; et I'on en déduira, comme dans le n°. 169, qu’elle
est double dans Pabscisse correspondante.

11 suit de 14 que pour mener , par un point donné M de la
parabole (fig. 61 ter), une tangente & celle courhbe, il faut cons-
{ruire lordonnée PM audiametre 4 X, prendre A'T'= AP,

et mener M7 qui sera la tangente demandée.
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En prenant une mdrche inverse de celle que nous avons suivie ,
il serait facile de rapporter la parabole & son axe lorsqucelle est
rapportée & son diamétre: Cela n’a aucune difficulté ; ét mous
ne nous y arréterons point.

Sur IEquation polaire de la Parabole , et surla
Mesure de sa surface.

179. Jusqu'a présent nous avons tiré de la senle équation
de la parabole les propriétés qui la caractérisent : Téciproque-
ment, ces propri¢tés nous conduiraient i I'équation de cetto
courbe.

Proposons-nous, par exemple, de trouver une courbe telle
que les distances de chacun de ses points & une droife et & un
point donné soient égales entrielles.

Soient I" le point donné, BL la droite donnée (fig. 62).
Prenons pour axe des abscisses la ligne FB perpendiculaire
a BL, et plagons l'origine au point 4 , milieu de BF , que
nous ferons égal a p; les ordonnées seront paralleles & la
droite BL.

Pour chaque point A7 qui appartiendra & la courbe cherchée -
nous aurons , en nommant 5 la ligne M ,

2 a P}’ P
=Y T === st ZI=x —_—
b, +{ -t * P P

Eliminant z , il viendra
y' =2pz,
¢quation & la parabole.

Cette courbe ¢tait également caractérisée par I’équation

P
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car les distances z étant variables en méffe-temps que labs-
cisse ¥ , peuvent convenir successivement & tous ses points, et
se détermineront pour: chacun d’eux dés que x sera connu,
Ces distances se nomment des rayons vecieurs.

180. Si nous transportons Porigine des « au foyer F, pour
lequel

r)
p=0; L L S

9,

il faudra ,‘en nommant 2" les nouvelles abscisses , quon ait
x=x 4 £ 3
2

valeur qui, étant substituce pour x , donne , en supprimant les

accens,

Z =& 4 P

181. Si on introduit , aulieu de Pabscisse x , Vangle 4 M

que forme le rayon vecteur avec Paxe, on aura
&= —= 5 COS ¢}
et Péquation précédente devient

Z=P ——. 5008 ¥;
d’ott l'on tire
e P
1 4 cos#

Qest Péquation polaire de la parabole. On peut la déduir

.

facilement de I'équation polaire de Uellipse, qul est

A(I-—é""):

1 -+ e cos ¥

b o—
5=

1l suffit de faire

p=A(1—¢e)
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et de supposer ensuite 4 infini, et e =1 , ce qui alonge l'el-

lipse indéfiniment. En cffet, on a vi, dans Part. 157, que la

quantité 4 (1 — e*) esl égale an denii~paramélre de Uellipse.
182. On arriverait également a Péquation polaire la plus
générale de la parabole, en substituant dans I'¢quation

J=zpa,

au liew des coordonnées rectiliones et y, des coordonnées

o
polaires = et @, comptées a partir d’un point quelconque dont
les coordonnées rectilignes seraient &' et +'. car on aurail alors
] Y
=2z 4 5 cos ¢ Y=y 4 zsin ¢;
et en substituant ces valeurs dans 'équation précédente, elle
deviendrait
o e 2 i N,
z sin" ¢+ 2 4 3 sin @ — p cos .;r)} &y —2pa' =o.
Si le péle est sur la courbe, on a
¥y? —2px! =o;
alors une des valeurs de z est nulle, et autre devient

et 2(p (,‘{)S@—_y' sin Q)J
& T

51 cette seconde valeur de 5 était nulle, le rayon vecleur serait
tangent a la courbe; pour cela il faudrait qu'on fit

peosd— ylsingp=o ou tang ¢ = p_}
F

cestlarelation trouvée danslen® 167.Généralement soit y'=o,
le péle sera placé sur laxe de la parabole, et Péquation en z
deviendra

z° sIn® @ — 2 p €03 Q. 5 = 2 px’
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qui donne pour = ces deux valeurs

_peose == L7 2 pa! sin® ¢ 4 p° cos” ¢

sin @

L quantité comprise sous le radical peut se mettre sous la
forme ‘

p‘-[-—(ﬂpa:’-—-p’)sin"@, ‘

clle ne peut pas devenir indépendante de 4, a moins que ’on

ne fusse

F 12 — PR
2 px - =0 ou L= —

ce qui met Porigine des rayons vecleurs au foyer de la para-
bole. Clest donc dans ce cas seulement que le rayon vecleur
peut étre exprimé rationnellement ¢n fonction de Pabscisse.
On retrouverait de méme toutes les aulres propriétés de la
parabole , en discutant son équation polaire comme .1nous
Yavons fuit pour Pellipse : il est inutile de nous y arréter.

182, Quoique laire totale comprise entre les branches de
la parabole soit indéfinie, on peut cependant évaluer d’'une
maniére algébrique une porlion quelconque de cetle aire com-
prise enire les limites données.

Considérons, eneffet ,le scgment parabolique A PM (fig.63)
ferminé par laxe AX et pat Yordonnée PM ou y. Si Ton
méne les droites MQ , AQ , la premicre pa ralléle , la seconde
perpendiculaire & Paxe, on formera le rectangle APQM,
dans lequel Paire du segment pzn‘nbolique APM se irouvera
comprise , cl cetle aire sera égale aux deux tiers du rectangle,
¢omie nous allons le démontrer.

Pour cela, concevons un polygone recliligne quelcongue

MM ... inscrit & la parabole , des sommets de ce polygone,
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menons des paralléles aux lignes 4P et P ; elles représen—
teront les abscisses et les ordonnées de ces sommiels @ ces lignes ,
prolongées , formeront les rectangles PP'pM!, P'P"s' M.,
qui seront intérieurs a la parabole , et les rectangles QQ'gM’,

Q'Q"g'M"... qui lui seront extérieurs. En représentant les

| premierspar P, P!, P"...  les derniers parp,p',p'..., on aura
i P=y'(z—2a'), p=z'(y—y"); ]
ce qui donne

ik il (:a'——.:r.’)'

P stk R dt)

or les points MAM'... appartiennent i la parabole : ainsi on a

s U i
J =2, g =g pals
ce qui donne
2_ la i 2
PR et S S5 S
2p 2])

en substituant ces valeurs, le rapport de 2 ap devient

PP a4y

p B A= Y

Les mémes raisonnemens pouvant s’appliquer successivement
1 tous Ies cotés du polygone, on aura cette suite d’équations
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Le polygone MM M"... étant absolument arbitrairve, on
poiys
peut espacer ses sommets de maniére qu’cn dbsignant. par @

une constankte quclmuque prise a volonié , on ait toujours

Pl -

.y _'Jf '”_‘"JJ ?

’ A | | — 1
. Yo o=@ ) oo
" P F s 1
ylytl=ay'l,

sl 5 : JOE T ; I
et ainsi de suife : cela revient a faire décroilre _fy,y’,y e

suivant une progression géométrique. D’aprés cette supposition

trés-permise , les vapports précédens deviennent
I)
=24,
p
]l’
—— =24,
' :
P \
. -P—”‘ = + w.y |

cest-i-dire quils seront tous égaux entr’eux, quelle que soit

la valeur deé @ :'on'aura donc atssi,-éncomparant ces rapports,

P4 P4 pPl4 . .0 elc.
]—)_—i- p' 4 p" 4 oL ele

—_— —l-- a.

Le numéraleur du premier membre est la sommnie des rec-
tangles inscrits a la parabole; le dénominateur est la somme
des rectangles circonscrils..A.mesure que @ diminue , le rapport
de ces quantités approche de plu's en plus d’¢tre égal a 2; et
'on peut prendre o si pelit, que la différence soit moindre
que toute quantité donnée : mais en méme-temps la somme
des rectangles approche de plus en plus d’étre égale aux seg-
mens curvilignes inserits_etcirconserits a la parabole. Par

conséquent 14 limite de leur, rapport est égale an xapport de ces
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segmens; et , en représentant le premier par §, le second

pars, ona

ce qui donne

el, en divisant ces équations membre a membre}
2
S= — (8§4¢).
3

84 s estlasomme des segmens inscrits et circonscrits a la
parabole : c’est par conséquent la surface du rectangle A4 PAQ.
dinsi Laire du segment paraboliqgue APM est les deux
tiers durectangle construit sur I abscisse.d Pet I'ordonnée P M .

183, Les courbes , qui sont telles que 'on peut assigner ainsi
algébriquement la valenr d’une portion quelconque de leur
dire, se nomment courbes quarrables. On voit que la para-
bole est de ce nombre. Il n’en est pas de méme de Dellipse ,

dont Paire renferme Pexpression de la circonférence du cercle.

AAsTAR AR YRR

DE HYPERBOLE.

184. Ex coupant un cone droit , dont Pangle au centre était
plus grand que 100°, par un plan incliné 4 son axe , de manicre
drencontrer les deux nappes de cette surface , nous avons eu

pour l’équulion de intersection ,

g~z (&"=—n )4 2aslx=o.
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a étant plus grand que 1, et 5’ une quantité positive , nous
avons dit que celle courbe se nomme une hyperbole.

Pour avoir les points ou elle coupe l'axe des x , faisons
y=o,ilviendra

s (a"—1)—2as'z=0;
ce qui donne pour x deux valeyrs
2 az'

.

arr=1

R &=

Cest-a-dire que cela a lieu dans deux points différens, dont
T’un est Porigine méme des coordonnées, et l'autre est situé du
cblé des abscisses posilives, & une distance de cetfe origine

2 az'

A

a®—1

En faisant ¥ = 0, on aura les points ol la courbe coupe Iaxe
des y : cette supposition donne

¥ =o;

Cest-A-dire que eela n'a lieu que dans un seul point, quiest
Torigine des coordonnées : mais comme les deux ordonnées sY
réunissent , l'axe des y est tangent a la conrbe.

Résolvons maintenant l'équation par rapport a y , mous

aurons

y:il./xz (a® — 1) —2 az .

Les valeurs de y élant égales et de signe contraire, la courbe
est symélrique au-dessus et au-dessous de I'axe des x.
Considérous le coté des a positifs.
Les valeurs de y seront réelles tant que I'on aura
a* (@' — 1) >2as'z,

ou
2az
.

T >

a'—1
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Mais elles seront imaginaives entre celle limite et Porigine des
coordonnées ; car, si l'on a
)
o 2ar *
L (\ 2 ?

a —1I

on auraaussi

(2" —1)a* < 2 aslx.

Ainsi, du c61é des abscisses positives , la courbe n’a que des

ordonnées imaginaires depuis I'origine des coordonnées jusqu’an

point ou elle coupe Paxe : au-dela de celte limite, ses ordonnées

sont toujours réelles, et d’autant plus grandes que x est plus ;
grand.

Du coté des x négatifs, nous aurons

_y::‘:V.z-” (a* — 1) + 2 az'x.

L'ordonnée y est toujours réelle, et d'antant plus grande que »
est plus grand. La courbe s"t-le'ud doncindéfiniment, de ce coté,
au-dessus ctau-dessous de I'axe des abscisses.

Il résulte de celte discussion que I'hyperbole est une courbe
composée de deux parties séparces, felle que la représente la
figure 64, ou lorigine des coordonnées est supposce plagée au
point B, Il était en effet facile de prévoir cette forme, d’aprés
la disposition du plan coupant (fig. 36); Vintexrvalle BA', qui
2as5'

——, et se nomme le
s

sépare les deux branches , est égal a
premier ou le grand axe de Fhyperbole.

185. Transportons l’origine des coordonnées en 4 au milien
de laxe BB'. Soit /4P une nouvelle abscisse quelcongue, que

Hous nomInerons .1", on aura
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Substituant cette valeur de x, il viendra
a'.l 13
y* —(a® — 1)&'? e

we—k

— O

En faisant y = o , on trouve
: az’
R ey
@& == 1
comme cela devait étre; mais, en faisant z' = o0, on trouve
pour y ceile valeur imaginaire

ol
as’, IR
== =y

Y et
a’ —1

parce que la courbe ne rencontre pas le nouvel axe des y. Ce

qui n’empéche pas que Péquation de Phyperbole ne prenne,

comme celle de Uellipse, une forme trés- éléganle lorsqu’on fait

o )
az as
P B = e 5
Mt Voa®*—1
car on en tire
B’ B* a 3" :
s p e e T L - & B
A’ A a’ —1

ce (ui donne, en supprimant les accens dont nous n’avons plus
besoin ,
Ay — B’ =— AR,

Les quantités 2 4 , 2 B , se nomment les dxes de I'hyperbole,
quoiqu’en effet celle courbe ne détermine réellement, par son
intersection, que le premier d’entr’eux. Le point A estle
centre de lacourbe. Lorsque ’équation de Phyperbole se trouve
ramence i cette forme, les coordonnées étant rectangulaires ,

on dit qu’elle est rapportée au centre et a ses axes. Toute ligne
o
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mence par le centre , et termince a la courbe , se nomme dia-
métre ; et il résulte de la forme symétrique de I'hy perboleque
les diamétres se trouvent divisés par le cenlre en deux parties
¢égales.

186. L’équation de Pellipse , rapportée aussi 4 ses
centre, est

axes etau
Ay 4 B zr — gapge.

Enla comparant a celle de I'hyperbole, on voit que , pour

passer de lune & Cautre, il suffit de changer B en B i/:,
considération qui est en analyse de la plus grande utilité.

Ce que nous avons vu relativement a 1a marche des ordon-
nées dans les deux courbes est une suite de celte loi; car, si Ion
considére une hyperbole et une ellipse dont les axes seraient les
mémes, el qu'on superpose les axes , l'(‘i[ipzac se lrouvera com—
prise toute entiére dans les limites enlre lesquelles ’hyperbole
devient fmaginaire ; et réciproquement Phyperbole aura des
ordonnées réelles pour foutes Jes abscisses auxquelles Pellipse
ne s’é¢tend point,

Lorsque les deux axes de I’hyperbole sant égaux entreux,
son équation devient
Y — 2z =— 4.
On dit alors quelle est dquilaiére.
Lorsque les deux axes de Pelli pse sont égaux, son équation
q F Baux,
devient '
"’},2 + xz : A:ﬂ. .;
et elle se réduit 3 un cercle. L’hyperbole équilatére est done 5
entre les hyperboles ordinaires, ce qu'est le cercle enire les
ellipses.
187. Si par le point B, pour lequel y —=o, et z—— 4
(fig. 65 )» on méne une ligne droile inclinée d’une manitre

14
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quelconque , elle aura pour équation
g=a(zt4 )

Si par le point B, pour lequel y =o, et
oite pareillement inclinée d’une maniére quel-

x=-+ A, onméne

une ligne dr
conque , OR aura pour équation

y.—:a'(a:—A).

Pour que ces deux droites se coupent sur Phyperbole , il faut
que leurs équations puissent subsister en méme-temps , et
avec celle de cette courbe. Or, en les multipliant membre &

membre , elles donnent
g =ad (" — )3

et , pour que ce résultat saccorde avec I'équation de I'hyper-

bole mise sous cette forme

S ey B .'\?L-'-'A?),

Y -——;1-;

il faut quw'on ait

ne

i

| —

i —

ce qui établit une relation constante entre les angles que

forment avec le grand axe les lignes menées des deux sommels
de la courbe A un de ses points. Il en résulte que ces angles ont
toujours leurs tangentes Lrigonomélriques de méme signe.

Lorsque Phyperbole est équilatere A4 =B, il vient alors

add =13

Clest-a-dire que , dans Phyperbole équilatére les droites me-
ndes du méme point de la courbe auw extrémités du grand

axe , font avec lui des angles aigus dont Fougerture esé
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dirigée dans Je méme

211

sens , of dontla somme cst doale & un
angle droji.
Les droites , menées de la méme maniére dans le cercle,

font aussi avee Paxe des angles aigus dont 1. somime e

st égale 4
leurs ouverlures sont dirig:

un droit ; mais ‘es dans des sens

contraires,

188. Si Pon introduit les expressions des axes 2 4 et 2 B

dans I'équation de Phyperbole , telle que nous Pav,

ons considéree
d’abord, Porigine étant an somme

t, elle devient
. B
e =

7 (2 —2.4z)

¢t peut se mettre sous Ja forme

2
2

B
Yy = ;jT(z—HA)‘T'

Zel x — 2 A sont les distances du pied de I'ordonndée PIM aux

sommets B’ et B de la courbe (fig. 64 )
tette équation , que les carrds deg ordonnées sone enteumn
comme les produits de ces distances.
directement ce résultat de Iéquation r
soient xy z'y', les coordonnées de
situés sur la méine hyperbole , on

. On voit Jone » par

Cn aurait pu tirer
apportée au centre ; car,
deux points qielcongues
aura , pour le premier,

2
2

A,

pour le second ,

Bivisant ces €quations membre 3 membre , on aura

2 2
,_Vl .:1'." 2 14
o

“Fook gl

¥ z’ __‘g/'j_f ?
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ou, ce quiest la méme chose

yle (2'44) (s —A4)

7 - (¥ A)(z—4)

qui exprime la propri¢t¢ que mous venons de démontrer en
transportant l'origine au sommet de la courbe.

189. En changeant leszen y, et lesy en x, dans 1’équation

A‘l}':! 5t B:-x.,; — —A nBo,
elle devient
A — By =—AB’,

ou

A°B*.

I

Bajfn oad Aaxu

Cette transformation winfluant que sur le choix des axes
’

T’équation précédente doit encore apput‘tenlir a la méme hyper-
bole ; et Pon peut aisément le vérifier en la discutant. Mais,
jci, la supposition de x = o donne y réelle; ety = o donme x
imaginaire , parce que la courbe rencontre le nouvel axe des

ordonnées , et ne rencontre point Jaxe des abscisses : elle est
alors placée comuue le représente la figure 65, son premier
axe étant 45", Dans cetle situation , on dit qu'elle est rapporlée
3 son second axe, parce que c’est sur celui-ci que les ahscisses
sont complées. On voil qu’il n’en est pas de Uhyperhole comme
de Vellipse, dont équation garde la méme forme , quel que

soit celui de ses axes quon prenne pour axe des abscisses , et
cela vient de ce que l'ellipse est symétrique par rapport a ses
deux axes , au lieu que l’ilypcrhulu ne Vest pas relativement

aux siens, puisqu’ulic n’en rencontre qu’un seul.
190. L’analogic de ces deux courbes mnous conduit na-

turellement & chercher g’il nlexisie pas dans l‘hyp(:rbolc

dos points correspondans aux foyers de Pellipse. Poux lds
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découvrir, rappelons - nous que leur abscisse avait pour
valeur == 17 4" B . ce sera donc ==V _4* e B* pour

Phyperbole, en changeant Ben BV — 1. En effet, si l'on
suppose , pour plus de simplicité ,

e=V A" + B,
et qu’on prenne deux points F, ' sur axe (fig. 66), acelte

distance du centre de Phyperbole, on trouve

NS =2 +(x—c)' = {j*— (2" —d* ) 2*— 202 + ¢ ;
d’ott 'on tire
o e i A.
\
On a de méme

FipM= %} 4 4

dest-d-dire que les distances FM , F'M , sont exprimées en
fonetion de x dune maniére rationnelle. Fn retranchant ces

équations l'une de l'autre , on trouve
FIM —FM=24d,;

eest-a-dire que la différence de ces distances est égale au
premier axe de Phyperbole. A cause de ces propriétés , les
points F, F”' déterminés par la valeur précédente de ¢, se
nomment les foyers de I’hyperhole.

En faisant x ===V 4" + B* dans Iéquation de la
eourbe , on aura I'ordonnée qui passe par le foyer, et sa valeur

8€ra
B*

A

o == e

-
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o 2

Le double de cette ordonnée, ou . g’appnlle le paramétre

d> I'liyperbole. C'est une troisiéme proportionnelle aux deux
axes.

191. Pour trouver géoméiriquement la position des foyers ,
on élevery a i'une des extrémites du premier axe une perpen-
diculiire BE égale a la moitié du second axe B. On ménera
Yhypothénuse A £ ; puis , du point £, comme cenire avee
cette ligne pour rayon, on déerira une circonférence de cercle ,
qui coupera Paxe en deux points F, F'. Ce serout les foyers
de ’hyperbole.

On prouvera facilement que la double ordonnée qui passe
par ces foyers est égale au paramétre de la courbe.

192. Les proprietés précédentes fournissent , pour la des-
cription de ’hyperbole , un procédé analogue a celui que nous
avons employé pour 'ellipse , dans Part. 126.

Du foyer F', comme centre ( fig. 67 ) avec un rayon quel-
conque BO , on déerira une circonférence de cercle. De 'autre
foyer #', comme centre avec B/O ou BB' 4 BO pour rayon ,
on décrira une autre circonférence de cercle : les points o elle
coupera la précédenteappartiendronta Phyperbole ; car, d'apres

cetle construction , on aura loujours
FIM—FM=2Ad.

En opérant de méme de lautre coté de T'origine, on aura
la seconde branche de la courbe , el l'on peut appliquer ici les
remarques que nous avons faites sur la construction de lellipse
par le procédé anilogue.

On peut aussi, d'aprés celte propriété, décrire I'hyperhole,
comme l'ellipse , par un mouvement conlinu : pour cela, on
fixe au foyer F” une régle F'M, qui peul fourner autour de ce

point. A extr¢mité M et a Pautre foyer £ est attaché un fil
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MPF, tel que F!M — FM soit égal an grand axe BB'; glis-
sant ensuite un piquet le long du fil , on le force a s’appliquer
toujours contre la régle qui tourne autour du point 7' ; et le

piquet , par ce mouvement , décrit une portion de I'hyperbole
demandée.

193. Occupons-nous maintenant de mener une tangente &
U'hyperbole, dont 'équation est

Ay =B z* =— A’B*.

Soient 1", 3", les coordonnées du point de tangence ; elles
vérifieront la relation

A’y — B =— A* B

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par ce
point , son équation sera de cette forme

y—y"=a x—z).

Il ne reste plus qua déterminer a.
Pour y parvenir, il faudra opérer sur ces trois équations
comme sur celles de article 127 , qui étaient relatives i Pel-

lipse ; mais ces derniéres sont les mémes que les précédentes ,

en changeant Ben Bl — 1. Le résultat sera done aussi le
méme avec cette modification , et Pon aura

B> "
o A o0
¥
I’équation de la tangente sera
B> xV

.?'_.7”: = 7 (.‘r——x”),

eu , en réduisant ,

A yy!'— B szl = — A*B*.
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On gura de méme , pour U'équation de la normale;

On prouvve facilement que tous les points de la tangente,
excepté celui de tangence , sont hors de I’hyperbole. Pour cela
prenons la valeur de A7y” dans I’équation de 'hyperbole,
nous aurons

/f,‘}’c =Bz£-). = B'x’

celte valeur de .4”y* convient aux points situés sur la courbs
méme. Pour les pointssitués hors de la courbe , la valeur de y
correspondante au méme & , sera nécessairement plus grande ,
par conséquent les valeurs de 3* et de 4"y seront plus
grandes : ainsi on aura donc alors

A’y > B*a® — A* B

an contraire , pour les points intérieurs & la courbe , la va-
leur = , y, %, sera plus petite que sur la courbe méme : la
valeur de x étant égale , il en sera de méme pour 4°y*; on
aura done alors

Ayr< B*x* — 4*B?,

en transposant les inégalités dans un seul membre, on en dé-

duitdes trois conditions suivantes :

Pour les points extérieurs Ay —B’ x4+ 4B >0
Pourles pointssitu¢ssurlacourbe 42y —B x4 4" B’=o
Pour les points intérieurs fl?J'z—Bjx'?+/I?Bo<o

Muaintenant 11 faut prouver que tous les p(}inls de la ian-
genle , excepté le point de tangence méme , satisfont 4 celte

inégalité, Pour cela il n’y a qu’a tirer la valeur de y de Péqua-
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tion de Ia fangente, celle valeur sera

B’ (za!! — A7)
J= L T e
U
eten la substituant dans la quantité¢ 4*y*—~B*z*-A4*B*,on
aura

Bi(xx— 42)2

_{”yg_BaI:n_l__/ja_Bz__: — _.Baxe_f__‘daﬂ:,

A’y
ou bien, en réduisant au méme dénominateur , et metlant an
numeérateur, au lieu de Ay savaleur B*z'!? — _4* B* tirée
de Péquation de Phyperbole

A2y Baya{ g2 Ba— B#-‘_’xx”—-AﬁrZ—}-fBix 1+4AaB2)(A2B2—Baxy)

et les produits du second membre ¢rant développés et réduits,
donnent enfin
A>Bb (z—a")?
P R 2402 111___—‘_____“_
'A.), .B-’U—I'-AL— Az,y”z
le second membre étant un carré est essentiellement positif ;
ainsi on a toujours sur la tangente xj’y‘—B’r”+A’B’>n,
ce qui prouve que lous ses points sont extérieurs a la courbe;
iln'y a dexception que pour la valeur z — 2! = o » qui rend
cetle quantité nulle ; mais cette valeur nous rameéne au point de
tangence : lui seul est donc sur Phyperbole.

194. La valeur de & devient infinie quand y/' est nulle ,
car ' = o donnerait y!' imaginaire , et ¥ infinie donne-
rait ' infinie : ainsi , aux extrémilés du premier axe de
Phyperbole , la tangenie est varalléle aux ordonnées , et ellene

? o I )
Peut jamais devenir paralléle aux abscisses.

195. Si par le centre et par le point de langence on méne

une ligne droite , son ¢quation sera de la forme

fre="als ;
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et la condition de passer par le point de tangence donnera

"

AT

ety

xl’.’

Celte valeur , étant multiplige par celle de @ qui convient 4 la

tangente , donne
2

A2
et , en comparant ce résultat avec celui de Particle 129 , on
voit (fig. 68) que le point de tangence M est surune hyperbole

(ML’ ——

dont le premier axe est 47, et le rapport des axes 57 i

d'oi il suit que , pour mener une tangente & Phyperbole par
un point M donné sur ceite courbe , il faut mener , de ce
point au centre, le diamétre AM par Pextrémité B! du
premier axe BB’ , mener la corde B'N parallelea 4 M; MT,
parallélea BV, sera la tangente demandée.

Il résulte de cette construction et de la forme symétrique de
Phyperbole , queles tangentes 4 7', 7 £, aux extrémités d’un
méme diamétre, sont par:ﬂlélcs enir’elles. Si donc on meéne
par le cenire 4 une paralléle i ces tangentes, elle ne ren-
contrera jamais la courbe : cependant , par analogie avec Pel-
lipse , on prend sur cette parallele une quantité qui s'appelle
le diamétre conjugué du diamétre 4, et qui se détermine
comme on le verra plus bas. Ici, comme dans Yellipse,
Vangle E4 M , formé par deux diamétres conjugués , est
égal a I'angle B' NB des deus cordes qui leur sont respective-
ment pavalléles , et qui sont menées des deux extrémités du
premier axe 4 un méme point de la courbe.

196. En fuisant y = o dans I’équation de la tangente , on

irouve
A?

1]
&

X —=
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Cest la valeur de .4 7" (fig. 69) : en la retranchant de 4B , on

aura la soutangente
o S

a 1

Bl

.

On treuvera de méme la sounormale

izl
PAF_ i
A*

Iqg7. Les formules précédentes peuvent encore servir
pour mener des tangenles 4 hyperbole par un pumt exté-
rieur ; car, en représentant ses coordonnées PRz iearts

elles devront satisfaire a Péquation de la tangente ; ce qui
donnera

Ay — By = 43p3,
©On aura , de plus ,

44:]Hz_Ba -.'L;h:“—’_ A:B’,

puisque le point de tangence est sur la courbe. Ces ('Erux equa-—
tions suffisent pour déterminer les coordonnées z'' syt qui
seront en général doubles pour le méme point ; et il est facile
de s’assurer que ces valeurs seront toujonrs réelles , lorsque le
point donné sera hors de I'hyperbole (133).

198. Llextension indéfinie des branches de I'hyperbole in-
#roduit dans la direction de ses tangentes une loi trés-remar-
quable qui lui est particuliére. Pour la chuuvrlr reprenons
Péquation

B:
ol & el Ll
>
Les deux valeurs de ¥ > quien résultent , peuvent se mettre
sous la forme
Dx 5

FEETE =] =

A %?

Bim
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développons le radical en série par le théoréme du binome 4 il
deviendra
A’ 1.4% T oAb

y=1— — e = — — gfC,
%2 8xé 16 «°

: A BUL s =
et en effectuant la multiplication par == il viendra

e S T B A
y=g2—— AR el SR B R
? A 2z 8 @° 16 x°
A mesure que z augmente , 4 restant le méme , les texmes

BA B A} ol v e
— — ele. , diminuent , parce qu’ils sont divisés par les
puissances successives de z ; etlesvaleurs de y approchent de

- Bx
plus en plus de se réduire 4 == —: on peut méme , comme ¥

s
est indéfini, le prendre assez grand pour que la différence soit
plus petite que toute quantité quelconque donnée. Par consé~
quent, si 'on construit deux lignes droites , dont les équations

soient
Bx Bx
AN R L e

ees droites seront les limites des deux branches supérieure et
inférieure de ’hyperbole ,« qui s’en approchera sans cessa
sans pouvoir les atteindre; et c'est ce qu'il est bien facile de

voir, car on aura loujours

Y= j{ff — B* sur U'hyperbole ,
= E—- sur les droites.
¥

De sorte que les ordonnées correspondantes aux mémes
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abscisses seront constamment plus petites sur la courbe. Celte
propriété a fait donner le nom & Asymptotes aux deux lignes
droites délerminées par ces équations.

On peut aisément prouver , d’aprés les expressions précé=
dentes, qu’en effet ces droites s'approchent continuellement de
Phyperbole ; car bien que la différence des carrés de leurs or-
données et de celles de celte courbe soit constante , cependant
la différence des ordonnées elles-mémes va toujours en dimi-
nuant , de maniére 4 devenir enfin plus petite que toute quan-
tité donnée. Pour le faire voir , retranchons les deux équa~-
tions précédentes I'une de Tautre , en désignant par y/ les
ordonnées des asymptotes, afin de les distinguer de celles
de la courbe , qui sont représentées par y ; mnous aurons
ainsi

J‘"“ "‘_J’, — B
ou
(ri—3) (Y 7)=0%
d’ott 'on tire
.

r+y

' — y est la différence des ordonnées. La fraction qui 1’ex-

y—y=

prime a son numérateur constant ; mais son dénominateur est
variable, et augmente continuellement avec les 01'(lonnéc§y,y’,
a mesure que Uon s’¢loigne du centre de 'hyperhbole. Ainsi cette
fraction diminue sans cesse. Et commeil n’y a pas de limite a
Paccroissement des ordonnées y' et y, il n’y en a pas non plus
A la diminution de la fraction. La différence des deux ordon-
nées j'—y peut done devenir aussi petite que 'on voudra , et

plus petite que toute quantité donnée,
199. Pour construire les asymptates de I’hyperbole, on

menera & Pextrémité du premier axe une perpendiculaire ,
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sur laquelle on prendra deux ordonnées de signes conlraires,
égales toutes deux au demi second axe B; puis , par les
extrémités de ces ordonnces et par le cenire de I'hyper=
bole, on ménera deux lignes droites. Ces lignes faisant avee

le grand axe un angle dont la tangente trigonométrique
est == - seront évidemment les asymptotes demandées.

Il est visible que I’hyperbole sera comprise toule entiére dans
Pangle form¢é par leurs directions.

200. Onvoit aussi, par ces résullals , que si une ellipse et
une hyperbole sont conslruites sur les mémes axes , les dia-
mélres égaux de la premiére formeront , etant prolongés , les
asymplotes de la seconde.

201. Si I'hyperbole est équilatére , on a B = A ; les
asymptotes font avec I'axe des angles de 50°, et sont perpendi-
culaires entr’elles.

201. Il est facile de voir que les asymptotes sont aussi la
limite de toutes les tangentes. En effet , I'¢quation d’une de
ces dernieres étant

Ay — Braz) = — A B,

le point out elle rencontre I'axe a pour ahscisse

C’est la distance de ce point au centre de la courbe. Sa Posie
tion autour de ce centre dépend du signe de 2!, ¢est-a~dire
de I'abscisse du point de tangence ; mais , en ne considérant
que sa longueur, on voit qu'elle diminue a mesure que z'/
augmente , et qu'elle me peut devenir nulle qu'en suppo-
sant 2! infini. Dans cetfe supposition , la valeur de y/' de-
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-1
vient aussi infinie el égale a += =7 de sorte qu'en la substi-
L

tuant dans la valeur de @ qui convient a la tangente, et qui est

B2
= Aa,r.'r"
on {rouve
o ——ltn _};?__ i
A

Ceest précisément la valeur de @ qui convient aux asymptotes ;
ainsi les tangentes de I’hyperbole s'approchent de plus en plus
des asymptoles , a mesure que le point de tangence s’éloigne.

203. Les directions de la tangente et de la normale dans
Phyperbole ont aussi des rapports remarquables avec les lignes
mences des foyers aux divers poinis de la courbe : cherchons a
les découvrir.

Si, du foyer 77, pour lequel y = o, et z=V" 4> + B*
(fig- 70), on méne une ligne droite 4 un point quelconque de
T'hyperbole ayant pour coordonnées z'’, y" , Déquation de
eette droite sera

J-—_} B e A 5 1

La condition de passer par le foyer donne, en faisant

V 4d*+B'=¢,

La tangente au méme point de I’hyperbole a pour équa-

tion (n". 193)

(zma),

y—y'=a
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T’angle FM T, ou fMt, qu'elle fait avec la droite, a pour tan-

gente trigonométrique

o— a
L 5
1+ac

qui se réduit 4

I}ﬂ

+

r':y" 2

en mettant pour a et « leurs valeurs, et observant que
Au,yH:_B:;L\Hs:__A%B: .

puisque le point z/’y"" est sur Phyperbole.
Purecillement , si , du second foyer # , pour lequel y = o,
el 2= — c,on méne au point de tangence une ligne droite ,
< vl "y
y—yl=d (z—2"),
on aura

]"”

e

e+

Tangle FMT, ou fM't, que fait celle droite avec la tan-

gente trigonoméirique

a—a
1 + a a! ’
qui se réduil a
B".

+ o
quand on met pour @ et o' leurs valeurs. Les angles F.MP
et F'M T',ayant méme tangente, sont ¢gaux entr’eux ; d'oll
résulte celle propriété , que , dans Phyperbole, les droites
thenées du point de tangence aux deux foyers font avec
iatangente , et de part et &’autre de cetie ligne , des angles

dgaux.




DE L’HYPERBOLE. 225
11 suit de 1a que la normale MN divise en deux parties
égales 'angle FM|' formé par les ray
Joyere g un méme poiné de la coui be.
Ces propriciés existent aussi dans Pellipse , et il n’ya de difs
ference que d ins ce qui tient a 1
rapporl i ces déux cou bes.

204. Ceci fournit |

ons vecleters menes deg

a siluation de la tangente par

a conslruction suivante pPour mener une
tangente a 'hyperbole par un point donné.
8 N I

Supposons-le d*.bord ‘ur 11 courbe,

On ménera les rayons vecleurs FM, FFM( fis. 7(!) :
prendra sur celui - ci, 2 pavlic du point M, MG lff'
jo'gnant GF | et lui menant la perpendiculaive AT, ce serala
tangenie demandde,

En effet, p.r cet'e construction , les angles FJi T, F' MT,
soni vn.m\ entr’eux. On peurrait démonirer i JU
Pellipse , que ladroite M7 n’a que e
Phyperbole,

, comme dans

point M de commun avec
TR

Supposons le point donné ¢ extérieur & la cous be.

De ge poinl £, comme centre, avec unrayon ég.la Fr  on
déoriva une (munﬂh nce de cercle. Du ](‘Jw‘“ I comme
eenlre , et avee un royon' égal au grand axe de I'hypor-
bole, on déerira une autre circonférence qui coupera Ja pré=
cedente en G. Menant F'QG qui rencontre la courbe en Af %
le point A1 sera le point de langence, et £ 7" sera la tangente

demandce.

Car , sil'on méne /G, on aura par construclion Gt=F¢ ;
de pius, lc point M ¢tant sur |’ hyperbole , et #1G étant ¢gal
au grand axe, M =MF : done la ligne M est per, pendicu-
laire « GF', et divise Pangle "M " en deux parlies égales
donc e le est la t mgente demandee,

Les circonferences deerites des poinis F' et £, comme

Cenlies , se coupant en deux puims, celle construction donnera

15
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les deux tangentes que Pon peut mener i I'hyperbole par un

226

point exlérieur.

Des Propriétés de IHyperbole par rapport a4

ses diamétres conjugués.

205. Les propriétés de Phyperbole par rapport a ses dias
meétres peuvent se déduire avec une extréme facilité de celles
qui appartiennent a Pellipse.

En effet, I'équation de Phyperbole , rapporiée a ses axes ek
&au centre , est

Ay —B* x*=— A" B.
Les abscisses sont alors comptées sur celui de ces axes quiren=
contre la courbe.

En faisant

z=ux'cosaty cosd, y=2z'sinet y'sind,

on pourra établir entre « et ' la relation nécessaire pour que le
terme affecté de 2'y/ disparaisse : mais on peut, sans effectuer
le calcul, parvenit sur-le-champ & ce résullat 5 car les équa-
tions précédentes se déduisent de celles de Varticle 138, qui
sont relatives a 'ellipse , en changeant B cn BV — 1 dins ces
dernitéres, et, par conséquent , les résultats auxquels elles
conduisent ont entr'eux la méme relation. On aura done pour
Yhyperhole

2

]

(A*sin*o!—B?cos® ! )y'* - (A *sin*a—Bcos*a) 2! == A’
A’sin e sin &' — B’ cosacos &' =0,
ou bien

A tang & tang &' — B*=o.
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En faisant successivement 7/ — o, ct ' =0, on aura les
distances de Porigine &ux points dans lesquels la courbe
coupe les diamélres auxquels elle est rapportee. Si Pon
represente par A’ ¢l B'* les carrés dé ees distances , il
viendra

— A B* — A4* p?

e 12
_——,—
AJ h}fl‘ﬁr““B) U(an u"

B

A" sin* o —"* cos? a
En multipliant ces deusx vantités Pune par autre, comme
p ;

dans l'art 141, le résultat pourrs se mettre sous la forme

Ar:Bh:_ "44 Bi

(A sin @ sin &' — B*cos wcos a')'—A*B*s

La premiére partie du dénominateur s'évanouit en vertu de la
relation qui existe entre 4/ et o i U reste simplement
2 2
AP Bl A°B 5

sin® (& — o) !

d’out il suit qu'une des quantilés A', B!, esl imaginaire ; ei , par
consequent, Phyperbole ne renconire jamais en méme temps
ses deux diamélies conjugaés, propriélé que nous avions déja
reconnue précédemment.,

206. Nous pouvons & volonté supposer réelle 'une ou Pautre
des quantités A", B, et ce choix déferminera quel est celui des
axes des coordonnées qui rencontie la édurbe. Supposons que
ve soil Vaxe des ', alors A4’ sera réel j e pour éviter les ima-
ginaires , nous représenlerons par — B'* la quantité que nous
avions nommée B'* ; ce qui donnera
A’ B* A pe

o Bl = = e
. ~ H (e 2
A*sin*a—B2cos? s Arsinre @ oo s

A — —

Alors Péquation de I'hyperbole deviendra

AJ, ‘;,F,; T BM A= ‘dfz Bh;
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ui se déduit de celle que nous avons trouvde, article 140,
’ L

pour Lellipse, en changeant B' en B i — 1 dans cette der-
nitre. Les quantités 2 4/, 2 B!, sont appelees , par analogie ,
diamétres conjugués de Uhyperbole , quoique le premier

P P!z

est le

soit le seul qui scil terminé par la courbe.
A

12
aramétre du premier diamétre, et — — esl le paramétre
9 B P

du second. Pour plus de simplicité, nous supprimerons les

accens des varicbles z' et !, ¢én nous rappelant toutefols
quelles apparliennent a des coordonnées obliques , ct il
viendra

Ala_},"‘- i B“‘.’I,'? :_Ai"_} B”-

On déduira facilement de celle équation que les carrés des
ordonndes aux diamétres conjugués sont entr’ enx conme les
produits des distances du pied de ces ordonnées aux sommets
de la courbe ; d’ou il suil que , pour déerire une hyperbole
dont on connait deux diamélres conjugués , il faut decrire une
autre hyperbole sur ces diamelres pour axes , et incliner con-
venablement les ordonnées de cette derniére, sans changer leur
longueur.

207. A Péquation précédente il faudra joindre les suivantes

A*— B'* = A4*— B*
A B sin (¢! —a) = AB
A? 1ang « tang of — B*=o0.
gui se déduisent de celles de Particle 142., qui appartiennent

Jeis
alellipse, eny cbangeunl BetB en B = avet BT —=1.
Des trois uquaiifms suffisent pour resoudre toules les q;u‘s!iuns

relatives a la recherche des diamétres conjugués de Phyperboles
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La premiére signifie que Za différence des carrés construits
surles diamécres CORJUGUES eSt LOUjowrs égale a la différence
des carrds construits sur les axes. Tl résulte do celie propricié
que foules les hyperboles n’ont pas des diamétres conjugucs
€giux ; car la supposition de 4’ — B’ donne 4 — B y €L Té6~
ciproquement. 2’/ perbolé équilatére est done la seule qur
ait des diaméires conjugués égaux:; et tous-les siens le sont
deux a dewx.

La seconde des équations précédentes signifie que le pa-
rallélogramme construit sur les diamélres conjugués est
toujours équivalent au rectangle des axes , propriété qui g
egalement lieu pour ellipse.

Enfin la relation

A tang o tang o) — B> ==,

¢lant comparée i celle de Particle 142 » signifie que Pon peut
mener, par les extrémités du premier axe do Ihyperbole ,
deux cordes qui se coupent sur cette courbe, et qui soient
respectivement paralléles a deux djameétres conjugués quel-
conques , dont la direction serait connue ; ce qui permet d’ap-
pliquer & Thyperhole le moyen que nous avons donné pour
trouver deux diamétres conjugués de Vellipse qui fassent entre
eux un angle doriné,

208. Si, par les extrémités du diamétre sur lequel les
abscisses sont complées, on méne deux droites dirigées d’une

maniére quelconque , elles auront pour équations
y=a(z+4"), y=a (2 —dA'),

a et o' élant les rapports des sinus des angles qu'elles font avee
ces deux diamétres. Pour que les droites se coupent sur ’hyper-
bole , il faudra qu'on ait
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ce qui établit pour les diamélres une condition analogue & celle
qui existe pour les axes.

209. Si, par un point pris sur hyperbole, et dont les
coordonnées , par rapporl aux diamélres conjugués , seront
&', 9", on méne une tangente a cetle courbe, il faudrs

_camshiner ensemble les trois ¢quations
: i
Iy R L PR SIUA B
-Afz.},lfz_Blj QE”" —_—— ‘JF"!BI!
y—=y'=a(z—x"),

& étant le rapport des sinus des angles que fait 1a tangente cher-
chée avee les diamélres conjugués auxquels la courbe est rap-
portée. Lanalogie que nous avons remarqucée enfre ellipse et
Phyperbole s’applique encore i ces ¢quations , et donne

Bl: :(.H

as —= 75

A J.JJ 2
et I'équation de la tangente devient
Anf]’”-—" B".I-'If” —_—— Al: Blﬂ 3

Celle d’une droite menée par le centre de Ihyperbole et le point

de la tangence étant
r=4q x,
on aura

AV
: ?.I
& Sige

£Z

Multipliant cette valeur par celle de @, il vient

B

[ k3 ! IR s
9% = s ou Aled = Br =0,

&ou il suit que le point de tengence ¢st gur une hyperbolerap-
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portée A des diametres conjugués paralléles & ceux de la pro=
posée, et dont le rapport est le méme. Cette hyperbole passant
a lorigine des coordonnées , et par le point ou la tangente
renconire l'axe des ', un de ces diamétres est la distance de ce
point & Torigine (fig 71). Par conséquent , pour mener , d’un
point M de 'hyperbole , une tangente a cette courbe , on mé-
nera par ce point et le centre le diamélve 45 ; par Vextré~
mité D' du diamétre DA D/ on tivera D' N paralléle a LM 3
M T, paralléle & DIV, serala tangente demandée ., Ceite cons—
truction est précisément celle qui nous a servi pour Pellipse :
on pourra donc appliquer a Phyperbole toutes les conséquences
que nous avons déduites relalivement & la recherche des
diametres conjugnés et des axes , lorsque la courbe est décrite

et que son centre est connu.

Des Proprictes de I'Hyperbole rapporiée &
ses asymptotes.

210. L'équation de Phyperbole prend une forme trés-re-
marquable , lorsque Pon choisit ses asymptotes pour axes de
coordonnées. A cet effet, il faut se rappeler que ces lignes font

avee le premier axe des angles dont la tangente trigonomé-

: B iners e
trigue est == S Ainsi, en reprenant les formules générales
z=w' cose 4 y' cose’ = y=z'sin« + y'sin &,

il faut supposer

fang ¢ = — — -~ topg of e

< A

Alorsles caordonnées 2’ ¥' seront paralléles aux asymptotes,

Or , en substituant ces valeurs de = et de ¥ dans Péquation de
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Vhyperbole,

Ay — B*x* =— _A4°B*,
elle devient

(A’sin’m'-—-B‘cos“a')]"-{- 2 (A%sinesing’ — B*ense cose ’).1-7']7
+( A2sinra— B gos®a, 2’ — — 42587,

Les cocfliciens de 3/* et de &'* sont nuls d’eux - mémes , en
vertu des valeurs précédentes de' tang « el de tang o' 5
celui de o'y’ se réduit a — i s ]?' ; el , en verlu de ces
A2 + Bbe
valeurs, ’équation de la courbe devient
e o e
alyf =TT .
4
211. Réciproquement , il serait ficile de prouver que les
asymptoles sont les sculs axes de coordonnées qui puissent la
réduire a celte forme. 11 sufiit , pour s’en assurer , de substi~
tuer les valeurs générales de z et de y dans Iequation aux
axes , el de délermincr a cf o' par la condition que les corrés
des coordonnécs ¥'? et ' disparaissent ; car on retombe ainsi
sur les valeurs précédentes de tang e el de ting of.
212. Dans celte forme nouvelle de Péquation de I'lyperbole,
on reconnait aiscment la propriété caracteristique des asympe
totes , de sapprocher sans cesse de la courbe. LEn effet , si Von

eonsidére la valour de 3, qui est

2 2
SRR
4!
2
on voit que cette valeur diminue a mesure que ' angmente ,
c’est-a-dire que la ligne P, menée de 'asymplotea lu eourbe,
g. 72). IL
en est de méme des valeurs de &' compurées a celles de y' ; et

devicntde plus en plus petite, et est nulle a Iinfini (A
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eomme ces deux variables doivent loujours étre de ménie signe
pour que le produit Z' y' reste tonjours positif, ces résultats

~sont les mémes pour les deux branches de la courbe , in’y a
‘que le signe de changé. .

213. Sil’on prend la ligne 4B (hg. 73) pour représenter le
premier axe de I’hyperbole , et que A X', 4¥", soient lcs
nouveaux axes des z' et des y', clest-a dire les asymplotes de
la courbe , BE paralléle 4 4X' sera égale a V” 4° + B°. Or,
si par le sommet B de la courbe , on méne ordonnée BF ler-
minée aux asymplotes,, d’apreslaconstruction de ces droites, BF
sera egile a4 B ou au seconl axe; par conséquent 4 F sera aussi
¢gal a BE , et parsuile 'on aura 4 D=—BD. En répétant la
meéme construction de Pauire coté de Paxe 4B , relativement
alautre asymptofe, la symétrie de la figure montre qus
ADRD' sera un losunge , dont le ¢olé 4 D 'moitié de A4 F sera

4
toles 5 Péquution précédéiite de Ihyperbole , multipli¢e par
sin g, donne

. Soit g 'angle X' A4Y" formé par les asymp=

2 9 2

x'y! sin p = . sin g.

4

Le premier membre représente 'aire du parallélogramme
APMQ construit sur les deux coordonnées AP, PM, d'un
point quelconque de la courbe. Le second membre représente
Pare du parallclogramme ADBD' formé sur les ccordon-
nées 40", D' B, du point B qnicn estle commet ; et 'équa-
tion précédente fuit voir que ces quanlilés sont conslamment
égales enlrelles. e grand losange BB'EL' quadruple

de ADBD', se nomme la puissance de Phyperbole.

214, Loi:squc Phyperbole est équilatére , Pangle des asymp-
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totes est droit : sin 8 = 1; le losange 4D B D' devient un carré
qui est toujours égal au rectangle des coordonnces.

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les acceps des
variables a' ' , en nous rappelant toutefois qu’étant complées
sur les asymplotes, clles sont en génél‘al obliques. 1le plus,
d:+ ]

&

nous ferons == A", et il viendra

zy =.M".

215, Saient &, ¥, les coordonnées d’un point quelconque

de 'hyperbole, on aura
S e

Si par ce point on lul méne une tangentie, elle aura pour
équation
7 —y=a(zx—a )

11 s’agit de déterminer q-

Pour cela, nous considérerons d’abord cette droite comnig
une séeante 3 et pour trouver les “points ou elle renconire
Thyperbole , nous combinerons les trois équations précé-
dentes. Or, les deux  premiéres ¢lant retranchées l'une do
l'antre , dennent

xy —x!! Y =0,

qui peut se metire sous la forme
x(y'"_}’”) —{—y”(.r——-z”):o;
ou , en meltant pour y — " sa valeur tirée de Péquation dela

droite 4

(z—a") (az+y")=o0.

Cette relation est satisfuike quand = = 2 5 ca’lqul donne

y==¥", pavee que x'’, ¥, sont les coordonnées du premscr
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point d’intersection. L’autre facteur , égalé a zéro, donne
gz +yl'=o,
Si la droite est tangente, cetle relation devra encove élre salis-
faite quand @ = z"”, el y=y" ; ce qui donne

Al
;

i)

az" 4 4 =0  ou g=— H
et , d’apres cette valeur , I'équation de la tangente devient

A

¥

o (e—2).

e
e M omes
216. En faisant y = o dans cetle équation , on aura I'abscisse
du point o1 lu tangente rencontre axe des z, et 2z — &' sera

la valear de la soutangente. On trouve ainsi
&=l —

c'est-a-dire que, lorsquel'hyperbole est rapporlée & ses asymp-
fotes , la soutangente pour chaque point est égale a l'abscisse
qui lui correspond. Ainsi, pour mener cette tangente , il faut
prendre sur 'asymplote, & parlir du pied de l'ordennée F A7,
une longueur P7 — AP — z!'; MT sera la tangente de-
mandée (fig. 73).

On voit , par celte construction méme , que, sil'on pro-
longe la droile M 7 jusqu’a sa rencontre avee 'aulre asymptote
ent, on aura M¢=— M 7. La portion de la tangente qui est
comprise enire les asymptotes se (rouve done coupée au point
de tangence en deux parties égales.

217. Si 'on méne au point M le diamétre AM, et que
Yon nomme g Tangle ¥ 4X" formé par les deux asymptotes
(fig- 73), les triangles 43P, TMP , donneront

AMr =g 2= 227 cos 8
TMA=y" 4 x°==2zy cos §;
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d’ott Ion 1ire
AM>— MT* =4y cosf3 (1)

L’angle formé par les asymptotes et Paxe de la courhe

E X B
a pour fangenle trigonométrique —— : on aura donc, en le

A
nommant 4
y B A
sin b —= — —
o R e V' 4+ B

Llangle g =26 : done

cos = cos* § —sina 4,

ce qui donne
A*—B*
A*-B* :
L’équation de I’hyperbole donne

bay=A*J B
Substituant dans équation (1) , il vient

AM?* —MT" ou A" — MTs =4 — B>

Or, 4* —B’ = A""—B!* ,donc M T = B'; celte relation
doit subsister entre les diamélres conjugués de Thyperboles
w4 M est un diameétre 3 done "Mz est son conjugué : ainsi,
lorsque l'on connait un premier diamelre m.4M de Phyper-
bole , son conjugué est la portion de la tangente menée a son
extrémité , et lerminée aux asymplotes.

218. On vient de voir que , si d’un point quelconque 2" pris
sur I'hyperbole (fig. 74) , et dont les coordonnées sont =", 7",
on méne une ligne droite qui ail pour équation

=y =a(z—=a"),
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Pauire point M’ , dans lequel elle rencontre la courbe s €st
déterming par Péquation
az +y' =o;

"

XD .

dott

Clest la valeur de 'abscisse .4 2'"", Mais , sil’on fait y =—aq

dans I'équation de la droite , elle donne aussi
SRt e q_.}'_'t .
a

Alors z représente 'abscisse 4Q" du point ot la droite ren=
contre I'axe AX , el \x — 2/ est la valeur de Sl P
résulte donc de ces expressions que P'Q/ = AP, Par
conséquent , si 'on meéne M'Q' parallele & AX , les
triangles NI O Q'M'"Q", seront égaux , et les
lignes M Q" , MM QM , seront égales entr’elles.

Clest-a-dire que , si d’un point quelconque de I’hyper-
bole on méne une droite guelconque terminée aux asymp4
totes, les portions de cetle droite comprises entre les asymp=
toteset la courbe seront égales entr’elles. Cela a encore liew
quand la droite est tangente, comme on I'a vu précédemment.

Ceci fournit un moyen trés-simple de décrire une hyper-
bole , dont on connait un seul point M, avec la position des
asymploles ; car en menant de ce point une droite quel-
conque Q"M" Q" terminée i ces lignes , on portera Q'm
de Q" en M 5 M"" sera un nouveau point de la courbe. En
répétant cette construction , on irouvera autant de poinfs que
Yon voudra.

Pour le tracé , il est plus commode de ne Pas mener toutes
les lignes d'un seul point A, cl de faire servir & cet usage

quelques-uns de ceux que Pon détermine. Qn évite ainsi la
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confusion qui résulterait d’'un grahd nombre de lignes passant
par un méme point.

On peut employer cette constriction dés qu’on connait les
deux axes de Phyperbole et son centre ; car il est alors facile de

déterminer ses asymplotes.

De I’Eguation polairé de I Hyperbole ; et de la
Mesure de sa surface.

219. En reprenant ici la méme niarche que nous avons
suivie pour lellipse ; mous pouvons déduire I'équation de
Vhyperbole d’une seule des circonstances qui la caracté-
risent.

Proposons-fious, par exeniple ; de trouver une courbe telle
que la différence des distances de chacun de ses points a deux
points donniés soit constunte et égaled 2.4.

Soient ', I"; les points donniés (fig. 75). Plagons Torigine
éfi A, au milieu dela droite FIF'; que nous ferons égaléa 2 ¢;
et ; siipposant qite M soit un poitt de la courbe dont les coor-
données AP, PM ; seront représenices par et y 4 on aurdy
& homimant z et 2' les distances M , I"M

=1 +(az—c) =4+ (z+e)*

—zg=024d.

En opérant ici comme dans Pellipse ; on trouvera

z‘i +Z":3(’V‘+Ig+cz) gr:A +._(‘.E_
I oA
Pl o) g S
+ P-4

Tliminant 5 et 57, 1l vient
vz’ o

A ——%——my“-}-x’-{-e’,
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quipcut se meltre sous la forme
As(y* 22 ) =P = A (A2 — o? i
Cette forme est la méme que celle que nous avons trouvée
q 1
précédemment pour ellipse. En supposant z nul , elle donne
‘:},z __.HAz — o,
Clest le carré de I'ordonnée Y qui passe par Porigine. Mais ,
dans le cas actuel , o e est nécessairement plus grand que
Al , cette ordonnée est imaginaire, et de la forme BV — |
B étant une quantité réelle, On a donc , par cetle substi-

tution ,

' =4 B3,
etil en résulte Péquation
A'y*— Broi—— 43 B*,

quiest celle de Phyperbole rapportée au centre et i ses axes.

220. On pourrait , au moyen de ce qui précéde , et en
plagant origine des & & Pun des foyers, former pour I’hyper~
bole une équation polaire analogue a celle que nous avons obte=
hue précédemment pour Pellipse. En effet, si Fon reprend
Péquation

g=— A4 -(};-,

et que 'on transporte I’ origine des x au foyer 7, on-aura

5 €N
substituant &' 4~ ¢ pour z

e Rk A8
E— A+ _,;{

T # . . -
44es nouvelles abscisses &' sont comptées, i partir du foyer F,

-

dans le méme sens que’les précédentes ; esl-d-dive qu'elles
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sont positives dans le sens F'P , en s'¢loignant du sommet de
“la courbe, et négatives dans le sens opposé. Introduisant au

licu de D'abscisse a’ Pangle MFP formé par le rayon vece

1eur £}, et le prolongement du grand axe du coié des abscisses

positives; en nommant cet angles, le triangle MFP rectungle

en I , donnera

x'=zcosv.

Subslituons maintenant cette valeur dans I'équation

: St C : o
et faisons comme pour Pellipse —~ = ¢, ce qui rendra icie
A )
plus grind que l'unité, puisque C est plus grand que o dans
Fhyperbole , nous aurons alors

/’ (1 --—ra’")

1 — €& 'CO8 &

. z —

—

Cette équation est analogue & celle que mous avons trouvée
page 174 pourlellipse , mais ccpendant avec celte différence
remarquable, que I'équation polairede Pellipse donnait tous les
points de cetle courbe. En substituant a Tangle ¢ toutes les
valeurs , depuis o jusqu’a 400°, au licu que dans lo cas de
Phyperbole , Iéquation polsire que nous venons doblenir
n’appartient qu’a la branche J/BF" que nous avions considcree y
et qui est située du c6té des abscisses posilives.

Pour meltre ce résultat en évidence , il suffit de diseuter
celte équation , en donnant successivement a ¢ foates les valeurs
possibles , depuis o jusqu’a 400° , et se ruppelant q e, d’aprés
les réflexions que nous avons faites en partant de lequalion

polaire de Vellipse , on ne doit alors employer que les valeurs
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positives du rayon vecteur r, ot regarder les valeurs négatives
comme désignant des points imaginaires. Cela est fondé sur ce
qu'en supposant le rayon vecleur posilif, les seules variations
de l'angle ¢ suffisent pour déterminer successivement tous les
points du plan sur lec quel la courbe est décrite.
Faisons d’abord v — ©, NOUs aurons cos ¢ =1, et par
conséquent
A (1 —e?)

L— ¢

“~_4(1+e)

Il

la valeur du rayon vectenr r étant négative, il s'ensuit que la
courbe n’a aucun point qui corresponde & cette valeur de ; r;en
effet , nous savons que la hranche hy pecbolique BAM ne coupe
point I'axe sur son prolongement au-dela du foyer I, mais
seulement & son sommet en 5.

En général, le signe de la valeur de r dépendra de celui du
dénominateur 1. — e cos » 3 car le numérateur — A (I~ ¢e*)
est essenliellement positif , puisque e est plus grand que
Punité. Puis donc ¢ que 2 — e cos » est négatif, quand » —; 0,
on voit qu’ ‘il restera loujours négatif, Ju:uu a ce qu'il devienne
mul , clest-a-dire j jusqu’a ce que lon ait

COBrprisssy Lk
e
ainsi , depuis v —o jusqu’a cetle hfmlte de v, la branche Br
waura aucun point réel. V. oyons ce que signifie celle limite,

Il est visible quielle répond au cas o le rayon veeteur r de

vient paralléle aux asymptotes de la courbe , carcetle valeup

de cos ¢ rend-le ra yon vecteur zinfini, En effet, en remettant
p leur —
our e sa valeur —~ , ona
o A

A

(4

€os » ==

e

16
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el on voit par celle expression que 'angle o est précisément
celui que les asymplotes formentavec le grand axe; car, ense
yeportani a la figure 73 , ol nous avons conslruit ccs droites,
la ligne B.R menée par le sommet de 'hyperbole perpendicu-
lairement au grand axe, el terminée aux asymptotes , était
égale & la moilié du second axe ou & B ; par conséquent,
Phypothinuse AR élant égale a V A" + B, cest-a-dire
a Texcentricité .47 que nous avons ici représentée par ¢ ; con=
scquemment dans le triangle 4ABR reclangle en B, on a

A A

cog R = __:_vﬁ-_—_ S
T

comme nous venons de le trouver. ¢

On aurait également pu vérifier ce résultat , sans Tecourir

aux constructions de la figure 73 ; car, puisque nous trouvons

CO8 ¥ == ==, N0US aUroms, en remettant pour c sa valsur
¢

VT TE

A : B
cos ¥ = =y sin v — : s
VA +B VAt B
ot P'on tire en divisant ces équations membre & membre
b
fapaoe— ——
b A

et cette expression est précisément celle que nous avons trouvée
plus haut , dans Particle 201, pour la tangente trigonométrique
de Pangle formé par les asymptoies avec le grand axe. Nous
nommerons cet angle #7.

Continuonsla discussion de notre courbe (fig- 75). Du moment

3 : 1 ; ;
oi cos ¢ est moindre que — le dénominateur, T —ecos¥, de
&




DE I’HYPERBOLE, 243
{a valeur de 5 devient positif; et comme le numérateur est
également positif, la valeur de s est aussi toujours positive et
indiquera des points réels; ainsi, en considézant d’abord les

valears positives de cos » , on voit que cela aura lieu depuis
I ; : :

€0s # = — qui donne v = ¥, jlisques cos » = o, qui donne
e

# = 100° ou le rayon vecteur F X perpendiculaire a Paxe e.

Au-dela de cetle seconde limite , ¢ continuant 4 croitre ,
devient plus grand que 100°, cos ¢ devient donc négatif, et
le dénominateur cos ¢ reste essenticllement positif : ce qui
donne encore des rayops vecteurs positifs , el par conséquent
des pointsréels situés de Pantre coté de la perpendiculaire F'A .
Cela aura lien ainsi depuis o = 100°, jusqu’a ¢ = 200°, et
ensuile depuis v = 200°, jusqu’a ¢ = 300°, qui redonne en-
core cos ¢ = 0. On aura done par ces valeurs la portion de la
branche hyperbolique A BK'. Au milieu de cette branche
c’est-a-dire quand v = 200° , la courbe rencontre Puxe des
abscisses , on a alors

]

cosu'_':.—-l‘g z=— -ﬂfr-—_;_—{—} =—Ad(1—e¢),

c’est la valeur durayon vecteur /8 distance du foyer Fau som-
met de la courbe.

Enfin ,» devenant plus grand que 300°, cos ¢ redevient de
nouyeau positif ; par conséquent le dénominateur 1 — ¢ cos ¢

e : i 1 :
ne peut étre positif que jusqu’a la valeur cosy = — qui ré-
€

pond & la seconde asymptote‘et donne de nouveau le rayon vec-
teur 5 infini. Ce sont les derniéres valeurs de » qui donnent des
points réels , car depuis cette valeur de v, qui est v = 400°— 7
jusqua © = 400°, le dénominateur de 5 est constamment né-

atif ainsi que z , et par conséquent la courhe n’a plus de points
8 q bl q P P
Téels. .
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Cette discussion nous fait retrouver successivement toutes
les parties de la branche hyperbolique MB'M , depuis]’une
jusqua Vaptre extrémité, mais on voit que I’équation que
nous avons ainsi discatée me donne précisément que celte
branche, et n’offre rien qui se rapporte  lautre branche
située de Pautre coté du petit axe.

Mais on obtiendrait aussi cette derniére branche , si au lien

de discuter I’équation particuliére
q

ex . A(r —e*
5= — A 4 ou 5:——_-—_-—)
."[ I—ecos v

quenous avons obtenue par la considérhtion de la seule branche
BM située du e¢oté des abscisses positives, on siransforme
directement en coordonnées polaires I’équation géncérale de
Phyperbole rapportée aux axes

g A’y — Bz’ = — A’B*
gui eontient les deux branchés de cette courbe.

Pour ramener d’abord Porigine au foyerd (fig. 75), en lais-
sant toujours les abscisses positives dirigées dans le méme sens,
il'nous faudra faire

r=x'4c
et ensuile introduisant Pangle » formé par le fayon vecleur
avee le-prolongement FX du'grand-axe ducoté des abscisses

«positives-, nousidevrons. prehdre .

ol ==z chsrw} y =% sin e

% étant. lel rayon vecteur y ou-ce quiprevient-au méme ,; il
faudra fuire ces denx trajisformations a~-la-fois ) en substituant

au lien de « et.de  lea valeurs completies
.1"”::(_"—}—:[‘039; y::sinu;

sur quoi il ne faudra pas oublier que les rayons vecteurs pour
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toute Ja courbe sont comptcs & partir du foyer F', ef gue les
angles ¢ sont comptés depuis F'X prolongement du grand axe
JUsqU’a ¢ == 400°,

Faisons donc cette subsfitution e{ ordon nonsl'équation trans-

formée relativement a = ; elle deviendra

(A sin” v - p° €08 ) 2*— 2 B* excos v— Be? = e 43 B
mettons pour B” sa valeur ¢’— .4, el nous aurons

(A* —c*cos® ©)z"—2¢ (e*—~Ad")cosv. x ~ (=) =0,
en résolvant cette équation par rapporta s, elle donne deux
racines rationnelles , qui sont
) }
{c’mzfz} {ccosu—]—/{; (C’_‘,{’j {”-,,‘ A}
e el e TS T
A* — ¢ cos? ¢ . A" — c* cos® p
or, le dénominateur 4* — ¢? o

s* ¢ est le produit des deux
facleurs .4— e cos v

» et 4 < ¢ cos v; chacune des expressions
précédentes est divisible Par un de ces facleurs , €
tuant cette division il reste

t en effec-

C,ﬂ = /1) (_2 e ‘-41
A ~—¢cos p A+ ccosp
. . o ¢
Maintenant faisons comme précédemment —_ — , » €l ces va-
A
leurs deviendront
2 2
sir o wd (B g _/.'f(lﬁ-f—'}_
o o, B —— 4 ey —_— 3
1—ecosv 1 "¢ cob ¢

la premiére est la valeur que nous avons
répond 4 la branche MBM situce du coté
la seconde répond a la branche Opposée qui s¢ trouve ainsi
tapporice au méme foyer 'y Cest-a

déja discutée et qui

des ;el)scissn.«meIivcs;

-dire a son foyer extévicur,
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En effet , discutons celte seconde équation '+ faisant d'abord
¢ = 0, ce que donne cos ¢ = 1 , NOUS AUrONS
A(r—e")
14

5= = A0 —e¢);

puisque e est plus grand que "unité, cette valeur de z est
négative ; par conséquent la branche que nous considérons n’a
pas de point réel qui svit situé sur P’axe, du cote¢ FX du
foyer F. (lig. 75).

11 en sera de méme tant que le dénominateur 1 - ¢ cos ¥
sera positif , car le numérateur A (1 — e”) étant négatif, z se
trouvera aussi négatif. La premiére valeur posilive de = et par
conséquent le premier point réel de la courbe se trouvera
quand le dénominateur deviendra nul, dest-a-dire_quand on
aura

1
COS P =t — ——-
e
Soit 77 la valeur de Pangle qui satisfait & cette équation. Tout-
a-Pheure en discutant Pautre branche nous avions trouvé que
la courbe commengait a étre réelle quand on avait
1
Qo — —,
e
et mous avons vu que Dangle 7 qui satisfait a cette équation
était celui que forme l'asymptote AR avec le grand axe. En
conrparant ces deux conditions ensemble , on voit que les
angles 77 et # sont supplément Pun de l'antre , c'est-a-dire
que l'on a
Pl= 200°— ¥,

et par conséquent angle 77 correspond au point de la seconde

branche qui se trouve situé sur Iasymptote AR,
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Maintenant , depuis » = F” jusqu'a » = 4o0® — P les
valeurs du facteur 1 4 e cos » seront constamment négatives.

Les valeurs de z données par 'équation

A1 —¢)

] -+ e cos v

seront donc positives entre ces limites, et par conséquentla
branche que nous discutons aura toujours un point réel pour
chacune de ces valeurs. La limite ¢ = 400° — F” répond a la
seconde asymplote de cetle branche.

Mais quand ¢ deviendra plus grand que 4oo® — 77, la
valeur de 1 4 e cos » redeviendra positive; par conscquent &
sera ce nouveau négatif et la branche n’aura plus de point réel.

On voit par celle discussion que les deux équations

_ A et e

g i
1—ecosy I 4 e cos v

appartiennent chacane a une seule branche de hyperbole ;
avec cette différence que Porigine des 1‘nyor1's vecleurs = ¢lant
placée au foyer intérieur de la premiére, se trouve par consé=
quent, pour laseconde, placéeau foyer extérieur. Quand noug
avons transformé I’équation de Pellipse en coordonnées po-
Jaires, mous avons oblenu aussi deux valeurs du rayon vec=
teur , séparées et rationnelles , relativement a cos ¢. Mais 'une
deces racines donnait constamment des rayons vecteurs négatifs ;
tandis que l'aulre , constamment réelle, donnait a elle seule
tous les points de la courbe. Dans Phyperbole nous trouvons
également deux valeurs de = séparées et rationnnelles , mais
chacune delles représente unc des deux branches dela courbe et
donne tantéot des valeurs réelles , tantot des valeurs imaginaires ;
ce rapport et ces différences entre Pellipse et Thyperbole mé-

rilent d’élre remarqués,
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DE I’HYPERBOLE.
I1Yaprés ce que Pon a va dans Particle 157, Iéquation polaire
q 7s 1
de Pellipse qui donne des rayons vecteurs positifs , et qui dé-
I ) F ’ 1

termine tous les pomts de celte courbe, est

o /1 ( ] =
elvoy =+ 2 cus

e représentant le rapport de Iexcentricité au demi grand
axe. Ce rapport dans Dellipse est moindre que Funité, Suppo-
sons-le au contraire plus grand que 'unité,nous aurons 'équa-
tion d’une branche hyperbolique rapportée 4 son foyer exté-
rieur. Faisons de plus A mégatifien ldissant e plus grand que 1 ,
nous avrons. encore I'équation d’une branche hyperbolique ,
mais rapporté a son foyer intérieur. Enlin , supposons e == 1
el faisons en méme-temps le grand axe A infini , en sorte que
le produit A (1 —e”), qui représente Je demi-paramétre de la
section conique, ne s’évanouisse point et reste égale a une cons-

tante p , nous aurons

c'est I’équation 1‘,(\,[;1: re de n voit donc que l‘i'ri’lii-—

tion poluire

peut représenteren général toutes les sections coniques , pourva

que A et e y soient modiliés convenablement.

221. Nou$ avons vu que Phyperbole équilatére est, par
rapport aux aulres hyperboles , ce qu'est le cercle par rapport
aux ellipses. Ein appliquant ici ce que nous avens dit i la fin de

Tarticle

'8, on pourra comparet I'aired’une portion déterminee

rbole quelcongue § {’aire correspondante d’une hyperhole
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¢quilatére qui aurait le méme premier axe ; otil en résulle qua

aXC |

ces aires , comprises entre les mémes ordonn

, sont entre
elles dans le rapport du second axe au premier. Il suit de la
que, pour foutes les hyperboles qui ontle méme premier axe,
ces aires sont dans le rapport des seconds ; mais leur mesure
dbsolue ne peut s’vhtenir que par le moyen des logarithmes, et
la méthode qu1l faut suivre pour y arriver ne saurait trouver
place ici. ;

AT A S A S S

' DISCUSSION DES

9]
[
e
.

f“/
|
=
=
-
L.
p———
‘e
J
-
N
.

222. NovUs venons de discuter avec détail les equafi(ms[m =
ticulieres de ellipse, de la parabole et de hyperbole. Nous

avons vu comment on peut en déduire la fonme de ces lign

ladirectionde leurs branches, celles des droites qui les touchent,
en unmot, toules leurs proprictés. Mais les équations des lignes

courbes ne se presentent pas toujours sous une forme aussi

simple; elles sont le plus souvent composées d’un grand
pie; P 8

lombre de termes qui masquent les résultats les plus remar-

quables , ou ceux que 'on aurait le plus d’intc

t de découvrir,
Il est donc utile de savoir dégager ces vésultats simples
de la complication qui les enveloppe; et l'on y réussit
toujours en suivant la marche générale que nous venons d’in-
diquer dans les chapitres précédens ; mais, comme I'usage de
cette méthode deviendra plus facile par quelques exemples ,

nous allons E’ums]irlm‘r ala'dis

ussion de I'équation générale
du second degré , a deux indéterminées ; ce qui réunira sous un
soul point de vue tous les cas que nous avons considérés jusqu’a
Présent,
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223. Prenons donc I'équation générale

Ay* 4+ Bxy 4 Cx* + Dy + Ex + F=o,

dans laguelle z et y désignent-des coordonnées rectangulaires ,
et cherchons la situation et la forme des courbes qu’elle re-
présente, suivant les différentes valeurs des coefliciens .4 , B,
Cy DB B

Pour cela , nous la résoudrons par rapport & y; ce qui don=

nera

= ,g}.'l_’—D)iﬁl—i/(L"—:;AC).Z;’+2(BD—2AE}¢+D’—MJ".
2.4 2.4

A cause du double signe du radical, il y a en général deux va-
leurs de y ; clest-a-dire que, généralement parlant, ily a denx
ordonnées qui correspondent a la méme abscisse. On pourra
calculer el construire ces ordonnées lorsque les valeurs don-
nées & x rendront le radical réel : si elles le rendent nul, il
n’y aura qu’une valeur de y, et il n’y aura qu'une ordonnée ;
enfin , si elles le rendent imaginaire , il n'y en aura point du
tout , et la courbe ne passera pas au-dessus de l'abscisse que
Yon aura considérée.

Ainsi , pour connaitre T'étendue et les limites de la courbe
parallélement a l'axe des abscisses, il faut chercher Pétendue
et les limites des valeurs de & qui rendent la partie radicale
réelle , nulle ou imaginaire,

294. Mais comme lout ce que nous allons dire porte sur la
résolution de Péquation relativementa y , il faut supposer que
cette résolutien est possible , cest-a-dire que le terme y’ ne
manque point dans Péquation, ce qui exige que A ne soit point
nul. Si .4 éLsit nul sans que C fit nul, Péquation contiendrait

encore le carré de »*. On pourrait donc la résoudre relative-
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ment & z ct I'on appliquerait aux & tout ce que nous allons
dire des y dans le premier cas. Enfin, si A4 et C ¢taient tous
deux nuls , sans que B le fut , il n’y aurait avecune résolution
a fuire , et 'on voit tout de suite que ’équation représenterait
une hyperbole rapportée & ses asymptotes , mais dont le centre

ne serait pas placé a Porigine des coordonnées x et y. L’abscisse

D E
de ce centre serait — £55-20n ordonnée == B commeon peut

aisément le voir en transportant l'origine dans ce point; enfin,
s14 B C étaient nuls a-la-fois, Péquation ne réprésenterait plus
qu’une ligne droite, et il n’y aurait plus lieu & la résoudre. Ces
cas particuliers n'offrant aucune difficulté , doivent étre exclus
d’une discussion générale ; c’est pourquoi , dans ce qui va suivre,
nous supposerons toujours que ¥ représente la coordonnée dont
le carré reste dans I’équation que V'on se propose de discufer,
oun en d'autres termes , nous supposerons que le coefficient o
n'est pas nul.

225. Alors les diverses circonslances qui déterminent la
réalité de y , et la possibilité.ou 'impossibilité de la courbe
dépendent du sigre de la quantité

(B*—4ACY% +2(BQ—2 AE) z + D*— 4 AF.,
N

Or, on démontre en algébre que, dans une expression de ce
genre , on peut toujours prendre x assez grand pour que le
signe de tout le polyiiome ne dépende plus que de celui de son
premier terme , qui est ici (B" —4 AC) x*; et comme'le
carré x* est toujours posilif par lui-méme, ce signe sera dé-
terminé par celui de la quantité B* — 4 AC. Il est visible
d’ailleurs qu'il ne changera plus au-dela de ce terme, lorsque
Ton prendra pour & des valeurs de plus en plus grandes , parce
que le premicr terime (B” — 4 4 C) x* surpassera toujours de
plus en plus la somme de tous les aulres ; d’ott résullent les

conséquences suivanles,
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Lorsque B* — 4 AC sera négatif , il y aura des valeurs
de z au-dela desquelles Pordonnée y deviendra toujours ima-
ginaire , soit que Ion prenne » positif ou négatif. La courbe
sera donc limitée dans le sens des 2 tant posilifs que négatifs,

Lorsque B* — 4 AC sera nul » le polynome affecté dusigne
radical perdra son premier terme. Alors y51 BD — 2 AF est
une quantité positive, on pourra prendre z positifaussi grand
que L'on voudra; y sera toujours réel : mais , si on le prend
négatif, y finira par devenir imaginaire. Ce sera le contraire
lorsque BD — 2 AE sera une quantité négative. Ainsi, dans
ces deux cas, la courbe s'étendra indéfiniment du c6(é des ®
positifs , ot du coté des négatifs , et elle sera limitée dans le
sens oppos¢, Cette définition ne s’applique point au cas parlicu-
Lier ot BD— 2 4 F serail nul en méme temps que B*—4 AC;
mais il est évident qu’alors I'équation proposée représente deux
droiles,

Enfin, lorsque B* —/4 4 Csera positif, il y aura des valeurs
posilives et négatives de x, au-dela desquelles Pordonnée y
sera toujours réelle. La courbe s’élendra indéfiniment dans le
sens des x tant positifs que négatifs, '

En résolvant I'équation générale par rapporta x, au lieu de
la résoudre par rapport & y, on trouverait pour I'axe des y des
indications analogues. Il est méme facile de s'assurer gqu’elles
rentreraient dans les précédentes 3 car le coefficient de »*, sous
leradical, seraencore B> — 4.4C, et, selon que ce coefficient
sera négatif, nul ou positif, la courbe sera limitée dans le
sens des ¥ , ou elle s’étendra indéfiniment dans un sens parallé-
Jement 4 cel axe, ou enfin elle s'étendra indéfiniment dans les
deux sens , du cHté des J positifs et négatifs.

226. Nous sommes ainsi conduils 4 partager les courbes du
second ordre, d'aprés I*étendue et ladirection de leurs branches s
en irois classes distinctes , savoir :
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# o -
Courbes 111111{{,65 da.ns tous les sens: } B'— 4 AC<o
caractere ,
Courbes indéfinies dans un’ sens , et |
S g } B -4 AC—=0o
limitées dans un sens opposé.
Courbes indéfinies dans‘tous les sens. B*—44C >0
f Lellipse , telle que nous I'avons discutée , est comprise dans
la premiére classe ; la pasahole , dans la seconde ; hyperhole,
dans la troisiéme. Mais nous ne savons pas encore si elles sont
les seules qui s’y trouvent renfermées ; cest une question que
nous examinerons par la suite,
Nous allons maintenant discuter en particulier les trois
classes de courbes dont nous venons de reconnaitre Pexistence ,

afin de déterminer précisément leur forme et leur situation.

Premiire Crasse. Courbes limitées dans tous les
sens.
Caractére, B* — 4 AL <ol

227. Pour discuter celte classe de courbes, reprenons la
valeur générale de y , qui est

. Bx+D
2.4

Celte expression nous apprend que, pour trouver les points

de la courbe, il faut construire pour chaque abscisse AP
S o

(fig.75 bis) une ordonnée égale il-w{Ll\ LB , ce qui détermi-
2.4

nera un certain point tel que 'V'; au-dessus et au-dessous duquel

on devra ensuile porter la quantité que le radical représente ;

d’onr il suit que chacun de ces points IV, divise en deuxparties

cgalesla ligne correspondante MM’ qui se termine a la courbe.

y Bx D . .
Cette quantité — 2.$+ };, qui varie avec chaque valeur
S

= =V B4 AC) e F2(BD—2AE) o f D —f AT
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s

de z , est ordonnée d’une ligne droite qui aurait pour équa-

tion
By 4+ D

O — S AT L ]

= 2 A
2z

Par conséquent, cette droile est le lieu de tous les points IV
que nous venons de considérer ; et elle divise en deux parties
égales toutes les droites mences partillélement a Paxe des y, et
terminées & la courbe. On peutdonce, 4 causede cette propriété,
lui donner le nom de diameétre. Ce résultat s'étend a foutes les
courbes du second ordre.

228, Cherchons maintenant la limite de la courbe dans l¢
sens des x. Pour cela, il est trés-utile de décomposer en fac-
teurs le polynome qui est sous le signe radical. Or, on peut

éerire ainsi la valeurde ¥

EAELD) i r
e iﬁj (B*—4AC) «*42~
2. 2.4

et si Pon représente par 2! et x'' les deux racines de I'équa-

fion

0,

J(RJ”-——'.J. AR D —'4 AF
9 x - —
B — i AC b — 4 /Jf(,

on pourra ensuite lui donner cette forme

g B2 D) L A FLUC) @) (@)

2.4 2.4

Alors on voit quelaréalité onl'impossibilité dey dépendra i

quement des sigues que prendront les factenrs a—ax!, x—al;

et par conséquent les limites de la courbe dépendront des va-
leurs de ' et de 2.

Or ces racines peavent étre réelles et inégales, ou réelles et

égales , ou enfin toutes deux imaginaires. Nous allons discuter

SUCCCSSIVI)IH‘SHL ces ll‘OiS cas.

BD—2dF) , D*—i
B4 AC B’—m‘

A\
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229. Si elles sont réelles et inégales , lorsque les valeurs
de z tomberont entre x' et x", les facteurs v —a!, & — 2!,
seront de signe contraire , et leur produit ( — ') (z — ='')
sera négaiif'; ct comme B* — 4 A est aussi négalif, la quan-
tité (B’— 4 4C) {x — z') (v — ") sera posilive; par consé-
quent , Pordonnée  aura deux valeurs réelles.

Lorsqu'on fera ¥ =2z' oux =='", le radical s'évanouira 3
et les deux valeurs de y se confondront en une senle , qui sera

Bx - D SO !
réelle et égale a4 — —————. Dans ce cas, il n’y aura rien &
2.4
porter au-dessus du diamétre pour avoir les ordonnées de la
courbe; et, par conséquent, les abscisses ! et x"/ appartiennent
aux points ou la courbe rencontre son diamétre.

Enfin, lorsque Pon prendra x positif ou négatif , mais plus
grand que x' et que 2, les deux facteurs x — !, & — &,
seront positifs aussi bien que leur produit (2 —2a") (x —2"");
et & cause de B* — 4 AC négatif, la quantité,...........
(B —4d4C) (x—ua' ) (2 —2'") sera négalive : ce qui
rend les deux valeurs de y imaginaires.

On voit donc, par cettediscussion, que la courbe est continue
entre les abscisses »/ et 2"/, et qu’elle ne s’étend pas au-dela. Si,
aux extrémités de ces abscisses , on éléve des perpendiculaires
indéfinies sur I'axe des x, ces droites comprendront la courbe ,
et méme elles lui seront tangentes , puisque I'on peut les con-
sidérer comme des sécantes dont les deux points d’intersection
se confondent en un seul.

En résolvant I'équation proposée, par rapport i x, au lieu de
la résoudre par rapport & y, on arriverait a des conclusions
semblables, pourvu toutefois que le carré de 2° y entre ; on
trouverait la courbe limitée entre deux valeurs de y, aux extré-
mités desquelles on pourrait mener deux droites paralléles i 'axe

des abscisses , et qui renfermeraient la courbe en la touchant,
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"On aura done ainsi quatre points de la courbe ; et, si I'on
veut, on en pourrd trouver un plus grand nombre entre Jes
limites ot elle &

‘tend. Par exemple ,si 'on veut*connaitre les

péints otrelle coupe Vaxe des xz , on fera y nul dans Téquation

proposée ; ce qui donnera
Cx* + Ex 4+ F —o.

Les racings de ectte équation seront les abscisses des points
d’inlersection ; eb, suivant qu'elles serant réelles et inégales ,
341

ou réelles et ¢gales , ou i:ua:ginaircs , la courbe coupera laxe

(=

des x en deux points, ou le touchera en un seul, ou me le
venconirera pas.

De méme, enfaisant x = o/; on aura

Ay* 4+ Dy + F—=o.

et lestacines de cette ¢quationdonneront les points ot la courbe
renconlre axe des o

Cette courbe sera donc toujours fermée, comme Pellipse ;
mais sa posilion par rappart aux axes des coordonnées dépendra
des valeurs particuliéres des. coefiiciens 4B, . . . ; ety d’apres
ce qui précede, on-pourra disément Ia-découvrir dans chaque
cas parliculier. Poux ne laisser, aucune incertitude a cet égard ,

formeéict le tableau de ces diverses conditions.
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LONDITIONS GEOMETRIQUES. CONDITIONS ENTRE LES COEFFICIENS,

Courbe fermée du genre B b AC \

de Pellipse. L < o

Réalité des racines z' et
- i

Deux points d’intersection

5 £ —4CF >0
avec 'axe des x. >

: E*—4CF =0
laxe des z.
Auern point d'inlersection
E*— 4 CF<o
avec 'axe des . o =
{ Deux points ’intersection
ady D' — 4 AF >0

avee axe des s
{ Un point de contact avec

|

|

1 |

Un point de contact avec }
;

|

;

)

; D' — 4 AF =0
laxe des y.
Aueun point d’interseeti

im point d’interscetion } D — g AF <o

| avec Paxe desy.

; . . : S
Lorsqu’on voudra discuter une €quation particuliére , dans
laquelle les coefficiens _#B. . . . seront des nombres , il ne
q 3
faudra pas chercher & rappeler dans sa mémoire Jes conditions
P
précédentes, pour chercher ensuite numériquement celles aux=
quelles satisfait I'exemple proposé , car on ne larderait pas a
les oublier ; mais il faudra reprendre le raisonnement général
et la marche directe de discussion. On sera conduit 4 ces résul-
tats immédiatement, et sans aucun elfort.

Voici quelques exemples qui suffiront pour éclaireir ce qui
précéde, et sur lesquels les éléves feront bien de s’exercer
y —2zy42z* —2y4azx=—o0

satisfait aux conditions (1) (2) (3) (6) (fig. 76);

17 ”

(1)

(BD—2AE)*—(D*—4.AF)(B"—4.4C)>o(a)
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y* —2xy + 22" —22=0
salisfait aux conditions () (2) (3) (7) (fg: 77);
PR ap B
satisfait aux conditions (1) (2) (5) (8) (fig. 78)-

230. 11 existe un cas particulier compris dans les conditions
précédentes , mais sur lequel il est cependant bon d’élre pré-
venu , parce qu’il conduit & un résultat fort simple ; c’est eclui
ot lona 4= C, et B =o. Alors I'¢quation géncrale devient

Ay* + Ax* + Dy+ Ex+ F=o,
ou, en divisant par A ,
i9) E F
Y e et oop NSRS

§ ; ., D*4- B
Si Pon ajoute dans les deux membres la quanlité —7—:;:—,
- i

Péquation pourra étre mise sous la forme

D): E\* D'+ E'—4AF
bt et =

et, en la comparant a celle de Part. 106, on voit qu'elle

représente un cercle qui a pour coordonnées de son, centre

D E VD ¥ B —&AF
e R O T W o B + . Pouz
oA 2.4 1 2.4

que ce cercle soit réel, il faut que la quantité D*+ E*—4AF
soit positive ; ce qui, dans le cus actuel , revient a dire que
la.condition (2) est satisfaite.

231, Venons maintenant  la seconde supposition que les
valeurs de x' et de x soient égales entr’elles : alorsle produt

(z—z') xz—=x'") sera un carré (x—a')*, et Pon aura pour la




DES EQUATIONS.
valeur générale de y
_Bx+D_ (z—7%

= e ing Bz——x’ 11.
J 2.4 2.4 I eef?

Quelque valeur que T'on donne & x, tant que x — z' me
seva pas nul, la valeur de y sera imaginaire, a cause de
B — 4AC < o; mais, si on fuit x = «', elle se réduit

' %) g
a une seule valeur, qui est réelle el égale a .ok D}.
2.4
Ainsi, dans ce cas, la courbe se réduit & un point unique ,

situé sur le diamélre , et dont les coordonnées sont
x =2z, = — ———

Pour que ce résultat puisse avoir lieu , et que les valeurs de «/

el de af

! soient égales entrelles , il fuut que la partie radicale
de leur expression, tirée de I'équation qui les donne , s’éva—~
L] b

nouisse d’elle-méme , ce qui exige qu'on ait
(BD — 24E) — (B — 4AC) (D* — 4AF) =0 (q).

Cette condilion, jointe a la premiére B* — 4 4C < o, déter-
mine les cas ou la courbe se réduit a4 un point.

Il est facile de voir & posteriori i quoi tient ce résultat ; ear,
cn faisant disparaitre le radical de la valeur de ¥, on obtient ,
dans le cas actuel, P’équation

(2 Ay 4+ Bx + D)* — (B* — 4, AC) (x — z')* =o,

qui est équivalente a la proposée. Or, B* — 4 4 étant néga-
tif, le premier membre est la somme de deux quantités posi-

tives , ¢t ne peul jamais devenir nul, 4 moins que chacune de
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ces quanlités ne soit nulle séparément; ce qui raméne aux
valeurs que nous venons d’obtenir.

Voici quelques exemples de ce cas , sur lesquels les éléves
pourront s’exercer :

p- .

2 +y=o0, 5y 4zx*—2x41=o0.
2%2. Considérons enfin le cas ot les deux racines z' et "
sont imaginaires; alors le polynome (x— &) (x —a'") ne
pourra jamais changer de signe , quelque valeur que l'on
donne a x. Cette proposition cst démontrée daas les ¢lémens
d’algébre. Or, on peut toujours prendre x assez grand pour
que ce polynome devienne positif , puisque son premier terme
est x*. Ainsi, il restera toujours positif; et comme le facteur
B* — 4 AC, qui le multiplie sous Je radical , est négatif dans
la supposition présente, il sensuit que la valeur de y sera tou-
jours imaginaire , quel que soit x : de sorte qu'il n’y aura pas
de courbe.

Cela arrivera lorsque la quantité qui entre sous le signe ra-
dical , dans les valeurs de z' et de x'l, sera négative; c'est-a~
dire qu’il faudra qu’on ait
B —{d 0o, (BD—2AE) — (B —44 CO)(D*—4 AF)o.

En introduisant ces conditions dans Péquation générale , on

voit facilement pourqubi elle n’admet pas de solution réelle.

En effet, la secondeinégalité peut &tre rem placée par I'équation

D' — i A (BD—2AE) | 4.
B —aAC (B —4dC)

K* désignant une quantite essenliellement positive. En substi-
A
B*—4 AL

dans Texpression générale

tuant cette valeur de
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de ¥, celle-ci devient

B*—4{4C T (B*—44C)

Elle peut se mettre sous la forme

V:ﬁgf_"l'.g_‘- ; (B*—4.A4C) l( T_D_'%g) +K1];§
—rlyd

$

et , en faisant évanouir le radieal , on en tirve

BDWAA‘T

—(B*~4{ AC)K>=
B—4x10} (5o ) X =o,

équation équivalente a la proposée : mais B*—4.AC étant
négatif, clle est composée de irois quantités positives dont la
somme ne peut étre nulle , @ moins que chacune d’elles ne soit
nulle séparément.. On peut bien remplir cette condition pour
les deux premiéres , en posant les équations

BD—2 AF
2_4 A D: [ .;—_-:.
y+BV+ 0’ Ir“’-‘ Ba—'/}AO o \

qui délermineront x et y. Mais la troisiéme quanlité K7, quine
contient que les coefficiens 4B C,ne peut étrenulle d’elle-méme,
du moins en général , et c’est ce qui rend I'équation impossible.

Si cependant la quantilé /£ était nulle, on aurait alors deux
équations du premier degré pour déterminer x et ¥, et I'équa~
tion représenterail un point; mais cette supposition exige quon
ait entre les coefficiens ABC. .. . la relalion

(BD — 2 AE) — (B' — 4AC) (D* — 4AF) =o.

Ce qui nous raméne au cas que nous venons de discuter précé-
demment, el dans lequel les valeurs de ! et de 2! étaient

¢gales entr’elles.
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Voici quelques exemples dans' lesquels 'équation proposce

est impossible :
-y aytat iy =0, ¥ x’ax-t-2=0.

On voit en effet que ces équations peuvent élre mises sous la

forme
(ayfrdif 30 43=0,. 7 Hlat1) +1=o.

Jusqu’ici nous n'avons résolu Péquation’ proposce que par
rapport ay ; mais on trouverait des résultats ahsolument sem-
blables en la résolvant par rapport a x, et l'on arriverait aux
mémes conditions, Cest ce que I'on pourrail aisément vérifier
& postériori, mais on peat le voir immédiatesent , d’aprés la

forme méme de la quantité
(BD — 2 4E)* — (B —4A4C) (D" — 44T,

a laquelle se rapportent toutes les conditions précédentes 5 car
cetle quantité étant développée, réduite et divisée par 4 A,

devient

AE* 4- CD* 4 FB' — BDE — 4, AFC.

Lt y80hs celle l‘nl"ﬂ‘m, on voit (lu,‘f’llt! reste la mnéme ) (llliil&lj
on - change Aen C, et Den L' ; ce qui yevienta changery
en @ duns équation générale.

233. Tl vésulte de la discussion précédente que les courbes
do second vrdve , comprises dans la premiére classe , pour
laquelle B* —4 A C est négatif, sont- en général des conrbes
fermeées comme ellipse. Mais les conditions secondaires donnext
lieu & trois variétes, qui sont le point isolé , la courbe imagi=
naire , et le cercle.

En admettant que ces courbes soient réellement des ellipses,

ce (uien elfet sera démontré plus bas , on peut fucilement tirea
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de I’équation proposée toutes les données nécessaires pour les
construire géométriquement.

Le moyen le plus simple d’y i)athznir consiste a déterminer
le centre de la courbe, ainsi que la direction et la grandeur de
deux diaméires conjugués. On a vu dans Varticle 147 que ces
données suffisent pour construire géométriquement une ellipse;;
or, on peut aisément les obtenir en résolvant 1'équation pro-
posée, comme nous Pavouns fait duns les articles 227 et 228.

D’abord, rien de plus facile que de trouver le centre ; il est
placé au milieu de tous les diamétres : or, d’aprés Particle 227,
nous connaissons dé¢ja un diamétre situé sur la droite indéfinie,
dont I'équation est

(Bz + D)
l‘V —_——
= 2.4

les extrémités de ce diameétre ont pour abscisse 'z (228). Ce
sont les limites de la courbe Jans le sens des x 3 les ordonnées

correspondantes y'y'! ont donc pour valeurs

,__ (Bl + D) ,_ (Ba'+ D)
L e bl i 2.4

la longueur de ce diamétre est la distance des deux peoints dont

les coordonnées sont z'y/ , z''y", elle est donc exprimée

par V7 (&!'— x’ )4 (y"— '), qui, en meltant pour 3’ ety
leurs valeurs en &' et =/, se réduit a

(=" — ')

g VB +4A"

le centre est au milieu de ce diamétre. En désignant ses coor-
données par X et ¥, on-aura

Lo el lt
2 G +

ek 0 Y=

Z
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On connaitra donc ces coordonnées: Nous avons vu, art. 2249,
quaux extrémilés de ce diamétre la tangente de la courbe est
paralléle a axe des y. Par conséquent, si nous menons par
le centre un diamélire paralléle a cetaxe, il setrouvera conjugué
au précédent. Les ordonnées de la courbe aux extrémités de ce
nouveau diamelre seront les valeurs de y correspondantes a
I'abscisse du centre, c’est-a-dire & X, et par conséquent on les

e
3 sl 4

obtiendra en mettant pour X sa valeur _-i'____, dans P’expres=

2

sion générale de y de l’article 228 ; on aura ainsi

__B(2"4+2N+2D Ry (2" —at)
4 A S .

Yy =
‘/.

I/EKTC’ o Bza

la différence de ces coordonnées sera

Ly
%‘.’_)1/4 oy

c’est la longueur du second diamétre paralléle aux y et conjugué
au précédent, Avee cesdonnées on construira Pellipse ; si x” et 2
sonl imaginaires , les deux diamétres 'seront imaginaires aussi,
et il n'y aura pas de courbe 58l 2l = at; les longueurs des
deux diamétres seront nulles, et la courbe se réduira i un
point ; enfin , 514 A C~— B* = B* 44 A*, les deux diamétres
conjugués seront égaux entre eux. Ces diverses modifications ré=

pondent ainsi aux mémes conditions analytiques que nous avons
déja remarquées.

8i Ton désigne par « I"angle que le premier diamétre conjus=

gué forme avec.I’axe des x, on aura
B 2 A
tang ¢ = — —— Cos o = B Sl o T
2.4 Visd + B

Puisque le second diamétre est perpendiculaire a axc des 5,
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si I'on désigne par o I'angle qu’il fait avec le premier , on aura
9 =00 —a,
par conséquent
: 2.4
51N & == €08 & =
" Vid B

Or, on a vu dans Particle 141 que le rectangle des deux axes

est ¢gal a celui de deux diamétres conjugués multiplié par le
sinus de 'ungle o. Tci le rectangle des deux diamétres est
(.?'” g w,')z
SEE A

4 A?

Vi dC— P, Viid + B,

ainsi en nommant 2 @ , 2 b, les deux axes de Pellipse, et mettant

Pour sin w sa valeur, on aura

(2 — &)’
8.4

ab=

V4 AC — B,

Ona vu, de plus, dans le méme article, que lasomme des carrés
des axes est égale a celle des carrés des diamétres conjugués ;
ici cetle derniére somme se trouve égale a

(=" — z')? (x”—q:’)‘

— (44" +B) + - (4 4C—B"),

4.4 :

on auxa donc

(.Z‘” e by g.r}? 7

2 62:
& + 4 A

(4 +c),

ces deux équations suffisent pour qu’on puisse calculer les Ion-
gueurs des deux axs, et I'on en tire
(2" —&')?
2.4
e (x"— a')?
2.4

fa’=

44+CcHVB T d=¢ )}

{d+C0— VB LT 1- C)'}

‘silona B—oet 4= C, les deux axes de I'ellipse sont égaux,
et par conséquent elle se réduit-a un cercle.
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Srconpr Crasse. Courbes limitées dans un sens,
et indéfinies dans Uautre.

Caractere , B* —4.4AC = o.

234. Considérons maintenant la seconde classe de courbes
du second ordre, pour lesquelles B? — 4 .4 C est nul. Dans ce ,

cas , la valeur générale de y devient

520 (‘G"‘H—E) < ey V' 2(BD—2AE)x+D*—4AF;
24 24

et , en faisant , pour plus de simplicité ,

I —a A F

ol 5 o i Dk ;
2(BD—2 . 4F)

—_x

elle peut se meltre sous la forme

B f_”;i}?l = LV ABD—2dE) (a—7). |

Si BD — 2 AL est positif, {ant que Pon fera x plus grand

quea’,le facteur ¥ — ' sera posilif, et le radical sera réel ;il

deviendra nul, quand x sera égal a 2’ ; et quand & sera moindre
que z', le facteur & — z' deviendra n(‘guli'f, et le radical sera
imaginaire. La courbe s’étend donc a linfini dans le sens des &
positifs , depuis Pabscisse x = z'; Pordonnée correspondante
a cette abscisse servira de limile , et touchera la courbe.

Les résultals seront contraires , lorsque BD — 2 4 £ sera
une quantité négative. La courbe s'étendra indéfiniment dans ke

sens des  négatifs , et scra limitée dans le sens opposé.
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Dans ces deux cas, la ligne droite qui a pour équation

(Bs + D)

T o

rera un diamétre de la courbe, en donnant & cette expression
le sens que nous lui avons attribué dans Particle 227.
235. On arriverait 4 des résultats semblables, en résolvant

Péquation par rapporta z ; l'équation du diametre serait alors

ou, en tirani la valeur de y ,

o 2 Cr E
T
Or, B* —4 AC é¢tant nul, on a
23.C B
B e
Ainsi i‘c'clualiorz de ce diamétre devient
= Bz < ik
G 2.4 B ’

test-i-dire quil est paralléle & Paulre diamétre
iy Bx D
U T ks
que l'on avait trouvé en résolvant I’équation “proposée par rap-
port & ¥ : nouvelle analogie de la courbe que nous examinons,
avec la parabole dont tous les diamélres sont paralléles entr’eux.
236. Quant a la position particuliére de cetie courbe, et a sa

situalion par rapport aux axes, clle dépendra des valeurs des




268 DISCUSSION
coefficiens 4B. . . . On la découvrira en suivant la marche que
nous avons appliquée , dans le n°. 229, aux courbes du genre

de Pellipse , et on arrivera & des conséquences analogues.

237. Au reste, la condition- caractéristique du genre de
courbe que nous considérons ici est trés-facile a reconnaitre;
car, lorsque B* — 4 .AC est nul, les trois premiers termes
Ay* < Bxy 4+ Cx* de P'équation générale forment un carré
parfait, qui est celui de la quantité y V44 zV C.

238. Voici quelques exemples sur lesquels on pourra s’exer-

cer s
y'—20y+ 2"tz =o (Fig. 79}
y* =22yt 2+ 2y =0 (Fig. 80)
y—2zy a2y r1=o0 (Fig. 81)
y —2zy4s* —2y—TI=0 (Fig. 82)
Yy —2xy 42’ —2y—25=0 (Fig. 83)

23g. Si la quantit¢ BD —2 AE , qui mulliplie x sous le
radical , était nulle , la valeur de y deviendrait

jBL—‘l—D !// |
= — E L h AF.
J 2.4 } 2.4 i

Alors la courbe dégénére en deux lignes droites paralléles entre
elles; et selon que la quantité D* — 4 AF est positive , nulle
ou négalive , ces droites sont toutes deux réelles, ou se con-
fondent et se réduisent & une seule , ou enfin deviennent toules
deux imaginaires,

Dans ce cas , Péquation générale est décomposable en facteurs

du premier degré, et peut se mettre sous la forme

{2Ay+Bi-+D+1 D —adF } {2dy+Bs+D—V D*—4Al}=

En voici quelques exemples :
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¥ —2xy4zt—1=o0. . . ... i’ Deux lignes {(Fig. 84)

Y axy +4xt~4=—0.. . . « . § . droites. 1( Fig. 85

yr—2zy4-x* $2y—ox41=0. Une seule  (Fig. 86)
Y'—bhxy+4ri=o. ., ... . .4 ligoe droite. (Fig. 87)
y'+2xy4x’41=0. ... . .3 Deuxdroites |(Fig. 87 a)
e o e £ =LA SRR A TRV f Imaginaires, '.(Fig. 87 &)

240. Il résulte de cette discussion, que les courbes du se-
cond ordre , comprises dans la seconde classe, pour laquelle
B* — 4 AC est nul , sont en geneéral indéfinies dans un seul
sens, comme la parabole, mais peuvent cependant donner
comme variétés deux lignes droites paralleles, ou une seule
droite , ou deux droites imaginaires.

En admeltant que ces courbes soient réellement des para-
boles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on peut se pro-
poser, comme nous l'avons fait pour Pellipse, de tirer de
Péquation générale toutes les données nécessaires a la construe-
tion géométrique ; mais ici nous ne pouvons plus employer la
considération du centre, puisque celuide la parabole est infini-
ment €loigné de tous les points de son périmétre ; et par consé~
quent il faut y suppléer par quelque autre propriété tirée de Ia
fhidture de cetle courbe , qui permetté d’arriver facilement et
promplement & sa description. Or, il en est une qui remplit
parfailement ces conditions , Clest que , dans la parabole ,
lorsque deux tangentes sont perpendiculairés ’une & Fautre ,
la ligne droile menée par les deuzx points de tangence passe
par le foyer. Cette propriété nayant pis encore été remar-
quee , je vais la démontrer d’abord.

Soit MAdm (fig. 59) , une parabole dont 4 est le sommet
AX Yaxe , et F' le foyer. En appelant 2 p son paramétre, et
la supposant rapportée a es coordonnées rectangulaires « et ,

dont la premiére soit prise sur I'axe a partir du sommet 4 ,
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son ¢quation sera
y =2pz

comma dans Varticle 161, et la distance du foyer F au sommst

; P -
de la courbe sera égale a —— ou alt quart du parametre. Cela
2

posé, st parle foyer F'nous menonsuneligne droite quelconque,

Péquation de ectle droite sera de la forme

(s Ll
i {(s o

& étant la tangente trigonométrique de Tangle quelle forms
atec axe de la parabole. Pour avoir les points dintersection
de cette droite et de la courbe, il faut combiner leurs équations ;

et dabord , en éliminant x , on aura, pour les ¥ communs ,

Yes deux racines de cette équation sont les deux ordonnées des
deux points Qintérsection; en les désignant par y'y'’, leur pro-
duit sera égal au ferme indépendant de y; on aura donce,
J,IJ,H b pa_

Or, si par, chacun de ces points on congoit une tangente ila
parabole, el que P’on désigne par a’ eta' les tangentes {rigono-
métriques
aura, par Particle 167,

des angles que ces droites forment avec l'axe ,on

al — _E... al=— i =
P% 7"
Par conséquent
2
ad! = ]
¥y

Si dans ce résultat on met pour 3"y %a valeur — p*, il vient

aga'=-—1;
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ec qui signifie que les deux tangentes ainsi menées aux deux
points d’intersection , sont perpendiculaires 'une a 'autre.

Pour appliquer ceite propriété i la construction de I’équation
genérale , il faul considérer que lorsqu’on la résout par rapport
a ¥, on obtient un diameétre dont les ordonnées sont paralléles
aux ¥, et qu’en la résolvant par rapport a z, on obhient un
autre diamétre dont ies ordonnées sont paralléles aux %, clest-
a-dire perpendiculaires aux précédentes; or, les langentes a
Porigine des diamétres sont paralléles & ces ordonnées; par
conséquent elles sont aussi perpendiculaires entre elles; et
ainsi la ligne qui joint les points de tangence contient le foyer
de la parabole.

Les coordonnées de ces deux points de tangence sont faciles
i calculer , car ce sonl les limites de la courbe dans ces diffé-
rens sens; d’abord pour celui dontla tangente eslparalléIEaux ¥s

nous avons trouvé dans Particle 234,

, (D> —4AF)
=———
2(BD— 2 AE)

ce qui donne
_ (B+ D)

s
J 2 A

Iin résolvant I’équation relativement 4 x4, on trouvera de méme
les coordonnées de Vextrémité de autre diamétre ou la tan-
gente est paralléle aux x , et 'on aura

(£* — 4 CF)

2(BE —2 CD)

e i
’

ec qui donne
L
e (B4 E)
%€

Quand on aura ainsi déterminé ces deux points , on las joindra

par une ligne droite, et clle devra contenir le foyer.
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On peut encore lrouver facilement une autre ligne droite sur
laquelle le foyer se trouve , et cette droite est axe méme de la
parabole. En effet, P'axe est paralléle aux diamétres ; ainsi,
pour pouveir le construire , il suffit de connaitre un de ses
points : ¢’est & quoi I'on parviendra, en menant par le sommet
du premier diamétre une ligne droite perpendiculaire i ce dia=
meétre et terminée & la courbe, Lie milieu de cette droite sera
un point de Paxe.

Réduisons cette construction en calcul , le'diamétre dont il
#’agit @ pour équation

__ (B2+D)
i e

La ligne quilui est perpendiculaire et qui passe par son soms
met, aura donc pour équation

2.4
Yo T T galese)

car «' et 9! sont les coordonnées de ce sommet. Pour trouver
L'intersection de cette perpendiculaire avec la parabole , il faut

reprendre I'équation proposée, qui est

(2 Ay 4 Bx 4- D)* —2 (BD —- 2 AE) (x— ') =—o,
elle peut étre mise sous la forme
{34(y—y")+B(z—z')+aAdy'+Bz'4-D} 3—a(BD—2 AL)(z—z')=0,
ou simplement
{ad.(y—y"\+Bz—z")} s—a( BD—a A E)(z—zl)=o0.

car les coordonnées z'y' du sommet du diamétre ont entr’elles

la relation

24y 4 Bx' - D=o.
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Maintenant il faut 1a combiner

-
270

avee I'équation de la droife.

Or, en éliminant @abord ¥ > on trouve
A A’ Bl 2

&'ﬁ;i—i—l (;c—x’j’— 2(BD--2AE) (x-x’) == 0%

pour déterminer

Les racines de cetie €quation sont les 2 des points d’intersec-

tion ; une d’elles est 2 = 2. ce qui doit étre , puisque la droite

passe par le sommet du diameétre » Pautre donne

44(BD—2 4E)

LBy

X — =

d’ot'on tire aussitot
< S/I“(BD—E_/IE'}
T B4+ By

La longueur de la corde sera done

i )

Ve o= T,
ou

44 (BD—2 AE)
B(4 A"+ B*)*

Cette longueur étant calculée » on la portera sur la perpendi-

eulaire au diamétre, le milieu sera un point de Paxe, Menant
ensuite par ce point une ligne paralléle aw diameéire

» Ce sera
Paxe dela parabole, et son intersection ayec lad

roite , qui joint
les deux points de tangence, sera le foyer.

Connaissant ainsi le foyer ¥ (fig. 59 Yt laXe X Tet aift
point 7 de la courbe, cesdonnées suffisent pour la constraire
complétement. Car si 'on prend la distance M, qu’on la
portesur I'axe & partir du pied 2 de Pordonnée MP, en
vers le foyer 7 le point B, ou aboutira cetle distance ; appar-
tiendra & la directrice BE , que Yon pourra ainsi construire :

18

1
allant
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on en déduit aisément tous les points

274

i

et celle-ci étanl connue ,

de la pa rabole.

st. Courbes indéfinies dans tous

les sens.

TROISIEME CLAS

Caractére , B> — 4. AC >0

241, La discussion de cette classe de courbes est extréme-

facile , aprés ce qui precede; car elle se fait précisément

menl
par les mémes prm:(;d(';s. Si Pon reprend

par la méme marche et
la veleur générale de y, qui est

Ll o iz e
(B f)‘g/l/:)ut'—i—?. D*— Al

§Bf'-'r'7:'#_.,_ 1 A ‘,— 5
)t B*—4AC){x 2", —_—

et que 'on représente par ' et 2/ les deux yacines de I'équa-

iion

(BD—24E) D —4AF

o+ ———————— =0,

x4 2 (B° :i— ;JC) Pz e

on pourra lui donner ceite forme

(Bz4-D) 1 B T
~,_-_-——‘-—-4r —]ﬁ — P/(B’#—J;AC) (x — ') (z—a");

3 2.4 aAd

o et 2" soient des quantités reéelles ,

et, si l'on suppose que 3
a facile-

B2 — /.A4C est une quantité posilive , on verr

comme
les abscisses

a courbe est touojours imaginaire enire

ment que 1

g ' x o e . , : i
2! et !, mais quelle est toujours réelle hors de ces limales,
ot elle se trouve touchée par ses ordonnées : forme tout-a-fait

analogue & celle de I'hyperbole ( fig. 88 ).
T.a condition de la réalité des racines x' et x/! est

Al

(BD— 2 AEY — (B'= 4 ACY(D* — 4 AF) >¢-

L )
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Nous 'avions déja obtenue duns Particle 229 , pour la réalite
genre de Pellipse. On
seul de la quantite B*

des courbes dy voit done que le signe

4 AC détermine la courbe

i étre
imitée , ou composée de deux branche

fermée et li S scparées ot
indéfinies,

On voit daillenys que les abscisses af of a’! | entre I squelles
la courbe devient i Imaginaire , répondent a son interseclion avec ;

qui a pour ¢quation
(Bx 4 D)
g

quelques exemples sur Ie

le diameétpe

i e )
X 0101 5(1[.101.‘5 on POLI!'I'«’I sexercer:

f—p ¥y —2" fo=p ( Fig. 89.)
vylﬁ-.z:“—f»- 2TX—2y 4 1=0 ( Fig. 90.)
Ly T2Eps =gy e g ({ Fig.g1.)
¥ —a2 a2 2y4-6x—3=,, (Fig. g2.)

On trouy erait , comune dans Darticle 229, les condiiions
nécessaires pour que la courbe cous pe les axe
ou les touche en un seul point, ou enfin ne les rencontire pas,

3 des'z et des 4

242. Iy a cependant un cas qui pourraif embarrasser |

es
Eléves , et sur mquei il est bon détre

prcvenu 5 c'est celui ol
dans 1’ dquation proposée,
que le termeen iz Y s v trouve. Comime

un des carrés z* ou ¥* manque (uoi-
siPon avait par éxemple),

Ay —’-L’JJI—LD}—}-J“L—I—-F__L)-

alors, en fi

= 0 pour avoir Uintersection de Ia courbe

avec Paxe dcs %, vnnetrouve pour x qu’une seule vuleur
7

o
L
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ot cotte valeur devient méme infinie , si Z est nul, Pour savoir

ce que ce résullat signifie, considérens d’abord ce dernier ¢as ,
1

qui est le plus simple puisque Pon a alors
Ay* 4 Bxy + Dy + I'=o.
Si I’on prend la valeur de z , on trouve

(dy’ +Dy+ ).
By

O S

Toutes les suppositions réelles pour ¥ donneront des valeurs
réelles pour & : mais ces valeurs finiront toujours par aller en
augmentant, & mesure quey diminue; car on peut les metire
sous la forme
A D &
o e =
B B By’
prenne y positifou négatif, on pourrale rendre
F
assez petit pour que le terme
By

et, soitque l'on

Ay :
surpasse —p= au-dela de ce

point, plus y.sera petit , plus la valeur de x deviendra con-

<idérable : enfin , lorsque 1'on suppose y nul, elle devient fout-

a-fait infinie, e
. 1 3 3 S l - o ) A

signe de ¥ 3 Jest-a-dive que les deux branches opposées de la

t se trouve alors positive ou négative selon le

courbe s’approchent sans cesse de Paxe des abscisses, tant du
cbté des y posilives que du cbté des y négatives, sans pouvoir
jamais Patteindre. Cet axe est par conséquént une asymplole
de la courbe.

7

—

Au conlraire , & mesure que y augmentera , le terme By

deviendra moindfe ; et, par conséquent, la valeur correspon-

dante de x, surla courbe, approchera de plus en plus d’¢tre




DES EQUATIONS. 277
¢gale a celle dela droite qui aurait pour équation
A D

B B2
avee laquelle elle coincidera tout-a-fait » 81y devient infinie ;
: 1 . :
¢e qui rend nul le terme B Celte droite séra donc une atlre
48

asymptote de la courbe.
243. On trouverait des résultats tout-a-fait analogues, en
traitant équation plus générale
Ay* + Bzy 4 Dy 4 Exz 4 F = o;
seulement Pune des asymptotes serait simplement parallele &

Yaxe des z, au lieu de se confondre avec cet axe, En effet , en
résolvant équation par rapport a x , on trouve

Ay Dy
By + E

En effectuant la division dans le second membre s Cette va~

K

leur peut prendre la forme

i i (BD — AR) (AE'4-B'F— BDE)
TR B i B GHyey e

Sile numérateur 4E* 4 B’F— BDE nlest pas nul, on
pourra toujours prendre y tel que le terme divisé par By+#,

A :
surpasse , absiraction faite du signe g Fen rendant By £ ,
encore moindre , la valeur de a augmentera toujours, et elle
deviendra tout-a~fait infinic , quand on aura

By +E =o;
ce qui donne
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C’est I'équation d’une ligne droite paralléle A I'axe desabscisses.
Les deux branches de la courbe s’en approchent sans cesse , a
mesure que x augmente : mais elles ne la rencontrent qu'a une
distance infinie de 'origine, tant du c6lé des x posilives que
du coté des z négatives, car en supposant By - £ presque nul
sang le faire nul tout-a-fuit, on voil que ¥ sera toujours extré-
mement grande, et que si elle est positive quand By 4- £ a un
cerlain signe, elle sera mégative quand il aura le signe opposé.
Tous ces résultats nous montrent que la droite donnce par

I'¢quation

est une asymptote de la courbe.
Quant a l'autre asymptote , on la trouverait comme dans le

cas précédent; car, en représentant la valeur de z,

4 (BD—AFE) (AE> 4 B'F— BDE)
g TR T S B*(By + £)

v

On voil qu’a mesure que y augmente, soil positivement , soit

négalivement, le terme consiant, divisé par By -~ 7 diminue:

Ainsi lavaleur de z, déterminée par la courbe pour chaque or-
1

donnée y, approche de plus en plus d’étre égale a la valeur

donnce par la ligne droite qui aurait pour équation

St

A BD— AE
BB Ty s
Tnfin, si y devient infinjc, ces valeurs deviennent égales. Ia
droite dont il sagit est donc une autre asymptote de la courbe
proposce.
11 résulte de cet examen que , lorsque le carré de x manque

kY

dans Véquation proposée, sans que leterme en ay disparaisse,
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il existe deux lignes droites qui sont asymptotes dela courbe, et
dont une est paralléle a I'axe des .

Les résullats seraient contraires, si le carré manquant et
été y*. Alors il existe encore deux asympioles, dont une est
paralléle a Taxe des y,

Un seul cas échappe a cette discussion , c’est celui ot l'on
aurait

AFE'4 B F—BDE=o;
mais alors la valeur de x serait réduite a

By i i (BD— AE)
7 B
et I’équation proposée ne représentera plus qu'une ligne droite
facile a construire.
Enfin, si les deux carrés z* et 3 manquent a-la-fois, les
deux.asymptotes sont respectivement paralléles aux axes des y

el des x5 car alors I'équation devient
Bxy+4+ Dy + Ex+4 F=o0;

et 'on a vu, dans artile 226, qu’elle appartient & une hyper-
bole rapportée a des axes paralléles aux asymptotes. Pour plus
de simplicité , nous avons d’abord oblenu ce résullat par la
transformation des coordonnées ; mais on'y parviendrait ¢ga-
lement, comme dansle cas précédent , par la diseussion directe
de la marche de la courbe.

En général, quelle que soit la forme de 1'équation , il suffit
que B? — 4 4T soit une quantité positive,, pour que la courbe
ait deux asymptotes linéaires ; car, en changeanl. senlement la
direction des coordonnées, sans changer l'origine , mais en les
prenant inclinées sous des angles queleonques'; on-pourra tou--

jours déterminer les angles de -maniére i faire disparaitre en
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DISCUSSION
méme-temps les carrés z'” et ¢'* dans la transformée ; ce quila
raménera directement 3 la forme précédente, qui est celle de
Yhyperbole rapportée a ses asymptoles.

244. Passons maintenant au cas ou les deux racines z' et '
sont égales entr’elles; alors le produit (z— ') (z —a")
devient un carré égala (z —a')*, et I'on a

Bz |- D; 1 e
e T G o e Ty A B i AC,

R { o T 5 :
T.équation représente alors de uxlignes droites qui sont toujours
réelles , puisque B* — 4 AC est une quantité positive. La

condition de cette égalité des racines exige qu’on ait
(BD — 2 AE)'— (B*—4 AC) (D* — LA P YeE=T0,

Comme le coefficient de x n’est pas le méme dans les équations
des deux droites , il sensuit qu’elles ne sont pas paralléles.

Celte condition est la méme que nous avons obtenue dans
Particle 231.

Dans ce cas , Péquation proposée peut se mettre sous la forme

j2 Ay 4 Bz D— (z—2a") A R ijC’)} X
24y + Br+D+(x2—2' )V B —4A4AC} =o.
Elle est done décomposﬁblc en facteurs du premier degré ; et
peut étre satisfaite en égalant séparément & zéro chacun de ces
facleurs,

245. Généralement , lorsque I'équation proposée se trouve
multipliée toute entiére par des facteurs rationnels en et eny,
il faut avoir grand soin de les discuter successivemient , et cha-
cun en particulier; car, puisqu’on satisfait & Iéquation en les
¢galant & zéro, ils offrent autant de solutions, qu'il n'est pas

permis de négliger.
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246. Voici quelques exemples du cas précédent ¢

¥ — 22’2y f1=0 (Fig: 93.)
Yy —x'=o ( Fig. g4.)
4oy —22’f3r—1=0 ( Fig. 95.)

247. Venons enfin au cas ot les deux racines z' et /! sont
imaginaires : alors le polynome (x ') (x— 2") ne peut
|  jamais changer de signe ; et , comme son premier terme est x”,
| il reste toujours positif ; de plus, B> — f 4C est aussi positif,
Ainsi , quelque supposition qu’on fasse pour x , la valeur de ¥
sera toujours réelle , et chaque abscisse donnera des points de

la courbe. Cependant cette courbe sera encore composée de
deux branches séparées (fig.96); car chaque ordonnée est divisée
en deux parties égales par le diamétre dont I'équation est
kB
| AR T

et, comme le radical b~ (B* — 4A4C) (x—a") (x—=a'") ne
peut jamais devenir nul, ce diamétre ne coupe pas la courhe
qui s’étend ainsi indéfiniment au-dessus de lui et au-dessous.
Cette circonstance est tout-a-fait analogue & celle que présente
le second axe de Ihyperbole.

Les conditions particuliéres  ce cas sont
B'—4.AC>o0, (BD-—-ZAE)’——(B"——-QA’C) (D*—4AF) >0

En voici quelques exemples :

yV*—2z2y— 2’ —2=o (Fig. 97.)
Y423y —2"Fa2x42y—1=0 (Fig. g8.)
y'—2xy—x'—a2x—2—0 (Fig. 99.)

28.81 A—=—C, et B — o0, Péquation générale devient

Ay* — Az 4 Dy + Ex + F = o;
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ou
D E F
2 2 L o
p -‘F+—/{Jf+"/'4—$+d sE0

Elle peut , par conséquent , se meltre sous la forme

L) = | T D*— E*—4 AF
{y+—— Jrease s ;

?

2.4 Y AN 4 A’

et Ton voit quelle représente alors une hyperbole équila=

: . ; D 5

iére, qui a pour coordonnée du centre — P, + per L

D*— E*—} AF
kA

3 eelui da cercle , dans la premiére classe des courbes,

el pour puissance Ce cas est analogue

article 23o0.

24g. Il résulte de cette discussion que les courbes du second
ordre , dans lesquelles B* — 4 AC est positif, sont toujours
des courbes indéfinies composées de deux branches séparées;
elles comprennent comme variéiés deux lignes droites qui se
coupent , et ’hyperhbole équilaiére.

250. On voit, par ce qui précéde, comment il est possible
de déduire de Péquation d’une ligne courbe sa forme , son élen-
due, ses limites, et toulesles sinuosités de son cours; la marche
que nous venons de suivre esl générale , et s'appliquerait égale-
ment & foutes les courbes algébriques. Il est done trés-utile de
s'en bien pénétrer , et de s'en rendre Fusage fam ilier par des
exemples, Mais aussi cest tout ce qu'il faut retenir; car il
serait inutile , et méme nuisible , de fixer dans sa mémoire les
conditions particuliéres qui ont licu enire les cocfficiens
suivant les diffévens cas, et il faut plutét se laisser nalu-
rellement conduire & ces condilions par la suite des raison-

nemens.
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En admetlant que les courbes comprises dans celte classe
soient réellement des hyperholes , comme nous allons tout-a-
Iheure le prouver, il est facile de les construire géométrique-
ment d’aprés leur équation , car on peut ici , comme pour les
ellipses , déterminer trés-simplement leur centre , ainsi que
la direction et la longueur de deux diamétres conjugués.

I1 n’est pas méme besoin pour cela d’ancun nouveau calcul ;
il suffit d’opérer ici comme nous 'avons fait alors , en ayant
égard & 'analogie qui existe entre Vellipse et 'hyperbole , ainsi
quaux différences qui les sépareront. En résolvant d’abord
Péquation , par rapport & y, on obtiendra un premier diamétre
dont la longueur sera

¥nsuite, en la résolvant par rapport a z, on aura le second
diamétre paralléle aux ¥ » lequel anra pour longueur
’l’ A ‘:_J')

2 A

5 A B,

Celui-ci sera imaginaire, car nous supposons B”~—/4 .4 C positif,
cela doit en effet avoir lien dans I’hyperbole; si donc on le
représente par B'f”-—1, et le premier par A', ces donnces
suffiront pour construire ’hyperbole , car Pangle des deux dia~
meétres est connu, ct en le représentant par @ on a ici comme
dans I'ellipse
2.4
lr/ll. A + B*

on pourrait de méme obtenir les valeurs des deux axes de 'y~

sin @ —=

perbole , car en les représentant par @ et b 7 — 1, puisque

Pun dentr’eux doit éire imaginaire, on aurait également
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— (s —a")’
b/  —1=
i G 8 A

('xl'i___rf)'fl

W(A-FC);

VG AC—B;

a® —b' =

ce qui donne

xll— 2"y B . T’ R
fm’-:(' ) {44 C+V'B +(4—C)}
z;é*:M {4+ C—V'B* 4 (4—0C)}.

2.4
Expressions absolument pareilles & celles que nousavons trou-
vées pour l'ellipse.

. Tdentité de toutes les Courbes du second ordre
avec les Sections coniques.

251. Les courbes que nous venons de découvrir en discu-
tant Péquation générale dusecond degré, nous ont offert la plus
grande analogie avec les sections du cone , et méme sy sont
fréquemment ramencées. Il est intéressant de savoir au juste
jusquott s'¢tend cetle analogie ; et pour cela , nous n’avons pas
de moyen plus siir que de reprendre I'équation générale , etde
Ta réduire a la forme la plus simple par la transformation des
coordonnées , sans toutefois particulariser en aucune fagon les
courbes qu’elle renferme.

Pour cela, reprenons ceite équation générale , qui est

Ay* + Bzy + Cx" + Dy + BEx 4 F =o.
Sur la courbe qulelle représente, prenons un point quel-
conque dont les coordonnées soient @ et b, en sorle que
Yon ait

Ab* J- Bab 4 Ca* + Db+ Ea + F =o;
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et transportons lorigine des coordonnées a ce point, en
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faisant
. ' 2 ’
z=a+z, y=b+y,
z! et ' étant de nouvelles coordonnées paralléles aux pre-
micres, Cela est toujours possible , si Péquation proposée re~

présente une courbe réelle ; en y substiluant pour x et y leurs

valeurs , elle devient

Ay +Baly'+ Ca* {240+ Ba-+D)y'+(2Ca+ Bb+ E)z'=o.

ou , en faisant pour plus de simplicité,
24b+ Ba+D=D" 2Ca+Bb E=F,
Ay 4 Baly' 4 Cx'* 4 D'y' 3- Elx' = o.

252. Changeons maintenant la direction des coordonnées
x! y' autour de la nouvelle origine, en les laissant tou-
jours rectangulaires : pour cela, il faudra employer les
formules

"~

z'=a' cosa—y'sine, y'=alsina y" cos «,

z!" et g étant les nouvelles coordonnées. En substituant cea

valeurs de z' et de y', on a

(A cos® a— B sinacos ¢ + C'sin® o) '
+ (A sin” & 4 B sin acos e + C cos” a) z"'* ?

+ {24 sin e cos e~ B (cos” e—sin’e)—2 (,’sina(‘u.ﬂoa“, x”j'”g:(),
4 (D' cosa— E'sin &) y!' 4 ( D'sine 4 L' cos « ) =

Comme Pangle « est toul-a-fait arbitraire, on peut le déter-
miner de maniére a faire disparaiire le terme affecté de 2" y''s

Pour cela il faudra établir la condition

2.4 sin & cos & 4 B (cos’e—sin" ¢ ) — 2 C'sin « cos z =0,
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Or, onaen ffulual
sin2 e=—2sin«CoSe C€OS 2 @ = 08" e— sin" .
Ainsi l’équution qui détermine & peut se meltre sous celie
{forme

(/I-—C)Sm 2« -4 B cos 2.0 =0;

ct elle donne
— B

tang 20— ————+

A—C

L’angle 2 « sera toujours réel , puisque sa tangente est réelle:
ainsi la transformation et la réduction précédente sont toujours
possibles. Pour l'introduire dans I'équation proposce , il faut |
observer que I'on’a en général

I-jcos2a . 1—cos2a

G082 oty B e
9 2

En y substituant ces' valeurs et cclle de sin« cos «, on
trouve

{A+C—DBsin2a+ (4 — C)cos 2a} y" l
-{—{A—}-C—i—Bsin2o¢-—(.d-———€)msﬁ;:}.r”“ =10
+2(D'cose— E'sin &) y!'4-2 (D'sin e E'cosa) ',

Or, la valeur précédente de tang 2 » donne

3 tang 2 e ; — B
sin 2 o= = = - - 3
I’/lqi—lgn-_'_-'.ot I//B“"i"(zf—'())”
I — A —C

€08 2 o = ——————— .
s - 2 ~ - jJ‘
o 1+L:1ng2(r. VB +(‘4 )
SiT'on représente par M et IV les coefficiens de yli1* et de &',

on trouvera, eny substituant ces valeurs,

M=A+CH+V'B +(d—C)
Ne=d+C—VBF+A—C);
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el 'équation devient

My'"* 4 Nz''* + 2 ( D! cos « — E! sin o Yo"
+2(D'sine+4 Elcose)a’—=a.

On voit que les cocfficiens 7 et N seront toujours des quan-
tités réelles , et c’était une conséquehce nécessaire de la valeur
réelle trouvée pour tang 2 «; mais , de plus, on peut toujours
faire en sorte que M soit une quantité positive , et il suffit g
pour cela , de disposer V'équation d& maniére que 4 soit po=
sitif'; ce qui est toujours possible, en changeant les signes de
lous ses termes. En effet, 4 étant positif', si C Pest pareille-
ment , M sera entiérement composé de quantités positives; et si
C est négatif et égal 2 — C, la partie radicale, qui devient
Y ok (A4 C)*, Yemportera nécessairement sur la par=
tie rationnelle, qui est alors 4 — C.

Nous pouvons donc toujours admettre,, dans ce qui va
suivre , que MM est positif, et nous userons de cette liberté.

253. Pour discuter notre équation transformée , de la maniére
la plus claire et la })Ms simple , nous distinguerons deux cas ,
celui ot 1V est nul, celui o /V n'est pas nul.

Lorsque IV est nul , Péquation se réduit a
My'"” 4-2( D'cose— E'sina)y" -2 D'sina - B/ cosa)x=o
et peut se meltre sous la forme

D! cos « — FE' sin @)y 2

> +2(D'sin e 4 E! cosa) X
M §

” (D' cos & — E'sin )" }
{ & 2M (D' sin a 4 E'cos )

ﬂf{y” - (

On voit alors qulelle représente toujours une parabole qui a

son axe paralléle aux x//, et son sommet placé au point dontles
> |
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coordonnés sont

(D' cos o — E' sinz)

e M ) +

(D! sin o — ' cos )
2M(D'cos & - E'cos &)

En effet, si Pon transporte Vorigine des coordonnées en ce
point , sans changer leur direction , ce qui se fera en introdui=
sant de nouvelles variables 2'/y!!!, telles qu’on ait
y :jf"-}-g]), cose! — B! sin &) :
M
(D' cos e— Ef sin )2

M = gl — .

2 M (D' sina - E'cos )

1.’équation proposée devient
My"1* 4 2 (D' sin « 4 £ cos «) Zie=0;

- 3 2(D'sine + E'cos ) ”
et Pon voit que  ———— p———— est le parameélre de
cette parabole.

Si D' sin a4 E'cos e= o0, elle se réduit & deux lignes
droites paralléles ; enfin elle pourrait aussi devenir imaginaire
siles coefficiens D' B! renfermaient des conditions d’impossi-
bilité , c’est-a-dire s'il n’existait aucun point qui plit satisfaire

a Péquation proposce
Ab* 4 Bab + Ca* 4+ Db 4 Ea-+I'=o,

par laquelle nous avons déterminé les coordonnés et &. Celte
condition d’impossibilité est la scule qui puisse se rencontrer,
car ces derniéres transformations ne dépendent que d’équations
du premier degré, el nous avons vu que les valeurs de I'angle «
et des coefficiens M, sont toujours réelles. Ainsi le cas ou N
¢st nul ne donnera pas de courbe , ou ne donnera que la para-
bole , réductible a deux droites paralléles ; en égalant i zéro ka
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38g

valeur de IV, trouvée dans article 252, on aura

A+ C=VB (4 —0y,
d’ot Pon tire

B2 — 4 AC =0,
1y fyes . . > . oy
C’est la condition qui deit avoir lien entre les coefficiens de
I'équation proposée pour que, IV soit nul; et d’aprés ce que
nous avons vu dans Particle , cetie condition est la seul ut

a seute
puisse donner une ligne courlie analogue

la paral
254, Venons mainienant au cus ot WV w'est pus nhuly alovs

I'équation proposce peitl se metive sous celte torme

D'cosa—F'sinz (= ;i (D

ﬂrl}’“'”—i—\ —_— 5 + N «g_z,‘"
[ J]f l {

§(D'cos & — £ sin )’ (D'sin @ 4 £ cos «

)
L

8i on fuit, 'pour plus de simplicité,

D! cos & — F' sin o) [?) sin cc-[— B! cos &)y
o= 5\ — 4= -

3G 27 st y

.fi.l“ ? 1 %
P D sins T e
R b DHeosa— B mm. 1 e 1 e L ,f,_rn &)
Pyl =T i, DSine-

elle deviendra

Myl o Nzh'* o K o 0,
et sous cette forme on reconnait quelle ne peut jamais repré-

senter qu’une ellipse ou une hyperbole , qui se trouvent ainsi

rapportces I'une et Pautre a leur centre et & leurs axes.

Examinons maintenant quelles sont les conditions qui pour-

raient rendre ees courbes i imaginairess 11 est évident , - d’abord ,
qWaacune condition pareille ne peut avoir éié introduite par

nos derniéres transformati 1018 5 car nous n’avons fait que tyans—

IJ'IH( Bh O'E‘l ’li]L‘ (LLS (OO[(IUI'II]L( 28 en un I)l)]]ll 1.1“( rent l.(‘ (:\‘.iii

ou nous *avions placée d’abord, transposition qui est tot jours

]‘..)
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il faut seulement que les coordonnées de la nouvelle
dire que D' el /P ne renferment

200

permise;
origine soient réelles , c’est-2-
aucune condition d’impossibilité, ou, en d’antres termes , que
'on puisse trouver poura ¢l b an moins un couple de valeurs

qui satisfassent a la proposée
Ab* + Bab 4 Ca? -+ Db -} Ea - F =o.

plie, voyons s'il en existo

En supposant celle conditlon rem
elle-méme. Nous sommes

d’autres relatives anotre {ransformée
vions toujours rendre M posil]f, et que

e tel dans nos caleuls. Si en méme

convenus que nous pou
nous ]‘(!rnplo_y(-rions contifl

temps IV est négatif, la {ransformée
Myl 4 Nz — K=o

représente toujours une hyperbole réelle. Si K est nul , celte
hyperbole se réduit a deux droiles menées par-lorigine des
2" ety!", en formant des
de Taxe des z!"'; mais quel que soit X

angles égaux au-dessus et au-dessous
, elle ne peut jamals
devenir imaginaire.

Il n'en est plus ainsi lorsque IV est positif en méme-lemps
que B ; car alors si K est aussi positif, 'équat
e; si- A est nul, celte ellipse se

ion 1ransformee

représente une ellipse réell
réduit & un point placé a Torigine méme des coordonnées
M mais si K est négatif , tous les termes de la transfor-

ki
méese trouvant pareillement positifs , il estimpossible de trou-

aleurs de 2/l et de y/"! qui'y satisfassent, et par

ver aucunes v
devient imaginaive.

conséquent la courbe qu’elle représente

Pour connailre les circonstanees gtométriques auxquelles ce
dernier cas répond , il faut “développer le coefficient K el
chercher les conditions d’ott dépend son signe. Or , en dévelop-

pant les produits qui le composent, il prend la forme suivante

{ Neos*a+-Msin” 2)D" »i—(i\Tsin“a—]-Mcos’a)E”-——g (N—-M)sinmcosd-p’yi
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ou, ce qui revient au méme » en mettant pour cos” « et sin® =
leurs valeurs en cos 2 o

N4 —( Ni—M)cosoe ¢

\

2 2

Or, si l'on se rappelle les valeurs trouvées plus lmm pour J}d

!
et IV, on en déduira facilement
MAN="a(A+ C)
N—M=—=—n>s 1—/1:"’7'7-{:7(”,; garn

de suite ,
{}J._,.}]') s 20 —=-w2 (4~ C)
(N—M)sin2a=2B8;
en sorfe qu'avec ces valeursla quantit¢ proposée ‘devient
20D 2 AE"™ — 2 BD'F,
Si on substitue dans ce résultat, pour "D'"et’ ', leurs

valeurs 2 44 4+ Ba + D, 2 Ca -} Bb 4 B, of qu’on

R )
se rappelle que les coordonnées a et & sont assujelties &
Péquation

Ab* 4 Bab 4 Ca® + Db+ Ea 4 =
on lrouvera définitivement qu’étant divisé par 2, il se réduit a
AE* 4+ CD* + I'B*— BDE — 4 AFC.

Il faudrait done que cetle quantité fit negative,, pour que
Véquation transformée

My 4 Nz — K —o

représentit une courbe imaginaire ; mais cette condition seule

ne saflirail pas encore, car il faut, ‘comme nous Yavons vu ,

i f
COS2¢a 3 LY==/ M |COSD HM B g
’I)I"—{- : A - B _(N—M :}S!l]l:h
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<

que l'on ait en méme temps NV positif; or,, la valeur de IV,

trouvée dans Yarticle 292, est
N=d #C—VB +(4—C),

ou, ce qui revient auméme,

NeAd+ C— VB —4 ACH (A+C).

Pour que cette valeur de IV soit positive , il faut gue la partie |
affectée du radical soit moindre que Paulre , ce qui ne peut

avoir lien que dins le cas ou B est négalif : or , lare union des

deux cond
B 14 AC<.0
et
Ap* - CD* 4 FB" — BDE—4 AFC <o
.
est précisément le caractére que nous avens trouvé dans I'ar-
ticle 230,, pour que 'équalion proposée
Ay*4 Bzy * Cx* + Dy + Ez + T =10
il

ssibilité est le seul qui puisse

eurs réelles de x et dey;

ne put étre satisfaite par aucunes ve

ainsi, en définitif, ce cas d’imp

donner-iien 4 des courbes imaginaives.

En résumant les vésultats de cette discussion , on voil que
T'équation générale du second degré A deux indéterminées ne
peut jamais, lorsqu’elle est possible , représenter quune des

s seclions coniques 5 sayeir Uhyperbole , la parabole el-
? T 2 b

irc
¥

¢, ou une modification de ces courbes, telles que le systéme

\ites , une seule droite , ek le point; ce qui complete

la discussion générale de cette classe d’cquations, ef justifielap-

plication des progédés trés-simples que nous avons GONRCS plus

ruire géométriquement , dans tous les cas,

lles représentent une seclion conigue.
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255, On voit aussi » par cel

xemple géncral , la marche

gwon devrait suivre dans chaque cas particulier, pe

simplifier,
par la transformation des coordonnées , les ¢quations que on

i

ourrait se proposer de résoudro el pour les ramener ainsi a
i i b

la forme précédente, dansle cas oii Pon ne voudrait pas se con-

tenter de les construire par les procédés simples et expédilifs
que mous avons donnés. Alors il fuudrait d’dbord discuter

T'équation proposée , pour voir si elle représente une courhe

reelle; on verrait ensuite , d’aprés les relations qui existent

entre ses coefliciens, si elle represente une hyperbole, une
parabele ou une ellipse ; et selon qu’elle appartiendrait a Pane
de ces trois classes ou i une autre; on transporterail Porigine
et on changerait la direction des axes de maniére ala rapporter
a sa forme la plus sim ple, par exémple , 4 son cenire et i ses
axes §'il s’agit d’une ellipse ou d’une hyperbole ; et sl slagit
d’une parabole, A son axe el i son somumet.

Pour trouver directement le centre des Lyperboles et des

ellipses , 1l faut déplacer Porigine des coordonnées, de maniére

a faire disparaitre bes premieres puissances des variables | puis-

y o

que la courbe est syméirinue aulour de son centre, Pour effec-

tuer ‘cette réduction , on fera

r=a -+ 2, Y= b -%—;‘] B

a et b étant les coordon:

s de la nouvelle o1 izine, En substi-

tuant ces valeurs dans 1 équation générale

y* 4 Bzy + Cx*+ Dy 4 Ex - F=o,

on pourra disposer des indéterminées @ et b de maniére que les
I

premicres puissances de 2’ et de y/ disparaissent de la transfor=

mce; ce qui donnera les deux équitions suivantes

»

Ab < Ba 4+ D=o
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auxquelles ces quantités devront sutisfuire; et alors Péquation

de la courbe rapportée i celte origine deviendra
Ay Bx{y’—l—(f’a;“—-l—«d/;’-]—ﬁczb—i— Ca*~+ Dbh+4- Fa--I—o.

En effet , sous cette forme, on voit qu'elle est symétrique rela~
tivement aux nouvelles coordonnées y' et &'

Les équations qui existent entre les coordonnées a et b de la
nouvelle origine sont du premier degré, et représentent deux
lignes droites : ces droites ne pouvant se couper qu'en un seul
point , il s’ensuit quiln’y a qu'un seul centre dans les courbes
du second ordre. En effet , ces équations donnent pour « et b
les valeurs suivantes

_2A4E—BD s CD— B2
@ pr L AC i BA—§ 4C

of ces valeurs sont uniques : elles .deviennent *infinies ,
quand B> — 4 AC est nul; ce qui signific qualoxs il n’y a
pas de centre, ou, en d’antres termes , qu’il est placé a une
distance infinie de Vorigine. Ce cas est celut de la parabole,
comme Pindique 'équation B* — 4 AC =0, qui forme le
caractére de cette courbe. Dans ce cas , les deux droiles qui
déterminent le centre par leur intersection deviennent paral-
1¢les , puisque leur point d’intersection est infiniment éloigné.
Si, de plus, un des numérateurs est nul en méme temps
que B* — 4 .AC, ces deux suppositions rendent aussi nul
Pautre numérateur , et les valeurs précédenties de @ et b de-
viennent -indéterminées; alors i1 faut revenir aux équalions
mémes qui les déterminent, ety introduire ces suppositions.
Or, il est facile d’en déduire que, dans ce cas, les denx équa-
tions de a et b se réduisent & une seule, et par conséquent ne
suffisent pas pour déterminer ces deux quantités. Il y a donc,
dans ce cas partieulier, une infinité de cenlres qui sent fous

situés sur une méme ligne droite : mais aussi, dans ce cas, la
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courbe se réduit & deux droites paralléles, comme il est facile
de s’en assurer par les méthodes de Varticle 23q, et tous les
cenires se trouvent sur la ligne droite qui est intermédiaire
entre elles.

Lorsque la courbe sera rapportée a son centre, comme
nous venons de le dire , on pourra changer la direction des coor-
données autour de ce centre, de maniére a faive disparaitre lo
rectangle des variables, et alorsla courbe se trouvera rapporiée
a ses axes. 8i c'est une hyperbole, on pourra la rapporter a
ses asymptotes , par le méme procédé,

S'il s’agitd’une parabole , cette courbe n’ayant pas de centre,
on ne pourra pas la traiter de celte maniére; mais lorsque par
fa résolution de l'équation on aura trouvé un diaméire, on
lournera les coordonnées de maniére qu’elles lui deviennent
paralléles, apres quoi on transportera l'origine de manicre 4
faire disparailre le terme constant, et alors la courbe se trou-
vera rapporiée a son axe et 4 son sommel, ;

C’est pour comprendre tous ces cas dans un seul , que nous
avons adoplé cette marche dans I'article précédent , en rame-
nant ’équation d ne contenir que les carrés des variables et
leurs premieres puissances ; car cette forme conyient ¢galement
a lellipse , a la parabole et a ’hyperbole.

Au resle , il suffira le plus souvent de discuter Iéiendue et
la forme de la courbe par la méthode générale qui repose sur
la considération successive des valeurs de y; on trouvera ainsi
autant de points qu’il en faudra pour savoir, dans tous les
cas , quelle est sa nature et comment elle est située, Le reste
&1l est nécessaire , s'achevera par la transformation des coor=
données.
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DES SURFACES DU SECOND ORDRE.

256, Ox a vu dans article 52, que les équations entre {rois

variables représentent des surfices , comme celles qui sont

entre deux indéterminées représenfent des lignes, On classe

aussi les surfaces d’ap:

le degré de leurs équations. Ainsi le
plan dont Péquation est linéaire , est du premier ordre. Nous
ne consid¢rerons ici gue les surfaces du second ordre, dont

Péquation la plus générale est
g

A Ay F A2 By s 4B xz- B " xy 4 Cs4-Cly4- Ol x4=F=o0

el nous supposerons les coordonnées xyz rectangulaires,

Puisque deux des variables Z, ¥, %, peuvent étre 11:‘1'5(.’5 a4 vo-
Jonté , ce qui se présente d’abord de plus simple est de résoudre
Péquation proposée par rapport a une d’enire elles , par
exemple , par rapporta z : alors , en donnant syccessivement
& el ay loutes les valeurs possibles , on en déduirait les va=
leurs correspondanics de z, et par conséquent la position des
différens poinls de la surface,

M

iis cetle méthode , que nous avons employée dans la dis-

Cuss

on des lignes courbes , ne serait pas propre d donner une

idée netle de la forme et du cours des surfaces , parce que,
s'il est facile de saisir par la pensée la laison d’une seule
guite de valeurs, il serait irés-difficile d’¢tendre celte idée
3 deux dimensions, Pour obvier & cet inconvénient , on imagine
une suite de plans coupans menés suivant une certaine loi,
par exemple, paralleles a I'un des plans coordonnés. En com-
binant les équations de ces plans avec celle de la surface pro-

posée , on détermine ( n° 62) leurs inierseetions mull
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T.a mature de ces intersections et Ia maniére dont elles se suc-
cedent , font saisir et voir,, pour ainsi dire, dans Lespace, la
nature de la surface et les divers mouvemens des Nappes qui
la composent.

Pour donner un exemple de ce procédé, , appliquons-le au

cas {rés=simple on V’équation proposée serait
2 = 2 - y? = R2,

Prenons les plans coupans paralléles au plan des zy; leur
équation sera, par le n°. 53, de la forme

a élant une constante : substituant cette valeur de z dans Ia
PITJP(')SL"(:!, on a
e o i e T

Cette équation , qui appartient (n°. 61)a Ia projection de Iin-
tersection sur le plan des ay, représente, quel que soit @, une
circonférence de cercle dont le centre est a origine , et dont
le rayon est L R*— a* : ce rayon est réel tant que @, positif
ou négalif, est plus petit que #; il est nul, quand « égale R,
el imaginaire quand a surpasse /2. Ainsi, dans le premier eas,
Pintersection est une circonférence de cercle ; dans lesecond ,
ce cercle se réduit & un point; et au-dela, le plan ne rencontre
plus la surface,

L’équation proposée étant symétrighie par rapport aux irois
variables &, v, %, on obtiendrait des résultats semblables en
prenant les plans coupans pz‘.ruﬂi:!r;c a un quelconque des plans
coordonnés : si ces plans passaient par Porigine méme des
toordonnées , chacun d’eux couperait la surface suivant des
cercles égaux , et qui auraient pour équation

@ty =R,

J_A_. ¥, e ]?

| e
T 5 =/ .

x' 45" = R*
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On peut done concevoir la surface proposée comme engeri=
drée par le mouvement @’un cercle paralléle au plan zy , et
dont le rayon variable, et représenté par i R* —", est lor-
donnée du cercle suivant lequel le plan des xz, ou des yz,
roncontrerait la surface. On reconnait & cetle propriété la gé-
nération de la sphére que j’ai choisie pour donner une appli-
cation simple du procédé geénéral 5 car, dans ce cas particulier,
on peut aisément reconnaitre la nature de la surfaee , en ob-~
servant que Vs yt 4 z” est la distance d'un point quel-
conque a lorigine des coordonnées : distance qui est conslante
d’apres Véquation précédente ; ce qui caractérise la sphere.
Cest pour plus de simplicité que nous avons choisi les plans
coupans paralléles aux plans coordonnés : par cetle disposition,
les projections des intersections ne différent pas des intersec-
{ions elles-mémes. Nous n'aurions pas eu cet avanlage en pre-
nant les plans coupans dans les directions quelconques : 5Ly
par exemple , nous les cussions seulement, astreints a passer

par lorigine, ils auraient eu des équations de la forme
Ax 4 By + Cz=0;

ol la combinaison de cette équation avec lu proposce etit donné,

en éliminant z ,
(4”4 C*) =* +2 ABxy+(B* + )y =RrC.

Alors 11 projection de Pintersection sur le plan des xy est une
cllipse. On pmlrm]t cependant reconnaitre que celle intersec~
tion elle-méme est une circonférence de cercle, et Ton y par-
viendrait en la rapportant a dtfs\cuurdnnnécs prises dans le
plan coupant. Je donnerai par la suite des méthodes pour at-
{eindre ce but.

e de ce que nous avons dit

257, Fn général on peut , a laid

dans le n® 62 , déterminer les inlersections d’une surface quel-
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eonque par un plan, etil est visible que ces intersections seront
en général des courbes du méme ordre que la surfice : mais
avant d’appliquer ces procédés a I’équation générale du second
degré, il faut remarquer qu'une pareille équation n’est pas
foujours pessible, et qu'il existe des cas ot elle ne saurait
représenter aucune surface. Pour les déterminer , opérons ici,
comme nous P'avons fait n° 224, sur P’équation du second
degré entre deux variables. En résolvant 'équation proposée
par rapport 4 z, et supposant, pour plus de simplicité ,

P—iAdd'=a 2 (BB'—24B")=b B*—idA"—e
HBC—2A4C")=2d 2(BC—24C")=e C— GAF=Ff
ele donne

— (Br+Bst0) h_l/(ﬂy Fbaytozidyyertf ).

2 .1‘1 2.

Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire, quels que
wient et ¥, il faut que la quantité comprise sous le radical
wit toujours négative. Or, en supposant x nul, on pourra
(1°. 225) donner 4 ¥ une valeur telle que le signe du résultat
1e dépende que de celui de @ : on aura don¢ d’abord , pour

premicre condition de l'imaginarité ,
B — 4 AA4'<o.

De plus , pour que la quantité qui est sous le radical conserve
loujours son signe négatif, il faut qu’elle ne puisse jamais de-
venir nulle, et par conséquent il faut qu'en I'égalant & zéro,
oa n’en tire jamais pour|y que des valeurs imaginaires. Or,
on voit , par 'article 232, que cette condition ne peut étre

templie , 4 moins qu'on n’ait

¥—taca (bd=2ae)*—(b*—4ac) (d—haf)<lo;
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ce qui exige que les quantités @, ¢, f°, ou
B*—4d4A4', B*—y4dd!, C—idF,
soient de méme signe , et par conséquent négatives , puisque

la premiére doit Télre : pour cela, il faut que les coelliciens

A A" soient de méme signe , sans qu'aucun d’eux soit nul

En faisant donc, pour plus de simplicité,
Pravpac—d, bd —2ae=170',
(3d—2ae)*> — (0" — fac) (& —saf)=Q,
nous aurons les trois conditions

Feo, o0<o, Q<0

T.orsquelles seront remplies , I'équation proposce sera impos-
sible, et ne représentera aucune surface.

On peut s’assurer aiscment de celle vérité , en obseryant que
la quantité

ay* + bay +cx* - dy +ex+f I
peut, d’aprés Particle 232 , élre mise sous 1z forme }

Q2

L (2az 4 8') + -—r;f=5

(22

—A{g,s(z ay+ bx 4 d)* —
ja |

Par conséquent , 'équation proposce équivaut a la suivante,

(2.4%5+By + B+ C) — — (2ay +b3+d)’
Jixes
3 o =05
1 { {
S St e ) At L S
7 4 aal R 4 aa' 5

quelles ‘que soient les valears reelles atiribuées anxvai

Ty ¥ Zy8L 2, @ 6L (\} , sont nv--_'rwt.{ei ce qut rend L e

£C10 Ji'.!)iiu.'c.._
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5{)1

Si Q est nul, & et @' étant toujours négatifs , I'équation
peut étre satisfaite , mais c'est seulement en supposant chacun
de ses termes nul en particulier ; ce quidonne

2d54+By+Bx4+C=0 2ayv+ibxtd=o a'z-{-b6/=o.

Ces trois équations suffisent pour déterminer les coordonnées

%, ¥, %; et, comme il n'en résulte pour chacune d’elles qu’une

valeur, il s'ensuit qu’alors la surface se réduil a un point.

Il est & remarquer que la quantité Q reste la méme quand
on y change tous les signes des coefficiens @, &, . . - .

257. Il peut arriver aussi que I'équation proposce soit dé~
composable en facteurs réels du premier degré, et alors elle
lu, il faut que

représenterait le systéme de deux plans. Pour ce
la quantité affectée du signe radical, dans la valeur'de =z, soif

i“ll.

un carreé que P(!{l i)Dll]‘l‘{L par (_'Oll‘il::fllll‘[lfl I'(‘!)l'\‘.‘-“]'ll.i.'l‘

(ay 4=px 4= v)? @, B, v, ctant des constantes indéterminées :

1

développant celte expression, elle devient
2, 2 A AR .o —_— #
| &y F 2 afzy 4 2 4 2ayy 4 298> o7
| e, en la comparant terme & terme avec la quantifé

ay* 4 bxy + ex® - dy Fex - i

o a
| R B R ==, =

2 ali=—>5 2ay =4d, 2 wh

[
Tk,
#
—_
S
LY
L —

[

d'oti 'on tire
2 A n
b* — fac=o, O Aaf— 0,8 = S8l =0 (B)
(e qui exige que les quantiités @ , ¢, /5 soient de méme signe.

Lorsque ces trois équations seront satisfaites , on aura
s LT =
a=V'a, ;;:l/c v=¥f,

les signes des radicainx étant déterminds d’aprés ceux des quan
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tités b, d, e; et I'équation proposte se résoudra en deux fac-

teurs , qui seront

oAz +By+B's + c:u;/;{er «V %_H/L‘j s

(L}

Si les quantités @, ¢, f°, sont positives , ces facteurs représen-

teront des plans réels : dans le cas contraire , V" a sera ima-

ginaire, et ’on devra avoir en méme-temps

2A4z4By+bB'z4C=o, _:l-}—m[,//_f_q_}- |/i i
a e

Alors la proposée représentera une ligne droite.
Les valeurs de & , d, e, tirées des équations (.4), donnent
bd — 2 ae= o.

Ainsi, en se reportant au numéro précédent, les quantitésque
nous avons nommeées &', 4/, Q , sont nulles lorsque Iéquation
proposée est décomposable en facteurs du premier degre.

Si ’on développe les équations (B), en mettant pour @, b,6

leurs valeurs, elles deviennent
AB" A" B?—A4"B*—BB'B"'—4A A" A"—0 (1)
AC 4+ 4" C*+FB* —BCC' —jAd A'F=—o (2)
ACV’FA"C* +-F B —B' CC'—fAA"F =0 (3)

Les deux derniéres sont celles que on obtiendrait en fuisant
successivement abstraction de @ ot de ¥ dans la proposce, ¢
écrivant que le résultat est décomposable en facteurs du pre-
mier degré. Il est facile da s'en assurer, en les comparant
avec celles de Part. 244. Ta premiére n’est point symétrique
avec les deux aulres , et cela vient de ce que nous avons résolu
Péquation par rapport & z ; ce qui n’a laissé que x et y sous le
radical : en la résolvant par rapport a y , on trouverait pour
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une des {rois équations de condition suivante
A'C* 3 A1C"” - FB'" — B"CC" — 4 A' A" F=o0 (4).

Cette équation, qui ne contient que les coefficiens de x etde 5,
doit nécessairement étre comportée par les trois précédentes :
de plus, comme elle contient la lettre B", quine se trouve
pas dans les deux derniéres , et la lettre F, qui ne se trouve pas
dans la premiére, elle ne peut résulter que de la combinaison
de ces trois équations. On peut donc la substiluer a une d’enire
clles, par exemple, a la premicre, et I'on aura alors les trois
conditions (2) (3) (&), pour que la proposée représenle
deux plans ou une ligne droite : ces équations de condition
pourront méme étre employées quand une des quantités
B, A", A", qui inultiplient les carrés des variables z, y, 5,
deviendra nulle.

Si Pon voulait parvenir direcfement aux irois équations

(2) (3) (4), il faudrait rendre la proposce homogéne el sy-

o : & y z
métrique , en y substituant pour &, ¥, 5; —, ——, —;
n n n

n étant une nouvelle indéterminée : on trouverait ainsi

b4 A'y* + A"z 4-Byz+B'xz+B"xy 4 Can+-Clyn+ C'xn+ Fn'=o;

et en résolvant cette équation par rapport a 7z , on chercherait
les conditions qui rendent le polynome décomposable en fac-
teurs ; on obtiendrait ainsi directement les {rois ¢quations (2)
(3) (4)-

234. Le principal caraclére par lequel nous avons classé les
courbes du second degré , est I'absence ou Pexistence des
branches infinies. On distingue également , parmi les surfaces
du second ordre, celles qui sont renfermées dans un espace
limité, et celles dont le cours est indéfini,

Généralement, lorsqu'une surface est fenfermée dans un
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espace fini , si 'on méne une droite qui la renconire en plu-
sieurs poinls, la portion de cetle droile gui est interceplée
entre les poinls d’intersection ne pourra jamais devenir infinie;
1

dent que cette ln'vuria;h" 1ii:i1::}“.".l‘.llt exclusivemenl a

et 1l est ¢y
4 i . 1 o g ! . A o
ce genve de surlace : cherchons les conditions qui I'établissent

dans celles du second ordre.

Soient donc

x

Il

@ 248

y=cdz ¢
les équations d’une ligne droite quelconque dans laquelle o, ,
o, £, sont des constantes absolument arbitraires qui dépendent
de la position de'la droite : les points ol elle rencontre la sur-

face du second degré

Az Ay 4 A2+ Byzt-B oz B" 2y Cz- Cly -+ C' =

seront délerminés par le systéme de ce¥ troiséquations (n%.62).

Il faudra donc-en tirer, par I'élimination, les valeurs des
coordonnées a, y , & ; ce qui revient a chercher les intersections

de la surface par chacun des plans projetans, et & délerminer
ensuile les points communsa ces deux intersections. Ainsi, pour |
que la surface proposce soit renlermée dans un espaee fini, il est |
nécessaire et il suffit que ces courbes soient toujours fermées,
quelle que'soit la divection des plans coupans.

Si I'on combine d’abord la premiére des équations de la
droite avec celle de la surlace ; et'qu’on élimine x ehtre elles,
il vierdra une équation du second degré qui appartiendra ala
projéctien , surle plan de sy, de la courbe suivant laquelle Is
premier’ plin projetant rencontre la surface : cetle équation
sera de la forme

'z’ + by J-ely’ +dls ey - fl=o0. '

Pour qulcile appdrtienne & une courbe fermée 51l faut, comme
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onlavu n° 235, que b"” —za'e! soit une quaniité négatlive
or, sans effectuer entiérement le calcul de Pélimination , il est
aisé de voir que l'on a

o= A+ Bad 4", O'=B+ B, = 4
ce qui donne
(B"—b ' A7) 4 2(BB'— 2 B ) e - B A A",

Cette condition devant étre remplie, quel que soit «, il est

visible que l'on aura d’abord (n® 9

B2 g AT A,

A et A" sevont par conséquent de méme signe , posilives par

exemple, si nous supposons la premiére positive, ce qui est
permis.

Il faudra ensuite que ce polynome reste toujours négatif ,
quel que soit ¢ ; ce qui exige qu'en I’ ¢galant 2 zéro , il ne donne

pour e que des \-’zdclu'a_quugm;nt'::s : pour cela’; 11 faut qu'onait
(BB!— 2B AV~ (B'— 4 AL) (B"—4 44" <o (4),

ou, en développant et divisant par 4 ', qui est une quantité
positive ,

AB" - A'B" + A"B*— BB'BI— 4 /I,f{',j”_< o (5).
Cela ne peut avoir licu qu'en supposant
B*— 4. 4.4 < 0.

Il faut par conséquent que les quantités A, 4!, 4" soient
toules trois de méme signe , Cest-a-dire ¢ positives , sans qu'au-
cune d’elles soil nulle.

Ces conditions étant satisfaites s la section faite dans la sur—
face par le premier plan projetant de la droite sera une courbe
fermée , quelle que soit la direction du plan.
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En combinanl de la méme maniére ’équation
=i B!

du second plan projelant de la droite avec celle de la surface,

on trouvera que l'intersection sera une courbe fermée , sil'on a
B — & A A" 0
(B'B"—2BA") —(B""—444") (B"—4.A4'A") <o (6);
ce qui exige que l'on ait
Bi* —4 A4 o

Mais ces condilions ne différent qu'en apparence des préed-

dentes; car, si lon développe la formule (6), et quon la divise

par 4 A", qui est une quantil¢ positive , elle donnera la for-

mule (5): el, réciproquement , en multipliant Ja for-
mule (5) par 4 !, on retrouvera la formale (6). Par consé-
quent , la condition B'* — 4 A.A" < o est implicitement
comprise dans les précédentes. Lanalogie fait aisément senfir
gw'en multipliant la formule (5) par 4 Ay on peut Jui donner
la forme

(BB!—a2.AB")*—(

—3dA) (B —444")<o.

11 suit deda que , paur qu’une surfice dusecond degré soit ren=
{fermée dans un espace fini, il est néeessaire et il sufiit queson
interseclion , par un plan perpendiculaire a un des plans coor-
donnés, soit toujours une courbe fermce , quelle que soit la
direction du plan ‘coupunt : il est aisé de voir que ce caractere
peul servir A déterminer les surfices finies de tous les ordres.

Ceite propriété tient & ce que 'on peut trouver Pintersection
d'une’ droile avec une autrve , sans combiner immédiatement

T'équation de celte derni¢reavec celles desdeux plans projetans;

car on pavvienl aur but, en cherchant les points dans
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lesquels un des plans projetans rencontre la courbe suivant |

L=
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quelle Pautre a cot 1ipé la surface. 1 suflit done C, pour que celle-ci

801t comprise dans un espace fini, que la courbe dont il s agil
) Z ’ )
s0il toujours fermée » quelle que soit Ia direclion du plan.
Nous conel

urons de ce quiprécede, qu’une surfuce du second
degré ; dont I’ équation est

| 45+ Ay + A" Bys}-Bleay By ©; +Cly+ Qs F=o (1)

ne peut ¢ire renfermée dans un espace fini, A moins quon n’ait

entre les coefticiens de cetie équation les velations suivantes

b—y 14'<o ,}“—;1_4;/”{0 Bl 1A' A"<o (A)
_‘2‘,’])’]”?+A’j)”u-—f“_f.i”])’.l—“l)‘/i"f}.","“ i,a’dl'[”<ﬁv-

Mais nous observerons qu’une quelconque des trois premicres ,
prise conjointement avec lu derniére , comporle les deux aulres.

Pour prendre une idée ne tte de ce que ces formules repré-
sentent 5 supposons que Pon {usse successive ment

X =0 ¥ ="0 Z==x0

dans Péquation générale des surfices du second degry
obtiendra , par ce moyen, trois ¢quationsaussidu second deg

!]llt appar tiendront aux sections f; ites d

ans la surface par les

trois plans coordennés : les trois premicres des s condilions («4)

anifient que ces seclions , que nous ngmmerons les Lraces de
la surfuce, sont des courbes fermées. "fais cela ne suffit pas

pour que la surface soit elle-méme fo Hnrr', et il faut encore
que la quatriéme condition soif remplie, " Ce

st ainsi, par
exemple

» Qu’un.cone droit qui est une surface indéfinie » peu
¢tre placé, par ra pport & lorigine, de maniére que ses intersec-
Lions pav les frois plins coordonnés soient des ellipses.
On voit, par les formules s précédent

es, que toutes les surfaces
du second degreé

(_LU! sont LlL‘ nalure d Li[}_‘l‘ (J'll[)llzt‘.-; l[u,ﬂ‘; un
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espace fini , renferment nécessairement dans leur équation les
carrés des variables &, y, 53 el, en effet’, si'une de ces va-
riables , z par exemple, ne 8’y trouvait qu'a la premiére puis-
5

e, sa valenr serait toujours réelle , quelle que fit celle des

?
autres ; et, si elle n’entrait pas du tout dans P’équation , elle
serait absolument arbitraive, en sorte que, dansun et Vautre

iment dans le sens de celte

cas, la surface s’étendrait indéli
variable.

260, Considérons maintenant les diverses particularités du
cours de ces surfaces; mais, pour les disculer avec plus de
facilité , et distinguer plus nettement les propriciés qui les
caractérisent , cherchons a siwmplifier I'équation génerale ,
comme nous avons fait dans le cas des courbes planes, en chan-
geanl convenablement les coordonnées.

561. Ne faisons dabord que transporier I'origine. En nom-

mant &' L‘i.-’l' les nouvelles coordonnées, on aura
)
r=x 4 a y=y'+8 z=12z"4 v

Eu substituant ces valeurs , on peut disposer des indéterminées
&, P, de maniére a faire disparaitre les termes affectés des
premiéres puissances des variubles 2, y', 55 ce quidonne les
trois ¢quations
24 y+BA+Bakt C =o,
2A'B+ B'a4 B v+ C'=o0, (2)
o Auy By BB C'=0;
et, en représentant par L la quantité
A

A A A" 4 By F By + Blaf+ O+ Ce Clet T

qui ne contient que des quantiiés connues., la transformce

devient ;

.{fZ“+A'Y'B+A”J!"+BJ,J"—E- Br;JI.’_l_BHx:},P_!_I-__-—-Q {jj.
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Cette ¢quation reste la méme, quand on y change 4 ', 4/,
- 2/, respeciivement en — a', — !, — z'. Si done, par Pori-

gine des coordonnées , on méne une 1

> droite dont les équa-
tions soient de la forme

ale=mzl M= mal
les points ot elle rencontrera la surface auront leurs coordon-
nées respeclivement ¢gales et de signes conlraires : par conse-
quent, la portion de cette droite inlerceptée par la sarface se

trouvera divisée en deux parties égalec

a l'origine des coordon-
nées. Celle origine sera donc le centre de la surface , en attri-
buant acelte expression la signification quenousluiavens donnée
dans les courbes du second ordre. .

Les ¢quations (2), qui déterminent la position de ce centre,
étant linéaires , elles donneront toujours pour e, £, v,des
valeurs réelles ; mais les coefficiens A, B, C, peuvent avoir
enlr’eux des relations telles s que les valeurs (k' @, B, 9, devien-
nent infinies ; et alors le centre de la surface se

infiniment

¢loigné , circonstance analogue & celie que pr¢sente la parabole

parmi les secitions coniques,

Pour savoir quand cela arrivera . il faut tirer des équa-
] ’ {

tions (2) les valeurs de « s B, v, et examiner les cas ot lear

4

dénominateur peut devenir nul, Si I'on caleule ce dénomi-
I

nateur par la' méthode ordinaive d’élihination , on aura , en
I'égalant & zéro -

AB" 4 A'B'*4 4"B*__ B B'B! — 4 AA' A — o (D).

Cest la condition nécessaire pour que le centre de la surface
soit infiniment cloigné.
Si cefte équation élait satisfuile, et qu’on eit en méne
temps
C=0 (C'=qo ('—

les valeurs de , 8, 7, ne ser

plusinfinies » il est aisé de
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voir qu’alors une quelconque des trois équations (2) serait com-
portée par les deux aulres. Elles ne suffivaient donc plus pour
déterminer les trois coordonnés «, B, o : par conséquent, 1l
v aurait une infinité de centres tous silués sur une méme ligne
droite qui serait l'intersection de deux plans ayant pour équa-

ions
24 y+B B+ Bae=o0,
o dA'p+B'at+By=0o0,

Dans ce cas, la surface est un cylindre droit a base elliptique
ou hyperbolique , comme nous le verrons plus bas , et I'axe do

ce cylindre est le lien de tous les centres.

262. Taisons d’abord abstraction de ces cas particuliers , et
cousidérons en général les surfuces qui ont un centre, c’esl-a-

dire dont ’¢quation peut étre mise sous la forme
./f:”‘-{-ff'“] f)+/£ﬂl£!‘l_!_1;l“l ’5'+—B!*’5’:’+ B”.:':"'v'—{— L=o;

pour la simplifier encore, changeons-y la direction des coor-
données , en les laissant toujours rectangulaires, el cherchons
a déterminer le nouveau systéme de manicre a faire disparaifre
les terimes qui contiennent les rectangles des coordonnées ; il
faudra , pour cela, faire (32)
z! = x" cas X - 7" cos X' + = cog X"
e e y!! cos ¥ - 5" cos YIS
2 =z cos Z+y'"cos Z' 4 2" cos 2",
et joindre & ces équations les suivantes
cos> X Fcos®Y +cos*Z =1
cos? X/ +c‘03:' ¥ -I- cos* Z! —1 \:‘1)
”.‘31 /\'H ‘i" cnald }‘H + (‘0:~J er: 1

cos X cos X! 4 cos ¥ cos ¥ dcos Zeos Z' =o

cos X cos X" -+ cos Y cos ¥ - cos Z cos ZH =0 (B)

cos X' cos X! - cos Y cos ¥ -4 cos Zlcos Z' =0
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ee qui donnera une équation de la forme
Lk ; ] T - } 5
M+ RUF" - " N By e N s e N 2!y P —To

Sans effectuer enticrement le calcul , on peut aisément foraer
les valeurs des coefliciens IV, N/, N/ ; et en les égalant a zéro,

on aura les {rois équations suivantes

2.4 cos Z cos Z' 4 B (cos Z cos Y/ cos Feos Z')
+2 A' cos ¥ cos Y ’—}— b (l 08 7 COos _\"—}-1 )§ .\'(}h.{r;"\.:l~ o
+2.4"cos X cos X/ 4 B"(cos ¥ cos X/ < cos Xcos )"’))
2.4 cosZ cos Z" + B (C‘.)S Z cos 1”"-—i— cos FeosZ') J)
|
24" cos ¥ cos ¥+ B! (cos Z cos X!} cos Xeos Z!") p=
+2.4"cos Xcos X" 4~ B (cos Y cos X'~} cos Xcos ¥') 5
2.4 cos Z'casZ! - B (cos Z'cos Y cos¥ 'cos Z"") ?
+2.4" cos ¥'cos ¥ - B’ (cos Z'cos X''A-cos X'cos Z'!) p =0
~-2.4"cos X'cos X" —I—-ﬁ’f(\ 0s Y"cos X" 1 cos X 'cos Y“J

On peut, au moyen des neuf ¢quations {zf) (B) (C}, déter-
miner les neuf quantités d'ott dépend la position des Lrois axes;
et, ensubslituant leurs valeurs dans la proposée; clle se réduira

a cette forme {rés-simple
Mz e Myt - M52 - I = o.

Mais Ia possibilité de la transformation dépend de la réalité de
ces valeurs,

Pour s'assurer de cette possibilité, il-faut observer que les
équations (A) (B) (C) restent les mémes, quand on y change
X YZ respectivement en X'Y'Z', ou en X" ¥ Z!, Ces équa-
l“l“.‘.: sont [li)!l(: 5)"“:\.‘!)‘1:]“11('.\' P{.:‘ 1'4‘.1‘{“[‘3‘{. aux l]‘U.!"S dXCS (’!f‘."}
nouvelles coordonnées z' _}'” z' . par conséquent il doit
étre possible de les décomposer en trois systémes équivalens
(A) (A") (A"), dont chacun ne renfermera que les quantités

relalives a un de ces axes. sy slémies devani étre encore
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symétriques, comme les équations (A) (B) (C), un seul de
ces systémes pourra représenter les Jeux autres, et devra

donner pour chacune des inconnues trois valeurs, quiappar-
L S
USST

{iendront aux trois axes des x

P

our ubtenirceséquations éliminées , multiplions la premiére
des ¢quations (C) par cos ¥, la seconde par cos Y', el re-
tranchons ces deux produits I'un de V'autre, en faisant, pour

plus de simplicité,

2.4 cos Z-4+ B cos Y4 B cos X= M
2.4"cosY 4B cos & J B cas X =P,
il viendra
M (cos ¥ cos Z" —cos Z' cos Y'') 3 )
: e = i o)
-+ P (cos Y cos X" —cos X'cos ¥'') § \
Effectuons la méme opération en multipliant par cos X' et
cos X', et faisons
2 4" cos Y4 Beos Z 4 B'cos X=N,
il viendra |
M ( cos X! cos Z" — cos Z'cos X" ) ) @) |
-+ IV (cos X' cos Y — cos ¥ tos X'') ;
Traitant absolument de la méme maniére les deux premicres
équations (B) , on en tirera les deux suivantes
cos X (cos ¥ cos XY — cos X' cos V')
-} cos Z ( cos ¥ cos ZM — cos Z' cos Y')
cos ¥ ( cos X' cos Y — cos ¥ cos X")
- cos Z ( cos X' cos Z" — cos Z! cos X'')

|

}
8i Don fait, pour plus de simplicité,
cos ¥/ cos Z'" —cos Z'cos ¥Y' = T

cos Y cos X' —cos X' cos Y = U
cos X! cos Z'"— cos &' cos X! = ¥
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les quatre équations précédentes deviendront

..;111'—}— PU=no MY —NU=o0
TceosZ +Ucos X=o0 Foeos Z— Ucos Y =o.

I1 fuut observer que les quantités 77, U, 7, qui enlrent dans
ces expressions , sont les seules qui contiennent des ateens : en
les éliminant , on aura les deux équations suivantes, qui ne
contiendront plus que XY Z,

Mcos ¥ — Noos Z =0, McosX—PcosZ=o,
qui comportent la suivante
P cosY— Noos X=o0;
ou, en développant et meltant pour NP leurs valeurs

2(.A—.A4")cos ¥ cos Z 4+ B (cos* ¥ — cos’ 7)\
+ B’ cos ¥ cos X — B! cos X cos Z j
1

2(.A-~.A")cos X cos Z 4 B'( cos* X — cos? ZN
-+ B cos X cos ¥ —]f"' cos Y cos 4 ( e
2( A" — A" cos ¥eos X + B'"(cos® Y — cos® X))
-+ B'cos Z cos ¥ — B cos X.cos Z )

a quoi il faudra joindre
cos® X ~-cos* ¥ - cos™ Z =1T1.

Ces équations climinées suffisent pour déterminer cos X
1 ’

cos Y, cos Z; ct, comme les formules dont nous sommes
parlis étaient symé hqtifs par rapport aux {rois axes des nou-
velles coordonnces, on aura, par rapport i chacun dcux,
trois €équations semblables aux précédentes, en sorte qu’il suffit
de résoudre ces derniéres.

Pour y parvenir, on fera

cos X=mcos &, cos¥=nrcosZ;
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on a alors

1

V14 midn?

cos £ =

el les quanlités m , 7, se {irouveni déterminées par les
équations
2(d—d)n+B (n*—1)+ B mn—B"'m=o
2(Ad—A")mn+ B (m*—1 )+ B mn— B'n=o.

Si Ton prend dans la premiére la valeur de m , qui esl au
premier degré , et qu’on la substitue dans la seconde , le terme
affecté de n4 disparait de lui-méme, etil réste, pour déter-
miner n, une équation du troisieme degré. Celle équation
ayant an moins une racine réelle, il en résultera au moins une
vileur réelle pour 72, el par conséquent pour chacune des
quantités cos X, cos ¥, cos Z: ces valeurs vérifieront les
équations (5), et il y aura au moins un des-axes cherchés qui
sera réel. :

Supposons que Pon transforme les coordonnées de maniére
a prendre cet axe pour celui des z , les deux autres axes étant
pris, comme on voudra, dans le plan perpendiculaire, et seu=
lement de maniére & fuire entr’eux un angle droit : si aprés

avoir effectué ces transformations dans I’équation proposée , on

lui applique ensuite les équations (5), elles devront se trouver
satisfailes en faisant cos X—=o0 ,cos ¥==0, cos Z = 1. Celte
suppasition donnant B=o0, B'=o0, il sensuit que, si l'on
effectuait cetle transformation , les rectangles yz, xz, des
nouvelles coordonnées, disparaitraient d’eux-mémes, et 'équa-

tion serait ramendée & cetle forme,

Az Ay A"z - By L= 0;

les coe ns AA' A'B'"L élant toas des quantilés réelles;

wiais, lossquion n’a plus qu'une équation de cotte forme ,
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o B et B' sont nuls, les deux premiéres des équations (5)

ORDRE. 15

sant encore satisfailes , en supposant cos Z = o; ce qui donne
des axes perpendiculaires & l'axe des z. La position de ces
nouveaux axes est déterminée par la troisiéme de ces équalions,

qui devient
2(A"— A")cos Yeos X B (cos* ¥ —cos* X ) =0,
ou , comme on a alors
cos* X 4 cos® ¥ =1,

2 (A" — A

tang® X - i T AR

tang X —1=o.

Le dernier terme de celte équation étant négatif ét égal & — 1,

les deux valeurs de tang X sont réelles, et les angles auxquels
elles répondent sont X et X 4 100°. Les nouveaux axcs
des = et des y , déterminés par les équalions (5), seroit
J

donc réels; laxe des z, que Pon avait trouvé d’abord, et
auquel ils sont perpendiculaires, est aussi réel : on aura done
ainsi trois axes récls et vectungulaires, dont le systéme satis—
o s e G . 3 T HPE T A
fera aux équations (A4 ), (B) , (C); c’esl=i-dire qu'en y rap

portant I'équation générale des surfaces du sccond ordre , les

trois rectangles des coordonnées disparaissent d’eux-mémes de
cette équation.

Quoique ce systéme de coordonnées soit en général unique
pour chaque surface, il pourrait exister entre les coefiiciens

de l'ﬁqil\iliuu proposce des relations telles , que quelqu’une

des équations (5) fut satisfuite d’clle-méme; al

)

s les quan-

tités m et n rester indélermindes , et il y aurait une

infinité de svstémes § & ceux que nous considérons : cela

arriverail , par exemple, sil'on avait

N e e e e e
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co qui suppose

5"+ 9?4z = R

Alors les trois premiéres équations (4) seraient satisfailes
delles-mémes , et il ne resterait qu'a remplir les conditions
relatives a la perpendicularité des trois axes; alors aussi, de
quelque maniére qu’on change la divection des coordonnées, en
les laissant toulefois rectangulaires , comme les éguations (5)
le supposent, on n’introduirait jamais les rectangles des va-
visbles; Clest ce quil est facile de voir directement par les
substitutions. Le cas que nous considérons ici est celui de la
sphére , et la propri¢ié dont il s'agit a son analogue dans le
cercle, comme on l'a vu précédemament.

Si Pon avait simplement
Sl g i gaspl MR =y OB o),

une des équations (5) serait satisfaite d’elle-méme; mais les
deux aulres ne pourraient pas I’étre, 4 moins qu’on n’eit
cos 7 = o : il faudrait done alors qu'un des troisaxes, celui
des 2!' par exemple , fit perpendiculaire 4 axe des 5 ; on aurait
ensuite

cos’ Y 4-cos®* X=1,

’est-d-dire que les angles X, ¥, sont complément Pun de

Taulre; ce qui est une suite de la condition précédente, en

vertu de laquelle Paxe dont il sagit est situé dans le plan

©

des xy. Mais, pour la détermination des autres angles, il faut
recourir immédiatement aux équations ('), qui deviennent,

dans ce cis 5

Acos Z cos Z' 4 A'(cos Y cos ¥' - cos X cos Xlha—idly
A cos Z cos Z" 4 A (cos Y cos ¥ 4 cos X cos X" ) =0,
A cos Z' cos Z" 4 A’ (cos ¥ cos ¥ < cos X'cos 2]

— O
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e |

En les combinant avec les équalions (B), elles donnent

(A — A" )cos Zcos Z'' = o,
(A — A")cos Zceos Z'=o0,
(A — A4') cos Z'cos Z''=0;

et, s onn'a pas A = A', il faudra que deux des trois quan-
tilés cos Z , cos Z', cos Z'!, soient nulles ; ce qui met deux des
nouveaux axes dans le plan des zy. Comme leur situation dans
ce plan reste indéterminée , il y aura une infinité de systémes
de coordonnées rectangulaires qui auront fous le méme axe
des z, el qui auront la propriété de ne point introduire le rec=
tangle des variables dans I’équation proposée; aussi verrons-
nous, par lasuite, que la surface représentée par cetle équation

est formée par la révolution d’une courbe du second deg

autour de I'axe des z.

On arriverait a des vésullats analogues , si, BB'B" étant
nuls, on supposait A = A", ou 4= A" : ces cas se traite~
raient comme le précident,

Si, dans les formules de Particle 261 , on supposé que 'onen
fait préalablement dispar itre les rectanales des coordonnées,
I'équation que nous avons nommce (B)-ne pourra éirve satis-
fuite qu'antant qu’une des quantités A A" A" sera nulle, Celte
condition , jointe a ce que Fon a déja €, Cf, €7, nuls, fait
disparaitre une des trois variablés de Péquation de la surface ;
et comme.celte variable est alors absolument indéterminge, il
s’ensuit que la surface est, comme nous I’'avons annoncé . un
cylindre droit dont les génératrices sont perpendiculaires d la
base , qui est une ellipse ou une hyperbole , situce dans un des
plans coordonnés. Le cas de Phyperbole comprenant celui des

deux ligries droiles, le plan se trouve compris parmi ces cy=

lindres.
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Des Surfaces du second ordre rapportées a leurs

aixes.

262. I résulte de celte discussion que toutes les surfaces du
second degré qui ont un centre , sont renfermées dans Péqua-

tion

Mz 4+ My* 4+ Mz F L=o (1)

Mais on peut aussi les réunir avee celles qui n’ont point de
centre, dans une formule trés-simple. Hn effet, si on chunge
dans équation générale la direction des coordonnces sans dé-
placer leur origine , et en les laissant toujours rectangulaires,

on pourra disposer des indéterminces dépendantes de cetledirecs

Fol s

tion, de maniére a faire disparaitre les rectangles y/z", %'z, 5"y,
des nouvelles variables ; car on aura, pour cela, les mémes
couditions que dans les numéros précédens. Par cette opéra-

tion , la proposce sera ramence a la forme

;!f;i','._{_J‘Wi},"’_}_‘q:jll‘!z + ]‘(;r_}_](’ﬁj,f __i__ Jf”,z:' —;—13:0.

3

Alors , i Pon {ransporte Porigine des coordonnées sans ehanger

la direction des nouveaux axes , ce qui se fera en supposant
e s e e ol
el opt=gl +a', ="t ",
on pourra disposer des indétermindes @ @' @' de maniére a
farre disparaitre le terme tout connu ; ce fiui donnera
Mea® 4 M'a + Mo”4 Ka - K'a' + K"a! 4 F=o0 (2)
Il existera tonjours pour @ a' @’ des valeurs réelles qui
Y . 3 i - -
salisferont a celte condition, excepté dans le seulicas ou la
Jroj

Ies accens dont nous n’avons plus besoin, et faisant, pour plus
3

crail elle-méme impossible. Ainsi, en supprimant
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de simplicité

:519

2Ma+K=H, a2M'd|LK—=H, 2 M@ K =17

toutes les surfuces du second ordre se trouveront comprises

dans I’équation

Mz"+ My* 4+ M"s* 4+ Hz 4 H'y + H'z — o (33
Porigine des coordonnées étant sur un point de la surface,

L’équation (2) ne détermine qu’une des coordonnées ¢ a' '’
de la nouvelle origine; on peut en conséquence disposer des
deux aulres pour rendre nuls deux des cocfficiens !_U[’Jj”' -
mais ceite réduction n’est applicable qu’a celles des variables
dont le carré se trouve aussi dans Péquation ; car, si M, par
exemple, était nul, Pindéterminée « disparaitrait de la valeur

de H , qui se réduirait alors A une quantité toute connue.

Celte circonstance nous fournit un moyen {rés-simple de
reconnailre dans Iéquation (3) les surfices qui n’ont pas de
cenire ; car , ces surfaces ne pouvant se ramener i Ja forme de

Féquation (1), si on essaie de déterminer les ar bitraires @ ' a''

a
de maniérea ce queles premicres puissances des trois vari.hles
(ll.sphr;.:sst nt en méme te mps , que lqiuw unes de ces quantilés
devront devenir infinies dans le cas des surfaces dépourvues de

cenire : or on auruit, pour déterminer, les ¢quations
2Ma+ K=o, 2Ma } il esia Mg 4 K=o,

I faudrait done qu’une, au moins, des irois quantités ALV AZ1
fit nulle, celle qui lui corvespond parmiles quantités K&K
ne Pétant pas. Ainsi, quand nous voudrons considérer dans
Péquation (3) les surfuces dépourvues de centre y nous devrons
supposer que cefte équation a perdu quelques-uns des termes
qui-contiennent les carrés des variables ; modification analogue

a celle quoflre la Pyrabole dans les sections coniques,
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204. 1, vrlzxz‘:imn genc rale élant ainsi ramenée , dans tous led

cas, i sa forme la plus simple, examinons plus particuliére=
ment la nature des diverses surfaces qu'eile représente , en com-
mengant d’abord par celles qui ont un centre, et qui sont par

conséquent comprises dans la formule
Mz 4 ﬂ[‘r‘y" -+ M's* + L=o.

Cetle équalion , ¢fant résolue par rapport a une (jlleh:rmqun
des trois variables &y , donnerait pour elle deux valeurs égales
et de signes contraires. Il suitde la que chacun des plans coor~
donnés divise ces surfaces en deux portions égales et symétri-
ques. Tes traces de la surface sur ces plans se momment
sections principales , el les axes rectangulaires qui délerminent
ce systéme de coordonnées sappellent axes principau.

Si nous coupons la surface par des plans paralléles aux plans
coordonnés , ce qui revient a supposer suceessivement X, 1 £y
constankes , les inlerseclions , qui sevont des courbes du second
(l('gre': rapporices a leurs axes et au cenltre, détermineront la
forme et le cours de la surface. La nature de ces interscctions
dépendra évidemment des signes des coefliciens MM "M'": or,
en supposant A positif, ce que nous ferons toujours , il peut
arriver qu’on ail

M et M posilifs ,
M positif M négatif,
M'uégatif M" positif',
M' et M négatils.

T.es trois derniers cas donneront toujours deux coefliciens de

e, le troisieme étant de signe différent : ils rentre-

meéme si
ront par conséquent les uns dans les autres, et conduiront aux
mémes résultats, en changeant convenablement les variables
les unes dans les autres. 11 suffiva par conséquent de considérer

séperément le premier cas et le dernier,
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265, MMM ctant positifs , si eon fait successivement

=%, 5 e 5i=v

»

.-31'5{)(‘[5()1}5 de ces ‘;)}i‘ﬂ]S avee

1('5 SUiIi CEs auron £‘l}[|1‘ e (Jllnlld!i&

Toutes ces intersections seront alors des ellipses qui auront

leurs centres sur les axes des zyz. Tes traces de la supface
s'obtiendront en faisani #=0, =0,y =0, et elles auront
pour équalions

T
M z* 4 Mg L F — 0,

f‘l!} P + L =o.

Mz 4 My o L=

Si 7, est positil, toutes les inte

seclions par: es aux plans
coordonnés seront imaginaires, ainsi que la

id

ace; s1 L esl
¥
lies se r

nul, e

ot ) . - e e O |
utront a un seul point, qui sera Porigine deg
coordonnées ; enfin si 7, es négatif et dgal i — Z!, elles sevont

réellos tant que les quantiiés

rif a 2 AL
E L A - L’—L » — .‘,'~}- J:y);
seront négatives fLelles se ré ‘duiront chacune i un point, q uand

tes quantités deviendront nulles s et deviendront im

ainsi que la surfice au-dela de cette fimite. Ainsi

jue nous considérons, la surface est fermée : la

Inter np({mnq lui a fait dofiner

nature de ses
le nom d’e24; ipsoide.
La construetion de celte sur

face se déduit aisémient des
considérations précédentes (fig, 100). En effet » BC, CD, DB,
Teprésentant ses trois sections principales, la section B,

faite Par un plan B'PD' paralléle a celuj

des ¥, sera une

21
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au point P, et dont les axes seront

ellipse qui aura son centre

les ordonnées PB', P.D' mences par ce point aux deux sections
1:1‘i11()i|mi('ﬁ situées dansles plans des 2z et des xy. Pour chaque
WM de 1el-

la droite P!, Pordonnee 4"}

point M pris sur
la surfice. Nous n'avons yeprésente

lipse B'D’ sera celle de

dans la figure que la portion qui est renfermée dans 'ang

tricdre des coordonnécs pu:‘i!i\"os.
n faisant y —o0 et 3==20, dans I'équalion de cet ellip-

S

soide, la valeur de x représenie Pabscisse A C des pni:ll»‘ ou

Vaxe des & rencontre la surface : on trouve a1nsl

Cetle double valeur indique deux points d inlerseclion silues

de part et aaulre, el a ¢ les de l()p\_‘r_!\‘r”(- des
>

nt

es distances

coordonnées. OQn trouvera de meme , en faisant successiver

y—o et x=0;puisz=o0etz =0,
: P

T sl § 5~ Sl
m M

lo ces valeurs forme ce guwon appelle les axes de la

ILe double

Is , que si L est I-l':':_,"ul{i:l.

on voil qu'ils ne sont ré

SUPLdCe -

T s 1 Pellinanide prend ul 3, 5
I ¢équation de Vellipsoide prend uie forme
i i L}

1 v inlroduil ces axes. Si Pon représente le l][‘LllliL‘L'

Jorsqu’orn

par A , le second par B , le troisiéme par €', on aura
7
i2 .~‘ d . })'-' — = & | ey ]‘J =
e =~ 3 ) iy TN —!:f‘ (,' T T'_;rv
L JWLY M

Jes valeurs de MM M, Véqua-

S Wi
et, en irant de ¢

tion de la surface de

B A ARrat= A*B*C*;




me, on voil aisément que les sections P

sont des ellipses
f

|
sous cette forme

s dont les axes sont o of B, Adet C,BetC

: ns perpendiculaires ay plan des .

ation sera

4 :({.'L',
| Ou, en prenant pout coord

] pour coordon:

(fig- 101), qu

y w4 AT
LY 2 el g\,Ir.\'lJ]l Ve L)

nous représenterons resp vement par ¢ret »;

ey B
7 81N 0.

1!

m” & < A o
sin @) = CC

Elle repreésente des ellipses différentes ;

4 Aoy - ‘
| valeurs de g i AdT— 17 Te vienneat 5
2 - | o 1 ; '
J{l:ln.i‘ ¢d raily el l'on a g 1ent
T, Dy 1 gy e L
LVEZT == )] J A
i
[outes les arf: par des p nierics
P : :
par i axe les ¢ elies et ¢
Pt oo ]
mieres se eme de 1
y e tontes 1 1 'S i
1 o -
t don s forn Dl

autour de l'axe dos -

Par ce 1‘.?'\?“. a

“qu'une surface

| %t de vévolutian autour

de 1

entrent cans

| ‘quede 7

| ellipsoides de révolution autour des ; utres axes. FEnfin

28 trois axes

’ M= pp —
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DES SURFACES
de la surface devient

; L
224z 5 ST 0.

Fille est alors de révolution par rapport aux irois axes : om
veconnait aisement la sphére a ceite proprieté.
Geénéralement, & mesure que les quantités MMM dimi-
nuent, L restant le méme, les axes qui leur correspondent
augmenient , et Vellipsoide s'élend davantage (lig. 100). Enfin,
si une delles , M par exemple, devient nulle, les deuxautres
restant finies et positives , Vaxe 4C devient infini : alors Pel-
lipsoide se change en un cylindre dont l'axe se confond avee

celui des x 4 et dont I’équation est
Mz - ,"]II’J"" + L =o.

La base de ce cylindre est Pellipse BD situce dans le plan
de zy, et la coordonnée devient arbilraire; c'est pourquol
elle disparait de Péquation de la surface,

On voit de nouveau , par cet exemple , quen général une
¢quation quine renferme que deux des trois variables &, y, %;
représente un cylindre lorsqu’elle est prise dans toute sa géné-
ralité. C’estainsi que I'¢quation d’un plan pvl‘pvndivula.in‘ aun
des plans coordonnés se réduit a ’¢quation de sa trace sur ce
plan.

Si aux su}_‘»pus?t]uns
Vellipse BD devient une circonférence de cerc

1e cylindre droit & base circulaire , tel quion le considére dant

précédentes on ajoute que M= M,

le ; et Pon aalors

les ¢l¢mens de glométrie.
Enfin , si M’ estnul , 'équation se réduit a

Mz* 4 L=o,

ez qui domne
— I

M

b —
o —

3
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elle représente alors deux parallél

s au plan des xy et siluds de
part et d’autre de ce plan, & la distance 473

266. Considérons maintenant le cas ou M' et MV sont
négatifs , M étant positif. Dans ce cus , Péquationde la surface
est

Mt — My — M pa 4+ L=o0;

2
et les intersections paralléles aux plans coordonnés ont pour
équations

Mz* — M'y* — Ay 4 I — o,
Mz — Mz — jgige o4 L= o,
My 4 Mg My — L

— O
Les deux premisres sont des hyperboles , les derniéres sont
des ellipses : on a alors pour les traces de la surface

Ms* — My + L= 0, Mz* — M'2* L —=o ;
My 4 Migcr o f .

Les intersections paralléles aux plans des v et des yz sont
toujours réelles : il n’en est pas de méme des intersections
paralléles au plan des Zy; elles ne peuvent étre toujours
réelles que lorsque L est une quantité positive : si £ est

(O U, 2
S > 3
illf_’.lih et ¢

a I, elles seront imaginaires pour toutes les
valeurs de y, qui rendront la quantité L' — M,? posilive ;
quand celte quantité sera nulle, elles se réduiront & un point,
et au-dela elles seront toujours réelles. Ainsi , dans ces deux
cs, la surface s'¢tend indéfiniment dans tous les sens ; mais
sa forme n'est pas la méme.

Lorsque L est positif (- fiz. 102 )» les deux sections prin-

cipales , qui sont des hype rboles, ont pour second axe Paxe
des 5 : elles sont donc placées commme le représenle la fi-
gure To2 : alors tous les plans paralléles a celui des zy ren-

eontrent la surfice suivant des ellipses.




tin cherchant , comme dauns ! article 265 , les intersections

s des ayz, on trouvera les

ux premiers sexont réels ,etletroisieme inmagi-

axes , dont les de

. E . /T T
naire : si on les représente respet -ment par A .B Cl

s dans P'équation de la surface ,

et quon introdunise ces valet

forme suivante

s BCz* + A*B*C’ = 0.

e I est négatif au contraire , les hyperboles vésul-

L.ox

tanies

ont pour p'!*r.miw.' axe l'axe

< SEL
7, 100 3

des = : elles sont done placées comme le représente

naire enire B et

alors la surface est

u plan des zy ne la renconir

1ent

s y e
, au=dela duquel 1is

T R TN B S L RS ¥ =
Dans ce cas , si 1’on cherche les trois axes de la suriace,

ouvera le dernier réel , et les deux

yrelativement aux xyz ,

mnt respectivement |

auires imaginaires. Hn represe

AV —1, B¥Y —1, et €, Péquation de la surface de

2 __ B (s — A*B'CP=o.

e i I = e % 1 I o
In voll maintenant en (uol different ces deux suriaces que

Pon nomme

T SRR Wi P v
B - elles deviennent toutes

Jeux de révolution autour de

infint 5

§i M"Y devient nul, Z, ne [’¢tant

;1;‘1'13.-.‘.;:.“

o1 1 DALl ce plan esi uneliyy
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bole. Lia situation de ceite nent celle da

cylindre, dépend du

atif diminue, Pinter

\:Ie‘ ]}J’JH

= AP e -
103 ) et Pellipse CD D' ( fig. 102) se resserrent; enfin ,
\ ) 3

A mesure que L posilif ou nég

(i

quand L est nul, les poir

beth sec

1'ellipse
iR g L6 AT g St ;
CDD' se réduit a un point qui est I'origine méme des coor-

données. Les hyperboles données par Ies plans des 2z el de 'S ¥z

deviennent des droites, et les rboloides ge réduisent tous

deux a un cbdne qui ressemble au céne droit des élémens
|

3 : o :
ac  geomctr jue sa hbase est une ellipse;
son cenlre soordonnées : dans ce cas, on a

I'équation

Les sections de la surface par

léles aux plans

1
aes

s v, sont encore des

centre sur Paxe des y ou sur l'a:

pourrait done

conge l“\'” I

ce cobne comme ayant pour |
3 le % 11 des deinsy S
I € a un des deux precedens ; el

bole située dans un

e mouvement d’une licne droite

alors 1l serait er

as > des coordonnées, et

L passer Innyu

par d ’8 Pe yints u[“.';‘\m“,,‘ de ¢

cone se réduit 4 deux plans pas

nées , el perpendiculaives an

n rlf enc

pour ¢

7 S Qe

I'équation des hyperboluides,
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1lerscclion

Mz* —* ( M'sin® ¢ - M"cos” g ) - L=0,

donneront pour Péquation de Pix

qui appartient en général a Phyperbole , mais qui , dans le cas
ou L = o, représente deux lignes droites menées par 'or igine ;
ce qui est le caractére des surfaces coniques, puisqu’elles sont
engendrées par le mouvement d’une droite assujettie a toucher
toujours une courhe donnée, et a passer toujours par un méme
point. Ici les droites correspondantes 4 un méme plan coupant
font des angles égaux avec P'axe des z; ce qui tienta ce que

Yaxe du cone I

sse par le centre de Pellipse qui lui sert de

base , et est iu't'wc!'rd? ilaire au plan qui la contient.
Tant que M et M'' sont différentes Vune de Pautre , les
1 . y - .
droites données par icquulmn
M5* w2 ( MV sin® ¢ 4 MM cos® ¢ ) =0,
font des angles différens avec I'axe des z suivant les valeurs

de¢ : el s onza

Mz ="M =o;

fangle @ disparait, et toutes les 'V‘P\“l‘ufll(‘(‘s font des angles
5 |

wx avee Paxe des 5 : ainsi, dans ce cas, la surface Lluvu-m:

267. Le cone que nous venons de considérer est , par rap-

port aux hyperboloides , ce que sont les asymptotes de I’hyper=
bole par rapport a cette courbe. En effet , si I'on représente
war 5, &, les coordonnées respectives de ces deux surfaces
1 I

pour les mémes valeurs de & et de ¥, on aura
M'y* 4 M Miys 4 MVs* — L

R T 7 ; RrEE SR T e ;
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La différence entre ces ordonnées su pposées de méme signe
sera positive ou négative, suivant le signe de Z, ! par consé-
quent, le cone sera intéricur 4 I’ hyperboloide, si Z est positif’;
extérieur , si Z est né ‘gatil. Cette différence sera d’autant plus
pelite, que les valeurs d des coordonnées =’z seront plus grandes =
ainsi le céne approchera toujours de plus en plus de chacun

des hyperboloides ; sans pouvoir jamais les atteindre,

268. Les hyperboloides ont encore plusieurs propriétés re-

marquables qui les rapprochent des surfaces coniques. Si Pon
considére les hyperboles

M s M'y* — Bl 2 4-L=o,

qui sont données par Tes plans coupans pe rpendiculaires a Paxe
des z , on voit qu'en supposant £, positif, elles auront leur
second axe paralléle aux =, tant que

s |

—~ M aPL T,

"ra une quantité positive; elles se réduiront 3 des lignes
droites , 'quand cette quantité¢ sera nulle , ce qui arrivera a
Yextrémité de Daxe . A C (fig. 102 ), et elles auront ensuite
leur premier axe paralléle a celui des s 5 (fig. 103). On peut
sivre la méme marche sur les hyperboles paralléles aux plans
des zz , et on trouvera ¢galement que le plan mené a Pextré-
mité de 1’axe _. 4D, perpendiculairement i Paxe des ¥, Ten-
tontre aussi la surface suivant deux lignes droites. Ceci est un
s particulier d’une propri
]Opp('lnlls par la suite

plus générale que nous déve~

269. Reprenons maintenant Péquation générale
Mz* - M'y* + M'%* - Hsy I 'y 4+ Hlz=m0 - (a)

Pour en déduire les surfaces dé pourvues de cent re, il faudra
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supposer guelqu'un des trois coefficiens AL, M, M'T, égal

\ .
yendant pas étre tous

a4 ZCero @ Cces ('l‘l'i;l('u‘llh ne ]N‘ll\'“?ﬂ Ci

SUpposés nuls a-la-fois , camalors la surface ne serait plus qu'un

w : . 1 i hona Bt
plan. Il y aura donc en tout deux cas a examiner,

qu’une seule ou denx d’entre les quanti MM'M" seront

nialles. Nous allons discuter ces deux cas , en supposant quele
terme M z" veste dans I'équation , le cocfiicient i étant positif,
Il suffira de changer convenablement les variables xyz les
unes dans les autres , pour en déduire les resultats qui auraient
lieu, si A7 éfail égal a zéro,

Supposons d’abord " nul , M' ne 'étant point : alors,
d’aprés ce qui a été dit dans Particle 263 , on pourra {ranspor-
ter les coordonnées parallélement a elles-mémes , de maniére

i vendre H et H' nuls. I’équation sera done rédnite a la forme

Mz* 4+ M'y?* 4+ H"x=o.

Les sections paralléles aux plans des yz, des xz el des ay

seront

Mz*+ My + H'e =0,

120 =5 H'z + Mg =0,
My’ H'z 4+ My* =o.

Les deux derniéres, qui représentent des paraboles, seront
toujours Tée lles , les aulres seront des tiLpr‘x's‘utl des hyper-
boles, selon que 1 et M’ seront de méme signe ou de signe
contraire. Les seclions principales de la surlace auront pour

\_‘fill‘d[ 10N$

Mz 3 My* —o, Mz + Hlbp =00

et, suivant le signe de AL, la pr

lidre se réduira & un point,

ou représentera deux lignes droites.

tif . ainsi que M. Les sections

ant que H'

Supposons d’

paralicles au plan des vz ne seront réelles qu'aul
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DU

ef = seront de signe e ne

, du coté posttif,

= oy
que d’un seul edté du plan des yz

L ] f 1 13 3 . e . 3 i
81 [1 €81 “"'_g-lllf 5 ITI > i wlre s S'11 €8L POSIIL = cetie derniere
z ’ i

disposition est représentée dans Ia { re 104; on 'y reconnail

b LR . 1 ( e -
disement i'el li]‘.wi)i:il' ae 1-! I re 100 , 1"{‘1111[, deux seclions prim=-
t 3 i

s - . 11
cipales sont devenues des paraboles.

Prenons maintenant ' négatif; Péquation de la surface

devient
Mz —My* + H"

et ](‘S seclions p{'{ll(‘;}ﬂii(‘.’- seront

C“\["v !Hti sont 17-:1!“'71(!‘\;Iiw’l<‘q auront L‘.‘]w".\‘ IH'H\I['.

Porigine des coordonnées

en sens contraire , et Ieur sommet :

inéral , les sections paralléles au plan des y3

1655 I

seront des hypevholes BB/B'', CC'C", qui auron

eur centre

dans Paxe des x ; mais coté de ce plan , elles auront leus
I

2
i g 2 7 11121 ke 1
i)h!!l}![‘l'itk{.‘il”/ paralicie aux z, et de 3 @
. 7 ~ . 2o
premier axe Ce ilr::,:fle.‘u anx y, Ces dire ms dibicrentes se

v $iA oo | ! S P 3l 3
reunissenc dans ie ‘».-hl (€S ¥%Z , O L€S Seclions 1y ’lh‘lh(h

se réduisent a deux lignes droites AL , .4 L', comme le repré-

SR e il
i, un general,

ficure 109 ,

1 est aisé de yoir que lesigne de A" n’influe point sur la forme

de Ia surface , m: position par rapport aux

plans coordonnés. Il le que les hyperboles re-

présentées par les équations

ns sur le plan des yz

et qui sont par conséquent les projecti
1 i 1 }

des interse

tions paraliéles 4 ce plan, ont pour asymptoles les

]

Wgnes droites AL , AL!, dont I'équation est
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et qui sont les intersections du plan des yz avee la surfacs

Ainsi les plans menés par ces droites et par P'axe
prendront toute la surface dans les angles diedres qu
de part et d’autre du plan des zy, et ils s’en approcici
cesse sans pouvoir latteindre, Les surfaces que nous veno
discuter se nomment paraboloides.
270. [1nous restc maintenant a examiner le cas ou M et U

seraient nuls a-la-fois ; alors I'équation (2) devient

Mz*+Hz +Hy + H'z=o (4)s

On peut , par le simple déplacement de Torigine , ne faire
disparaitre que le terme Az , ce qui raméne I'équation a cette
ful‘ln(t

Mz Hy 4+ H'z = o.

Les traces de la surface sur les plans des yz , des zz et des 2y,
“ont

Mz*+Hy=0, Mz+H'z=o, Hy+| H'z=0;
Ies sections paralléles & ces plans seront en général
T2 ] Pl s

Mz* 4+ Hy 4 H'a=o0,

Mz* 4+ H'z+4 HB =o,

Hy + H'z + My’=o.
Les deux premidres représentent des paraboles égales et paral=
léles aux sections principales qui leur correspondent : leurs
sommets , situés dans le plan des xy, sont placés sur la ligne
droite

H'y + H'"z=o0,

suivant laquelle le plan des y rencontre la surface. Onvoit, de

plus, que les sections paralléles «u plan des xy sont des lignes
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droites paralléles entr'elels , et A Ia trace de la surface sur ce

méme plan. Il est aisé de reconnaitre & ces caractéres que la sur-
face dontil s'agit est uncylindre paraboliquedont les génératrices
sont paralleles auplan des xy, les projections de ces génératrices
sur ce plan faisant avec 'axe des . un angle qui a pour tangente
) " H!

SRR O o i )

trigonometrique §a

E-n
s ap

ce que nous avons dit sur la nature des surfaces

1qques , 1l est clair gue, si nous transformons les coor-

( s de maniere a prendre un des axes paralléles aux géné-
1 t, une des trois variables x, ¥, 5, disparaitva delle-
1 v ecla, il findra conserver Paxe des = , et changer
5 des z et des y , 4 laide des formules

r=— x' cos « —‘_y’ sine ,

ni
sin & = 3/ cos e.

En ef leurs dans I’équation de la sur-
fac

Mz* : 7' sine)y!4-(H'sin e 4 H'cos ) x'= o.
La vari itra en faisant

H'sine 4+ H'" cose =0}

ee qui d
Iflf
h’mg @ = — T"~5
et le nouvel axe des  devient paralléle a Ja droite qui a pour
é(llml;:. 1
Hy 4+ H'z2=o,
laquelle est une des génératrices de la surface.

271, En conpant les surfaces du second degré par des plans




second or

| i 1 : =ie
les rapportant a des coordonnées p1
lui-mén

Pour cela , reprenons les formul

I = mna&

ion des coordonnées.

qui servent & la transf

titue ces valeurs dans 'équation d'une surlace , cetle st

se trouvera rapporice aux x

et , pour trouver s
P ol | o I ceeR i g S e Ry
donne, 1 suiira ae combll

seclion n équation

les coordonnées ¢

I o e
y' BONL Priscs

avec celle de ce plan. Or,

ie coordomni

dans le l\.lrn coupant lui-méme , la 1

lui sera perpendiculaire, et 'équatio

Ainsi, pour lrouver Péquation de sor

surface , il suffira de faive =/ nul dans celte derniere , apres -

Vavoir transformé

Ou, ce qui revient au méme , il suffira d'y substituer pour |

que l'on obtient en s

1l ne reste plus qu'a déterminer les coeflliciens mm', n7

la position des axes dans Ie plan coupint. Pour

slicité , nous supposerons ¢ue les z sont complées sui

e o . ;
me A X! (fie. 106), qui représente la trace de ce pl
) ¢

Yaiss ol Aaannseic Erd 1 - A :
celui des @y, et nous prendrons pour axe des ¥' une droite A &
J f

; y 4 =
liculairement & celle trace @ alorsy

menée dans ce plan perpe

8i ‘nous come 1s” par considirer les points silués sur

Yaxe 4 X', pour lequel y' est nul, les valeurs de xys devien-
dront
% =anxl, y=nz!, T aEr




CRDRE, 336

Llaxe AX

l

,81 I'on nomme o

ana
ang

le CAX , on aura pour les poinls situés sur cel axe

’ ALy e~ :
=z’ c0sQ, y=x’'simne, L i T
et par consc¢quent
M= COSQ ) 2. == SIn @, /) aendl y i
Relativement a 'axe des ¥/, on a '—=o0: ce qui donne
% 1
- = T
=t f y 'y, z=p'y
Soit 4 un quel e ) v sont si
i i
mene JAE . 12 respect L r 3
! }
et des 9 z. P AP

langle lut que fait le plan donné
s 1 L

des £y : en le nommant o , 0N aura
),

Z= sint, AM' =" cost,
y==— AWM cos @ = — 4/ cos ¢ cos @,
v =AM sin ¢ = yrcosf sin ¢ ;
ee qui donne
m! = coslsing, n'=— cosbcos ¢, .-ple=msini;
et, en réunissant ces deux valeurs , 8n en tire
z=u'cos ¢~y cosdsing,
; ]
y' cos 8 cos @, z=4#"'sin 0.
J J

Ces formules serviront & rapporter les points &’un plan a de
L 5

Pax

axes rectangulaires qui y seront situés.

¢ que la direction des axes:

2722, Jusqu'ici nous n’avons cha

st Pon voulait aussi déglacer Porigine , i

expressions précedentes les coordonnées @, b, ¢, de Porigine

nouvelle (n°. 82 ). On aura ainsi pour xys ces valeurs
|8 A

fnc rales
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r=a + x' cos (3 -{4_}" cos 0 sin Q@ 4

= b 4 z' sin p — y' cos b cos @ ,

2}

:('—ILJ/ sin @y

dans lesquelles @, &, e veprésentent les coordonnées d’un point
quelconque pris dans le plan coupant. (][- plan se trouve aussi
déterming par trois conditions, de passer par ce plan , de faire

avec le plan des zy un angle ¢, el de couper ce méme plan sui-

vanl une ligne droite qui fasse un angle ¢ avec Paxe des z.

275. En substituant ces valeurs dans I'¢quation générale

+ My Mz + Hz -+ Hy + H'z =o,

qui comprend toutes les surfaces du second ordre, on aura
Péquation de Vintersection qui sera du second degré en 2! 7/,
et on pourra déterminer sa nature d'aprés les méthodes que
nous avons données.

On pourra méme disposer des indélerminces , d’ott dépend
la position du plan coupant , pour obtenir les diverses intersece
tions qui seront compatibles avec la nature de la surface : si,

par exemple , on demande que l'intersection soit une cir

férence de cercle , il suffiva, pour cela , que les coefliciens de

¢

nul ; et Pon verra aisément que ses Con ditions donne nr les deux

I et x'? solent égaux et de méme signe, celu i des a'y! étant

i"t'lll‘d‘.l(l]lb‘ suivantes

Bsin?04-Mcos bcos® oM cos™ 0sin® g— M'sin? o — M cos* =0 (2),

sin @ cos @ cos § —o (3)
qui doivent servir & délerminer les angles ¢ et ¢.
La seconde est satisfaile en supposant cos @ = o; ece qui
. . .y
donne sin § =1 : celle valeur, substituée dans la premiére

donne -

M — M sin® ¢ == M cos* g = o
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d’ot 'on tire
M=

ang @ — ==
tang @

Alorsle plan coupant est perpendiculaire au plan des xy : cette

valeur de t: ang ¢ n'est yéelle quautant que la quantité

M — AT
M— L

est positive. Ainsi , dans ce cas seulement , Ia supposition
cos # — o estadmissible : cela n’a pas lieu, par exemple , quand
M —=M". Alors, en effet, la surface est de révolution autour
d’un axe paralléle a Paxe des 2 %, comme on peut aisément le
voir en transportant les coordonnées z et 7 parallélement &
elles-mémes , et il devient JLJI[)O‘?SI])]L de la couper suivant un
cercle par un plan paralléle a cet axe » & moins qu’on n’ait aussi
M=M= M"; ce quiest le cas de Ia sphére.
L’équation (3) est encore satisfaite , en faisant
51N @ == o0 ou €05 —o.

La premiére suppw-xlmu donne le plan coupant perpendiculaire
au plan des y%; la scconde le rend perpendiculaire a ce Jul
des zz. Dans le premier cas , I'on aura

M —
-ﬁ' - M’

M7 M/
tang @ — ==
1[ Y A

Chacune de ces valeurs de @ ne sera admissible quaulant que

tang # — s

dans le sccond ,

les quantités qui s’y trouvent affectées du signe radical seront
positives, Or, il est aisé de voir qu'en prenant A positif, ce
23
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qui est toujours permis , les {rois quanlités

M—m M—M' M — M
MM’ W—M°' M-—M"

ne peuvent pas ttre négalives en mémetemps, d’ottil suit qu’une
au moins des suppositions précédentes sera possible: or, chacune
delles donne deux valeurs de tang & ou de tang ¢, et par consé-
quent il en résulte , dans chaque eas , deux positions du plan
coupant qui donnent des circonférences du cercle.

11 suit de la, 1°. qu’en général, par chaque point d’une sur-

face du second degré on peut toujours faire passer deux plans

qui la coupent suivant une circonférence de cercle.

2°, Lorsque Pon fait disparaitre de Péquation de la sur face
les rectangles dés eoordonnées, les plans coupans qui donnent
des cercles sont perpendiculaires & Uun des plans coordonneés.

3% Comme les conditions précédentes ne déterminent que
Jes angles ¢ et ¢ , et non pas les coordonnées &, b, ¢ , il exisle
pour chaque surface une infinité de plans qui domment des
cercles , et ils sont tous paralléles entr’eux. Quant auxindéter-
minées @, by , on peat en disposer pour que Porigine des x'y!
se trouve aitcentre méme da cercle suivant lequel la surfuce
est coupée : celte condition, qui rend les coefliciens de x!t et
de y' nuls, donne, entre @, b,c, deux équations linéaires;
&Fou il suit que , pour chaque surface, les centres de tous ces
cercles sont situés sur une mene ligne droite.

& et b étant supposts délerminés par ces deux équations,
¢ resle encore arbitraire ; mais, pour que les cercles dont il
s'agit soient réels , il faut que le dernier ferme de Péquation
iransformée en x'* et y'" soit de signe coniraire aux deux
Cette condition , qui limite les valeurs de e, pourra

les

points ot ¢le ne s'¢tend pas. Th suit de Ja que toute surface du

anutres.
toujours élre remplie pour chaque surface, excepté dans
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second degig peul ¢ire engendree par le mouvement d’un

cercle toujours paralléle a lui-meéme » el variable de rayom.

En appliquant ces résultats au cone elliptique , on pourra
ant une circonférence de cercle; ce qui donmera la
cone ubliquo que ativement 4 son volume dans
¢ométrie, et dont nous
avec moins de sim

le couper suiy
I’on considére rel
les I;Idmmm de G aurions pu, quoique
s les courbes du second

aires étant regardée comme bace
» Pautre se nomme

plicité , déduire toute
ordre. Une des sections circul
de eelte surfice seclion souscontraire, I}
est aisé de voir Par ce qui précéde

» que, si le cone est droit 5
la seetion souscontraire se

confond avec la base,
On trouverait de méme quel

les sont les surfaces du second
dvgr 3 qui peuvent élre coupée

s suivant des lignes droites, et les
éléves pourront s’exercer i cetle recherche,

Des

Plans tangens qua Surfaces du second
ordre.

274. Par un

on peal mener

point quelconque pris sur une surface courbe
une infinité de droites q
qu'en ce point, L’ensemble de ces

yerra tout-

ui ne la rencontrent
droites forme, comme
a-I'heure, une surface plane
langent , et qui e

on le
que Ponsnomme plan
st, par Trapport aux surl

aces, ce que sont les
tangentes par rapport aux lignes,

Cherchong l’t':qnaijon du plan tangent relativement auxsur-

faces du second ordre : pour cela, reprenons celle de ces sur«
faces , qui est

As + Ay + 42 4 Cp 4 Cy+ ClstL=o (1)
En

i .
supposant qu’on ait fait disparaitre les rectangles des coox-
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donndes : soient 2" "' 5" les coordonnces du point de tangence,

o1 aura
_A'z”’+A'y”’+A”x”"‘+(,‘:”+C’_3’”—{—C”a:”—]—L::'0 (2)'

Les équalions d’une droite mence par ce point , suivant une

direction quelconque, seront
r—ate=a(z—4"), )—-y”::b(z-—z”)

ant les tangentes {rigonométriques des angles

o et b représent
axe des z Dans les points o

que ses projections forment avec I

cette droite rencontre la surface , ses équations subsistent en

méme-temps que les deux précédentes. Or, en retranchant

ces derniéres P'une de Faulre , on a

-_A(5+Z”)(Z-—-:”)+A“(J’+l]’”) (‘}"——_}"')-!rﬂ”(l'—i’i‘-f”)(I‘—‘\T”)
0 (") € ey ()=,

Mettant poury — ' etz — 2" leurs valeurs données par
Véquation de la droite , on aura , relativement aux points d'in-

terseclion ,
JAle-ka ALy kAt - CClb+Clta} (—3'1)= o0

ite , quand 2= s'" 5 ce qui donne

Celte équatlon est satisfa
que le point dont les coordonnées

y=gyletz= ', parce
sont x!! 'l 5" est sur la droite. Supprimant le facteur, il vient

A (o) A0y +y) A e+ OO Cla=

artient au second point dans lequel la droite ,

Cette équalion app
ncontre la surface. Si elle est

considérée comme sécante, re
ce second point doit se confondre avec le premier

tangente ,
et ses coordonnees doivent étre les memes. I/équation précé=

‘dente doit donc alors étre satisfaite, quand on fait

r g e 2 RN T
= oty op=gtly A=Y
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e qui donne
2. A5" 42 Aoy + 2 A'ax!" 4 C 4 C'b FCla=o (4).

Cest la condition nécessaire pour qu’une droite soit tangente
a une surface du second ordre. Comme elle ne suffit pas pour
déterminer les deux quantités @ et &, une d’entre elles reste
arbitraire, et il existe pour chaque point une infinité de droites
qui jouissent de celte propriété,

Si on élimine @ et 4 au moyen de leurs valeurs prises dans
les équations de la droite, le résultat exprimera toujours une
propriélé commune aux droites qui touchent la surface dans le
point donné ; mais il ne renfermera rien qui soit particulier a
aucune d’elles , il appartiendra par conséquent a la surface

quellos forment, laquelle aura pour équation

(245" + C) (5— ") + (24" + O ) (y — ")
(24" 4 C"Y (2 —2'") =o.

Cette équation étant linéaire enx, ¥, %, le lieu de toutes les
fangentes est un plan qui est lui-méme tangent a la surface
proposée.

En développant cette expression , et faisant usage de Péqua-

tion (2), on peut la mettre sous la forme la plus simple

A"+ Ca+ (24" + C )y (24" 4 C") »
+ G 4 Oy Oz 2 L=o0 (5).

Pour les surfaces qui ont un centre, @, C' et C"" sont nuls,
lorsque Forigine des coordonnées est placée a ee point, 'équa~

tion da plan tangent devient alors
Az Ayy" 4+ Alxx" + L =o.

275. Une droite menée par le point de tangence , perpendi=

ement au point tangent , se nomme une normale. D’aprés
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la premiére condition , Ses équations seront de la forme
z—al=a (z—3")y, y—y'=b(z—s")\
Pour que la seconde soit remplie , il faut (n°, 64) qu'on at
At = at 4717 - Ayt bf gt

ce qui détermine a' et &' Il ne reste plus qu’a substituer ces

valeurs dans les équations de la normale. Si la surface proposée

est. de révolution par rapport & un des axes, par exemple ,
b

celui des y, on a £=A" ; et la valeur dc a', qui devient —-,

donne
0 /

zz' — zxl'—o0,

pour la projection de la normale sur le plan des x5 = cette pro-
jection passant par Porigine des coordonndes, il s’ensail que la
normale rencontre l'axe desy. Cette propriéié est génerale ; ct,
lorsqu’une surface est de révolution autour d’un axe, toutes
i ’
ses normales rencontrent cet axe.
276. En metlant dans équation du plan tangent, pour

(] !
;1:,_"’” ;F

les coordonnées du point de tangence, il sera fucile
ensuite de construirve ce plan. On peut aisément faire Papplica-
tion de ces résultats aux diverses surfaces du second ordre que
nous avons discutées, ct U'on en verra naitre plusieurs pro-
priétés remarquables. Prenons pour exemple I'hyperboloide
que nous avons discuté dans Larticle 267. L'équation de cetls
surface est

Azt — Ay — d"z* 4 L=o;
gelle du plan tangent sera
Azz"— Ayy!l— g 4+ L=o,

et on aura pour le point de tangence

_.f{'i'" . .,f-lu? S P

4 )
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Pour trouver les points communs au plan tangent et & la sur-
face, il faut combiner les trois équaiions précédentes de maniére
a en ¢liminer a, ¥ ou z ; car , dans ces points , elles subsistent
en méme-temps. Or, si on retranche le double de la seéconde

de la somme des deux autres , on trouve
A(z—5"Y — A (y — "R — A" (x— 2" =0 (A).
La troisiéme , retranchée de la seconde , donne
A:”( £y Eu)____, Ay (]' — M ) —-A”,r"’(a:-—.\-”): 03
d’ou lon tire

_4( Ao e {A{} ] (1 — i ) —_ A (= 2! ) }.—x.

Az

Substituant cette valeur dans Péquation (A), il vient

‘t //fj,ir U,_i}_.n) — A% (p— M \.} T Al (_}"‘“_}’” )n
A A (e ) =0,

Cerésultat , qui ne contient que « ct y, appartient aux points

. ; e :
communs au plan tangent el a la surface; clest équation de
leur projection sur le plan des zy. Elle est toujours satisfaite ,
quand z = &', et y = y/' ; mais elle est, de plus , décompo-

sable en facteurs du premier degré; car, si Pon fait
; [ionil "
F—y —®{z=2T
les variables » et y disparaissent, et 'on a pour déterminer &
Péquation du second degré
£
(Alay" — L2 Y — A A" — AL =0

ee qui donne pour chaque point de la surface deux valeurs de .

Lorsqu’c!les seront réelles, les points commu ns au plan tangen

et a ’hyperboloide auront pour projection deux lianes droiles
3 f J g
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sur le plan des zy ; et, comme ils sont d'ailleurs situés surce
plan, ils formeront aussi deux droites dans I'espace. Leurs
projections sur les autres plans coordonnés s’obtiendront en
éliminant y ou « de I’équation du plan tangent, au moyen de
celle de la projection déja trouvée ; ce qui revient a combiner
ensemble les équations

Az (5 — &) — Ay (p —y!") — A" (2 — ! Y=o,
J—L”“‘a(?: &my.

Il s'agit maintenant de savoir si les valeurs de @ seront tou-
jours réelles. Or, en développant I'équation qui détermine cetle
quantité , elle devient
AN AP A’_}'”2)rz’—i-‘zd’ﬁf”]"Az.-”cz—}—/f"’(_A”‘ﬂxt”.:z:”’) —0;
ou, en faisant usage de la relation qui existe entre les coor—
données du point de tangence ,

A'(A"2"— L)a*—2 A" Ay 2" a4 A1 (Aly"— L)=ox
La quantité affeciée du signe radical, dans la valeur de @,
sera y
— A A" (Aiy'r; Ere L) (A‘”;.c”" S L)-{— ANAHU,U«IH? :
eu , en développant,
A AL (A" - Ay" — L)
gui se réduit enfin a

A A AL 7>

Les trois quantités A4 A4/ 4" ¢tant posilives , @ ne peut chre
véelle quautant que L sera aussi positive : par conscquent,
Phyperboloide a une nappe dont I'équalion esl

A" — Ay = AMx® } L=o,

44" 4! et L étant posilives, est touché par ses plans tangens
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suivant deux lignes droites ; et il est le seul hyperboloide du
sr‘wnd ordre qui jouisse de celte proprieté.” Celte propriélé
w'infirme pasladéfinition du plan tangent donnée dans Lart. 294;
car il existe encore ; pour m.uinc pomt de tangence, une infi-
nité d’autres lignes droiles qui n'ont que ce point de commun

avec la surface,

277.Les formules précédentes peuvent encore étre employées
pour mener un plan tangent aux surfaces du second ordre par
um point extérieur dont les coordonnées sevaient connues. Fn
effet, en les suppesant représentées par af, y', ', elles doivent

salisfaire & 1° c‘rym[wn du plan tangent ; ce qui donne

(2 A"+ C)&' + (3 dy' C' )y (2 4”2 O
+C + Oy 42l 42 L=0 (

.y
\
l/

On aurait de plus , Ie point de tangence étant sur la surface 4

xi’z"'*—f—-;ﬂ)f”":—f-,/i"*.x”'Z—I-(,';”—f- Cy'+-C'a" 4L =0 (2).

En regardant a Lo et 21 comme inconnues, ces deux équa=
tions ne auf'u.n"z L pas pour les déterminer : od peut done,
Pir un méme point extérieur, mener une uuwmu de piuns
fangens a la surface. Si lon ¢limine 2" ou 7" entre ces deux
équations , elles donneront les projections de la courbe qui est
le lieu de tous les s points de tangence de ces plans : cette courbe
est celle suivant laguelle la surfuce serait touchée par une
surface Comique qui aurait son centre au point donné , et qui
serait engendrée par une ligne droite assujcttie a passer fou
ours par ce przml et & toucher la surface.

Léquation (1) étant linéaire en 2", 2, 5", sa combinai-
00 avec I'équation (2) donnera entre a'! et 2 > ¥ et 5, des
tquations du second degré ; d’ou il suit que la courbe de tan-

géncesera une section conique: et . par conscquent, les surfaces
2 b 2
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coniques, tangentes & des surfaces du second ordre , sont elles-
mémes du second ordre.

La position du plan tangent serait déterminée , s1 'on con-
naissait un second point par lequel il dit passer; car, €n dési-

gnant par x''/, y/!!, 5!, ses coordonnées, on aurait

(2/1 ”‘i“ C} oI _J_(r) */fl‘].il + (}-F)‘\’,Hf_i_(., A fﬂ,rr__}_ (8 )
_‘i' Cz" + Cﬂ_}'” __ql_ oV _I_ 9 L—o (3)

Les équations (1), (2), (3), suffiront pour déterminer les coor-
données x'', ¥, 5", du point de tangence en {onotion de
s & &ty g, S,

On arriverait 4 un résultat semblable , en '1<:~.l-'t‘u|‘;"ut le
plan tangenl a passer par une droite donnée. En effet, soient
&' ' &' les coordonnées d’un point de cette droile , son équation
sera de la forme

2 s M . s A
r—a'=a(s—3), y—23 —=b (5 i

@ el & étant connus, puisque la position de la droite est sup-
poscée donnée : or, &' ¥' &' devant satisfaire a D'équation du

plan tangen(’, on aura d’abord
(o 91 G4 {2k 4 O (a4 G
4 Cs' 4 Cy'+ C''a" + 2 L=po.

Cetle condilion ayant lieu , il suffit, pour que la droite soit
dans le plan , quelle lui devienne paralléle; ce qui donne
(n"63),

At A «'1"5]“ 4+ Alas" =0,

On aura de plus
_;:f.;”z + Jjb’”: +‘,jr'f“l:”? 7:_ C:”—}‘ Cy},v." + C”.L"”+ i =zo,

puisque le point de tangence est sur la surface. Ces 1rois

équations délermineront les valeurs de &y 5" ;'et, comime
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elles sont du second degré , il sensuit que Pon peut, en général,

par une droite donné ‘¢, mener deux plans tangens 4 une surface
dusecond degré quelconque.

Des Surfaces du second degré rapportées & leurs
plans diamétres.

278. On peut rapporter les surfaces du second degré a des

coordonnées obliques, ainsi que nous I'avons fiit pour les lignes
du méme ordre, Si dans équation générale

Az Ay - A5 By + B'xs 4 Bllay
+ Csz +U’y+C""L4—LH_u

ot les coovdonnées sont reclangulaires, on subslitue pour zyz
les valeurs
rElons' X =+ 5" cos X! 4 = cos XV
N —=Eted ¥ aE j" cos Y7 zf cos YW
z=2x'cos Z + v cos Z' + &' cos 20
dans lesquelles & ' = soient les coordonnées velalives 4 de
nouveaux axes qut font enlr’eux un an;_;lc (1uclu:unquc et sont
assujellis aux seules ¢quations
cos* X d=cos® ¥ L cos® & =1
cos” X/ A cos* ¥ 4 cos® Z! — g (1)
cos* X' < cos> ¥ dicest Zlli—=n

o aura la transformde

ﬂf:""' + Jf’_]"'l + Mgl _I_ JYV’;’ e N o'z + N ”l!l'
P o Pyl P! o Lo,

On pourra toujours disposer des indélerming

s, d’ou dépend

]

4 position des nouveaux axes pour rendre IV, V' et V'* nuls

el cette condition pourra méme élre re mplie d’une infinité de
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maniéres 3 car on a vu, dans le n° 262, quen joignant aux

trois équations (A) et aux suivanles
N=o, Ni'=lo% Nlt="5,

les trois équations {B) qui ont lien quand les axes sont rectan-
gulaires , leur systéme suffit pour déterminer en quantilés
réelles les valeurs des neuf inconmues d'od dépend lz posilion
des axes : ces équations ne suffiront done plus pour cet objet,
guand on en dtera les 1rois équations (B). Ainsi non-seulement
on pourra trouver dis coordonnées obligues par rapport aux-
quelles les surfaces du second ordre auront des équations de
méme forme que par rapporl a leurs axes rectangulaires ; mais
il y a une infinité de systémes qui jomiront de cette Proprieié, et
dont les plans sont , relativement a ces surfaces , ce que sont les
dizmétres dans les courbes du méme ordre.

279. Nous n’entrerons pas dans un plus grand détail relati-

ement aux surfaces du second ordre. On pourrait , & Paide des

formules précédentes, et des méthodes données dans les préli-
minaires, découvrir un grand nombre de proprictés particu-

liéres a ces surfaces. Il sera {rés-ulile a ceux qui auront lu cet

ouvrage, d'eflectuer ces applications qui wofllrent rien de diffi-
cile, et qui aurent l'avantage de les familiariser avec Pemplol
de Panalyse; mais un pareil détail deviendrait ici superflu. La
géométrie analytique repose, comme la synthélique , sur un
petit nombre de préliminaires velatifs au point, & la ligne droite
et au plan. Ces ¢lémens, lorsqu’on les posséde bicn , suffisent
pour meltre em équation tous les problémes que la G éométrie

présente , sans quil soit hesoin pour cela de recourir & aucune

construction particuliére. Il ne reste plus ensuite , pour les
réisoudre , qua surmonter les difficultés de Panalyse ; et celles-ct
peuvent élre souvent diminuées , ou du moins ¢ludées par un

¢hoixheareux d’inconnues : cestunart qui ne peut sappr enure
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que dans les écrits des grands géomélres, el sur - toul dans
V.Arithmétique universelle de Newton , qui en offre les plus

beaux exemples.

Précis des Formules trigonométriques les plus
usuelles.

Lorsqu’on fait quelquapplication de la géométrie analytique,
on a souvent besoin d’employer les formules anulytiques de la
triconométrie ; mais ces formules sont si variées > quil est

difficile de les avoir lonjours présentes 4 la mémoire ; c’est

pourquot j'ai plicé ici un précis de celles qui sont les plus
usuelles, afin qu’on les trouve ainsi rassemblées au moment
ou on en aara besoin. Quant a lear démonstration , ainsl qu'a
Iexposition des principes sur lesquels elles reposent , on devra
les chercher dans les excellens traités de trigonométrie que
nous possédons.

On doit se rappeler d’abord que toutes les lignes trigenomé-
triques peuvent s’exprimer rationncllement en fonction du
sinus et du cosinus de Pare auquel elles appartiennent ; ce
qui détermine a-la-fois leurs vileurs et le signe quon doit
leur attribuer. Soit ¢ arc, R le rayon de la circonférence a

laguelle il appartient , on a toujours

sin @ cos

tanga = R — ; colang ¢ — R v
Cos @ %
T
e cosec @ =
COSs @

Cela posé, toutes les formules ‘l1'3gnrzn)r1ét1'i(1ur's dérivent des
quaire suivantes, qui expriment les sinus et cosinds de la
somme ou de la différence de deux arcs, en fonction des sinus et

des cosinus de ces arcs. Soienta et & lesarcs donnés » SUpposons
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que le rayon du cercle soit pris pour unité , on aura

(1) sin(a—+6)=sinacosbJsinbcosa;

cos (a4-54) = cos @ cos b—sinasinb;

sin(@—0) =sin acos b sin bcosa

cos (@ -=b)=cosa cos b+ sin bsina;
divisant ces équations memhre & membre , on en lire

sin a cos b -{»— sin b cos a

tang (@ + 8) = s sbiielll

cos @ c0s b — sin @ sin &

sin a cos b — ‘i'[‘l b cos a
tang (2 — = —

€08 2 Cos b - -} sin b sin @

Divisant les deux termes des seconds membres par cos & €08 b,

et subsliluant tang @ et tang b aux rapports

sin @ sin &
) =oars
cosa’ cos b

en aura
{ang @ + tang b
tang ( + [)) S L S e el et e b -
1 — lang a tang &
¢ tang @ — lang &

tang (@ — b) =" .
g ( ) 1 - tang a tang &

expressions qui donnent la tangente de la somme et de la diffé-

rence de deux arcs en fonction des tangentes de ces arcs.
Si Ton fait @ = & dans les formules précédentes , elles

donnent |
sin2a—asinacosa, cos2a@=—cos®a—sin’ g, |

2 tang a

tang2a —
1—tang @

expressions qui donnent le sinus, le cosinus, et la tangenie de
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Parc double en fonction des sinus cosinus y et tangente de l'arc

simple.

Revenant aux équations (1), sion les ajoute membre i

membre , on aura
sin (a4 &) + sin (e—b)=2sinacos b
cos(a+4b6) 4 cos(a—b) =12 cos @ cos b :
sin (@4 b) —sin (6—b)=2sinbcosa :
cos(a—b)—cos(a+b J=2sinasinb,
Soit
at+b—=u a—bo=u:

¢c qui donne

a=3(u+v) Z)_—'.’(f.av—-p}

les formules précédentes deviennent

siuu—{-sinu::_'_’.siu—;(u—}—r*}cns;[z;-—-zﬂ)
{2)  sin u-—-sinr*::&sin;7(1.:—-1')(:().‘;;—{u+w)
CO8 1~} cospy =2 msé(m—;—tr)cm;(n—p)
. b f— «in X Y sin X 5
008 » —cos u= 2 sin {"( z 42 ) sin t(u—»p)

tXpressions qui servenl a transformer une somme ou une dif-
ftrence de sinuset de cosinus, en un produit » el & réunir ainsi
deux termes en un seul.
Silon divise les deux premiéres formules membre a membre,
elles donnent
sinu-- sin e

o 2985 (et )

sin & — sin ¢ lang z (2—v)

relation remarquable par sa syméirie,

Si T'on multiplie ces équations membre & membre, en
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observant que 2 siit  €OS y == sin 2 ¥, on en lire
sin® w — sin®* v=—sin { z 4 » ) cos ( J-v)
cos® g — cos® u == sin (% +» ) cos (% +v)

qui sont aussi d’un fréquentfusage.
Nous avons trouvé tout-a-I'beure

sin 2 a— 2 8in g cos @ cos 2 4= cos” @& — sin” @

La seconde de ces équations peut se mettre sous les deusx

formes suivantes :

cos2a = 1 —2sin* aj cos 2 a==2¢cos a—1I
d’oti Pon tive
5 ek e B hlmieda
sin” & — - cos® @ = -
2 2

On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés d'un
sinus ou d’un cosinus Ja prculic‘:rc puissance du cosinus de Lare

double.
Soit o a — u,don @ =73, Ces formules deviennent

1 -} cos &

e 1——COS ‘
SNt =t cos® s U=
2 2

et divisées membre 3 membre, elles dennent

g 1 — COS &
tang” z 2 =—

-

I 4 cos &

on si Fon veut tirer la valeur de cos %
1 -——inng"‘ 3

i
08 U= ——————
14 tang” 3 &

Ces formules sont aussi d’une application fréquente.




tina=cos a irz!:mg{z—

- n.—1 = Ra—I.n—2.n—3
$0Sna=C0s (T -~ tang’gd =" 2
1.9

s ng—
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De méme que nous avons ir

53

ouve le sinus et Je cosin
Parc double , on trouvera le sinus et le ¢
I1 suffit de faire dang les formules (1)
alors -

us de
cosinus de arc triple,

b=2a, clles donnent

sin 3 @ = sin a cos 2a-sin2 geos g
cos 3 g—= C0sacos2a—sinasinagq,

subslituant PoUr sin 2 @ et cos 3 4 leurs vale

urs , elles de-
viennent

Sind @ — 3 sin 2 cos? a—s5ind ¢
€083 = — 3 cos a sin* + cosa

el elles peuvent se mettre sous la forme

Sin 3 @ = cos? ¢ {3 tang @ — tang? o}

co8 3 a = cos’ @ Pl 3 tang® a}
En général n étant un nombre entier quelconque , ona
n

2.11-1.72-2 3 Bn=1.-2.72-3,7-4
T tamatpl. T

' Bt

1.2:5.5:5,
Iang‘?a..el(ﬂl

2 bt o

Ces formules donnent le sinus et le

quelconque en fonction dy sinus et du cosinus de Parc simple,
Les coefficiens des différens termes sont ¢
sance du binome. (%

cosinus d’un are multiple

eux de la n° puis—

st peurquoi on peut rassembler ces séries
sous la forme suivante »

2075 X |}

. I _ n —_— n
51I!f:(6:-——¥—{cosa+l/—1.smal —m-_l- _—«‘casa—-l/—f-sma{

o] e

: {cuszz-FV:_sina}n -+ :I— {cnsaz—l/rxsincz}n

23

L ]
ke AN G
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Tt en effet , endéveloppant ces expressions abrégces , elles
redonnent les deux séries précédentes , comme On peut le véri-
fier aiscment.

Réciproquement on peul exprimer les diverses puzssances
quelcongues d‘u sinus et du cosinus de l'arc simple en fone-
tion du sinus et du cosinus de larc multiple, et méme en
employant plusieurs arcs multiples ,on pcﬁt rendre ces expres-
sions linéaires. Pour le prouver, il faut savoir quen déve-

loppant le sinus et le cosinus en fonction de Vare, ona

. x3 x5
snr=% — —% —_——
iszea Rt T )
o ah
COB L ==l e R i
1.2, .'.“‘.5“1,. |

Dans ces expressions Tarc x est censé divisé par le rayon |
bl 7 ]

st ici pris pour unité de longueur, et par conséquent , si i

qui e
on voulait par-tout le rétablir , il faudrait écrire par-tout
3 |
¥ s sin & % ¢
—— au ljeu de x, et —— aU lien de sin a dans les deux
-

o
membres de cette équation. Or , en adoptant ces séries , st
Pon représente par e le nombre dont le logarithme hyperbo-
lique est-l'unite , elles peuvent se melire sous la forme

x P —1 —xlV —1

(-1 e

SIL O =

Zl/——L

xp —1 —xp —1
e 4 e

2

cos & =
&out T'on tire
z) —1
e —cos & + I — 1.8 Z;

S —1

e =coszr — | —1I.silnx
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Soit 72 un nomhre entier quclcunquu, e c}mngennt Z en mx,

en aura de méme

mx b —1

é =='cos mx 4 V' — I sin rux :

—mzx | —1

v2 i

e T2 GOS RN ==V oy sinma
c’est sur cela quest fondée 1a transformation que nous cher-
chons. En effet, d’aprés les valeurs précedentes de sin & ek
€05 X , on aura

s — — X —1

)
b LLLicp (
5

n

sin & —

ou en développant les seconds membres par la formule du

1)E||muc
w i — 1 (ia-—-’:)wV—l"
. e — n.e
e R e
; (QV—'UH gL — 1 (=48« =1
—_——
1.2,
nx . —1 (m—2)x)p”"—1
. . e + n.e
08 & = —
ik 2% n.n—I (’1"_“”1-):” V=1
g

Les différens termes compris enlre les parenthéses du second

mxl” — 3

membre sont tous de la forme e ; par conséquent
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on pourra substituer a leur place les expressions équivalentes

cos mz 4+ 1 — 1.sin mx, dans lesquelles le nombre

aura succéssivement pour valeur nj 7 — 25 n — 4. . Alors

les coelficiens imaginaires disparaitront d'eux-mémes par la
n n

divisionj ‘et les valeurs de sin & et de cos ¥ se {rouveront

exprimées linéairement en fonction des sinus et cosinus d’un
certain nombre d’arcs multiples.

Les expressions que nous venons de rapporter suffisent pour
exécuter toutes les transformations qui peuvent étre le plus
ordinairement nécessaires daus les calculs unulytiquus. Si Yon
voulait avoir de plus grands défails sur cette branche impor-
ante de Danalyse , il faudrait consulter Pouvrage d’Euler

intitulé Zntroductio in Analysis infinitorum.
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€ o !.xSL‘M-‘:'Si L LES LIZIRES COUTDES 4 €U e Ld Y’i'ﬂ!lﬁ'z)i'}'li({-ﬂ‘bﬂ
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dedans ou en dehors de Iellipse. 123
Relation qui existe entre les angles formés par le premier axe et
les cordes supplémentaires menées de ses extrémités  un méme
point de I'ellipse, Les lignes menées des extrémités da grand axe
& un méme pointde Vellipse comprennent un angle obtus. 124
Des foyers de Iellipse : moyen de les déterminer. La somme des
distances des foyers i un méme point de la courbe est constante
et égale au grand axe. 125
La propriété précédente donne un second moyen de décrire I’el-
lipse. 126
Equation de la tangente & Vellipse , lorsque le point de tangence
esl donné. Cette droite n'a qu’un seul point commun avec la
coutbe. 125—128

Moyen trés-

iilnlﬂepm:r construire une langente en un point donné

sur Vellipse , par la pronridic des cordes supplémentaires, 129—130

Ce que Yon entend par dianitires conjuguds. L angl qu’ils eom-

prennent dans Pellipse est ¢

14 celui des cordes supplémen-
taires menées par les extrémités du grand axe paralldlement a

ces diamétres. 131—i13e
Exprossion dl.- la soutangente. 133
Equation de la tangente assujetiie & passer par un point pris hors

de 1a courbe. 134
Equation de la normale. Expression de 1a sonmormale. 135

Rapport entre les directions de la tangente, de la normale , et
celles des lignes menées de deux foyers aux points de tangence. 136
Construction de la tangente d’aprés cetie propriété, lorsrque le

point donné est sur la courbe , ou en dehors. 137
De I’ Lilipse rapporiée & ses diamétres conjugués.

Transformation de Péquation de Pellipse rapportée & ses axes et
au centre. Forme de ’équation de cette courbe rapportée i des
diamdtres conjugués. Il y a une infinité de sysidmes de coor-

dmmécs pour !(‘SI‘H!!-T: T:“qu:alin n eonserve celte forme, Ce 5ys-=

1émes pe sont pas rectangulaires.

138—14e
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Dans Pellipse, le parallélogramme construit sur denx diamétres
conjugués quelconques est équivalent au rectangle construit sur

les axes. La somme des carrés de deux diamétres conjuguds est

égale a la somme des carrés des axes. 1hr—14a
Manidre trés-simple de construire deux diamétres conjugués qui

comprennent un angle donné. 143

Construction des diamitres conjugués égaux. 14 |

1’angle obtus formé par ces diamétres est le plus grand de tous

ceux qui sont formés par deux diaméires conjugués. 145 |
Les carrés des ordonnées paralléles & un diamétre sont propor-
tionnels aux produits des segmens qu’elles forment sur son con-
jugm‘. 1
Moyen de décrire une ellipse ‘quand on connait deux de ses dia-
méLres conjugués , et 'angle qu’ils comprennent. 14
Condition qui exprime que deux droites menées des extrémités
d'un diamétre conjugué se coupent sur Pellipse. 4

Equation de la tangente 4 DPellipse. Les coordonnées étant obli-
ques ct parallles & des diamétres conjugués, celte équation est
de méme forme que lorsque la courbe est rapporiée 4 ses axes. 14

Miéthode trés-simple pour mettre une tangente & une ellipselorsque |
I’on connait son centre. 150=101

S . i . So i

Manitre de constrnire avee les mémes données deux diamétres
conjugués qui comprennent un angle donné. Si cet angle est

g
5a—13

droit , ces diamétres sont les axes. 1
Marche qu’il faut suivre pour revemir de Pégumation aux dia-

métres conjuguds i Péguation aux axes. 13

Sur I’ Lquation polaire de I’ Ellipse , et la Meswre de su

r
-‘.’!’H_‘} UCEs

Trouver une courbe telle que la somme des distances de chacun
de ses points & deux peints donnés soit constante et €gale i une
ligne donnée. Cette courbe est ung ellipse. 13
Equation de Pellipse en caordonndes polaires. Disenssion com-
pléle de celte équation. 156—135

&=

Recherche de la surface de Dellipse. }
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DE LA PARABOLE.

Equation de cette courbe, et détermination des circonstances

générales de son cours. 159—16e
Caractire analytique des points situés au-dehors ou au-dedans de

cette courbe, 161
Maniére de construire la parabole , d’aprés son équation, 162
La parabole est une ellipse dont le grand axe est infini : on , CE

qui revient an méme , elle est lalimite de toutes les ellipses dans

lesquelles la distance du foyer au sommet est 1a méme. 163

De la directrice ; sa position. Moyen de décrire une parabole
dont le paramétre est connn. Autre moyen de décrire une por-
tion de parabole d’an mouvement continu, Du paramétre. 164—166

Equation de la tangente mende & la parabole par un point donng
sur la courbe.

16g
Pir un point pris hors de la parabole, on peut mener deux tan-
gentes & cette courbe. 168
La soutangente y est double de I'abscisse. 16g—i71
Equation de la normale 4 la parabole. La sounormale est cons.
tante et égale & la moitié du paramétre. 170
Dans la parabole, Pangle formé par la tangente avec une droite
menée du foyer au point de tangence, est égal & Pangle de la
tangente avec I'axe. 172
#oyen qui en résulte pour mener une tangente i la parabole par
un point pris sur cette courbe, ou au-dehors. 173
De la Parabole rapportée & ses diamétres.
Recherche des systémes de coordonnées obliques relativement
2uxquels I"équation de la parabole conserve 1a méme forme que
quand elle est rapportée A son axe. Tous les diamétres de la
parabole sont paralléles A I’axe, 174

Dans la parahole, le paramétre d’un diamétre quelconque est qua-
druple de Ia distance du foyer & Verigine de ce diamdtre. 175-—1-6
Maniére de construire une parabole dont on connait le paramétre
par rapport & un diamétre , Pinelinaison des ordonnées étant

aussl cognue. 177
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- 1 kL)
Equation de la tangente a la parabole rapportée & ses diamétres.
Elle est de méme forme que pour son axe, La soutangente sur
un diaméire est aussi égale au double de Pabscisse correspon-

dante. 178

Sur I’ Equation polaire de la FParabole , et sur la Mesure de

sa surfuce.

Trouver une courbe telle que les distances de chacun de ses
points & une droile et i un point donne soient €gales enir’elles.
Cette courbt est la parabole. 179

Equ:nlnn {'I(' ]:I |)}|]'1i}l(|!{: en r'or:w](\unéus !\l!]}]l‘ﬂ_‘ﬁ. jgo—;SQ

L’aire du segment parabolique compris eunire Parc de courbe
compté depuis Porigine de 'axe, l'ordonnée et Nabscisse cor-
respondante , est ¢gale aux deux tiers du rectangle formé par
I'abscisse et l'ordonnée. 132 bis,

Ce que Pon entend par conrbes quarrables. 18

DELIAHEY PERBO L-E.

Equation de cette courbe, et détermination des circonsiances
genérales de son cours. De ses axes. Forue que prend Iégua-
tion lorsqu’on les y introduit. 184—18

Analogie remarquable qui existe entre les équations de Dellipse et

de I'’hyperbole.

copslsle en ce que ses deux l'llnll]fm.'i se

changent P'urie dans Pautie, en rendant le second axe de Pel-

lipse imaginai Ye Thyperbole équilatére. Cest celle dont les

deux axes sont ¢

raux. Elle est entre les autres hyperboles ce
qu'est le cerclé

arthi les l']]i}m‘s. 186

Relation qui existe entre les angles formés par le grand axe et les

cordes menées dé ses extrémités & un méme point de la courbe. 187

qui.‘\lion de }.11\”[):'11)(:.]1:. 1:1111";1'!(:1; 3 ses axes, ]‘mininc etant

placée au somiuet. 188

Transformation que subit I'équation de cette courbe lorsque T'on

("Hl”'ll!(' ].|'."'\ ﬂ! "i“\f.\‘ sar son :‘[‘{_'Drl!'{ axe. » 189

ki P - e

Définition et détermination des foyers. La différence des rayons
vecteurs menes de ces points & un méme point de I'hyperbole

est conslanie et égale au grand axe, Construction desfoyers. 1go—i0t
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Description de I'hyperbole par points , ou d’une portion d'hy-
P YE par i s B ¥
erbole par un mouvewenticontinu. 192

14 I 1 9
Equation de Ia tangente et de la normale & I'’hyperbole , lorsque le

I g JE 1
. point de tangence est donné. 193

Aux extréinités du premier axe la tangente est paralltle aux or-

données. 194
La propriété trouvée dans Particle 68, pour I'ellipse , a lieu pour

I'hyperbole. Elle offre un woyen nouveau et trés-siwmple de me-

ner une tangente A cette courbe, 165
Expression de 1a soutangente et de la sounormale. 196
Formule .pour mener une tangente 4 I'hyperbole par un point

extérieur. 157
Des asymptotes. Leur construction. —199
Si une ellipse et une hyperbole santconstruites sur les mémes axes,

les diamétres conjugués éganx de Ja premitre formeront, élant

prolongés , les asymptotes de la seconde. 200
Les asymptotes de Ihyperbole équilaiére sont perpendiculaires

entr'elles. 201
Les asymptotes sont 1a limite de toutes les langentes. 202
Rapport entre les direotions de la tangente, de la normale et des

lignes menées des foyers au point de tangence, g H05
Moyen qui en résulte pour mener une tangente par un point donné

sut Phyperbole, ou par un point extérieur. 204

Des Propriétés de I’ Hyperbole par rapport ¢ ses diamétres

conjugués.

Transformation de P'équation de Phyperbole rapportée i ses axes
etaucentre. Cette courbe ne rencontre jamais qu'un de ses deux

diaméires conjugnés. 205

Equation de Phyperbole rapportée 4 ses diaméiges conjugués. Les
carres des ordonnées aux diamétres conjugués sont entr'eux
comme les produits des distances du pied de ces ordonnées au

sommel de la courbe. 200

ence. des earrés des. diamétres conjugues._ est: tonjours
égale & la différence des carrés construits sur les axes, Les dia=

3 : ; s BB % g
métres conjugués de I'hyperbole équilatére sont égaux denx i

depx. Flle est la seule hyperbole qui ait des diamétres COnj W=
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gués égaux. Le parallélogramme construit sur les diamdtres
conjugués est équivalent au rectangle des axes. Ces propriétés se
déduisent des propriétés analogues de Dellipse, en rendant le
second diamétre de celle-ci imaginaire. 209
Conditions qui doivent &ire satisfaites pour que deux droites me-
nées des extrémités d'un des diamétres se coupent sur I'hyper-
bole. 208
Equation de la tangente & I'hyperbole rapportée i ses diamdtres
conjugués. Les conséquences qu'elle offre sont analogues A

celles de Pellipse. 09
Des Propriétés de I’ Hyperbole rapportée & ses asymplotes.

Transformation de D'équation de ’hyperbole rapportée & ses axes
et au cenire, de manitre 4 faire disparaiire les carrés des va-
riables. Les nouvelles coordonnées sont alors comptées sur les

asymptotes. Leur produit est égal & une quantité constante. De

la puissance de ’hyperbole. 210
Les asymptotes it les seuls axes de coordonnées qui puissent
réduire I'équation a cette forme. 21 1—a211

Le parallélogramme construit sur les coordonnées d'un point quel-
conque est toujours équivalent au paralléelogramme coustruit
sur les coordonnées du sommet, 213—21f

Equation de la tangente & Phyperbole rapportée A ses asymptotes. 2i3

Valeur de la soutangente. Construction de la tangente, 216

La portion de la tangente comprise entre les asymptotes est divi-
sée, au point de tangence , en deux parties égales. Cette portion
de la tamgente est égale en longueur an diamétre conjugué qui
passe par le point de tangence. a1

Si, d’un point quelconque de Fhyperbole, on méne une droite
quelconque , terminée aux asymplotes , les portions de cette
droite comprise entre les asymptotes et la courbe sont égales
entr’elles. Moyen qui en résulte pour décrire une hyperbole dont
on connait les asymptotes et un point. . 218

De Equation polaire de I’ Hyperbole , et de la Mesure de 56

surface.

Trouyer une courbe telle que la différence des distances de chacun
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de ses points & deux points donués soit constante et égale une

ligne donnée, Cette courbe est ]’hypcrbo]e.

219
Equation de I'hyperbole en coordonnées polaires, Discussion com-
pléte de cette équation. 220
L'aire d’une portion dhyperbole comprise entre I'are , Pabseisse
correspondante et I'ordonnée » est a celle de Phyperhale équila-
tire qui aurait le méme premier axe , comme le second axe est
au premier. 221
DISCUSSION DES EQUATIONS.
Méthode génerale qu'il faut suivre pour discuter Iéquation d’une
courbe. 233
Application 3 Péquation générale du second degré. 2a3

Les équations dans lesquelles manquent les carrés des variables -
apparticiment 4 des courbes qui rentre
Recherche des relations qui doivent exj

pour que la courhe soit limitée dans to

seulement , ou illimitée.

nt dans la troisidine classe, 23/
ster entre les coefficiens

us les sens, dansun sens

Les caractéres précédens conduisent & Partager les courbes du se-

<ond ordre en trois classes distinctes. 226
Prevrirg Crasse. Courbes limitées dans fous les sens,

Construction du diamétre que I'on obtient en résolvant I'équation
Par rapport & Pune des inconnues, 227

Recherche des points ot la courbe conpe ce diamétre, L’équation

qui donne les abscisses de ces points est du second degré. Elle

aura ses deux racines réelles inégales , ou égales » Ouimaginaires :

¢ qui donne trois subdivisions.

228
Examen du premier cas.

Les ordonndes correspondantes  aux
points d’intersection dela courbe et du di

amétre sont tangentes
4 1a courbe. Elles sont ses |

imites dans le sens des abscisses. La
courbe est continue dans e

Recherche des limites
Equations qui donnent les points d’intersection de la courbe et

des axes, Tableau des diverses relations qui peuvent exister
entre fes coefficiens , et des proprié

space (‘.OIDP]"JES entre ces f}l'(](Jl'llléﬂ'S-

de la courbe dans le sens des ordonnées.

Lés géométriques qui en ré-
sultent, Exemples particuliers d’équations qui se rapportent 3
ces différens cas,

229

24
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TABLE

ariables sont égaux , et que le

ur prw]uit soitnul,

eptible que d’une solution rée
Ce point est situé sur le diamttire.

nombre positf. Exemples.
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droites paralléles, une droite unique , ou pour qu'elle ne soit

susceptible d’ancune solution réelle. Exemiples. 239

Conclusion de la discussion précédente. Caleul des nes cui

déterminent la position de axe,celles du foyer ct de la directrice. 240
T AT 3 g/ Pesiesin A e 2 . fos sens
ROISIEME CrassE. Courbes indéfinies dans tous les sens.

Coustruction du diamdire que I'on ebtient en résolvant "équation

par rapport 4 'une des variables. Condition qu exprime la
realité-des racines de P'équation qui donne les abseisses des points
d’intersection de Ia courbe avee lo diamétre, Les ordonnées

correspondantes 3 ces points sont 1

sentes 3 la courbe. Elles
en fixent les limites. La conurbeest imagiuaire dans Vintervalle
compris entre ces ordonuées, et de part et d’autre elle s’%étend
indéfiniment.. Marche quil faut suivre pour trouver sa position
par rapport aux axes. Exemples. 241
Examen du cas ol Pun des carcés manque dans 1’équation. Alors
la courbe a une asymptote paralléle 3 'un des axes. On trouve
aussi une autre asymptote danos la méme circonstance. 8i les
earrés des variables manguent d-la-fois , les axes des coordon-
nées sont paralléles aux asymplotes.
51 les deux racines de Péquation qui donne les points d’intersec-
tion de la courbe et du diamétr

O L Ty ]
202=—243

esont égales , équation’ et dé-
composable en teux facteurs du premier degré. Elle’ représente
deux lignes droites qui se coupent. 2l
Toute équation décomposable en facteurs rationnels par rapport
aux variables, représente autant de courbes distinctes quil'y
a de ces facteurs.,

245

Exemples du cas précédent. 246
Lorsque le radical que Von obtient en résolvant Péqmation par
rapport & une des variables, renferme un polynome dont les
! racines sout imaginaires., la courbe ne coupe pas lediameéire.
Relations qui doivent exister entre Tes coefficiens, pour que
la propriété précédente ait lieu. Forme générale de la courbe.

| Exemples. 247

| Siles coefficiens des carrés des variables sont égaux et de signes

contraires, le co

ient de leur produit étant nul, Ja courbe
est une.hyperhole équilatére rapportée 3 des coopdonnées paral-
18les & ses axes, 245
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Caleul des coordonnées du centre, de Ia direction et de Ja lon-
gueur de deux diamétres conjugués de hyperbole. Conclusion

de la discussion précédente. 24g—a50

Identité de toutes les Courbes du second ordre avec les

Sections coniques.

< sage de la transformation des coordonnées pour ramener I'équa-
tion générale des courbes du second ordre i la forme qui com-
prend toutes les sections coniques. Cette réduction est toujours
possible lorsque I'équation proposée est suseeptible d’une solu-
tion reelle,
Marche quil faudra suivre, dans les différens cas, pour simpli-
fier , par la transformation des coordonnées, une équation du
second degré, en en faisant disparaiire certains termes. Re-
cherche des coordonnées du centre , dans les conrbes du second
ordre. Discussion des formules qui les représentent. Calcul A

faire pour rapporter la courbe & ses axes, si elle a un centre;

251—24

ou pour-transporter 'origine an sommet, si elle n'en apoint. 255

JES SURFACES BU SECOND ORDRE.

On classe les surfaces,, comme les courbes, d'aprés le degréde

leur équation. Méthode queP’on emploie pour les discuter. Ap-

plication a la surface de la sphére. 256

Conditions nécessaires pour qu’une ¢quation du second degré,

entre trois variables , représente une surface. 257

Conditions nécessaires pour qu’elle représente le systéme de deux
plans, ouune senle ligne droite.

Conditions nécessaires pour qu’elle représente une surface fermée,
c’est-d-dire, contenue dans un espace limité.

Usage de la transformation des coordonnées pour simplifier I'équa-
tion générale des surfaces du sccond degré. Définition de leur
centre. Il est en général unique pour chacune d’elles. Quelque-

fois il est situé & Uinfini. Quelquefois aussi il existe une infinité

28

de centress o a60—261

Discussion dés surfaces qui ont un centre. On peut toujours, par
Ia transformation des coordonnées , ramener Jeur équation & ne

contenir que lgs carrés des variables. Le systéme rectangulaire
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qui jouit de celte propriété est en général unique pour chaque
sutface. Celles pour lesquelles il en existe plusieurs en ont une

infinité. 262

Discussion des surfaces du second ordre rapportées & leurs

aves.

Equation trés-simple qui comprend toutes les surfaces du second
ordre. Maniére d’y xeconnaitre les surfaces doudes d’un centre,
et celles qui en sont, déponrvues. 263
Discussion des surfaces qui ont un centre. Elles se réduisent a deux
classes distinctes. 264
La premiéreest Pellipsoide. Elle comprend lessurfaces quisontren-
fermées dans un espace fini. Construction delellipsoide. Valeurs
des axes. Forme que prend I'équation de1’eHipsoide lorsquon y
mtroduit les axes. Conditions nécessaires pour que 1’9|Iip.<c"1'(]¢'.
soit engendré par Ja révolution d’nne ellipse autonr d’un des
axes. Siles troisaxes sont égaux , lellipseide devient une sphére.
L'équation de Pellipsoide comprend aussi celle du cylindre droit
4 base elliptique ou circulaire , etcelle de deux plans paralltles
4 I'un des plans coordonnés. 265
La secondeclasse de surfaces comprend les hyperboloides. Ces sur-
faces sont indéfinies. Forme de 'équation générale des hyperbo-
loides quand on y introduit les axes. Conditions pour que Ihy-
perboloide soit de révelulion autour d’un des axes, L'équation
de Pbyperboloide comprend celle du eylindre 4 base hyperbo-
lique. Il y a deux sortes d’hyperboloides. Les uns n’ont qu'une
seule nappe ; les antres sont composés dg deux nappes distinetes
et séparées. Le passage des uns aux autres donne le céne droit &
base elliptique on hyperbolique , dont Ie cdne droit 4 base cir-
culaire n’est qu’une variété, Ce cone est I'asymptote des hyper-
boloides. 266—268
Discussion des surfaces du second ordre dépourvues de centres.
Elles se réduisent & denx espéces distinetes. La premiére est le
parabaloide & une ou & denx nappes. Ce dermier a pour asymp-
totes deux plans. Laseconde est le gylindre parabolique. 26g—azo
Les intersections des surfaces du second ordre par des plans quel-

congues sent des courbes du second ordre, dont on peut recon-
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374 TABLE DES MATIERES.
naftrela natare en les rapportant . des coordennces prisesdansle
plan coupant. Formules qui servent & rapporter les points d’'un
plan & des axes rectangulaires qui yont situés. Toute surface du
second degré pent étre engendrée par le mouvement d’un cercle

toujours paralléle i lui-méme , et va riable de rayon. 271—273
Des Plans tangens aux Surfaces du second ordre.

Défmition des plans tangens Recherche de leur équation pour les

surfaces du second ordre. La méthode qui iy conduit est appli-

F=5

eable anx surfaces quelconques. 7
Equations de la normale aux surfaces du second ordre. Si la sur-

face est de révolutionautour d'un des axes , la narmale rencontre

»
or

cet axe, quelle que soit la position du point de contact.
L'hyperboloide & une seule nappe jouit de cette propriété remar-
quable , que chaque plan tangent le touche suivant deux lignes
droites. L’hyperboloide & deux nappes ne jouit pas de cette
';'.\'-)[1-1'[5.'1':. 276

T¥étermination du . plan tangent lorsque e point de tangence est

inconnu , et que I'on donne un point extérieur a la surface. 297

Des Surfaces du second ordre rapportées & leurs plans dia-

metres.

Définition des plans diamétres. ‘Chaque sutface en a une infinité. 278

Conclosion. Pré

is des formules trigonométiiques les plus usuelles. 279

FIN DFE LA TABLE DES MATILRES.
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