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Yorwort.

Vorliegendes Buch verdankt seine Entstehung zuniichst den
Bediirfnissen der Schule; ich hoffe jedoch damit “nicht blos dem
Studirenden, sondern nmnenthc]l auch dem Praktiker einen Dienst
ZUu erweisen.

Beim Studium soll dasselbe als Leitfaden dienen und fiir die
wiedere Geodiisie das Nachschreiben eines Vortrags zum grossten
Theil tiberflissig machen, in der Praxis soll es die Resultate des
Studiums, soweit sic in Formeln und Zahlenwerthen enthalten
sind, in tibersichtlicher Gestalt zur El.mel aehen,

Das Buch unterscheidet sich von einem Lelwbuche durch die
Kiirze der Darstellung und den Mangel von Formelentwicklungen
und ist deswegen nur fir solche Leser bestimmt, welche den be-
treffenden (r(r;(’n.slum? schon bis zu einem gewissen Grade Tennen.

Da iibrigens in manchen Fillen die Auseinander setzung einer
Aufgabe der niederen Geodisie sofort auch deren Losung nnt sich
luuwt 80 wird hier zuweilen der Unterschied gegen dm Behand-
lunrn\\ reise eines gedriingt geschriehenen L{.hlbl}.(,llb nicht bedeu-
tend se in. Auch ]\Unntu ich in einzelnen Fillen die Gelegenheit
nicht voriibergehen lassen, meine eigene Ansicht etwas a.usfuhlhchot
zu LllthLL(‘ln, als der Tendenz eines »Taschenbuches« gemiiss ist.

Statt Formelentwicklungen wurde tiberall, wenn es not]m endig
schien, die betreffende Ll’r(‘mtm angegeben.

Der er ste Theil gibt einen Abriss der Methode der kleinsten
Quadrate im Wesentlichen nach Encke’s Bearbeitung und mit
Nachweis der Originalliteratur.

Wenn die }.oth\wndwken einer besonderen Behandlung der
Mtthmk der kleinsten Umdntu bei dem gegenwiirtigen Stand
der Vuﬂnutunn dieser Wissenschatt einer niiheren Begriindung
]“'d-lli 80 moége ein Wort Bessel's angefiihrt werden, welcher in
seinen »pnpuhucn Vorlesungen tiber \\.'maenhdmlﬂu,he Gegen-
stinde«*) sagt: »Man hat Llst in den letzten Jahren grossen
»Nutzen ans der Methode der kleinsten Quadrate ziehen gelernt,
»und ich glaube nicht = irren, wenn 1c11 annehme, drl‘»‘s lneh
»einer Reihe von Jahren das erste Capitel aller Lehrbiicher der
sanf th.thunrr beruhenden Wissenschaften der Anwendung der

Wnlnthmhchkutﬂ echnung auf die Beobachtungskunst gLWId
*mht sein wird.«

*) Hum‘burg 1848. 8. 389.




VI Vorwort.

Verschiedene Anwendungen der Methode der kleinsten Qua-
drate finden sich in den folgenden Theilen. Insbesondere wurde
auf die Ermittlung zuverlissiger Zahlenwerthe fiir die Genaunigkeit
der verschiedenen Operationen, woran alle Lehrbiicher Mangel
leiden, Bedacht genommen.

Der zweite Theil gibt die gesammte niedere Geodiisie in selbst-
stiindiger Auffassung und Darstellung. Besondere Aufmerksamkeib
wurde der praktischen Trigonometrie und Polygonometrie geschenkt.

Alle einigermaassen complicirten Berechnungen sind durch
Zahlenbeispiele erldutert.

Im dritten Theil ist die hohere Geodiisie soweit behandelt, als
es das Verstiindniss der gegenwiirtig in Ausfiihrung begriffenen
Europiiischen Gradmessung verlangt. Es wurde gestrebt, die
Grundlagen der einzelnen Theorien kurz mitzutheilen, dann aber
sofort, ohne Formelentwicklung, die Resultate anzugeben und
durch Zahlenbeispiele zu erliutern.

Zahlenwerthe, welche allgemeinen Werth haben, und zur Er-
leichterung von Rechnungen dienen, wurden hier, wie im zweiten
Theil, in aller fiir die Anwendung n&thigen Ausfiihrlichkeit in
Tafeln mitgetheilt.

Mit Riicksicht auf das nicht unbedeutende Zahlenmaterial, in
welchem trotz aller Miihe niemals Unfehlbarkeit erreicht werden
kann, erlaube ich mir die Bitte, welche namentlich auch an
meine Zuhorer gerichtet ist, etwaige géfundene Fehler giitigst
mittheilen zu wollen.

Carlsruhe, September 1872,

Wilhelm Jordan.
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Einleitung.

Die praktische Geometrie oder Geodiisie beschiiftigt sich mit dem
Messen einzelner Theile der Erde, und mittelbar mit dem Messen
der Erde selbst.

Messen heisst das Bestimmen des Verhiltnisses zweier gleich-
artiger Grossen. Als unmittelbar zu messende Grissen kommen
hier nur in Betracht Ldngengrossen und Winkelgrossen, weil sich
die Bestimmung aller andern geometrischen Grossen hieranf zu-
riickfiithren lisst.

Als Maasseinheit fiir Lingengrissen dient irgendwelche wiil-
Lurlich gewihlte Linge, z. B. der Meter. Als Maasseinheit fiir
Winkelgriossen dient der einer vollen Umdrehung einer Geraden
um einen Punkt entsprechende Winkel (mit Theilung in 860 Grade
oder 400 Grade).

Da alle Messungen mit unvermeidlichen Fehlern behaftet sind,
80 ist diesen besondere Aufmerksamkeit zu schenken; es geschieht
dieses durch Anwendung der sogenannten »Methode der kleinsten
Quadrate.»

Die Oberfliche der Erde ist, abgesehen von lokalen Unregel-
miissigkeiten, nahezu diejenige, welche eine Ellipse bei der Um-
drehung wm ihre kleine Achse erzeugt. Der Quadrant dieser
Ellipse hat eine Liinge von 10000856 + 498 Metern, und die Ab-

plattung derselben ist wobei die mit + beigefiigten

1
209 +5°
Betriige die mittleren zu fiirchtenden Fehler der betreffenden
(Bessel'schen) Bestimmungen sind.

Das beschriebene Umdrehungsellipsoid ist diejenige Oberfliiche,
durch welche der Erdkorper begrenzt wiire, wenn er iiberall von
l'uhender_Flﬁssigkeit umgeben wiire; es stellt also der Meeres-
spiegel einen Theil dieser Fliche (nahezu) vor.

Bine in einem Punkte des Ellipsoids gelegte Beriihrungsebene
heisst die Horizontalebene des Punktes, und jede in dieser Ebene
liegende Beriihrungslinie heisst Horizontale. Die Normale eines
Punktes heisst Vertikale (welche demnach mnichié nach dem Erd-
mittelpunkt gerichtet ist).

Da die Oberfliche einer ruhenden Fliissigkeit in allen Punkten
rechtwinklig zu der auf die einzelnen Flissigkeitstheile wirkenden
Kraft ist, so folgt, dass die Vertikale in der Richtung der Schwer-
kraft liegt.

Jordan, Taschenbuch d. prakt. Geometrie. il




Einleitung.

Je nachdem man bei Messungen die Ausdehnung der Erd-
oberfliiche nur in horizontalem oder vertikalem Sinne in Betracht
zieht, unterscheidet man Horizontalmessungen und Vertikalmessun-
gen (Hohenmessungen).

Ferner unterscheidet man bei geodiitischen Messungen je nach
der Gestalt der zu Grunde gelegten Erdoberfliche vier Opera-
tionsstufen:

1) Man substituirt einem sehr kleinen Theil (bei Horizontal-
messungen etwa bis zu 1 [Meile) der Erdoberfliiche eine beriih-
rende Fbene, so dass die Vertikale {iberall rechtwinklich zu dieser
Ebene angenommen wird, und alle Vertikalen als parallel er-
scheinen.

2) Man substituirt einem Theil der Erdoberfliche (etwa bis zu
500 [Meilen) eine berithrende Kugel von gegebenem Halbmesser,
so dass die Vertikalen alle nach dem Mittelpunkt dieser Kugel
gerichtet erscheinen.

3) Man betrachtet die Erdoberfliche als ein Umdrehungs-
ellipsoid von gegebenen Dimensionen.

4) Man fithrt Messungen aus, welche die Bestimmung der
Dimensionern des Erdellipsoids, oder die Bestimmung der Abwei-
chungen der Erdoberfliche von einem Ellipsoid zum Zweck haben.
(Gradmessungen.)

Hieraus folgen die Benennungen: ebene, sphirische und sphi-
rotdische Geodisie.

Die hiiufig gemachte Unterscheidung mniedere und Tdhere Geo-
diisie ist nicht ganz bestimmt; jedenfalls zihlt man die ebene
Geodiisie zur ersteren, und die sphiiroidische Geodiisie zur letzteren,
withrend die sphiirische Geodisie theils der niederen, theils der
hoheren zugetheilt zu werden pflegt.
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1. Theil.

Die Methode der kleinsten Quadrate.







Cap. 1

Die Begriindung der Methode der Kleinsten Quadrate.
§ 1. Erklirung.

Die Methode dey kleinsten Quadrate, oder Ausgleichungsrechnung
lehrt, aus Beobachtungen, welche in einer das unmittelbare Be-
diirfnies iiberschreitenden Anzahl vorhanden sind, und deswegen
n Folge der unvermeidlichen ihnen anhaftenden Bc:ohn‘uht_tmgﬁ-
fehler auf \\'iderspriichc fiihren, diejenigen Resultate zu zwhep,
welche die grisste Wahrscheinlichkeit fir sich haben, oder die
geringsten Fehler fiirchten lassen: sie lehrt ferner, diejenigen Be-

triige “anzugeben, um welche muthmasslich die gefundenen Resul-
tate von der Wahrheit abweichen.

Weun also z, B, zwischen den durch Beobachtung gefundenen
Griissen Wy Wy.... wy und den Unbekannten z ¥ z..., deren
Anzahl 2 kleiner ist als die Anzahl m der Beobachtungen, fol-
gende lineare Gleichungen bestehen:

GQre+by+e,z4...w, =0

(1)

AT+ bpy—4emz 4. ..10m = “[
80 lehrt die M. d, k1. Q. die wahrscheinlichsten Werthe « y 2, und
deren mittlere zu fiirchtenda Fehler zu bestimmen. * !

Wenn die Anzahl » der Unbekannten sich auf eine reducirt,
und zufillic die Coefficienten a alle einander gleich sind, so lassen
sich die GL (1) so schreiben:

a
und man findet gen wahrscheinlichsten Werth , von « nach dem
dnost

850 VOr Entdeckung der M. d. kl. Q. durch das praktische Ge-
fiihl angegebenen, und durch dieselbe anerkannten Gesetz des
arithmetischen Mittels:

il w, w, (0

Ui s .e ]

v m P 1 a ;
sofern die Werthe als ,‘:‘ll:itll genau zu betrachten sind. Die
Blm“”ﬂ des arithmetischen Mittels aus mehreren Beobachtungs-
Tesultaten jst gls ein spezieller Fall einer allgemeineren durch
die M. g, kL Q. zu losenden Aufgabe.

a




Methode der kleinsten Quadrate.

§ 2. Geschichte.

Der Auffindung der M. d. kl. (. gieng vorans ein Versuch
einer Ausgleichungstheorie von Laplace, welcher, zum Zweck der
Bestimmung der Erddimensionen aus mehr als 2 Gradmessungen, aus
mehreren Gleichungen von der Form (1) §. 1 die Unbekannten
bestimmte mittelst der Bedingung, dass die absolute Summe der
Werthe, welche die rechten Seiten der GL (1) annehmen, wenn
die besten Werthe @y 2z substituirt werden, ein Minimum, und die
algebraische Summe dieser Werthe gleich Null werde. (L.I}_)LI.CB
méeanique céleste tome I Cap. IV, Gauss theoria motus lib. IT
sect. III art, 186, Gauss theoria combinationis art. 6).

Gauss entdeckte die M. d. kl, Q. im Jahr 1795 als Studirender
der Mathematik auf der Universitit Gottingen, verdffentlichte sie
aber erst im Jahr 1809 in dem Werke: stheoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicis solem ambientinm,«

Unabhiingig von ihm wurde Legendre auf dieselbe gefiihrt, und
verdffentlichte sie im Jahr 1805 in dem Werke »Nouvelles mé-
thodes pour la détermination des orbites des comeétes.«

Wenn demnach Lerrenule auch die Priovitit der Verdffent-
Tichung gehort, so ist doch Gauss als der Vater der Methode der
kleinsten Quadrate zu betrachten, denn die Prioritit der Iont-
deciiung und namentlich der Anmwendung (auf den Planeten Ceres)
gebiihrt ihm unzweifelhaft (theoria motus praefatio S.IX, theoria
motn\ lib. II seet. III art. 186. Sartorius v. Waltershausen, Bio-
graphie von Gauss, 8. 16, 23, 42, 43. Bessel, populire Vorlesun-
gen tiber wissenschaftliche Ue«ensz.mde 8. 27).

Ferner ist es Gauss, welcher fast allein die M. d. kl. Q. . uf
den heutigen Stand nehmcht hat, wihrend Legendre zur Auslnl-
dung derselben nichts bemnthwen hat.

Dle M. d. kl. Q. erkliirt I.hCJL"l]UJ‘QII Werthe der Unbekannten
zyzin GL (1) § 1 fiir die besten, welche, in die Gleichungen
substituirt, solche Widerspriiche (\Verthe der rechten Seiten der
Gleichungen) erzeugen, deren Quadratsumme ein Minimum ist,
(vomusrref«et/{', dass die Beobachtungen w alle gleich genau sind).

Legendre begrindete dieses 1"].]_11(,11) nur durch die Allgemein-
heit und Lelchtwhmt der Anwendung (Nouvelles methodes, S.
72. De toutes les plincipes, qu'on peut proposer pour cet
objet, je pense qu'il n'en est pas de plus général, de plus exacte,
ni d'une application plus facile que celui ete.)

Grauss zeigte in der »theoria motnss, dass dadurch die wahr-
scheinlichsten Werthe der Unbekunnten ellmlten werden, und in
dl_L »theoria combinationis observationum erroribus minimis ob-
noxiaes, dass dadurch die mit den geringsten Fehlern behafteten
‘Werthe der Unbekannten erzielt weulen

Endlich gelang es Bessel im Jahr 1838, der Sache noch eine
dritte Seite abzugewinnen, indem er in seiner »Theorie der Beob-
achtungsfehler« (Astr. Nachr, XV Nr. 358 und 859) jeden Fehler
als das Resultat des éuadllllﬂell\\'ll]\Lll\ einer sehr grossen Anzahl
von »Elementarfehlern« betrachtete.

Zusammengestellt und verbreitet wurden die erwihnten Origi-
ginalarbeiten von FEncke in dem Berliner Astr. Jahrbuch fiir 1%4
1835 und 1836 in einer Abhandlung, welche in vielen Fillen Ci(h



1ch
der
Aus
ten
der
nn
die
ace
i

der
sie
um

nd
né-

nt-
der
nt-
‘es)
Yt
3i0-
uann-

. uf
hil-

ten
oren
der
ist,
1dl).

in-

cet
cte,

fr-
in
ob-
ten

ine
ob-
ler
ahl

igi-

54,
das

$ 3. Methode der kleinsten Quadrate. 7

Studium der ersteren ersparen kann, (und deshalb hiufic statt
derselben citivt wird).

Das erste Lelwbuch der M. d. kl. Q. schrieb im Jahr 1837 der
Oberbaurath Hagen, auf Grund einer populiren Darstellung der

essel'schen Theorie der Beobachtungsfehler; das zweite ist von
G""”_“{I.- einem Schiiler von (Gauss, im Jahr 1843 im Wesentlichen
auf Grund der stheoria combinationis« bearbeitet worden,

. .8 8. Begriindung der M. der kl. O, durch die Wahrschein-
lichkeitsrec nung (theorin motus lib, 1T sect. III art. 175—179,
Encke 1834 § 350 958 und 1835 §. 260).

.H””Pi'j”l’:ﬂ der Wahyseheinlichkeitsrechnung:

Die W ahrscheinlichkeit w eines Ereignisses ist das Verhiiltniss
d"f' *Afl!zzlhl der ihm giinstigen Fille zu der Anzahl der itberhaupt
Woglichen Fille; sie ist also stets ein positiver dchter Bruch,

T >0
deuten Gewissheit und Unmiglichkeit,
.. die Wahrscheinlichkeiten mehrerer sich aus-
S nder Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit w, dass
trgend eines derselben eintritt:
w=aw +w' +w’" ... (1)

Sind «' und %" die Wahrscheinlichkeiten zweler sich aus-
schliessender und gegenseitig bedingender Ereignisse, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eines oder das andere eintritt:

w=w+u =1 (2)

die Grenzen 1 und 0 be
Sidiia e
Sind w’ w” 4
schliess

_ Sind o' w” ... die Wahrscheinlichkeiten mehrerer unab-
hiingiger Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit w, dass alle
“Usammen eintreten :

w=w . w . w’ ... (3)
ung der “’ahrsc]winlichkeitrsrcchuung auf Beob-
achtungsfehler setzt voraus, dass diese zufillige Ereignisse sind, es
werden daher seonstante I'ehler« ausgeschlossen; ebenso auch
>qrobe Fehler«, weil sie sich vermeiden, oder jedenfalls auffinden
4ssen, es werden also nur die verhiiltnissmissig kleinen unregel-

Mdssigen. und wunvermeidlichen Beobachtungsfehler :in Betracht ge-
Z0oen,
gen,

Die Anwend

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Beobachtung von bestimmter
Ar_t einen Fehler 4 zu begehen, ist eine Funktion von 4, sie
1e18se » ]Hrhr.ﬂ‘?ufa'uh'(ffiI'E'J'f.x-,f'ma.l'timm und werde mit ¢ (A4) bezeichnet.

Um alle Arten von Beobachtungen von der genauesten bis zur
Ungenauesten behandeln zu kénnen, muss man annehmen, dass
Jeder Fehler 4 miglich ist, dass also ¢ (4) nie = 0, ausser_wenn

= @, dagegen wird ¢ (4) = max, wenn A—0. Die Wahr-
scheinlichkeit, irgend twelchen Fehler 4 zu begehen, ist die Ge-
Wissheit, also nach (1)

-+ o0
J =
1 Die Funktion ¢ (4) soll g0 beschaffen sein, dass ihr zu Folge
28 arithmethische Mittel mehrerer gleich genauer Beobachtungen
€T wahrscheinlichste Werth der beobachteten Grisse ist. Wenn




8 Methode der kleinsten Quadrate § 3.

also m Beobachtungen der Unbekannten x die Werthe a, a, ... am
gegeben haben, so dass der Annahme x, fiir x die Fehler

A =Ty —a;

4, =z,— a,

Am = Ly — Am
entsprechen, so soll die Wahrscheinlichkeit von x,, und damit
die Wahrscheinlichkeit des Fehlersystems 4, 4, ... 4n ein Maxi-

mum werden, also nach Gl (3):
@(d)qg(d,) ... f]- (Adn) = mazx (5)

log @ (4,) +log @ (4,) + ...+ log @ (4y) = max

fllogq [/Jj d log @ (1 l

dx d x
dlog 9(4,) dlog(d,) . :
d A, LA R Any
ViR (?]utrf{ (4,) 4,dlogq(d,) SN

A WL A,
Das .1r1t111net1~Lhc Mittel verlangt
4, + 4, + ="
Wenn diese und die ihr \mhcr«rch(’n(l( Gleichung auf den-
selben Werth @ fithren sollen, so muss sein
dlog @ (4,) dlog@(4,)

R e . 2 k (constant)
woraus durch Integration
¢ 1k A4t
P (A)i=eie
wobei C ]ntl-;;l'iltions('onst.intv- Odu \\ul II (4) = max mit 4=0:
@(d)=c¢e L

. O g . . ¥, : ~ $
Die Constante e lisst sich bestimmen mit Hiilfe derin G1 (4)
ausgesprochenen Bedingung nemlich

/q (d)d 4=e / Pl o I P

. —
Die Aunwurthung “des bestimmten Integrals gibt (Encke 1834
S. 266—268)

f:r: h
V=
also: @) = WL (G

Va
da A nur in 4° vorkommt, so sind gleich grosse positive und
negative Fehler gleich wahrscheinlic h, was auch in der Annahme
des arithmetischen Mittels liegt. Die Constante & hiingt von der
Art der Beobachtung ab; da ¢ (4)abnimmt, wenn & zunimmt, so

wiichst % mit der Genauigkeit der Beobachtung, und heisst des-
wegen Genauighkeitszahl.

Mit Hiilfe der GL. (6) liisst sich die in §. 1 aufgestellte Auf-
gabe losen: Sind x, ¥, &, die wahrscheinlichsten Werthe der Un-
bekannten x y z, so sind die wahrscheinlichsten Fehler der Beob-
achtungen w, w, ... wm diejenigen Werthe &, 5, dm, welche die
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GL (1) §. 1 rechts statt 0 geben, wenn x, y, 2, substituirt werden;
€8 muss also nach GL (5) und (6)

L n AT RO
Gy (). o () = -

"
\. an
ein Mz‘-.ximum wwdun oder
R ®8,% + h.* 8,2+ ...kt 8 — min (7)

werden. I)M\L B ulmffmm mlclu zur Bestimmung von &, Yo Zp - - -
gerade hinreicht, h.um auch so geschrieben werden:

Py +p, 8%+ .., pmdn® = min (8)

wenn p, p, .. pm irgend welche ‘Zahlen sind, welche proportional
h*h,*. .. hm* sind.

§ 4. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 4 (positiv oder negativ)

18t nach (6) des vorigen 8.
R —BA
P (4) = - : o 02

Va

woraus flir A — 1 gich ergibt:

d= g(d)= 4= "g(d)y=
0 0,564 1,0 0,208
0,2 0,542 1,5 0,059
0,4 0,481 2,0 0,010
0.6 0,304 3.0 0,000
0,8 0,208 o0 0

Die Wahrscheinlichkeit, dass lin l ehler zwischen den Grenzen
4, und 4, liege, ist nd.cn Gl (1) §
A b

fz 1k =t
—--/ y e A g 4 = /c dé
J Vn Vad gn

Lol !
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den Grenzen

4 und + 4. oder zwischen 0 und dem absoluten Werth A
liege, ist

4 IR 9 7 h) Al) AR)T ;
W =~ fe—tqp—= (A% ,( 44 +(, .;. f—ff(;-:.-'r+--- (@
1 'r Vi o N ()
0

Verschiedene Werthe von wA als Function von A% gibt die
folgende Tafel (Encke 1834 S. 305)
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an | w4 | i |40 | wd | aif | an | w4 | diff

1

0,0 |0,00000 0,7 | 0,67780 1.4 |0,95229

11246 6430 1382
0,1 |0,11246 0,8 |0,74210 1,5 |0,96611

11024 5481 1024
0,2 | 0,22270 0,9 |0,79691 16 | 0,07635

10593 4579 744
0,3 |0,32863 1,0 | 0,84270 1,7 | 0,98379

9976 3750 530
0,4 | 0,42839 1.1 | 0,88020 1,8 |0,98009

9211 3011 870
0,5 |0,52050 1,2 |0,9103 1,9 |0,99279

8336 92370 253
0,6 | 0,60386 1,3 |0,93401 2,0 0,99532

7394 1828 468
0,7 | 0,67780 1,4 |0,95229 o [ 1,00000

Derjenige Werth von 4, fiir welchen 4 = t, heisst der

R 5 IEE 0,7
wahrscheinliche Fehler » (»error probabilis<); es ist also
rh

2 oye
”r"r:}";.h/‘;(, dt = é (3)

Da nach obiger Tafel fiir Ah — 0,4 Wwd = 042839 und fiir
Ah = 0,5 1,'|,;} = 0,52050, so muss #h, welchem der Werth W =
0,50000 entsprechen soll, zwischen 0,4 und 0,5 liegen; eine Inter-
polation zwischen die genauen Werthe einer ausgedehnteren Tafel
der obigen Art liefert +h 0,476936. Dieser Zahlenwerth mige
ein fiir allemal mit o bezeichnet werden; es ist also

7h=p = 0,4769363 (4)

Wenn % = 1, so ist o =1; es ist also p der wahrscheinliche
Fehler fiir die Genauigkeit 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den (irenzen 0
und dem nfachen wahrscheinlichen Fehler, also zwischen 0 und 2
liegt, ist nach G1 (2) mit

Ad=n.v, Ah=mnmrh =np:

AT <
= ﬁ;/.eﬁf'df (5)

Verschiedene Werthe von wrr als Funktion von n gibt die fol-
g ¢ - iz
gende Tafel (Encke 1834 S. 309)

(Bemerkung zu Fig. 1 8. 12) Weitere Analogieen zwischen Formeln der
M., d. k1, Q einerseits, und geometrischen oder mechanischen Gesetzen ande-
rerseits s. in Legendre Nowtelles méthodes powr ln délermination des orbites des co-
métes und d'Arrest Astr, Nachr. 11. Band 'S, 35,
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n | W | diff

n | Wor |G | n | W | diff

0,0 | 0,00000 1,4 |0,65498 ‘ 2.8 | 0,94105
5378 3335 849
0,1 |0,05378 1,5 | 0,68833 | 9,0 | 0,04954
: 5303 | 3116 744
0,2 10,1073 1,6 0‘71949‘ 3,0 | 0,95698
. oy | 9804 | 2898 648
0,3 10,16035 1,7 |0,74847 | 3,1 |0,96346
| 5233 2681 564
0.4 10,21268 ; 1,8 UJ;;,QS‘ 3,2 |0,96910 :
=% 5139 2471 ‘ 487
0,5 |0,26407 1,9 |0,79999 i 3,3 |0,97397
_ 5023 | 9967 420
0,6 |0,31430 2,0 |0,82266 | 3,4 |0,97817
_ 4887 2069 359
0,7 10,36317 21 [0,84335 | 3,5 | 0,98176
e 4735 1881 306
0,8 |0,41052 2,2 |0,86216 ! 8,6 | 0,93482
4566 | 1702 i 261
0,9 10,45618 1 2,3 |0,87918 | 38,7 :@:93743 5
e o A4382 1532 [ 219
1,0 | 0,50000 2.4 | 0,89450 | 38 |0.08962 |
4188 | 1375 185
1,1 | 0,54188 2,5 |0,80825 3,9 ‘0,99147
5 Ji 3983 | 1226 (55
1,2 [0.58171 2,6 | 0,02051 | 4,0 |0,99302 |
3771 | 1090 | | 624
1,3 |0,61942 2,7 10,93141 5,0 [0,09926 |
3556 | 964 | 4
1,4 | 0,65498 2,8 | 0,94105 | e 1,00000 |

Wenn der wahrscheinliche Fehler einer Winkelmessung 107 ist,
d. h. wenn die Wahrscheinlichkeit * /s ist, dass der Fehler einer
ne*ulw kleiner oder grosser als 107, so sagt die vorstehende
Tafel, dllxs die W nlhlaLllellIhCh]\LIt n:men Fehlm zu begehen, der
lemm als 30" ist, (n = 3) = 0,95698, also die Wahrscheinlichkeit
einen Fehler zu begehen, der grisser als 30" (mach Gl (2) § 3)
=1-—0,95698, = nﬂi'mv‘ d. h. es werden unter 1000 Beobach-
tungen 43 sein, welche einen Fehler liefern, der grosser ist als 30",

Die W ahrscheinlichkeit 0, !m”‘j fiir das Fallen des Fehlers
zwischen die Grenzen 0 und 30" hiitte man auch (mit etwas mehr
Miihe) aus der ersten Tafel entnehmen konnen: Wenn =10
und 4 = 30, so ist nach Gl (4)
0. ¢

Ah = -

= 1,4308

Geht man hiemit in Tafel T ein, so erhilt man durch Inter-
Polation ersten Grads 'WA — 0,95655, und mit Beriicksichtigung
der hgheren Differenzen Wi = 0,95697, hinreichend iibereinstim-
mend mit dem obigen.!
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Fig. 1

(Vgl. die Bemerkung auf S. 10.)

ol | <

o oy
g

Geometrische Darstellung. Betrachtet man die Gleichungen (1}
(2) (5) als Gleichungen von Curven, wobei beziehungsweise A,
Ah, nals Abscissen, (), W, wir als Ordinaten behandelt wer-
den, so lassen sich durch Aufzeichnen dieser Curven die Gesetze
der Gleichungen (1) (2) (5) sehr deutlich veranschanlichen. Diese
Aufzeichnung zeigt Fig. 1, wobei durchgehends & — 1 gesetat
wurde; die Ordinate 4 B der Curve @(d), welche zu der Abscisse !
0 A = o gehort, halbirt die Fliche zwischen der Abscissenachse
0X, der Ordinatenachse O Yund der Curve q(4), wie die geome-
trische Deutung der Gl (3) zeigt. Die Abscisse 0C, welche dem
Wendepunkt 1) der Curve ¢ (4) angehirt, erhilt man durch zwei-
maliges Differenziiren der G1 (1):

00C= - e L,
hy 2
mit h=1, 0 C = 0,7071.

Diese Abscisse O C ist der spiiter zu besprechende smittlere
Fehlers (s. §. 6 GL (5) und (7).)

§ 5. Wahrscheinlicher Fehler einer Funktion beobachteter

Grossen, *)

Wenn a, @, =, .... beobachtete Grossen, r, ¥, 73 .... deren
wahrscheinliche Fehler. und %, b, h, ... deren Genauigkeitszahlen
sind, so soll der wahrscheinliche Fehler » oder die Genauigkeit I
einer Funktion

il e )
angegeben werden.

a) Wenn @ = ax, und @ constant ist, so ist r — a7 ey (1)

b) Wenn x =, + x,, 50 ist zur Bestimmung von » aus Ty ¢
und r, auf die Wahrscheinlichkeitsfunktion zuriickzugreifen.

Sind 4 4, A, bestimmte Fehler von z x, x,, s0ist + 4, = 4— 4,

Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 bestimmte Fehler 4, und 4,
zusammenkommen, welche einen Fehler A erzeugen, ist
h, i k2 A2 R, e ha? A2 b, hzc — ke A2 = h? (A— AP
Vn Va 7

—_—
*) Encke 1834 8. 299—304.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass irgend welche 2 Fehler A, A, zn-
sammenkommen, welche den Fehler A4 erzeugen, ist

h % + o
inh'/l — W A — h? (4 — A)dd,

. oo
h, h, L — hy? I;.,'-’A, o — A
:—T“_“__-‘i f-';,lq __I;g —_——_e
R+ iV a V=
S L
wenn h? :_l_li:f Oden =t rids
hi+h? o e [ e

gesetzt wird,

Da nun nach Gl (4) §. 4 ', h, =1, h, =1h=¢, so besteht
zwisch . Bl bt Gk it :
zwischen 4, 7,, r, die Beziehung

: : o= ?-i __!_.?-'é (2)

Fasst man die in G1 (1) und (2) ausgesprochenen Sitze zusam-
men, und dehnt sie zugleich auf mehr als 2 Beobachtungen aus,
80 hat man

C) WeNl & = @, @, + @, &, 4 by Ty < v .-

_ "=Var+ari+a+ gl £ ®) :

d) Um den wahrscheinlichen Fehler 1 irgend welcher Funktion
f{.l'l Ty @3 ...) zun bestimmen, denke man sich VOn &y B, Ly ...
fehlerirele Betrige ¢, ¢, ¢, ... abgesondert, so dass die Fehler von
® nunmehr an den Resten Az, = @, — ¢, etc. haften. Da nun

r m a ; 8 : 8 f
ey, z,, Xy .u)=f(cys05 ¢, .. .)+7}l—dﬂ?1 +;{‘ Az, = ¥ Azy ...
L o, g, <
80 1st, wenn Az, Aw, Aw, ... sehr klein sind, der gesuchte wahr-
scheinliche Fehler r von gleich demjenigen der linearen Funktion

8 of d
= fA;c1 -+ ;;dLA.'uz -+ cﬁfzilsr:g =+ ...
8, N

£k
d. h. nach Gl (3)

Cap. 1L

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate.

§ 6. Arithmetisches Mittel bei Beobachtungen von gleicher
_ Genauigkeit, g >
Wenn # gleich gute Beobachtungen a, @, ...an einer Unbe-
nuten x vorliegen, so ist nach §. 1 der wahrscheinlichste Werth
#; derselben das arithmetische Mittel:
[a] ™)
)
die Differenzen 5, =1y — 0,
Oy = oy — (L2
on = &y — An
_l‘——_
*) Wir werden kinftig, wie allgemein diblich, Summen gleichartiger Grossen
Consequent durch eckige Klammern bezeichnen.
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deren algebraische Summe
[6]=0... (2
ist, sind die swalrscheinlichsten Beobachtungsfehler<, Wenn man
die swahren Beobachtungsfehlers
fe=1C
&

@y
a,

An = — an

verliinfig als gegeben voraussetzt, so kann man daraus den Werth
i oder r fiir eine Beobachtung bestimmen. Die Wahrscheinlich-
keit des Fehlersystems 4, 4, ... 4, ist nach Gl (5) und (7) §. 3,
wenn alle & einander gleich sind:

T

Var
Es muss angenommen werden, dass bei Entstehung der Fehler
4, 4, ... 4, diejenige Genanigkeit b vorhandem war, welche mit
grosster Wahrscheinlichkeit dieses Fehlersystem erzeugt, *) d. h.
fir welche der Ausdruck (3) ein Maximum wird. Diese Bedingung

liefert
h —’\/__“' 4)
YA A
oder weil 7t = g:

T
‘:o\/z\/l--n' )

der Werth VM heisst der »mittlere Fehler« (error medins)
n

einer Beobachtung, bezeichnet man ihn mit m, so ist
=0 Vz m (6)
wobei /2 = 0.67449 (log ¢ /2 = 9.82898)
da rh = ¢, €0 kann man statt (6) schreiben:

e —=i? (A4 Al (:‘.J

0 : 7
M= ——— {

hV2 0
womit die am Schluss von § 4 aufgestellte Behauptung gerecht-
fertigt ist.

Da nach Gl (6) mittlere und wahrscheinliche Fehler propor-
tional sind, so gelten die in § 5 entwickelten Sitze auch fiir
mittlere Fehler, namentlich gilt also auch die Gl (4) §. 5 wenn
r Ty ¥, ¥y ... durch m m; m, m, ... ersetzt werden.

Die Gl (5) gilt ganz allgemein fiir jede Anzahl n von Beob-
achtungen, wie ihre Entwicklung zeigt, wenn also nur ein Werth
A vorhanden ist, so ist

¥ =p v‘z A (R)
d. h. wenn nur ein wahrer Beobachtungsfehler vorliegt, so ist
anzunehmen, dass er der mittlere ist (und nicht wie man vielleicht
vermuthen kénnte, der wahrscheinliche).

Nachdem der wahrscheinliche Fehler r einer Beobachtung ge-

*) Gauss ,Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen,“ Zeitschrift fir
Astronomie ete. von Lindenau und Bohnenberger I Band (1816) S. 188 und
Encke 1834 8. 280,

al
8¢

d

i}
F
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funden ist, ergibt sich derjenige des arithmetischen Mittels mit
ilfe der Gl (3) in §. 5, denn da nach Gl (1)
1 1 1
To==a+ - +... +—an
7 n n
also eine lineare Funktion der Beobachtungen @, deren wahr-

Scheinliche Fehler siimmtlich — # sind, so ist der wahrscheinliche

Fehler R von @, :

=Y/ () G

B=—*(9)

n
also auch mitflerer Fehler M des Resultats
n
M=—F— (10
Ve

Man kann x, als Resultat einer Beobachtung betrachten, deren
Wahrscheinlicher Fehler R ist, es ist also das Genanigkeitsver-
hiltniss dieser fingirten Beobachtung und einer urspriinglichen
Beobachtung durch die Werthe R und r festgestellt. Hiufiz be-
dient man sich zn dieser Feststellung der Zahl n, welche angibt,
wie viele Beobachtungen der einen Art in ein arithmetisches
Mittel vereinigt werden miissen, damit dieses die Genauigkeit
einer Beobachtung der anderen Art hat. n heisst in diesem Falle
das Gewicht der letateren Beobachtung, wenn man das Gewicht
emer Beobachtung der ersteren Art — 1 setst. Die Gewichte ,
sind also nur Verhiltnisszahlen.

Wenn » ¢ mm’ pp kI die wahrscheinlichen Fehler, mittleren
‘ehler, Gewichte und Genauigkeitszahlen zweier Beobachtungen
8ind, so ist 3

mt ol R
=2 =2_0_  ay

M

Den Siitzen des §. 5 iiber wahrscheinliche Fehler entsprechen
emnach gewisse andere iiber Gewichte:
Nerm o — a, 2, +a, x, +. .. :
ind p, p, .. die Gewichte'von , z, ..., so findet sich das Gewicht
Von 2 aus der Gl:

SEag
11 _;'+]‘:+ (12)

Da die Werthe 4 nic]l]t bekannt sind, so kann die Rechnung

Yon ¢ nach (] (5) nicht ausgefithrt werden. Niherungsweise

‘Onnte man statt 4 die Werthe 8 nehmen, besser aber sq ver-
fahren )

%
3
Fox

! Dﬂ-tff:rr:—a, d=a,—a, 80 ist A=08+4+2—a, ;

“ = 18t zwar unbekannt, allein man kann niitherungsweise da-

i . m .

fir den mittleren Fehler I = e des Resultats z, nehmen (nicht
n

den Wahrscheinlichen, vgl. die Bemerkung zu G1 (8), und hat dann

nm
A= —_-———

SNy Vi

") Encke 1834 S. 283,
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Hiagr ™ m? ‘Zm_é
n n
Durch Ad dition a11e1 n derartiger Gleichungen erhilt man

=[§8]+m>*+2m Vn[a]
das letzte Glied ist n'xch Gl (2) gleich Null, also weil [4 4] = nm*
[44] [55]

m:=— = (13
n n—I1 )

; [s -
und somit r—= QVZ \/ —61] (14) i
Wenn eine sehr grosse Anzahl von Beobachtungen vorliegt '
so kann man 7 noch anf eine andere bequemere Art*) rechnen
als nach G1 (14).
Es ist nemlich die theoretische absolute Summe dor wahren Fehler:

2
[zﬂ:@ Ae_f'gAqu:—q-j’ te ar="
_ e hValh hya

0

also r :_---# o‘/— [A] (15)

Der Werth [ ] kann durchsehmitilicher Fehler genannt werden.

Um die 4 dm‘ch é zu ersetzen, kann man nach (13) annehmen,
dass jedes 4 im Durchschnitt grosser als das entsprechende § ist 1
Verhiltniss V7n:)Yn—1 also

e B

& Vn(n—1)
somit statt (15):
BE )

T e

wobei o V7 = 0,84535 log o vz = 9.92704.

Uebrigens ist hier die Untenschmduu(r zwischen A und § von
geringerer Bedeutung als bei der l{echnunn' mit den Quadraten,
weil G1 (16) nur bei einer sehr grossen Anzahl % von Beobach-
tungen anwendbar ist.

Auch wenn diese Bedingung erfiillt ist, ist die Bestimmung
von 7 aus (16) weniger gut als die aus (5), denn es ist

58] 0,4769
(28] ¢y ,__4,'9_4)

Ti="pi}/2 ’\/--_1 Vi

0,50958~ ***)

it V'n(w—l)( Vnﬁl
woraus die wahrscheinlichen Unsicherheiten der beiden Bestim-
mungen ersichtlich sind.
B(.zOlClll’lBt man mit d den durchschnittlichen und mit m den
mittleren Fehler, so folgt aus (5) und (15)

*) Gauss, Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, Zeitschrift vor
Lindenau und Bohnenberger Band I 8. 191—194 und Encke 1834 8. 288—200.
#%) Pefers, Astr. Nabhr. Band LXIV 8§, 29 mit anderer Herleitung.
el | l"ausv Bestimmung der Genauigkeit der Becbachtungen. “Zeitschrift v
Lindenan und Bohnenberger Band I 8, 194. Encke 1834 8. 202 u. Astr. Nachr
74, Band 8. 212.
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§. 6. Methode der kleinsten Quadrate. G

m = \/E d=1,2533 d
)
wobei Iegvg = 0.09806

§ 7. Arithmetisches Mittel bei Beobachtungen von ungleicher
Genauigkeit, ]
Fine Unbekannte = wurde # mal beobachtet und die Resultate
1@ ...an mit den Gewichten p, p, .. pn erhalten.
. Mit Riicksicht auf Gl (11) des vorigen §. ist der wahrschein-
hch&fte Werth «, der Unbekannten zu bestimmen mit Hilfe der
Budmgung (8) § 3 memlich

[p86] =p, (2,—a,)? + P, (05—a;)® —+ ... pn(2,—an)? = min
Woraus

Q.

[ap] :
Byl— —
' = ] 1

.. Wemn 4, =2—a,, 4, =2—a,.. die wahren Beobachtungs-
fehler sind, so ist nach (11) § 6 anzunehmen, dass, wenn die Ge-
wichte statt p, p, .. simmtlich — 1 gewesen wiren, man die Be-
obachtungsfehler 4, Vi, 4, Vp, ... erhalten haben wiirde.

Also ist der mifttlere Fehler einer Beobachtung von Gewicht
1 nach G1 (13) §. 6

)A‘g 6
m = A\/[i'i/ﬂ = \/l D &9] (2)
n :

n—1
Die mittleren Fehler der Beobachtungen a, @, ... finden sich
: m o om
hieraus = S
Ve, Vb,

und der mittlere Fehler des Resultats #, durch eine #hnliche
Schlussfolge wie bei Gl (9) § 6
m

{ e e ;
Vipl

§ 8. Der mittlere Fehler.
Im Bisherigen erschien der mittlere Fehler nur als Hiilfsgrosse
Zur ]Je-krec.hmmg' des wahrscheinlichen Fehlers, es gibt aber iille,
M welchen das Fehlervertheilungsgesetz der Gl (6) §. 3 und da-
mit auch die Gleichung (6) §. 6 nicht gilt. (Wenn z B. ein
Wnendlicher Dezimalbruch auf eine gewisse Anzahl Ziffern abge-
Tundet wird, so ist die Wahrscheinlichkeit des durch die Abrundung
entstehenden Fehlers nicht nach dem erwiihnten Gesetz sondern

Nach einem viel einfacheren abhiingig von dem kehler selbst; es
Snd nemlich alle Fehler zwischen den Grenzen 0 ‘und 0,5 Ein-

€1ten der letzten Dezimale gleich wahrscheinlich, alle anderen
Ullin(i,«;]iuh.) In solchen Fiillen empfiehlt es sich, statt das jedes-
Malige Fehlervertheilungsgesetz hesonders zu uniersuchen, den
Mittleren Fehler nach der bei Gl (5) §. 6 gegebenen Erklirung
aly .er_-llm’[.x‘tii-mlige Grosse zu behandeln, wie Gauss in der stheoria
COmbinationis« art. 6 gethan hat.

Macht man in Betreff des Fehlervertheilungsgesetzes keine
andere Annahme als die, dass gleich grosse positive und negative
Fehler gleich méglich sind, so lisst sich leicht beweisen, dass der

Jordan, Taschenbuch d. prakt, Geometrie. 2




18 Methode der klemnsten Quadrate. § 8
mittlere Fehler m einer Summe oder Differenz zweier Beobach-
tungen, deren mittlere Fehler m, und m, sind, ist:

m = Vm,f -+ m3
denn wenn A 4, 4, bestimmte Fehler der betrachteten Werthe
sind, so ist

4 =4+ 4,
= A2 A3+ 2 4, 4,
Wenn % solcher Gleichungen vorliegen, 5o bekommt man durch
Addition und Division mit » der Definition des mittleren Fehlers

entsprechend :
,_[47_ (41 (43 204.4)
n n o n
[4, 4,] muss nach unserer Annatme = 0 werden also
m? = m? + mi

Ebenso lisst sich eine der GI(3) §. 5 entsprechende Gleichung
fiir mittlere Fehler beweisen. *)

Wenn nemlich o= @, @ + @, @, + a3 @3 + . .. eine lineare
Tunction der mit den mittleren Fehlern p, p, gy .. oder den Ge-
wichten p, p, p, - - beobachteten Grossen @, x, &, .. ist, so ist der
mittlere Fehler p und das Gewicht P von a bestimmt durch:

p=Va:g+aip+ ajui+..0 (1)
a2 a2 al
Lot 2 2., (2
Py : §
Wenn m Gleichungen von der Form (1) § 1 zwischen » Un-
bekannten zy 2z vorliegen, so kann man die Bedingung aufstellen,
es sollen die @y z so bestimmt werden, dass ihre mittléren zu
fiirchtenden Fehler moglichst klein werden. Gauss findet (theoria
combinationis art. 20 u. 21), dass diese Bedingung und die bel
h —n A2

Gl (7) § 3 ausgesprochene, auf das Gesetz _T_:c gegriin-

m

dete, auf dieselben Werthe 2y 2z fiihren.

Demmach gilt die ganze Methode der kleinsten Quadrate, sofern
man nur von miitleren Fehlern redet, ganz allgemein, ohne irgend
welche andere Annahme tiber das Fehlervertheilungsgesetz, als
diejenige gleicher Wahrscheinlichkeit fiir gleich grosse positive
und negative Fehler.

Wir werden deswegen im Folgenden, wenn nicht besondere
Griinde dagegen sprechen, unsere Betrachtungen immer auf miti-
lere und nicht auf wahrscheinliche Fehler griinden, nach Anweisung
von Gauss selbst, welcher in dem »Briefwechsel mit Schumacher«
I pag. 433 sagt: »die sogenannten wahrscheinlichen Fehler wiinsche
ich eigentlich als von Hypothese abhiingig ganz proscribirt, man
mag sie aber berechnen, indem man die mittleren mit 0,67449
multiplicirt.«

§ 9. Bestimmung des mittleren oder wahrscheinlichen Fehlers
ans den Differenzen der Beobachtungen,®).
Unter Umstinden kann man mit Vortheil die gegenseitigen

#) theoria combinationis art. 18.
*) Vgl Astr, Nachr, 74. Band 8. 209, (1869),
74, Band S. 283. (1869).
79. Band 8. 219. (1872).
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§ 9. Methode der kleinsten Quadrate. 19

Differenzen der Beobachtungen statt der wahrscheinlichsten Be-
9bachtungsfehler zur Bestimmung des mittleren Fehlers einer
eobachtung beniitzen.
, Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Beobachtungen von gleicher
enanigkeit h die Differenz d liefern, ist

f=tal 2

ey Y a
; Vavae °
Wie sich mittelst einer Betrachtung, welche der des §. 5 ihnlich
15t, zeigen (lisst. Es befolgen also die Beobachtungsdifferenzen
8fnan das Giesetz der Beobachtungsfehler, weshalb man von
“Mittlerers wnd swalrscheinlicher Differenz« reden kann, wie von
Mittlerem und wahrscheinlichem Fehler, und es ist
D=mV2 1)

Wenn D die mittlere Differenz zweier Beobachtungen, und m der
Mittlere Fehler einer Beobachtung ist.
¥ Die GI1 (1) lasst sich auch unmittelbar (ohne Riicksicht anf die
Vahrschpinlichkeitsfunktion) nachweisen.

at man ejne Unbekannte nfach mit gleicher Genauigkeit be-

obachtet, go fiihrt die Betrachtung der n .

4

Difterenzen, welche

Sich zwischen den 4 Beobachtungen bilden lassen, zu einer neuen
Interessanten B

iy egrindung der GI 13 §. 6.
i td, die w.ahr_u_n Beob;Lclltungsfellller 4 nicht bekannt sind, so
220 man die Differenzen d zq Hiilfe, und rechnet die miftlere
ierenz zwejey Beobachtungen :

N, [d d]
B in(n—1) )

und dargyg vermdige (1) den mittleren Fehler einer Beobachtung;

B _[dd]
m = ‘\/'?Iz_(-i:——‘-T) (3)

% Dags die Differenzen d nicht‘unabhilngig sind, ist hiebei ganz

g 910]1giilt1g.

D~ n— 1 . o pe. . . .
ie n 5 Werthe der Differenzen d sind, in den wahrschein-

lichsten Beobachtungsfehlern ausgedriickt, die folgenden ;

o, — o,
8, — 6, 6,— 83
o ‘54 '52 ~SnYg

8, — &, &, — dn : d—, — &n
Durch Quadriren und Addiren erhilt man:
[dd] = (n—1)[55] — 2 (5, 5, + o, Oy ... 0n—, )
2 [dd] = (n— 1)]6 8]+ [85] —[8]°
2P0 5] i algebraische Summe der § bedeutet, welche = 0

mf, also
[dd]=mn[s 5]
[d d] [8 8]

2 nm—1) n—1
“'Onn-t Gl (18) § 6 bewiesen ist,
' Betrachtung der Differenzen fiihrt zur Losung folgender

2*
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praktisch wichtiger Aufgabe: Man hat # Beobachtungen wver-
schiedener Unbekannter je zweifach wiederholt, und dabei die
Differenzen d, ds ... dn erhalten; es soll der mittlere Fehler einer
Beobachtung von Gewicht 1 bestimmt werden.

Wenn p, p, ...pn die Gewichte der Beobachtungen sind, 80

findet man die mittlere Differenz zweier Beobachtungen vom Ge-  die
wicht 1 nach Analogie von Gl (2) § 7: Su

_\/pdd]
Dﬁvcji

indem die Differenzen d wie wahre Beobachtungsfehler A behan®
delt werden. Der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Ge-

wicht 1 ist hi
m = \/ pdd
2n
Ausser den Differenzen der Beobachtungen lassen sich auch
noch andere Funktionen der Beobachtungen wie Beobachtung®
fohler behandeln, z. B. bei Triangulirungen die Abweichung def
Dreieckswinkelsumme von der theoretischen Summe 180° + spb
Fxcess. Ob durch soleche Betrachtungen ein theoretischer oder @
praktischer Gewinn erzielt wird, kommt auf den einzelnen Fall ar sul

§ 10. Ausgleichung mittelbarer Beobachtungen mehrerer Un’

_ bekannter.
Es sind » Unbekannte X Y ...*) zu bestimmen aus m Beobacl’

tungen B, B. B,...**) deren Gewichte p, p, p, ... sind, wen?y
gwischen den Unbekannten und den Beobachtungen folgende "
» Bedingungsgleichungens bestehen: S0
(= 'P‘i (X -Y) e B|
0= F (XT)—B,t (D
0=F,(XY)— B,
Wenn m > n, wie hier immer angenonmen wird, so wird wege?

der unvermeidlichen Beobachtungsfehler kein System X ¥ allen Gler hr}
chungen (1) Gentige leisten, und man wird statt (1) bekommen: T
5=, (XY} B i
¥ L (XO) B () F
3. — F.(XY)— B} s

worin & die wahren Beobachtungsfehler der B vorstellen, wen?
X ¥ die wahren Unbekannten sind, dagegen die wahrscheinlichste”
Beobachtungsfehler, wenn X ¥ die wahrscheinlichsten Werthe sindt 8k
wir haben es hier mit dem zweiten Falle zu thun.

Versteht man unter X, ¥, Niherungswerthe von X ¥, und unte’

x7y deren Correktionen, so dass o
X=X, += (3) st
Y=Y, +y

g0 kann man mit Hilfe des Taylor'schen Satzes, unter der AT

nahme, dass = 4 sehr klein sind, die G1(2) in folgende umforme?!
8 = a, w4+ b,y + 0, .
0y = @y &+ by Y + 10, (4) ur
o 8y =3 &+ by y -+ wy { m
#) Wir werden bei diesen Entwicklungen der Uebersichtlichkeit wegen sf'ﬂ_“ })[,

n Symbolen immer nur deren 2 und statt m -deren 3 schreiben; wiu'si::huf::

Sache bei mehreren gestaltet, lisst sich leicht tiberblicken, und wird am Sehl
angegeben werden.
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§ 10, Methode der kleinsten Quadrate. 21
: oI oF
wobel a= X b= 0 Y ( (5)

w=F(¥,X,)— B
ai Nua_sind die wahrscheinlichsten Werthe #y diejenigen, welche
€ Bedingung [p é6] = min Gl (8) § 3 erfiillen. Setzt man diese
Umme — @, go soll demnach:
2 = p, 8 + p, 8 + p, 8} = min sein,
Nach @1 (4) ist
R = [paa]2*+ 2[pab]l zy + 2[paw] z } 6)
+ [pbbly* +2(pbuly f ©

hieraus:
o
5a = [paal« + [pably 4+ [paw] =0 ?
BRL : > (7)
o= [pab] 2+ [pbb] ¥+ [pbw] =0 S
Aus diesen sogen. Normalgleichungen findet sich » und y. Um

[pab] a

% 20 eliminiren, multiplicirt man die erste Gl mit =——= un
ol : [paal
rahirt sie dann von der zweiten. Wenn man setzt:
[pbb.1] = [pbb] — Eeable s '
[paa]l U (®)
[pbw.1] =] bw]—“m 4 [paw] (
powl=1p [paa] B ’
[pbw.1]

30 erhilt man y = — [phb.1] )

Gewicht von y*).
“n;ivvenn der Ausdruck (9) derart en’twickclt', wird, dass y als
mitgll‘e.Fuukt.mn von w, W, Wy erscheint, so kann man, da die
o ‘l_J_t'cu_Fe]']ler und Gewichte dieser letzteren gleich denen der
Spriinglichen Beobachtungen B, B, B, ... sind, den mittleren
‘”_]ﬁlj oder das Gewicht von y nach Gl (12) §. 6 angeben.
dl‘u]gj];n nur 2 Unbekannten z y ‘hat cliesE Entwicklung des Aus-
= ks fiir 9 keine Sc]n_vwngkmt, und fiihrt s0f91~t zn dem ge-
I.I_mh.ten Resultat. Eine von der Anzahl der Unbekannten un-
ldngige Bestimmung des Gewichfs ist die folgende:
ie Entwicklung von (9) mbge geben: :
Wornac ! Y+ W+ {3, W, + 5 W, i 0 it (10) - ¢
g i[m;L) das Gewicht p, von y vermdge Gl (2) § 8 sich be-
1t aus:
1——:@:—;—“)—5.—1—‘3 e — [ﬁf“j‘] (11)
- Dy Py P s P
mlst[éhn) Buzichul_lgon Z\Yisch(:n den Coéfficienten @b und e g her-
o n‘ft"n‘ soll Lh_‘e “Auf_iosung der G1 (7) nach der Methode der
ma‘n'blll:lllll'_lf;cll Coétficienten erEenomILcn ‘werden.  Multiplicirt
fise emlich die erste der Gl (7) mit @, die zweite mif @,. und
immt ¢ und ¢), aus den 2 Gleichungen
-_-___‘_——_m
*) Vgl. d. Verf. in Schiomilchs Zeitschrift f. M, u. Ph. Jahrgang 1872.
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[paa] @ +[pabl @, =0 12
[pab]l @) +[pbb]Q), =1 ()
80 wird Y+ [paw] @, +[pbw]@,=0
oder nach w, w, w, geordnet:
Y+ {( D4 —+ Q, p, b)w, + (Q v, @, + Q, 0, b,) w,
—0—( 11)1(r,+(g D, by, =
Aus der Vuoluchunfr dieser und der G1 (10) folgt:

9
‘% = (L)L @ + {Jz bl
1

iz
;;_i=q)t“z+szz
B :
l‘j: =@ a,+ @b,
hieraus wegen (12):
[agl=0[bg]=1
und dann ["?—Ii] = Q-
P X

=]
Man findet also "—J'-;], wenn man aus Gl(12) @, eliminirt, und

dann @, bestimmt.
Da aber die Coéfficienten von @, @, in Gl (i2) gleich denen

. o . > e :
von zy in Gl (7) sind, so erhilt man auch | “¥ |, wenn man in
! - ! 2 ;
Gl (7) [paw] = 0 und [pbw] = —1 setzt, und dann die Glei-
chungen n‘mh y auflost. Das heisst nun aber nichts anderes, als
es ist dul]emrr(, Werth, welchen y in G1 (9) annimmt, wenn
)

[paw]=0, [pbw]= —1 gesetzt wird. Dann wird nach (8):

[pbw.1] = —1 also
gp
[ ] MJ“J 1]
=py = [pbb.1] (14)

und [,_ﬁ]
p

Um das Gewicht p. von x zu finden, muss man die ganze
Operation wiederholen, indem man aus den Gl (7) zuerst y eli-
minirt.

Mittlerer Fehler eimer Beobachtung vom Gewicht 1 und mittlerer
Fehler von y.

Wenn zy die wahren Werthe der Unbekannten wiiren, so

wiren die Werthe § der Gl (4) die wahren Fehler der an Stelle

der Beobachtungsgrissen B tretenden 20, und es wiire der mlttlele {

Fehler yu, einer Beohachtuncr vom Gewicht 1 nach Gl (2) §. °

i :\/[pw
m

da aber zy nicht die wahren, sondern nur die wahrscheinlichsten
Werthe der Unbekannten sind, so sind auch die § der G1 (4) nicht
die wahren, sondern die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler.

[z

»
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Statt dennoch niherungsweise nach obiger Gleichung zu rechnen,
ann man mit Hiilfe einer Sch]ussfolcruuncr *), welche der bei
Gl (13) & 6 angewendeten analog ist, die bessere Gleichung auf-

StL]lL]'_l
= alaa (15)
) y m— 2
bei 9 Unbekannten, und allgemein:
e [» bi] (16)
m—n

bei » Unbekannten,
Sodann ist der mittlere Fehler von y

S \/&7 17)
VPU py (m—mn)
Was die Berechnung von [p §38] oder £ betrifft, so hat man

hiezn folgende Wege:
1) Man substituirt die aus (7) ermittelten wahrscheinlichsten

nd Werthe 2y in die Gl (4) oder die Werthe X=X, +-2, Y=Y, 4y
in die G1°(2) und rechnet sodann [p 8 3].
en 2) Man substituirt 2y in (6) und hat dann unmittelbar
_ @ =[pss)
e | 3) Man wandelt G1 (6) folgendermassen um: *)
el AA ¥ B b
als = m?|+ W——!— [pww.2)
nn Wobei 4 =[paala—+[pably [paw] (18)
: B_U;bljlw—.—[pbznl g
2 B [pad] [paw]
POb1)=[pbb]— [pab], [pww.l]=[pww]— [ aw] z
o) ey oy (9
(b, 1= [ pirs]— L2 2] = Kl s
w1 =[ pbw] i m][p(m ], [pww.2] =[pww.1] 7 bbl]l w.1]
Wie theilweise schon in (8) angegeben ist.
Die Bedingung £ = nun hat solche Werthe y ergeben, fiir
Welche vermige |‘7) und (9) A und B’ verschwinden, es ist also
Vi uin = [pdé]l=[pww.2] (20)

B Oder mit Riicksicht auf (19):
| [paw]* [pbwl]

[paa] [pbb. i

[p ww.2] = [pww] — (21)

er : i i
Bemerkung diber die Gewichte. Wenn alle Gewichte gleich sind,
80 kann man sie gleich 1 annehmen, und dann fallen sie in lLlleIl
0 "ormeln dieses § fort. Wenn die Gewichte nicht gleich, aber so
lle | eschaffen sind, dass ihre Quadratwurzeln bequeme Zahlen sind, so
10 ann man die \{itff}.hlun-r der Gewichte durch die ganze Rech-
Nung ersparen, wenn man die GI (4) mit Vo, Vp., Vo, ... mul-
tlphcut
Bezeichnet man dann
e
en
ht *) Theoria combinatiouis art 37 u. 38, Encke 1835 8. 318—3820.

Ay, 8. on ')"",‘_!H-‘», Disquisitio de elementis ellipticis Palladie art 13, Encke 1835
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sVp=%8 dVp=a bVp=U wlVp=u etc, de
: ! o p 5
so kann man in allen folgenden Gleichungen die Gewichte weg-
| lassen, gerade wie wenn si¢ alle gleich wiiren, wenn man zuglsich
| consequent & o' V' w" an die Stelle von dabw treten Lisst.
Wenn nahezu alle Gewichte gleich sind, und nur eines oder
wenige den 2 oder 3fachen Werth der iibrigen haben, so kann |
man die diesen entsprechenden Bedingungsgleichungen (4) bzw

2 oder 3fach anschreiben, und mit den vermehrten Gleichangen i
weiterrechnen, indem man ihnen allen gleiches Gewicht beilegt.
Nur der Werth p Gl (16) und damit anch uy ete. werden dadurch Ti
ein wenig anders erhalten werden, als bei dem gewohnlichen 2
; Verfahren; jedoch wird die Aenderung zum Vortheil der neuen
s Rechnung aunsfallen, 9
§ 11. Zusammenstellung der Resultate des vorigen §. nebst
Rechnungsproben,
Wir werden der Kiirze wegen hier die Gewichte aus den For-
meln weglassen, miissen also annehmen, dass wenn die Gewichte
nicht alle gleich sind, unter 8 @b w nicht die Werthe der Gl (4),
sondern die am Ende des vorigen § mit & a' 0" «’ bezeichneten 4

Grossen verstanden sind, Wenn man diese Annahme nicht machen
will, so muss man in jedem Klammercoifficienten p als Faktor
zusetzen, also z. B. [pbw.1] statt [bw.1] schreiben. 1

Wenn zur Bestimmung von 2 Unbekannten »y m Gleichungen
von der Form (1) § 10 vorliegen, in welchen die Werthe B durch
unmittelbare Beobachtung gefunden wurden, so bildet man mit ¥
Hiilfe von Niherungswerthen X, ¥, und Differenziirung die Coéf- |
ficienten abw der Gl (4). Wenn die Gl (1) an sich schon linear
sind, so ist die Einfilhrung von Niherungswerthen streng genom-
men nicht ndthig, sie ist aber fast immer riithlich, weil dadurch
erreicht wird, dass die ganze Rechnung sich in kleinen Zahlen
bewegt.

Nach der numerischen Berechnung von a¢bw bildet man zum
Zweck von Proberechnungén noch die Summen s =a—+ b+ w,
und stellt dann folgende Tabelle zusammen: 2

g S (A

a;: bajns s, {
R o olai ¥
m bm Wm Sm ¢
Die Rechnung der Quadrate aa bb ete. geschieht unmittelbar 1
! mit Hiilfe der Quadrattafel, die der Produkte ab aw ete. nur b
dann unmittelbar, wenn die Coéfficienten sehr einfache Zahlen
sind, andernfalls bestimmt man I
[ab] =3 ([(@ + b)*] — [aa] — [bD]) ete. (1) (
Man erreicht dadurch namentlich den Vortheil, dass man bei | 3
verschiedenen Vorzeichen der ab ete. nicht 2 Columnen ab (fir + [
und —) schreiben, tiberhaupt auf die Vorzeichen keine Riicksicht
zu nehmen hat. ausser bei Bildung der Summen s, a+ b etc. ,
Demnach hat man obige Tafel noch durch folgende Columnen i
zZu erginzen
o +b ! a +w |a +8| b +w | b +38 | w +s
a, + U, ; a, +w, |a, +8,| b, +w,| b, +3| w +s, ¢
ts T SREL) P i RS S ; | {
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Nach erfolgter Quadrirung aller einzelnen Zahlenwerthe, und
er Berechnung der Producte macht man folgende Zusammenstellung :
[aa] | [ab] | [aw] | [es]
[56] | [l | [bs]
[owr] | Lws]
[ss]

welche die Proben:
[aa] + [ab] + [aw] = [as]

? [ab] =+ [bb] + [bw] = [bs] ete.
liefern, wie oben durch Linmien angedeutet ist, und im Nachfol-
genden consequent geschehen soll.

Dann rechnet man (mit Benfitzung des im niichsten §. zu be-
sprechenden Schemas) nach Gl (8):

[0b.1] | [bw.1] | [bs.1]

[ww.1] | [ws.1]

und [ww. 2] | lf

[55.2]
Welche 3 letzte Grossen gleich werden miissen.
baw.1]
Dann ist y = ﬁ[__f
~’ bh.1]

Gewicht von y: py =|[bb.1]
[pdd] = [ww.2]
Mittl, Fehler v. Gewicht 1: p, = \/L‘“b—é]
m— 2
X - iy
Mittl, Fehler von y: ——
Py
- Um 2, pr, pz zu erhalten, hat man di:‘, ganze Rechnung zu
Wiederholen, indem man mit Umstellung der Normalgleichungen in
[bb]y + [ab] &z + [bw] =0
lably + [aa]x + [aw] = 0
# zur letzten Unbekannten macht.
Die mitgetheilten sehr zahlreichen Proben sind bel einiger

Jebung, wenn nur 2 oder 3 Unbekannte vorhanden sind, theil-
Weise fiberfliissio, und man kann sich hier mit der Probe begniigen,
dass [waw.2], dessen Bestimmung man bei (telegenheit der Bestim-
mung jeder Unbekannten vornimmt, hiebei iibereinstimmend er-
alten werden muss,

_ Dadurch wird die ganze Rechnung von Aufstellung der a b w
s zur Auffindung von ay controllirt; eine Probe fiir die zwischen
Gl (1) und (4) des § 10 zu machenden Rechnungen erhilt man,
Wenn man noch [pas] aus den Gl (2) rechnet, wodurch wieder
[ww, 2] erhalten werden muss.

Wenn alle diese Proben stimmen, so kann man mit einer an
absolute Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit die Fehlerlosig-
eit der Rechnung behaupten.
Der Bau der Klammercoéfficienten [(bD.1] ete. lisst sich leicht
dem Gediichtniss einpriigen, wenn man ausser den unmittelbay in
die Augen fallenden noch folgende Eigenschaften merlt:
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1) Jeder Klammercoéfficient wird — ), wenn man die symboli-
schen Zeichen algebraisch auffasst z. B.
[bw.l]=[bw] — [;:%l [aw] = bw — by
2) Wenn 1 2 3.. in der Klammer steht, so steht im Nenner
des Subtrahenten bzw. [aa], [bb.1], [cc.2]....

=bw—bw=20

!
Bei 4 Unbekannten xy 2t hat man mit Zuziehung der Probe- |
glieder folgende Zusammenstellung:
=, e+by+ecz+dt+w =0
S =ta+by+er+dt+w, =0
é‘li; = m:m—!— Ei;n-?]. + Uu:+ dmt +1wm :.U
[aa] | [ab] | [ac] | [aa] | [aw] | [as] \
| [66] | [be] | [bd] 7{14!'] | [bs] }
e [ el | ewl T fes] | qa
[dd] | [dw] | [ds]
[waw] | [ws] \
[s \] /
hieraus:
| Tec T | Ted. 1] | [ew. 1] | [es.1]
[dd. 1] | [dw.1] | [ds.1] ; (B) |

| [ww.1] | [ws.1]

[ 55 1]

[bb.1] | [be.1] ] [bd.1] | [bw.1] UJH.l]}
(
5

| [cc.2] | [ed.2] | [cw.2] | [es.2]
[dd.2] | [dew.2] | [d5.2] S
| [ww.2] | [ws.2] ( (&)
| [s5.2]
| [dd.3] | dw.3] {[ds.3]
| ww.3] [[ws.3] (D)
[l5s. 8]
wee. 4 ws .4 Al
Lot 4]}

[dae. 3]

Gi=t |“I_(ﬁj = I_(l(l. uJ
!paﬁ]:[?l'lb‘.‘i-l T [1”66]
m—i4
ny

L = p—
12 Vj)[ .l
Wenn alle 4 Unbekannten und deren Gewichte bestimmt wer-
den sollen, so kehrt man nach Vollendung der obigen Rechnung
die Normalgleichungen vollstindig um, so dass « die letzte Un.
bekannte wird. Diese bestimmt man dann nebst pg gerade so0
wie ¢ bestimmt wurde. z und p. findet man durch Umkehrung
der 2 Gleichungen, deren Coéfficienten in Gruppe (C*) vereinigt
sind, nemlich :
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[ec.2]z +[ed.2]t+[cw.2] =0
; [ed.2]7 +[dd. 2]t + [dw.2] =0
n

[dd.2]t + [cd.2]2z + [dw.2] =0

[ed.2}t +[cc.2]e+ [cw.2] =0
und Elimination von . Entsprechend findet man » und py. Wenn
man nur w ¢ £+ und nicht auch pr py p- p¢ hiitte haben wollen,
80 hiitte man dieses erreicht durch Sustitubion von ¢ in die Glei-
chung, deren Coéfficienten in Gruppe (1)) stehen ete.

Die Bestimmung der Gewichte hat eine vollstindige Wieder-
holung der Elimination mit Umkehrung der Ordnung der Unbe-
kannten nothig gemacht.

Ebenso verhiilt es sich bei mehr als 4 Unbekannten.

§ 12. Beispiel einer Bestimmung von 2 Unbekannten aus 9

Beobachtungen von gleicher Genaunigkeit (n = 9 n = 2),

In den » Wurttembergischen Naturwissenschaftlichen Jahresheften:

-I:Li.lll'gnng XXIV (1868) 8. 260 sind von 9 meteorologischen Sta-

tionen die Meereshthen h und die 12jihrigen Barometermittel B
itgetheilt, nemlich (mit Umwandlung in Metermaass):

i3 B

m min
1. Bruchsal 120,2 751,18
2. Canstatt 2051 742,37
3. Stuttgart 270,6 738,50
4. Calw 347,06 7 L
5. Friedrichshafen 406,7 726,99
6. Heidenheim 499 4 718,16
7. Isny 708,1 700,48
8. Freudenstadt 733,5 697,64
9. Schopfloch 768,9 695,23

Es soll zwischen h und B eine Beziehung von der Form
h= Y log = 1
=Ylog3.. (1)

hergestellt werden, wobei die trigonometrisch bestimmten Mee-
reshihen als fehlerfrei, die Barometerstiinde als gleich genaue
Beobachtungen zn behandeln sind.

Um vorliufig ungefiihr die durch die Beobachtungen bestimmte
Abhiingigkeit von 4 und B zu untersuchen, trage man die Werthe
v als Abscissen, und B als Ordinaten auf (oder umgekehrt), und
verbinde die dadurch erhaltenen 9 Punkte durch eine von freier
Hand durchgelegte Curve, welche hier fast geradlinig ausfiillt.

Ein solches " Auftragen vor Beginn der Rechnung ist immer
ithlich, danz besonders, wenn die Beziehung der Veriinderlichen
theoretisch unklar ist; es hat den Zweck, die Art der Abhiingig-
eit zu veranschaulichen, unter Umstiinden die Form der gesuch-
ten Funktion festaustellen, grobe Beobachtungsfehler aufzufinden,
und zuweilen Niherungswerthe der Unbekannten zu ermitteln,

Indem wir unsere Rechnung nach Anleitung von § 10 fiihren,
bestimmcn wir zuerst Niherungswerthe der Unbekannten. Gl(1)
I der Gestalt y
h
v

log X — log B =
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auf die erste und letzte Beobachtung angewendet gibt:
120,2
log X, — log 751,18 = Y’

68,¢
R e
woraus X, = 762,03 ¥, =19298 (2)
Die allgemeine Form der Gl (1) § 10 findet sich in unserem
Falle durch Auflssung von (1) nach B:
h

X100 Y—B=0
h
Da also F'(XY)= X10 ¥, so ist nach (5) § 10:
h

h h
—= Xh 5 —_
a=10 ¥ p= Yia 100 ¥ w=X,10 T—B
oder zw numerischen Rechnun(r bequemer:
1 ;
log (—L:T , log b = log (¢+log ¥ ?l y log(w—+ B) =loga+log X,

Rechnet man hiernach, indem in den Gleichungen fir a und b
statt X und ¥ die Niherungswerthe (2) genommen werden, so
erhiilt man folgende Werthe:

Nro. @ b w
0,986 0,00056 0,00
0,973 0,00103 — 0,63
0, EJ(:Q 0 UtllZ) — 0,68
0,959 0,001%7 — 0,20
0,953 0,00182 — 1,06
0,943 lJ,00219 + 0,38
0,919 0,00307 — 0,20
0,916 0,00317 -+ 0,53
9 (1‘312 0,00331 0 00
Dass der erste und letzte \thh w Null werden, ist nicht zu-
filllig; es kommt dieses daher, dass die erste und letzte Beobach-
tung zur Bestimmung der Niherungswerthe benititzt wurden. Wenn
die Nclhelunrrswut]u, gar keiner der Beobachtungen streng genii-
gen, so wird auch kein Werth w = 0 werden.

Die vorhandenen Coéffidienten abw sind zur weiteren Rech-
nung noch nicht bequem; die Summencoéfficienten [a a] und [bb]
wiirden hiernach werden;

[@a] = 8,0884 [bD] = 0,0004383
und man miisste bei der Verschiedenheit der Coéfficienten die-
selben sdmmitlich mit 6 bis 7 Dezimalen in die Rechnung einfiihren,
wenn man die Summenproben auf 8. 25 beniitzen will. Diesem
Uebelstand wird abgeholfen, wenn man durch Einfilhrung neuer
Unbelkamnter die Cotfficienten abw und damit auch die Summen-
coéfficienten [a a] [ab]... méglichst gleich macht. Eine solche Ver-
dnderung der Unbekannten ist fiir die Bequemlichkeit der Rech-
nung sehr wichtig. In unserem Falle w ird man etwa statt der aus
der obigen Tabelle sich ergebenden linearen Bedingungsgleichungen:

= 0,986 2 + 0,00056 ¢ -+ 0,00 = n

= b ,973 & + 0,00103 y — 0,58 =

00 =3 O Wt = Q2 DD
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folgende schreiben;

, iy g
= 0,986 = ,05 =2 =
5, = 0,986 x + 0,056 (m”) -+ 0,00 =0

e iy
8, = 0,973 2 + 0,103 (mu)_ 0,53 = 0

3 . (] P T e
d. h. man wird die neue Unbekannte -]--'i;(.. — 4’ einfithren, und da-
mit folgende Tafel der zur Berechnung von [aa] [ab]... erfor-
derlichen Werthe erhalten:

;‘;! a | b | w § ‘u-+b la+w | ats | b+w | b+s w+s
1{0,986/0,056 0,000/1,042 1,042 +0,986| 2,028(+0,056| 1,098+1,042
210.973/0,103/—0,530/0,546, 1,076/+0,443| 1,519—0,427 0,649+0,016
3}(),9“8 0.123/—0,680 0,411| 1,091/+0,288| 1,379/—0,557| 0,534 —0,269
410,959 0,157/—0,2000,916( 1,116 +0,759| 1,875 —0,043 I,OTSiHJ,’Ilﬁ
510.953.0.182/—1,060 0,075 1,135 —0,107 1,028 —0,878 0,257-0,985
60,943 0,219+0,380,1,542 1,162 +1,323 2,485-0,599| 1,7611+1,922
710,919 0,307 —0,200{1,026| 1,226 10,719 1,945+0,107) 1,338/4-0,826
810,016 0,317 +0,530 1,763/ 1,233 11,446 9,679 40,847 2,080/+2,293
90,912/0,331) 0,000 1,243 1,243 +0,912| 2,155 40,331 1,574+1,243

8,52911,795|—1,760(8,56410,324/+6,769[17,093 10,035/10,359+-6,804

Die Summen dienen zur Probe, in dem z. B. 10,324 —8,529 +1,795.
Durch Quadriren der simmtlichen Zahlen dieser Tafel und Sum-
mirung der Columnen erhiilt man:

[aa]=8,0884 [(a + 1)*]=11,8862 [(a+w)*]="7,0287 [(a—+s5)*]=34,6734
[bb]= 0,4383 [(b+1w)*]=2,4655 [(b+s)?]=14,8112
[ww]=2,3722 [(w+s)*]= 13,8206
[ss]=10,4812
Nach Gl (1) § 11 hat man dann: ;
[ab] = & (11,8862 — 8,0884 — 0,4383) = + 1,6798,
und ebenso die ibrigen Produktsummen. Man erhilt auf diese
Weise folgende Zusammenstellung aller Summencoéfficienten :

; a h b i W | 8 ‘ Probe.
o | +80884| +1,6798| —1,7160 |+ 80519 | + 80592
b | + 0,4383 —0,1725 | + 1,9458 | 4+ 1,9456

o 493792 | 4+ 0,4836 | —+ 0,4837
‘ ; 1 - | + 10,4812 | + 10,4813

Durch die Columnen- und Zeilenbezeichnung erhiilt jede Zahl ihre
Benennung , z B. ist [bw] =— 0,1725. Die Proben stimmen
geniigend, es sollte z. B. —1,7160—0,1725 + 2,3722 = 10,4836 sein,
wihrond es - 04837 wird. Wenn eine oder wenige Proben nicht
stimmen, so wird man zuerst iiberlegen, in welchen Gliedern der
Fehler zu suchen ist, und dann diese nachrechnen.

Die nun folgende Rechnung der [bb.1] [buw.1] etc. muss noth-
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wendig in einem linirten Schema ausgefiihrt werden, i welchem
jeder Zahl zum Voraus ihre bestimmte Stelle angewiesen ist, und
das man am besten lithographirt fiv 2 3 4 ete. Unbekannte besitzt,
Der Verfasser bedient sich eines Schemas, das er als Zuhorer des
Herrn Professor Dr. Schoder am Polytechnikum in Stuttgart kennen
lernte, und seither bei hiinfiger Anwendung sehr zweckmiissig ge-
funden hat; ein fihnliches Schema gibt ncke im B, J. 1836,
S. 262 und Sawitsch im Anhang seines Lehrbuchs der M. d. kL Q.

Die auf Grund dieses Schemas ausgefiihrte Rechnung von y py
und [eww.2] ist auf 8. 81 ausfithrlich mitgetheilt.

Die im Vorhergehenden berechneten Coéfficienten [aa]l [ab]
werden an die durch die Zeilen und Columnenbezeichnung be-
stimmten Stellen geschrieben z. B. [bw]= — 0,172 da wo sich
die Zeile [bF] und die Columne w treffen (an allen Zahlen wurde
zugleich eine Dezimale als unsicher und iberfliissig weggelassen).
Dann: folgt die Berechnung von [6b.1] ete. mit Logarithmen,
wobel man sich des unten beigefiigten Zettels bedient, um z. B.
log (— [aﬁli_} , welchen ma-nzurBerec-hnungvon{a—?irl [ab], e ?] [aw]

[aa] [aa] laa]
und lﬁ: :: JJ [ 5] braucht, nach einander iiber die log von [ab] [aw]

a 8] zu halten, und durch Addition die loo von — [a_h] ab] etec.
L 5 aal*

zu erhalten. Die Bezeichnung log (— %) ist symbolisch aufzu-
fassen, und entspricht in bekannter Weise dem Anhiingen von n
an einem Logarithmus. Der Vortheil eines solchen lithographirten
Schemas zeigt sich hauptsiichlich, wenn man die Rechnung  dar-
nach ganz mechanisch ausfihrt, und so in etwa 1 Stunde die
Rechnung fiir 2 Unbekannte durchfiihrt,
Resultate: [b8.1] = + 0,089

[bew.1] = + 0,184

[ww. 2] = + 1,628
, [Daw.1]

Y = P N e 2,07 (log y' steht bereits auf dem Zettel)

Hyi= ’\/anu_c;i] = 0,48 wyt =t 1,62

Vibb.1]
also 3 = — 2,07 + 1,62.
Eine zweite dieser ganz entsprechende Rechnung liefert
z = —+ 0,64 + 0,38,

Wenn man aus 3y = lgﬂ wieder die urspriingliche Unbekannte
y herstellt, welche die wahrscheinlichste Correktion des Niihe-
rungswerthes Y ist, so hat man
Yy = — 207 -+ 169.
Durch Zufiigen der Correktionen » und ¥ zu den Nahrerungs-
werthen X ¥, (2) erhiilt man:
X = 762,03 + (0,64 + 0,38) = 762,67 + 0,38
¥ = 19298 + (— 207 + 162) — 19091 =+ 162

und die gesuchte Besichung zwischen dem mittleren Barometer-
stand B und der Meereshbhe 7 ist




log [a k]

log

| 090784 | 0.22 31

log _ [ab] { ) {
= (( [r!rlj["”

lm [MJI'”M) I >
[«mf :

4‘)’6 |

-n 234527 | 0.90590
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L5 a | P e 8 ‘ Proben.
[ak] +<a,088'j 1,680 || — 1,716 || +90:.2| i

‘i ;’2,192

~+ 2 465

+1628

+1G‘)8

o k) 0. 903967
[bk) ! 0,438 | -40 1”2 + 1,946 ||
[P | 0,349 | +0,356 | — 1,673 | '
A [aa) | |
| B s e A% )
[wk] ' \ L2 372 ||| + 0 484
I[:r;] [kl ‘ i ! = 0,36 1 —+1, 108
[sH] _| e | + 10,482 4891
e = |
s ]w][ﬂH | | | : g{)lb
pr1] | L0089 | + 0,184 1 0273 5+u,2xs
T 1] | 8.94939 "wma 9.43616
ln«r [be.11 bk 1] \ 0. ﬁ()’m 9.75159n
A TR
l r n'JEl] 1 TR e TR % | (-'} i)(f
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i ‘[’}}'Y']![bl.'.ll ! : e 0 ‘3;( :
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‘ ' B i?ﬁi’ﬂsi 0| uereIeo | H[fmf‘ul
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[ [ ]
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( Muj
[ee a]

9.32668 |
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b
19091
Der mittlere Fehler einer Bestimmung von B aus dem gege-
benen i mit Hiilfe dieser Gleichung ist
mim
, = =+ 0,48
Rechnet man mittelst dieser Gleichung fiir jede der 9 Statio-
nen aus dem gegebenen h das zugehdrige B und bildet die
Quadratsumme der Differenzen zwischen diesen B und den beob-
achteten, so muss dieselbe = [ww.2] = 1,628 werden, was in
unserem Falle hinreichend stimmt, und die Richtigkeit der ganzen
Rechnung beweist.

Durch Auflésung obiger Gleichung mach 7 erhiilt man die Be-
ziehung zwischen Meereshthe h und mittlerem Barometerstand
B eines Ortes

log B = log 762,67 —

769.67
T = 19091 log ‘r—'] o

3
>

§ 18. Ausgleichung hedingter Beohachtungen.

Es wurden m Grissen unmittelbar beobachtet, zwischen denen
n streng zu enfiillende Bedingungsgleichungen bgatpth, wobel
m > mn; es sollen die wahrscheinlichsten Werthe der m Grissen
bestimmt werden. (Die m beobachteten Gréssen sind z B. die
Winkel eines Dreiecksnetzes, und die n Gleichungen die Bezieh-
ungen, welche zwischen diesen Winkeln stattfinden.)

Wenn man mit Hilfe der n Bedingungsgleichungen alle m
Grossen ausdriicken kann in irgend W’(’l(.lll,]l m —n zmdmn Grossen,
50 betrachtet man letztere als unabhiingige Unbekannte, bestimmb
sie ans den vorhandenen m (Jlu('hunncn nach § 10 und nachher
aus ihnen die m urspringlichen Unbekannten. Die unabhiingigen
Unbekannten kinnen alle oder theilweise aus den m beobachteten
Grossen selbst gewiihlt. oder irgend welche Funktionen derselben
sein. — Diese Rechnung ist immer zu empfehlen, wenn die Be-
dingungsgleichungen sehr einfach sind (wie z B. bei Ausgleichung
von Hohenmessungen), und wenn m — % nicht sehr gross ist.

Eine andere Methode, welche bei verhiiltnissmiissic kleiner
Anzahl » von Bedingungsgleichungen und complicirter Form der-
selben vorzuziehen ist, ist folgende; *)

Die unmittelbar beobachteten Unbekannten seien x, #,...zm
es bestehen zwischen ihnen folgende # lineare Bmhnrﬂmmtﬂu-
chungen ;

g+ By @y =ty 2, oo G = 0 )
b, + b, ="z = bz Zy oo bmam =0
Ny =+ 1y 2y =+ Ny @, e

Setzt man an Stvlle der ¢ die Beobachtungswerthe B, B, . .. B
s0 sind die Gleichungen (1) nicht }Jgh]uh(rf sondern mdn Drhd.lf:-

(1)

*) Astr, Nachr. Nro. 121. Encke 1836 S, 202—

295,

1

e
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§ 13. Methode der Kleinsten Quadrate. 33

. oo+ am B = w,
B,+...+bmBn=w, )
Ny +n, B, +n, B, +... tunBm=Wn
€ sind daher an den B solche Correktionen 8, §,...5m anzu-
Mingen, dass die Widerspriiche w verschwinden, was der Fall
1st, wenn
a, 5 + a, 45, + ... G Om + W, = 0
by 6, +b, 8, + ... b b+ wy =0 ®)
Ny by 4Ny 8y 4+ oo N O A wWn=0 ]
Zur Bestimmung der & hat man ausser diesen Gleichungen
hoch die Bedingung
[p88] = min
Woraus:
0=p 451 (l51 '+"pz 13; d&z = S -f-l]m Om d&m (4)
~ Wiiren die Grissen & und damit d& unabhiingig, so konnte
lese (Hleichung nur befriedigt werden dadurch, dass alle Glieder
fmzeln = 0 werden.
Die (irgssen d & sind jedoch durch die folgenden (aus der Dif-
fel‘e?v_iirung der Gleichung (3) entstandenen) Gleichungen ver-
unden :

@y (161 -+ a, d63+ ..... +Gmd5m =0
b,_ d 51 =t bz d (32 — SRS +bmddm=0 (5)
Py A8 + 2 A8 nenr+ M A Om =0

. Es wiire somit aus den Gleichungen (5) eine Anzahl »n der dé
M den (m—n) tbrigen auszudriicken, und in Gleichung (4) zu
Substituiren, welch letztere dann nur befriedigh werden kann,
Wenn die Coéfficienten der noch darin vorkommenden dé einzeln
= 0 gesetzt werden. Diess Alles kann dadurch geschehen, dass

¢ Gleichungen (5) mit zuniichst noch unbestimmten Coéfficienten
i PR kn (den sogenannten Correlaten) multiplicirt, dann
adzljrt und von Gleichung (4) subtrahirt werden, wodurch eine

eichung entsteht, welche man sich nach dg, d5,...ddn ge-
Ordnet denke. Soll nun eine Anzahl n der letzteren eliminirt
Werden, so miissen deren Coéfficienten — 0 werden, ebenso aber,
Um die rechte Seite der Gleichung (4) auf den Werth 0 zu bringen,
auch die Coéfficienten der m—n tibrigen. Dadurch, dass man alle
M Cogfficienten gleich Null setzt, erhiilt man folgende m Glei-
“hungen :

ﬁl_“_q—tk,_—l——}kz-"{* ..... —|—&;\m

I %’1 Dy

a. i n,
Sy ="k 4+ —Fy+errnn +2k 6
2 s 1 _%;'z 2 g‘:; 4 ( )
dm= g'tn'k‘ et L O fity

Pm Pm Pm

Hieraus konnten die Grossen & gefunden werden, wenn die
orrelaten % bekannt wiiren; zu deren Bestimmung findet sich
1€ nithige Anzahl von Gleichungen, wenn die aus (6) bestimmten
erthe 6 in Gleichung (3) substituirt werden, wodurch sich ergibt:
Jordan, Taschenbuch d. prakt. Geometrie, 3
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[ Ly [(o b] i [a ) T r=D
[“}b] ky, + [QP ] L e [b n] kn 4w, =0\ (g

[Cr “] k, [b w'] b s [n rn +wn=0
p vy

Die Coétficienten dieser Gleichungen haben ungefihr denselben
Bau wie die der Gleichung (7) in § 10, sie heissen deswegen eben-
falls Normalgleichungen, ihre Anzahl ist gleich der der Beding-
ungsgleichungen.

Gang der Rechmung. Nachdem die Coéfficienten abw der
Bedingungsgleichungen (3) bestimmt sind, rechnet man die Cogffi-

- @ o : & :
cienten [ﬁ] der Normalgleichungen, 16st diese nach k, &,
P

.. kn auf, wobei man sich des in § 12 besprochenen Schemas
bedienen kann, und rechnet dann die Correktionen & nach (6).

Mittlerer ehler w einer Beobachtung vom Gewicht 1. 'Wenn die
Ausgleichung statt mit Correlaten in der am Anfang dieses §
beschuebem,n Weise bewirkt worden wiire, so wiirde man nach
Gleichung (16) § 10 rechnen:

[p3s]
o \/m — (m—mn)

weil m —n die Anzahl der Bedingungsgleichungen von der Axt
der in § 10 vorkommenden, also

T [p53]
= _\/ [r32]

Ebenso muss man aber auch hier rechnen, denn die Correlaten,
welche blos Hiilfsmittel der Rechnung sind, éindern in dieser Be-
ziehung Nichts. Wenn man die Gewichte nicht iiberall mitfiihren
will, so kann man die Bedingungsgleichungen beziehungsweise

a,  a,

mit Vp, Vp, ... dividiren, und die erhaltenen WertheV: ey
. V7.

etc. von neuem mit @, @, ... bezeichnen, wodurch bewilk‘t wird,
(}a% &n den Gleichungen (b) statt p, p, ... tberall 1 gesetzt wer-
den darf.

§ 14. Bestimmung des wahrscheinlichsten Werthes und seines
mittleren Fehlers einer Funktion bedingter Beobach-
tungen, *)

Wenn man die wahrscheinlichsten Werthe bedingter Beobach-
tungen, z B. die Winkel eines Dreiecksnetzes nach § 13 berech-
net hat, so kann man auch den wahrscheinlichsten Werth
irgend einer Funktion derselben, z. B. einer Dreiecksseite, unmit-
telbar daraus rechnen. Der mittlere Fehler dieser Funktion lisst
sich jedoch nicht angeben.

*) Supplementum theoriae combinationis art. 2—9. Encke 1836 8, 301
8.
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§ 14, Methode der kleinsten Quadrate. 35

Zu diesem mittleren Fehler fiihrt folgende Betrachtung, welche
“ungchst auf eine neue Bestimmung des wahrscheinlichsten Wer-
Yhes der Funktion selbst ausgeht. (Da man jede einzelne Beob-
achtung auch als Funktion der Beobachtungen auffassen kann,
70 wird hiemit auch die Aufgabe der Bestimmung des mittleren

ehlers eines ausgeglichenen Beobachtungswerths gelost.) :

Man hat m Grossen @, a,...xn unmittelbar beobachtet, mit
By L 10
VPL VP:
By g = 2 ;

-\7:, wobei also u, der mittlere Fehler einer Beobachtung vom
DPm
Gewicht 1 ist.

Zwischen den » bestehen folgende lineare Bedingungsgleich-
Ungen

den (g ewichten p, p, ... pu und den mittleren Fehler

Fi=a+a, 2+ & +....a0nm=0 '
FQ = b, + ]ﬁ1 W L‘: 78 R b m = O

Fp=my+n 0.+ 00, +.... % xm =0

Welche, wenn fiir » die beobachteten Werthe gesetzt werden,
Techts statt 0w, w,...w, geben.
. Man sucht den wahrscheinlichsten Werth einer linearen Funk-
tion ¢ der Beobachtungen a:

U=yl 2, + 1, x; +...0nand (2)
(Welche nicht alle » enthalten muss.)

Man kann wegen der Bedingungsgleichungen diese Funktion

auf vielen verschiedenen Wegen rechnen, allgemein :

U=u~+ r, B + Ty 1“-_, . By (3)
Wobei die + vorliufig unbestimmte Coéfficienten sind. Beniitzt
Wan die wahren Werthe z so werden alle F = 0, und daher
= u, das heisst, es wird U auf allen Wegen gleich erhalten;
mmt man aber die beobachteten Werthe B, so gehen die F
Uber in 4 und man hat:

U=u—+r w, 41, w, +...0r% Wn 4)

.. Die 7 r,...ry sind so zu bestimmen, dass der mittlere zu

firchtende Fehler 2 von U ein Minimum wird (wodurch zugleich

%er Werth U in Gleichung (4) der wahrscheinhchste wird). Da
hach (3) implicite eine Funktion ven w, w,... ist, so ist:

o B L2, L L
M = 2 {jj7+ 2= w2 )
L

D3 P ¥
Wemn vermoge (1), (2) und (3)

0 L"
s =h+ar+br,4+. . .+nrm=1

7y
8l
e — l, + a, 1y + ()2 S Ny T'n = Lin (6)
Jdax, X G
o U
e = b+ amry +bmrs+ ... norn= L

gesetzt wird.

¥
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Aus der Bedingung [ﬁ] = min folgt in gleicher Weise, wie
)

aus der Bedingung £ = min in Gleichung (6) § 9:
aa ab an al
[—] i [—] e -—] Tn + [—] =1
P P P P B
B |
T Lot Ly s tia T e B IO R

............................

an bn Hw nl
[—]'rl+[—]r,+...[—]?‘u+[-—]:D I
P P p P !

Hieraus ergibt sich folgender Gang der Rechnung: Aus den I
Coéfficienten der Gleichungen (1) und (2) und den Gewichten p ]
bl . s \
rechnet man [(;J—Z] [;_; [%I], und da die Coéfficienten der 7 .
in Gleichung (7) dieselben sind wie die der k in Gleichung (7 ¢
§ 13, so kann man sofort unsere Gleichungen (7) anschreiben, und
nach ¢, 7, ...7s auflosen. Dann werden die L nach (6) gebildet
und M nach (5) berechnet. Auch kann man nun U nach (4) be-
stimmen, wobei u aus den wnverbesserten a berechnet wird. \
Die Gleichungen (7) wurden von Gerling »Uebertragungsgler- ;
chungens und die Coéfficienten r »Uebertragungscoéfficientens ge-
nannf. b )
L L i ol
Der Ausdruck = hat , wenn man in ihm die Werthe (6) 5
substituirt, genau die Form von £ in GI (6) § 10; man kann seinen
Werth also auch ebenso finden, wie den von £ in Gl (20) § 10 |
i L L rl : 2 :
nemlich [1—)] = [17 ; 2] bei 2 Bedingungsgleichungen. 1
Wenn man in die Elimination von r das Glied [Z—Z] mit auf- [
P
nimmt, wie dieses mit [ww] in § 11 geschehen ist, so hat man :

Bl
]
5

[—D—b.l} b—z.lj b
D P
i

P

1! {1 U s
[z2)=[5] @

Endlich kann man auch entsprechend Gleichung (21) § 10

schreiben:

und daraus:
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11] = [l_l] = [g]_[%:j )
P P f;_)‘“] [bl?l]

; : ; 115 Gty int
Wodurch man die Aufnahme von [— in die Elimination erspart.
/

Ganz analoge Gleichungen hat man bei mehr als 2 Bedingungs-

‘c’-lelehungen. Weitere Ausdriicke fiir ['%:T:] sind in dem Supple-
Wentym theoriae combinationis art 7 gegeben.
Wenn man nicht alle ¢ ausrechnet, sondern nach den beque-
men (leichungen (8) und (9) verfihrt, kann man allerdings die
ormel (4) fiir den wahrscheinlichsten Werth U nicht mehr an-
WBr_lden, ‘allein diese hat wenig praktischen Werth, weil man
meist nicht nur den wahrscheinlichsten Werth von U (z. B. Drei-
ecksseite), sondern alle » (ausgeglichene Winkel) haben muss.

§ 15. Hiilfstafeln zur Methode der kleinsten Quadrate.
Fast bei allen Zahlenrechnungen der M. d. kl. Q. ist eine
Quadrattafel erforderlich, zur Bildung der Coéfficienten [a al, [bb]
-« oder der Summen [58] etc. Zweckmiissige Tafeln dieser Axt
SInd die folgenden:
1) Schweizer, »Quadrattafeln, wie sie von Bessel vorgeschlagen
Wurden.« Mitau und Leipzig 1863.
9 (35 Druckfehler durch Satzverschiebung auf 8. 42 und 43 bei
9,142 bis 9,4811)
2) F. G. Gauss, >Fiinfstellige logarithmische und tfrigonome-
trische Tafeln.« Berlin, 1870 8. 111—129,
3) C. F. W. Peters, »Astronomische Tafeln und Formeln.«
Hilmburg 1871. 8. 151—169.
Eine kleine Quadrattafel und eine Tafel zur Berechnung der

Gewichte p aus den mittleren Fehlern m (_p = ?%) sind anf 8. 38

Zusammengestellt.
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Quadrattafel.

a a® a a® ira} I<r-| a’ |al a®

0,0] 0,00 12,0 4,00 [4,0| 16,00 ]6,0| 36,00 |8,0[ 64,00
0,1 0,01 |21 4,41 |[4,1| 16,81 |6,1| 37,21 8,1! 65,61
0,2 0,04 122 4,84 |42| 17,64 |6,2| 3844 |82 6794
0,3/ 0,09 12,3 520 |43| 1849 63| 3969 |83| 68,89
040,16 |24| 576 |44| 19,36 {6,4| 40,96 |84 70,56
05(025 |25| 625 |45( 20,25 |65 4225 [85]| 72,25
0,6 036 |26| 676 |46| 21,16 |66| 43,56 |8.6| 73,96
0,7| 049 12,7 7,29 14,7| 22,09 |6,7| 44,89 |8,7| 75.69
0,8 0,64 |28 7,84 |48| 23,04 |6,8| 46,24 |88! 7744
09| 0,81 [2,9]| 841 |49| 2401 |69]| 4761 |89| 7991
1,0 1,00 |8,0( 9,00 50| 2500 |7,0| 49,00 |9,0| 81,00
L1| 1,21 |8,1| 9,61 |51| 26,01 |71| 50,41 |9,1| 8281
12| 144 |82 10,24 |52) 2704 |7.2| 51,84 |02 38464
1,3| 1,69 |3,3| 10,89 |53 28,09 |73 53,29 |93| 8649
14| 1,96 34| 11,56 | 54| 29,16 174 54,76 |94 8836
1,5] 2,25 |85 12,25 |55] 30,25 [75] 56,25 [95| 9025
1,6| 256 |8,6 12,96 |56 31,36 |7,6! 57,76 |9.6| 9216
17| 2,89 |8,7| 13,60 |5,7| 32,49 |7,7| 5920 |9,7| 94.09
1,8 3,24 |8,8| 14,44 |58 33,64 |7,8| 60,84 |9.8| 9604
1,9' 3,61 13,91 1521 159! 3481 179' 6241 loo! ogn

Tafel der Werthe p — wlT (Gewichte).

m _‘p |’lh) i 1) |m | P |m i l} m. I _’p

0,0] 2,0/ 0,250 [4,0] 0,062 16,0, 0,028 [ 8,0, 0,016
0,1] 100,000 |2,1| 0,227 |4,1| 0,059 |6,1| 0,027 | 8.1] 0,015
0,2| 25000 |2.2[ 0207 |42 0,057 |62 0,026 | 82| 0015
0,3 11,111 |23 0,189 |4,3| 0,054 |6,3| 0,025 | 8,3 0,015
04| 6,250 |24 0,173 |4,4] 0,052 |64 0,024 | 8,4| 0,014
0,5] 4,000 |25 0,160 |4,5| 0,049 |6,5] 0,024 | 8,5 0.014
061 2,778 2.6 0,148 |4,6] 0,047 |6,6] 0,023 | 86| 0,014
0,7( 2,041 [2,7] 0,187 |4,7| 0,045 |67 0,022 | 87 0,013
0,81 1,562 2,8 0,128 |42 0,043 |68 0,022 | 88| 0.013
09 1,235 |29 0,119 [4,9 0,042 |69 0,021 | 89| 0013
1,0 1,000 13,0| 0,111 |5,0( 0,040 |70l 0,020 | 9,0] 0,012
L1t 0,826 |31 0,104 |51] 0,038 |71 0,020 | 90,1 0,012
1,2 0,694 |32 0,098 |52 0,087 |72 0,019 | 9,2( 0,012
1,3( 0,592 |83 0,092 [53 0,036 |73 0,019 | 9,3 0,012
L4| 0,510 |3,4] 0,087 |5,4] 0,034 |74] 0,018 | 94| 0,011
1,5 0,444 |3,5] 0,082 |55 0,033 |75 0018 | 9,5/ 0,011
16| 0,391 {3,6/ 0,077 |56 0,032 |7,6] 0,017 | 9,6 0,011
L7 0,346 {3,7| 0,073 [5,7] 0,031 |77 0,017 | 9,7| 0,011
1,81 0,309 3,8 0,060 |58 0,030 |7.8 0,016 | 9.8/ 0010
1,91 0,277 13,90 0,066 159 0,020 179 0016 | 99l 0010
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Cap. L.

Die einfachsten Operationen des Feldmessens und
ihre Verbindung zu kleineren Aufnahmen,

§ 16. Abstecken von Geraden und rechten Winkeln,

. Ein vertikaler Stab bezeichnet einen , Punkt<. Mehrere solche
in einer vertikalen Ebene liegende Stibe bezeichnen eine »(rerades.

Das Abstecken einer durch zwei Stiibe bestimmten Geraden
geschicht durch »Einrichtens weiterer Stibe in der Verlingerung
der zwei gegebenen oder durch »Finweisenc zwischen dieselben.

Die Kreuzscheibe ist ein mit zwei sich rechtwinklig schneiden-
den vertikalen Absehvorrichtungen versehenes Instrument von
egelftrmiger, cylindrischer oder achteckig prismatischer Form.

ie Absehen sind gebildet durch je zwei gegeniiberliegende Schlitze,
oder durch Schlitze und gegeniiberliegende Fiden. Erstere An-
ordnung ist sehr bestindig, gestattet das Vor- und Riickvisiren,
ist aber unbequemer als letztere. Die Priifung der Kreuzscheibe
geschieht durch Abstecken eines rechten Winkels AIB und An-
legen eines zweiten B IC an ihn, mit gleicher Beniitzung des
Instruments, worauf 4 IC eine Gerade sein muss; oder auf &hn-
liche Weise. Berichtigung ist selten méglich.

Die Kreuzscheibe dient 1) zum Errichten von Senkrechten
(durch Einweisen), 2) zum Fillen von Senkrechten (durch Probi-
ren), 3) zum Aufsuchen eines Punktes einer Geraden zwischen
zweien ihrer Punkte, wenn Vor- und Riickvisiren mdglich ist,
(durch Probiren).

Genauigkeit Der mittlere Fehler eines mit der Kreuzscheibe
ahgesteckten rechten Winkels ist etwa 5 Minuten (auf 30m

ntfernung etwa 4em) es diirfen deswegen bei Catastervermessun-
gen die Senkrechten nur 30—40m und an Abhiingen nur halb so
ang gemacht werden (die Preuss. Vermessungs-Anweisung*) ge-
stattet 40m, die Badische Anweisung ) nur $0m), Wenn geringere
Genanigkeit zuliissig ist, kann man weiter, unter Umstiinden bis
100m gehen.

*) Anweisung vom 7. Mai 1868 fiir das Verfahren bei den Vermessungs-
gﬂmiten in den Provinzen Schleswig-Holstein, Hannover und Hessen - Nassall.
2. Ausg, Berlin 1870, S. 47.

*#) Anweisung zu der stickweisen Vermessung simmtlicher Liegenschaften
des Grossherzogthums Baden, Zweite Ausgabe. Carlsruhe 1863. 8. 13.




Kreuzscheibe. § 16.
Fig. 2. Der Winkelspiegel dient ebenfalls
zum Abstecken rechter Winkel und
besteht im Wesentlichen aus zwel
| - unter 45° sich schneidenden vertika-
i len Spiegeln A B und A4 C (Fig. 2)-
! Wenn PRS0 der Weg eines auf
beiden Spiegeln reflektirten Licht-
strahls ist, soist allgemein 2 SQP =
2. L BAC, also SQ P = 90¢, wenn

B AC =45
Anmwendung. Um von P eine Senk-
P rechte P auf die Gerade M N zu
4 fillen, schreitet man, mit dem Auge
C O nach N M schauend, in dieser Ge-
0 raden so lange vor, bis das doppelt
reflektirte Bild von P in dem Spiegel
A B unter dem (iiber den Spiegel
| hinweg gesehenen) Stab N erscheint.
N’ Das Instrument wird am besten
auf einem leichten Stock getragen,
der aber nicht festgestossen zu wer-

M den braucht.
Priifung und Berichtigung. Nach-
dem eine Senkrechte P @ in der angegebenen Weise (von rechts
her) gefiillt ist, wendet man sich um, und fillt von demselben
Punkt P eine Senkrechte noch einmal (von links her) mit Be-
niitzung von M' N'. Wenn nicht derselbe Punkt ¢ erhalten
wird, so ist der zwischen beiden erhaltenen in der Mitte liegende
der richtige Fusspunkt, und es ist der Winkel B A (' der beiden
Spiegel mittelst Correktionsschrauben zu veriindern, und zwar zu
verkleinern, wenn man beim Suchen des zweiten Punkts iiber den

ersten hinausgeschritten ist, und umgekehrt.

Vorziige des Winkelspiegels: Sehr rasche Arbeit, geringe Er-
miidung. Nachtheile: er ist nur in der Ebene bru;uc_hbar, seine
Genauigkeit ist etwas geringer als die der Kreuzscheibe.

Das Spiegellkreuz von Re- Fig. 3.
gierungskondukteur Berlin*),
dient zum Aufsuchen eines
Punktes €' auf der Geraden
zwischen zwei Punkten 4 B;
es besteht aus zwei sich
rechtwinklic schneidenden
iiber einander gestellten ver-
tikalen ebenen Spiegeln. € befindet sich in der Geraden A B,
wenn das Auge D die Bilder von 4 und B {ibereinander sieht.

Die Priifung geschieht durch Aufsuchen des Punktes C von D
und von der anderen Seite der (feraden A B herkommend, die
Berichtigung durch Verindern des Winkels der Spiegel. Das In-
strument wird zweckmiissig mit dem Winkelspiegel verbunden
(wie bei den Instrumentchen von Goldschmidt in Ziirich)

*) Grunerts Archiv Theil 4, 8, 126. (1814,)
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§ 16. Lingenmessung. 43

dana? Prismenkreuz von Bauernfeind*) hat denselben Zweck wie

g Spiegelkreuz. Wenn ein Lichtstrahl den in Fig. 4 ge-

AElchneten ‘A”Cg durch ein L’EC}ItWHI]\'h,‘.’;QF‘ glClChSCh@nkthS Prisma

Wacht, so ist allgemein (¢ mag = 90° sem) « = g, woraus folgt,

dass der ein- und austretende Strahl gleiche Winkel mit der Hypo-

enusenebene bilden, dass also letztere ebenso wirkt, wie ein
Fig. 4. Fig. 5.

der Art der Fig. 5 verbundene recht-

thener Spiegel. Zwei in
ie ein Spiegel-

Winklige gleichschenklige Prismen wirken also w
renz und werden ebenso angewendet.

§ 17. Das Messen gerader Linien.

Dieses geschieht entweder mit Messlatten. von 5m, ansnahms-
Weise 2m Liinge, oder weniger genau mit der Messkette (oder
Stahlband), welche meist 20m (»Doppelkette«) seltener 10m oder
oM lang ist.

. Die Messlatten (Messsta-ng?cn). von Tannenholz, meist mit gegen
die Enden abnehmendem Querschnitt, werden von einem Mann
gehandhabt, und bei horizontalem Boden unmittelbar, eine vor
der andern, aufgelegt. Die Theilung der Latte gibb unmittelbar
Decimeter an, Centimeter konnen geschiitzt werden. Um Zihl-
fehler zu vermeiden, nimmt man zwei verschieden gefiirbte Latten
zusammen, und zithlt consequent im Moment des Aufhebens. Bei
geneigtem Boden werden die Latten horizontal gehalten, so dass
sie nur an einem Ende aufliegen und dass am andern Ende.ob-
gesenkelt werden muss. (Staffelmessen.) Das Absenkeln geschieht
mit Hiilfe eines Senkels, dessen Schnur nach dem obern, und des-
sen 8pitze nach dem unteren Lattenende gerichtet wird, oder rascher,
aber ungenauer, mittelst einer nach Augenmaass vertikal gehal-
tenen Latte.

Die DMesskette wird von zwei M
gehandhabt; das Zihlen geschieht mittel
Anwendung ist auf die Ebene oder schwach gene
schriinkt. :

Genauigheit der Lingenmessung. 1st p der mittlere bei einer

atten- oder Kettenanlage zu firchtende Fehler, so ist bei n An-

agen nach § 9 der mittlere Fehler m:

m=pnV n
Oder weil »n proportional der gemessenen Liinge U,
S m=m V1 (1)
n 1851 und Bauern-

o ;*) Theorie und Gebrauch des Prismenkreuzes, Manche
Jeinds Elemente der Vermessungskunde, 3. Aufl. 8. 154.

ann mittelst der Kettenstibe
st der Kettenniigel. Die
igten Boden be-
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Lingenmessung, § 17
wenn mit m, der mittlere Fehler der Liingenheit bezeichnet wird.
Hiernach ist das Gewicht p einer Messung der Liinge [

1

wenn der Messung der Liingeneinheit das Gewicht 1 beigelegt
wird. Um m, zu bestimmen, kann man eine Liénge mehrfach
messen, und mit Hiilfe des arithmetischen Mittels den mittleren |
Fehler einer Messung dieser Linge, und daraus m, ermitteln.
Besser noch kann man eine grosse Anzahl von Doppelmessungen
verschiedener Linien, wie sie die Praxis hiufig bietet (z. B. die
Doppelmessungen von Polygonseiten) beniitzen, um darans zuerst
die mittlere Differenz zweier Messungen, und dann den mittleren
Fehler einer Messung der Lingeneinheit zu bestimmen, Wenn
die Lingen I, 1, ... ln je aweifach gemessen wurden, wobei die

Differenzen d, d, ... dn erhalten wurden, so findet man die mitt-
lere Differenz zweier Messungen der Liingeneinheit;
dd
D=\7/1 [%¢
n l

nach § 8 mit Riicksicht auf G1 (2); also mittlerer Fehler einer
Messung der Lingeneinheit

1 rdd
e — xe o 3
5 2n ] 1 ®)
Wenn z. B. folgende drei Doppelmessungen vorliegen:
60,34 60,40 )

153,26 153,18
280,54 280,40
s0 bildet man d, = 0,06 d, = 0,08 d; = 0,14

;if ~ 0,000060
;1 = 0,000042
;3_* — 0,000069

"3
m, =\/% . 0,000171 = 0,0053
i

In dieser Weise hestimmte der Verfasser die Genauigkeit der
Latten- und Kettenmessung aus etwa 5000 Messungen *) und
fand folgende Werthe fiir den mittleren Fehler sm einer Messung
einer Linie von 1 Meter Liinge :

1. Lattenmessung.

1) Aus 103 theils zweifach theils dreifach wiederholten Mes-
sungen von Linien zwischen 30 und 924(m Linge mit Latten von
sm Linge theils auf ebenem, theils auf geneigtem Boden, angestellt !
bei den Uebungen des Carlsruher Polytechnikums

m = 0,00412

2) Aus 1095 Doppelmessungen von Bérsch *¥) von Linien bis

zu 300m mit Latten von 4m anf verschiedenem Boden

*) Zeitschrift fiar Vermessungswesen, Organ des deutschen Geometervereins
1. Jahrg. 1872 Nr. 2,

**) Schigmileh Zeitschrift 1863 S. 330,
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m = 0,00297
das Mittel dieser beiden Angaben ist m = 0,0035
und diirfte wohl etwas zu gross fiir eine allgemein anzuwendende
Durchschnittszahl sein, weil die ersteren Messungen Schiilermes-
Sungen gind; da es aber bei solchen Fehlerangaben immer besser
156, zu viel als zu wenig anzunehmen, so moge

m = 0,0035
als Durchschnittszahl fiir Lattenmessungen beibehalten werden.

II, Kettenmessung.

1) Aus 140 Versuchsmessungen von Gerling *) von Linien zwi-
Schen 80 und 400m mit Ketten von 20, 12 und 18m in Verbindung
mit 90 Versuchsmessungen von Iranke**) vyon Linien zwischen
100 ynd 300m mit Ketten von 20, 10 und 5m auf ebenem Boden:

m = 0,00536
9) Aus 535 Doppelmessungen von Vorlinder *%%) yon Linien bis
160m Linge mit Ketten von 18,8m auf Sandboden
m = 0,01435

3) Aus denselben Messungen mit Ausscheidung derjenigen 108,

bei welchen die gemessene Linge iiber 860m war
m = 0,01265

4) Aus 347 Doppelmessungen von Vorlinder von Linien his

330m mit Ketten von 18,8m auf Kleiboden (Lehmboden)
m = 0,00874

5) Aus 250 Doppelmessungen von Franke von Linien zwischen

20 und 120m mit Ketten von 20m
m = 0,01066

Bei der Ziehung eines Mittels wird von den Versuchsmessun-
gen 1) abzusehen sein, weil solche immer aussergewshnlich genau
gemacht werden, auch soll das Resultat 2) nicht berticksichtigt
Werden, weil die Messungen sehr langer Linien (itber 300m), welche
sehr selten vorkommen, hiufic relativ ungenauer werden als die

Lessungen kiirzerer Linien. Das Mittel aus 3), 4), b) ist
m = 0,0107

Aus den beiden Mittelwerthen fiir Latten und Kette ist

folgende Tafel berechnet worden:

Gemessene } Mittlerer Fehler einer
Linge | Messung mit
Latten | Kette
m m m
10 0,011 0,034
50 =0i0%b 0,076
100 I 0,035 0,107
150 | 0,043 0,131
200 | 6,049 i 0,151
250 ' 0,055 = 0,169
800 i 0,061 0,185

—
#) Grunerts Archiv 8. Theil 8. 377,
*%) Die Dreiecksnetze vierter Ordnung Minchen 1871. 8. 221.
*%%) Schlgmilchs Zeitschrift, 1850 8. 142,




46 Liéngenmessung, § 17.

Die oben erwiihnten Geometer Vorlinder und Franke glaubten
aus ihren Messungen den Schluss ziehen zu kdnnen, dass das Gre-
setz der Gl (1), wornach der mittlere Fehler mit der Quadrat-
wurzel der Linge wiichst, sich nicht bewiihrt habe, und dass ein
Gesetz des Anwachsens des Fehlers proportional der Linge selbst
den Beobachtungen besser entspreche, allein da letzteres Gesets
theoretisch unhaltbar ist, und auch mit dem praktischen Gefiihl
sich nicht vertriigt, so muss davon abgesehen werden, selbst auf
die Gefahr hin, das Nichtzutreffen des Gesetzes der (1 (1) in einem
einzelnen Falle durch einen Zufall erkliren zu miissen.

Uebrigens kann man eine geringe Abweichung von dem theo-
retischen Gesetz (1) erkliren durch die Annahme, dass lange
Linien in der Praxis relativ ungenauer gemessen zu werden pllegen
als kurze.

Das Gesetz der Gl (1) lisst etwaige comstante Fehler der Lin-
genmessung unberiicksichtigt, allein so lange man das arithme-
tische Mittel mehrerer Messungen als wahrscheinlichsten Werth an-
nimmt, was beim Vorhandensein constanter Fehler auch nicht ganz
richtig ist, ist es gerechtfertigt, die Gl (1) zu beniitzen,

s die Lattenmessung genawer ist, als die Kettenmessung
ist durch obige Resulfate sicher constatirt, und zwar ist hienach
die Lattenmessung dreimal so genaw als die Kettenmessung.

Bei Beantwortung der Frage nach der Zweckmdssigheit im
Allgemeinen kommen noch die Zeit und Mihe, oder kurz die
Kosten in Betracht, Bedenkt man jedoch, dass zur Handhabung
der Stangen ein Mann, zu der der Kette deren zwei erforderlich
sind, ferner dass die Ketfe an Abhiingen so gut wie gar micht
brauchbar ist, wihrend die Latten nie den Dienst versagen, s0
fillt der Vergleich enfschieden zu Gunsten der letzteren aus.
Was die Frage nach der zweckmiissigsten Linge der Messwerk-
zeuge betrifft, so ist in Beziehung auf die Kette Theorie und
Praxis noch nicht ganz im Klaren. Gerling schloss aus den oben
mitgetheilten Versuchen, dass kurze Ketten besser sind als lange,
ein Resultat, das von Prof. Winkler*) durch eine theoretische
Betrachtung, gestiitzt auf die von Gerling beniitzten Versuche,
dahin modificirt wurde, dass eine gewisse Kettenlinge, nemlich
etwa 4'/, Ruthen (18m), die giinstigste sei. Framke schloss aus
dhnlichen Versuchen (s. o0.) das Gegentheil von dem Gerling’schen
Resultat.

Bei Lattenmessung wird man wohl annehmen diirfen, dass (im
Gegensatz zur Kettenmessung) der Gesammtfehler einer Liingen-
messung nur von der Anzahl der Stangenanlagen abhingt, und
unter dieser Voraussetzung ist der mittlere Fehler der Lingen-
messung umgekehrt proportional der Quadratwurzel der Latten-
linge, wonach letztere moglichst gross zu nehmen wire, Und in
der That driingt die Praxis zu moglichst langen Latten (frither 2
Ruthen), so dass die neuerdings eingefiihrten 5 Meter-Latten zweck-
miissig erscheinen. An steilen Abhiingen sind diese langen Latten
nicht mehr anwendbar, und durch solche von 2 Meter Linge zu
ersetzen.

Um kiirzere Linien besonders genau zu messen, legt man

ol

*) Schlomilchs Zeitschrift.

1861 8. 109,

o
]
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§ 17. Kreuzscheibenaufnahme, 47

Nluﬂ-#sstéi.he lings einer straff gespannten Schnur aneinander. Aus
12 solcher Doppelmessungen von Linien zwischen 9 und 28m
fand sich der mittlere Fehler fiir einen Meter

3 m = 0,00036 m,

Bei der »Bestimmung des Hohenunterschiedes zwischen dem
-\:f'lz-(mr.:mo und kaspischen Meer<*) fand sich, dass lings einer ge-
“Pannten Schnur eine Linge von 1400 Fuss sich bis auf einen

einen Bruch des Zolls genau messen liess.

_ Bine zu manchen Zwecken hinreichend genaue sehr beguenie

dngenmessung erreicht man durch Abschreifen, wenn man zuvor

Qe Grosse des individuellen Schritts (zwischen 0,75 und 0,85m)
“rmittelt hat, Man kann auf ebenem Boden auf 1°/, genau ab-
SChreiten.

§ 18, Aufnahme kleinerer Gebiete.

o Aufnahme durch Lingenwmessung. Da ein Dreieck durch seine
© Seiten bestimmt ist, und man jedes Vieleck in Dreiecke zer-
8gen kann, so kann man jedes Vieleck durch Lingenmessung
aufnehmen, oder wenn einzelne Punkte durch andere Methoden
bestimmt sind, andere Punkte dagegen festlegen (seinbindenc),

uf Messungsproben, welche leicht zu beschaffen sind, ist Bedacht
Zu nehmen,.

Das Bestimmen eines Punktes durch zwei Entfernungen von
Zwei gegebenen Punkten ist moglichst zu vermeiden.

_ Diese Methode (sLinearconstruktionsmethode<) findet haupt-
Siichlich Anwendung zur Festlegung eines Netzes, auf Grund dessen
Wit der Kreuzscheibe weiter gearbeitet werden kann.

Aufnahme durch Lingenmessung und Fillen von Senlrechien.
I_J_"'f von jedem Punkt, der nicht weiter als 30—40m von einer
Geraden “entfernt ist, mittelst Kreuzscheibe oder Winkelspiegel
€ne Senkrechte mit geniigender Genauigkeit auf die Gerade ge-
tallt werden kann, so kann hierdurch, und durch Lingenmessung
€in Flichenstreifen von 60—80m Breite und sehr grosser Linge
aufgenommen werden.

_ Die Aufzeichnung der Messungen geschieht in einem » Hand-
risse, welcher so deatlich und correkt zu fiihren ist, dass darnach
dag Auftragen jederzeit und durch jeden anderen Sachverstindigen
ohne jeglichen Anstand bewirkt werden kann.c (Preuss. Anwei-
Sung §, 72), Der Handriss wird nahezu in richtigen Verhiiltnissen
(mittelst Anlegemaassstabs) auf dem Felde gezeichnet.

In Fig. 6 sind einige Systeme der Handrisszeichnung zusam-
Mengestellt,

Fig. 6. (1:1000).

*) Herausgegeben von Struve. Petersburg 1840. 8. 14,




Handriss.

Fig. 6a. (1:1000).

ke

In der ersten Zeichnung (8.47) sind alle Maasszahlen rechtwinklig be
zu der betreffenden Linie an das Fnde derselben geschrieben, und. = 8e
die Abscissen durchlaufend gemessen (Wirttembergisches System). oy
In der zweiten Zeichnung sind die Maasse ebenfalls rechtwinklig
su den Linien, ungefihr in deren Mitte geschrieben, und die 70
Abscissen abgesetzt gemessen, das Dezimalcomma ist consequent ch
weggelassen (Badisches System), In der dritten Zeichnung sind I
die Maasse fiir Abscissen und Ordinaten in gleicher Richtung
geschrieben (Preussisches System). g

Um Proben zu haben, kann man die Verbindungslinien der
aufgenommenen Punkte messen (Grenzlinien, Hauskanten ete.) und P
bei abgesetzter Abscissenmessung nochmals die Aufnahmslinie in !
einem Zug.

Wenn ausnahmsweise eine lange Senkrechte P A von einem
Punkt P auf eine Gerade 4 B genau gefillt werden soll, so sucht
man zuerst A ungefithr mit der Kreuzscheibe, nimmt den Punkt
B auf der Geraden beliebig an, misst P A, P B und rechnet

BA=VPB*—PA4A* (1) A

Wenn viele lange Ordinaten nach einander zu messen sind, 80
empfiehlt sich das Legen einer Parallelen zur Aufnahmslinie.

Durch Parallelen kann auch das mit Kreuzscheibe aufnehmbare [y
Gebiet der Breite mnach vergrdssert werden; ein von der Auf- T
nahmslinie ziemlich entfernter Punkt wird durch Vermittlung von al
Parallelen sicherer gegen dieselbe festgelegt, als durch unmittel-

bares Fillen einer Senkrechten auf sie (wie sich theoretisch und F
praktisch nachweisen lidsst). Das Abstecken von Parallelen ge- z{
schieht durch Abmessen gleicher Liingen auf zwei Senkrechfen =

zu der gegebenen Geraden.



§ 19, Messen mit Hindernissen, 49

§ 19. Das Abstecken und Messen mit Hindernissen,

Um beim Abstecken Fig. 7.
und Messen einer Gieraden
e nicht ausgedehntes Hin-
derniss zu umgehen, wen-
det man Parallelabweichen
mit Beniitzung der Kreuz-
scheibe an. Fig. 7.

Liegt eine theilweise hin-

dernde Fliche auf Fig. 8.
Cinerabzusteckenden |
(J:’_C‘r;“] en 4 BCD ———"I b P T g 2

'1g. 8 so fithrt unter
Umstiinden eine seit-
liche Hilfslinie B ¢’
ind Bestimmung der
Punlcte P, ) durch zu rechnende Coordinaten B’ P, P P ete. zum
Ziel,

Mit Hilfe einer mit Fig. 9.

» Halbschnitt« versehenen
reuzscheibe, welcheWin-
el von 45° abzustecken

Zestattet, kann man die
beiden Rinder eines Flus-

Ses in der durch Fig. 9

érliuterten Weise aufnehmen.

Wenn solche einfache Mittel (z. B. auch eine starke Schnur
“Um Messen iber einen bis zu 50m breiten Fluss) nicht ausrei-
then, o ist eine Theodolitaufnahme einer complicirten Linear-
Construction vorzuziehen,

Wenn das Ueberwinden von Hindernissen nicht specielle Auf-
abe ist, wie z B. bei Wagser- und Waldmessungen, so thut
man besser daran, durch Wahl der Aufnahmslinien etc. Hinder-
Msse zu vermeiden, als auf deren Ueberwindung besonderen
Scharfsinn zu verwenden.

Cap. II.

Aufnahme, Berechnung und Theilung der Flichen,

§ 20. Aufnahme der Flichen.

Wenn eine geschlossene geradlinig begrenzte Figur durch die
Methoden des vorigen Cap. aufgenommen ist, so lisst sich ihre
‘liche aus der Aufnahme ermitteln, es gilt also auch die Fliche
als anfgenommen.

Die Fliche einer krummlinig begrenzten Figur kommt beim

eldmessen nur insoforn in Befracht, als der krummen Begren-
2;1}1% eine gebrochene geradlinige eng anschliessende substituirt
ird,

Jordan, Taschenbuch d. prakt, Geometrie. 4




50 Berechnung der Flichen.

§ 21. Berechnung der Fléchen.

Wenn die Aufnahme durch Zerlegung in einzelne Dreiecke
und Messen ihrer Seiten erfolgte, so hat man jede Dreiecksfliiche
nach der Formel

il i
zn rechnen (wobei s die halbe Seitensumme -ri—'—::;-rr ist) und
die Gesammtfliche ans einzelnen Dreiecken zusammen zu setzen.
Es findet jedoch diese Rechnung bei Catastervermessungen, welche
sich an trigonometrisch bestimmte Punkte anschliessen, selten
Anwendung.
Wenn eine Figur mit- Fig. 10. (1:2000)

telst Latten und Krenz- P24

scheibe aufgenommen 1st,
so wird sie durch die
Messungslinien in recht-
winklice Dreiecke und

2804

o
Trapeze zerlegt, und lisst i &
gich demnach einfach nach r— S e e :
dem Handriss rechnen, wo- !

bei der Anblick der Figur eopr Pra 74
entscheidet, ob ein Fli-
chentheil positiv oder negativ in Rechnung zu nehmen ist. Z.B.
ergibt sich die Fliche der Figur 10 folgendermassen:

-+ (15,88 — 13,27) 30,24 =4+ 789

—+ (70,23 — 15,88) (30,244 22,04)= - 2841,4

~+ (91,56 — 70,28) (22,04— 12,22)= + 209,5

+ 91,56 (12,22 + 10,05) ~+ 2039,0

13,27 . 10,05 — 1334
—_— 5035,4
F= 2518 [m

» Verschriinkte« Trapeze, welche entstehen, wenn eine Seite
die Aufnahmslinie schneidet, werden nach derselben Formel wie
cewdhnliche behandelt, indem die zwei Parallelseiten (22,04 und
12,22 8. 0.) mit verschiedenen Zeichen eingefiihrt werden.

Wenn die Coordinaten der Ecken einer Figur nach Grosse
und Vorzeichen in Zahlen gegehen sind, so rechnet man nach
einer der allgemein giiltigen Formeln

Q2F =3(d—2)(y +y) =2y —¥) (a' + ) ()
oder mit anderer Zusammenfassung der Glieder
2E =00 —y)=2y (" — ) (2)
wobei o @2’ wnd o yy' aufeinanderfolgende Werthe bedeuten.
Die Vorzeichen —+ oder —, welche diese Gleichungen liefern,
haben keine praktische Bedeutung. Die Gl (2) sind die bequeme-
ren, wenn man die Coordinaten ay durch Verminderung um
constante Stiicke mgglichst klein macht. Ihre Anwendung zeigh
folgendes Beispiel mit doppelter Rechnung: :

O i SO

(=2}

off;
€In
Ung

!

0d

1
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e
3|y (" —) [ | v | = |y—v | = @'—y)|>

Lo e | I_|_1.|n|||j1\\+3§1!u‘» + “

1 | 5220, i1
2| 3148 +244,5( —291,4 54132 2
o _ —+255,81=—150.8 38372 3
4] 1389 |—201,3 ;9] 41476 7 2613| 4
2 | 454| —94,5 +4,8) +54,0 [ 5
o [ | —50,1|~+114,9 ~+53, | 6
| 43268|5756|+176,1 | +-245,7] —+3,9 {icli
1| 58682 |--240,6 | +243,9| +-229,2 23447 1
2 - | +-143,4| 4-244,5 | | 2

[107082]8390 0 I I 0 [19872|118564

= e

|2 F = 98692] F = 49346 [m 12 F = 98692

Die Doppelrechnung nach beiden werschiedenen Formeln bietet
Oienbar eine sehr gute Biirgschaft fiir die Richtigkeit des iiber-
“Instimmend erhaltenen Resultats, sie hat jedoch gegeniiber zwei
‘lp;Llilnii.llg-ig- gefithrten Rechnungen nach derselben Formel den
Nachtheil, dass man im Falle der Nichtiibereinstimmung der Re-
“ultate nicht sofort sieht, wo die Rechnungen auseinandergehen.

Die bei solchen Flichenrechnungen vorkommenden sehr miih-
Samen Zahlenrechnungen ktnnen theilweise ersetzt werden durch
We Anwendung einer Produktentafel®) Das beste Mittel ist aber
Ohng allen Zweifel die Thomas’sche Rechenmaschine**) eine durch
Sehr ginnreiche Riideriibersetzuung wirkende Zihlmaschine, welche
3_['1]ti1)]il{;|tion und Addition oder Subtraktion (sowie auch Divi-
Slon) ausfiihrt. Um z. B. das Produkt 2445 .2214 unserer obigen
“echnung zu bilden, hat man die Ziffern 2 4 4 5 auf Skalen auf-
“Ustecken, dann eine Kurbel 2 4+ 241 + 4 = 9mal umzudrehen, und
U8zwischen 3mal einen Schieber zu bewegen. Addition und Sub-
Ii:'(llition wird durch Driicken auf einen Knopf bewirkt. Der durch
‘_li' Maschine erzielte (Gewinn ist so bedeutend, dass bei Flichen-
h‘f‘l'i‘.uhnm‘l;,run oder anderen derartigen Arbeiten die verhiiltniss-
Missig geringen Anschaffungskosten sich bald einbringen.

Flichenberechnung nach einem Plan. Greift man Grundlinie
nd Hghe eines auf einem Plan gezeichneten Dreiecks mit Zirkel
}“’ld Maassstab ab, so lisst sich seine Fliiche rechnen, und ebenso
auch durch Zerlegen in Dreiecke die Fliche jeder andern gerad-
Mg hegrenzten Figur.

S — =

od *) Crelle Rechentafeln. Berlin 1857 (enthilt alle Produkte von je zwei I, 2
€r 3ziffrigen Zahlen).

1 Bretschneider. Produktentafel, enthaltend die 2- bis 9fachen aller Zahlen von
“'f‘ 100000, Hamburg und Gotha 1841.

8 **) Beschreibung der Rechenmaschine, s. d. Zeitschrift ,Civilingenieur® 1862
* 181 una Schigmilchs Zeitschrift 1864 8. 198.

Die Bezugsquelle fir Rechenmaschinen ist gegenwirtig: Mr Hoart Paris,

du Helder 13. Der Preis ist zwischen 150 und 450 Franken bei 5—S8ziffrigen

Tue
“aktoren.
4*




52 Flichenberechnung nach einem Plan. § 2L

Verwandeln eines Vielecks in ein Vier- Fig, 11.
eck oder Dreieck durch die in Fig. 11 an- .-
gedeutete Methode des wiederholten Pa-
rallelabschiebens ersetzt das Zerlegen, und
leistet bei gewisser Uebung (wobei die
verschiedenen Hiilfslinien nicht ausgezogen
werden) gute Dienste.

Eine Néherungsmethode namentlich fiir
unregelmissige Figuren, (Biiche, Wege etc.)
ist in Fig. 12 angedeutet. Man legt ein
Netz von Parallelen (Pauspapier, Faden-
netz ete.), deren Abstand eine runde Zahl,
etwa 10m ist, auf die zu bestimmende
Fliiche, und ermittelt die Summe der »ver-
glichene« gemessenen Lingen der entste-
henden Streifen durch Abgreifen und me-
chanisches Addiren mit dem Zirkel, so dass
man durch Multiplikation dieser Summe
mit dem Abstand (10) der Parallelen die Fliche bekommt.

Combenation unmittelbar gemessener und aws dem Plan abgesto-
chener Lingen. Da bei einer lang gestreckten Figur ein Fehler
in der Breite viel schiidlicher ist, als ein gleich grosser Fehler
in der Linge, so kann man bei den lang gestreckten Eigenthums-
stiicken (Parzellen), welche der Feldbearbeitung wegen die ge-
wihnlichen sind, die Breiten unmittelbar messen, die Liingen
aber aus dem Plan abgreifen (in Baden iiblich.) i

Eingang des Papiers. Wenn eine Zeichnung in irgend welcher
Richtung um p%, eingegangen ist, so miissen die in dieser Rich-
tung abgenommenen Maasse um p°, vermehrt werden.

Wenn man Coordinaten ans einem Qua- Fic. 13
dratnetz messen will, so legt man, um z B, e
A’ P zu ermitteln (Fig. 13), einen Maassstab 2'B

A B, der die richtige Liinge hat, so schief,
dass A und B auf Netzlinien, und P an die
Maassstabkante kommt; dann ist 4P so-
fort das gesuchte von dem Karteneingang
unabhiingige Maass. Hiebei kann man aller-
dings nur holzerne prismatische Maassstiibe
verwenden, deren Genauigkeit aber beim
Ablesen fast immer ausreicht (bei scharfen AA
Kanten des Maassstabs kann man 4 Milli-

meter noch ziemlich sicher schiitzen).

‘Wenn ein Rechteck nach einer Richtung um p°,, nach der
anderen um ¢%, eiugegangen ist, so ist der procentische Eingang
p' einer Linie, welche von den Seiten des Rechtecks die Stiicke
@ und b abschneidet:

,  a*p+biq
) e e
a* + b*
d. h. p’ ist das arithmetische Mittel aus p und g, wobei dieser
Werthen die Gewichte a* und b* beigelegt werden, ¢ und b miisse?
nur als Verhiiltnisszahlen und nicht sehr genau bekannt sein.
Beispiel. Ein Quadrat eines Coordinatennetzes hatte urspring

ne
&jj

Y
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lich die Seite 100m. Nach einiger Zeit ergibt sich, dass die ho-
Nzontale Seite auf 99,3m und die vertikale auf 99,8m eingegangen
18t, also p = 0,7 9 = 0,2; es fragt sich, was der procentische Ein-
8ang einer Linie ist, welche die Stiicke 3 und 5 von den Seiten
abschneidet,
el Rs 0 P
= _—Q_—FT —.(),53
Wenn also auf der betrachteten Linie ein Stiick von 86,4m
abgemessen wurde, so ist es durch Zuschlag von 0,29m auf 86,7m
20 vergrissern.
ei wichtigen Zeichnungen macht man sich neuerdings (in
Bﬂ}'ern) von den hygroscopischen Eigenschaften des Papiers und
Yer TLeinwand moglichst unabhiingig durch Aufziehen des Papiers
4uf sehr diinne Zinkplatten.
. Genauigkeit der Ilichenbestimmung. Wenn Aa und Ab die
Mittleren Fehler der Seiten a und b eines Rechtecks sind, so ist
ér mittlere Fehler M der Fliche ab

M="V(adb):+ (b4a)’ (3)
Fig. 14. woraus ersichtlich ist, dass, wenn
etwa A4a = A b und a b, der Fehler
ab der kleineren Seite Ab einen grosse-
s Flichenfehler a A b erzeugt, als der
] } Fehler 4a der grisseren Seite (vgl
Fig. 14) wie schon oben bemerkt

o ada

wurde.
Nach § 17 ist der mittlere Fehler einer mit Latten gemesse-
leén Tinie von 100m Liinge = 0,035m, also der mittlere Fehler

€nes Quadrats von 100m Seite mach Gl (3): M = 5[Jm.
Setzt man unmittelbare Messung von a und b mit Messlatten
Voraus, so ist
Aa = 0,0035Va
Ab = 0,0085 Vb also
M= 0,0035 Vab (a~+Db) (4)
Bei constanter Fliche ab wird (a + b) ein Minimum mit a = b,
4150 hat man den Minimalfehler fiir eine Fliche f=a*:
M = 0,0035 V2a® = 0,00495 3 (5)
Setzt man a = 100, so gibt Gl (4) mit ab = f:

i N\ eniak
M = 0,0035 f* (11 (ﬁ)-)—= 0,006528 F%  (6)

_ Bestimmt man die Fliche eines Rechtecks a0 mittelst der
S einem Plan im Maassstab 1:1500 abgenommenen Maasse a
Und b, g0 kann man den Fehler des Abstechens etwa — ;% Milli-
ill_ﬂter in natiirlichem Maass, also = 0,15m in verjingtem Maass
rli.'.hmen, sodann mit Riicksicht auf die Fehler der Aufnahme und
“eichnung, etwa

; Ada= A4b = 0,2m
Womit Gl (3) gibt

M=02Va*+0?




54 Genaunigkeit der Fliichenbestimmung. § 21

Im giinstigsten Falle, bei einem Quadrat a®=f, gibt dieses
mithi=a:
M= 02828 VF (7)
bei einem langgestreckten Rechteck ab =f, wobei @ — 10 hat
man
M=02V10,1VF=06357VTf (8)
Durch Rechnung von M nach den Gl (5), (6), (7), (8) erhiilt
man folgende Werthe fiir den mittleren Fehler einer Bestimmung
der Fliche [

Bestimmung mit Mess- Bestimmung aus einem
Fliiche Latten Plan 1:1500
Quadrat ‘ 1']‘"';2[1':}}‘ Quadrat i';r;]éti“:_',];‘
Dm [—j!ll ‘ Dlu E‘m | [:m
1 0,00 0,01 0,28 [ 0,64
10 0,03 | 0,04 ! 2,01
100 0,16 0,21 | 6,36
1000 0,88 1,16 | 20,10
10000 4,95 53 1 63,57
100000 27,83 26,71 J 201,00

In der Praxis werden die Fehler immer grosser sein, weil
ausser den betrachteten immer noch andere Fehlerquellen vor-
handen sind.

Die Differenzen, welche die Badische und Preussische Kataster-
vermessug bei zwei aufeinander folgenden unabhiingigen Flichen-
bestimmungen gestatten, sind im folgenden mitgetheilt: *)

| Differenz zweier Bestim-
Fliiche f mungen

in Baden |in Preussen

O= T o ‘ [
|

100 5
1000 10 22
10000 40 ‘ 95
100000 220 300

Bei beiden Vermessungen werden die Fliichen im Wesentlichen
aug Plinen im durchschmittlichen Maassstab 1:1500, womdoglich
mit Beniitzung unmittelbar gemessener Liingen (Grundstiicksbreiten
namentlich in Baden) gefunden. In Baden sind Messlatten, it
Preussen die Kette hauptsiichlich iiblich.

Werden mehrere (bis zu 50) Parzellen in eine s»Controlmasses
zusammengefasst, so darf diese gegen die Summe der Binzelbe-
stimmungen in Baden h&chtens um 0,5%, (Anweisung 8. 31) in
Preussen um 0,3%, (Anweisung S. 70) differiren.

In Wiirttemberg **) sind 0,5%, Differenz zwischen der Parzel-
lensumme einer Flurkarte (Quadrat von 4000 Fuss = 1144m) und

*) Badische Anweisung 8. 31. Preussiche Anweisung 8. 68,
*¥) Instruktion far die Ausfihrung der E. W. Landesvermessung. Stuttgarb
1831 § 43.
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deren theoretischer Fliche gestattet. Die Flurkarte ist im Maass-
stab 1:2500 gezeichnet, die Flichenberechnung wird aber zum
grossten Theil nach dem Handriss mit unmittelbar gemessenen
Coordinaten ausgefiihrt.

In Oesterreich*) ist bei der Flichenberechnung aus Flurkarten
deren Maassstab etwa 1:2500 ist, ebenfalls eine Differenz von
0,5°. bei zwei unabhiingigen Bestimmungen gestattet.

Wegen der im Obigen besprochenen mittleren Fehler der
Flichenbestimmung werden die Flichen fast nie genauer als auf
einzelne [ Jm angegeben.

§ 22. Theilung der Flachen (Grenzverlegung).

Grundaufgabe I. (Fig. 15). An eine Gerade
A B sind zwei andere Gerade 4 M und B N unter
den Winkeln « und g angelegt; durch eine zu A B M V.4
parallel gezogene Gerade C D soll ein Stiick 4 BCD

Fig. 15.

. X
von Inhalt () abgeschnitten werden. v/
Auflisung: o = 1..'[:13 — 2 @) (cotg = + cotg ¢
20
= A a B
i a—+ x

« und g kénnen beide spitz oder stumpf sem.
1.) Specieller Fall. Wenn A4 M parallel BN, (« + ¢ = 1809,
=k ]
S0 Bl a=4a, Yy=—
(
Grundaufgabe IT. (Fig. 16). Von einem
Winkel M A N soll durcheine Gerade M N,
welche durch den mittelst der Coordinaten
A Q= zund Q P=y gegebenen Punkt P
geht, ein Dreieck 4 M N von gegebenem
Inhalt @ abgeschnitten werden.

e Q40 -
Auflisung: A M= :f** ; Vao—ycotga
AN = £y

A Msine
P liegt innerhalb oder ausgerhalb des Winkels M AN wenn

& — ycotg a = 0.

2] 0~

Im ersten Falle hat man {1} Losungen, wenn £ = Parallelo-
of 2~

gramm A B P(, und zwar wird die Theillinie parallel C B, wenn

nur eine Lisung moglich ist.

m zweiten Falle ist immer einejLosung moglich, (abgesehen
VYon einer zweiten (wobei 4 M und A N negativ sind) entspre-
chend dem Scheitelwinkel von a.

ITa. Specieller Fall. Wenn P auf einer der Geraden A'M
oder AN selbst liegt z B. P mit N zusammenfillt, so wird

20 : 4
AM= —u‘. M kann auch bestimmt werden mittelst des Ab-
1 5
Standes M R = :{"ﬂ

*)\Ilmllqlk(iﬁ!l zur Ausfihrung des allgemeinen Catasters in Folge der 1817
und 1849 angeordneten Landesvermessung. Wien 1856 § 335.
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Anwendungen.

Fig. 17. I (Fig. 17). Eine
7 zwischen zwei parallelen
»Grewannen<grenzen A M

und D N liegende ge-
brochene Eigenthums-

D @ 8renze ABCD soll in
624 eine geradlinige auf 4 M
P 1 rechtwinklig stehende
P@ verwandelt werden.
Man nimmt AF_ | AM
und misst die einge-
schriebenenMaagse, wor-

aus sich rechnet
ABCDE=6030

weshalb der Abstand der Parallelen PQ von A F nach Grund-

603,0

aufeabe I, sich findet = 50,04

= 6,70, womit P ) abgesteckt

werden kann.

Fig. 18. IT) (Fig. 18). Die Grenze
A BCD soll in eine geradlinige
A F verwandelt werden, welche

durch A geht,
Man nimmt die alte Grenze
22 ... 7¢%¢ A BCID durch Coordinaten in
T 7 Beziehung aunf irgend eine durch

7l 5 I?.‘. 3 Dy gehende Aufnahmslinie z. B.
¥ 2 8 A D auf, und rechnet:
2ABCD = 740,3 [,
Dann ist F so zu bestimmen,
740,3

dass seine Ordinate =

.08 = 10,44 wird (Grundaufgabe II,).

Fig. 19. ITT) (Fig. 19). Das Vier-
eck A BC D soll durch eine
Parallele M N zu 4 D hal-
birt werden,

Man nimmt das Viereck
durch Coordinaten in Bezieh-
i i ung auf 4 D als Aufnahms-
e (32.20) ! A\D1inke auf, und rechnet Fliche
= pes Vierecks = 2192,5 also,
¢ uach Grundaufgabe I,
AMND = @ =1096,2
5,10

AD=a =80,20 ctge= — 3710 = 0,13747
cotg § = + 508 = =+ 0,86875, womit
otg g = m_q—.‘ym. o

x = 09,49 9 =— 14,65
IV) (Fig. 20). Die Grenze B PC soll in eine Gerade verwan-

5e
u

u
ng

d
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delt werden, jodoch so, dass sie nach
Wie vor durch den Punkt P geht.
Aus den gemessenen in Fig. 20 ein-
geschriebenen Maassen rechnet man
ABPC=Q=>5457m
29 AQ -
tang ¢ — )'—;_Li a=>52%44' 53" ¢ = + 29,66,
a4,
¥ = 8,00, womit nach Grundaufgabe II:
AM = 106,11 AN = 12,98
AM = 30,31 AN = 45,44

. Von beiden Losungen kamn nach Be-
lichen eine ausgewiihlt werden (in diesem Falle M N).

. Empirische Flichentheilung. Hiufig gelangt man durch einige
Wiederholte Versuche rascher zum Ziel als durch strenge Rech-
lung, Dieses ist namentlich der Fall, wenn, wie fast immer, die
3\rfbcn;'wir'-n_qungm (z. B. die Theillinien durch gegebene Punkte
Oder nach gegebenen Richtungen zu legen), weniger genau erfiillt
S¢in miissen, als die Hauptbedingung der richtigen Flichenthei-
ung, In solchen Fiillen macht man eine erste Theilung auf einem
Zeniigend grossen Plan (1:500 und nithigenfalls noch grosser)
und verbessert nothigenfalls nach der Uebertragung auf das Feld
Bach Maassgabe unmittelbarer Flichenaufnahme. Dieses ist das
‘el grossen (iiterzusammenlegungen und Vertheilungen tbliche
‘erfahren.

. Beispiel 1. (Fig. 21).
Jie Gremze A4 BC soll
Parallel P R gemacht
Werden, wobei P A und
R C nicht parallel sind.

Man steckt schiitzungs-
Weise M N’ parallel PR p
ab, und sieht zu, ob /

PM N'R = PABCR;
Sollte zz B. PM'N' R
21 klein sein, so verschiebt man M' N’ parallel nach M N, so
dass der schmale als Rechteck zu behandelnde Streifen M N N’ M’
den Fehler deckt.

Beispiel II. (Fig. 22). FEin Viereck
A B (D soll so in mehrere Theile getheilt
Werden, dass die Theillinien durch S gehen.

. Hat man auf einem Plan z. B. M N be-
Stimmt, so kann man nach Maassgabe
flner unmittelbaren Aufnahme der Fliche
A BN M die Gerade M N noch ein wenig
barallel verschieben, oder um M oder N
drehen, was der Nebenbedingung des Zie-
ens nach S nicht schaden wird.

. Niherungsverfahren, (Fig. 23). Wenn
Aie Grenze 4 B C D, welche nicht viel von
der Geraden A4 D abweicht, und nahezu
rechtwinklic zu A M (oder D N) ist, ge-




Planimeter.

rade gemacht werden soll, Fig. 23.
so wird, nach Analogie des
Parallelabschiebens 4 A’
gleich dem Abstand B B
des Punktes B von A
gemacht und dadurch
DCBAin DCA verwan- 7 ’
del*, und ebenso DC A’ in i TR

D A",

Um die Grenze M N
ihrer Richtung nach wenig
zu veriindern, kann man sie
um ihren HEL]l)irmlgspunktm,r
Pin dieLage M’ N’ drehen.d |
(Streng richtig, wenn A M
parallel D N).

!

§ 23. Der Planimeter.

Der Planimeter ist ein Instrument, mittelst dessen der Flichen-
inhalt einer ebenen Figur auf mechanischem Wege bestimmt wird:

Von den verschiedenen derartigen Instrumenten ist ohne allen
Zweifel der Polarplanimeter von Amsler vermoge seiner Einfach-
heit, allgemeinen Anwendbarkeit und Wohlfeilheit das beste, wa$
sich auch dadurch zeigt, dass er allein sich in der Praxis ein-
gebtirgert hat. 3 b

Beschreibung. (Fig.4). Der »feste Arm« P Sistim » Pol« Phefestigls

so dass der andere Endpunkt S einen Kreis um P beschreiben
kann. Der sbewegliche Arm« ST ist in S scharnirartic mit dem

Fig. 24 (Y, n. Gr.)

g 2l
W

i

ek
LE e S e e S B S e

festen Arm verbunden; und demnach kann der » Fahrstift« I jeden
Punkt erreichen, dessen Entfernung vom Pol (ungefiihr) zwischen
den Grenzen R’ + FE und F'— R ist. Die Umdrehungen des Lauf-
rades A werden durch ein Zihlwerk gezihlt.
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Grundzige der Theorie. *) (Fig. 25).

_ Wenn der Rad- Fig. 25.
mittelpunkt A4 sich
in der Richtung der
Achse oder vecht-
Winklic hinzu be-
Wegt, so wird bzw.
der Bogen Null oder
der dem Weg des

Radmittelpunkts
gleiche Bogen abge-
wickelt, Wenn 4 die
geradlinige  Bewe-
gung g macht, in
emer Richtung, wel-
cthe den Winkel
90—g mit der Rad-
achse bildet, so wird
ein Bogen

b=2azcosa (1)
anf dem Rade ahge-
wickelt.. Diese (ileichung gilt auch, wenn A sich auf einem Kreise
um P hewegt, wobei « ein Bogen dieses Kreises, und « der Winkel
zwischen der Radachse und dem Kreishalbmesser.

Wenn der Fahrstift 7 einen Kreisbogen F F' vom Halbmes-
ser o und der Amplitude F PF’ = ¢ (als Bogen in Theilen des
Halbmessers) beschreibt, so beschreibt der Radmittelpunkt A jeden-
falls auch einen Kreisbogen von der Amplitude ¢ um P, also ist
der Weg von A: 2 = ¢ ¢ und der abgewickelte Bogen nach (1):

b=g¢ gcosca
oder weil ¢ cosa = R eosp—r
md p*=R*4+R°*+2 RE cosg,
wenn zugleich R*—+ R*+2R»r=0C* (2)
gesetzt wird:

Rir= ¢ (¢*—C?) (3)

C ist derjenige Werth PF, von ¢, welcher der Stellung 4, P,
des beweglichen Arms entspricht, bei welcher P AT e
sich ans Gl (2) entnehmen lisst, und auch daraus folgt, dass G1(3)
b — (0 liefert, wenn ¢ — (, denn b kann nur Null werden, wenn
die Radachse in der Richtung der Bewegung von A liegh, wie
schon oben bemerkt wurde. Der Kreis F, F’ K vom Halbmes-
ser ¢ moge der Grundlreis heissen.

Nunmehr zeigen anch die Werthe ¢* ¢ und (2@ in Gl (3) geo-
metrische Bedeutungen, es sind dieses nemlich bzw. die der Ampli-
tude ¢ entsprechenden Sektorflichen im Kreise vom Halbmesser ¢
und im Grundkreis; und der Werth Rb in Gl (3) ist gleich der
Fliche des Ringsticks I F* F"” und man hat den allgemein
gililtigen Satz:

Wemn ein um den Mittelpunkt P gezogener Kreisbogen um-
fahren wird, so wird an dem Rade ein Bogen b abgewickelf, durch
dessen Multiplikation mit B der Flicheninhalt des durch den
—_——

*) Nach Bremiker, Theorie des Amsler'schen Polarplanimeters. Berlin 1863.
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Grundkreis, den Kreishogen selbst und die nach seinen Enden
gezogenen Halbmesser begrenzten Ringstiicks sich ergibt.

Betrachtet man ferner das Durchfahren des staffelfsrmigen
Linienzuges M@Q N, so lisst sich zuerst einsehen, dass die beim
Durchfahren der radialen Strecken abgewickelten Bogen sich auf-
heben miissen, und wenn man irgend einem ILinienzug zwischen
M und N eine enganschliessende staffelfSrmige Linie nach Art
von MQN mit unendlich kleinen Absiitzen substituirt, so fiihrt
der vorige auf folgenden zweiten Satz:

Wenn irgend welche Linie zwischen zwei gleich weit von P
abstehenden Punkten M und N durchfahren wird, so wird an
dem Rade ein Bogen b abgewickelt, welcher mit R multiplicirt
den Inhalt der Fliche gibt, welche durch dem Grundkreis, die
Linie selbst und die ihren Endpunkten entsprechenden Radien
begrenzt wird.

Dieser Satz gilt allgemein, mag der betrachtete Linienzug
innerhalb oder ausserhalb des Grundkreises liegen, oder ihn schnei-
den, Linien, welche auf verschiedenen Seiten des Grundkreises
liegen, liefern Flichenstiicke von verschiedenen Vorzeichen.

Mit Hiilfe dieses Satzes und der Gl (2) lassen sich folgende
zwei Formeln zur Berechnung der Fliche I aus den abgewickel-
ten Bogen b aufstellen. Wenn der Pol ausserhalb der umfahrenen
Figur liegt, so ist:

A= P, 4)
wenn er innerhalb liegt:
F,=Rb+C*n  (5) :

Wenn man statt des abgewickelten Bogens b die Anzahl »
der Radumdrehungen einfiihrt, so ist, wenn der Radhalbmesser
=17, b =27 an also

F,=2Rr an (6)
F,=2Ran+ Cn (7)

Bei der Anwendung des Planimeters ist es sehr wiinschenswerth,
dass 2 Rrtm=1 oder irgend eine (andere) Potenz von 10 ist,
damit die Bestimmung von F aus » keine Multiplikation verlangt.
Von allen Dimensionen des Instruments ist eine veriinderlich, nem-
lich die Linge R des beweglichen Arms (durch Verschieben in einer

gemacht werden. Bei

1
27 n
dem Amsler’schen Planimeter des Carlsruher Polytechnikums ist

= 0,99em, woraus R = 0,161 oder mit Wahl einer andern Ein-
heit von n (anderer Potenz von 10) R = 16,1em. Diese Bestim-
mung ist selbstverstiindlich sehr ungenau, sie dient aber als erste
Niherung. Man stellt den Arm auf 16,1cm, umfiihrt mit aussen-
liegendem Pol z B. ein Quadrat von 100 [TJem und erhilt 97,6
[Jem, also zu wenig. Da nun nach Gl (6) allgemein R umgekehrt
proportional » ist, so folgt, dass R in demselben Verhiltniss zu
verkleinern ist, in dem n grésser werden soll; d. h. R = 16,1 muss
97,6
100
such gemacht, und ihm entsprechend R abermals veriindert, wo-
bei nach Obigem R zu vergrdssern ist, wenn » zu gross erhalten
wurde und umgekehrt. In dieser Weise kann man durch wenige
systematisch angeordnete Versuche die Sfellung des Arms fiir

Hiilse) und es muss demmnach R =

tibergehen in 16,1 = 15,71lem, Hiemit wird ein neuer Ver-
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Jedes Maass scharf erhalten, wenn der vom Mechaniker gemachte
Sﬁrlch sich nicht genau erweisen sollte, oder das Instrument fiir
ein Maass bentitzt werden soll, das nicht vorgesehen ist.

Den Werth der Constanten C?a bestimmt man ebenfalls zuerst
theoretisch, nach Gl (2). Unser Instrument hat: KR! = 15,9em
R = 157em r = 3 4em, womit C*n = 1904 [Jem. Eine Verbesse-
rung der Coonstanten erhilt man durch Umfahren einer Figur von
bekanntem Inhalt mit innseiticem Pol und Vergleichung des Re-
sultats mit dem bekannten Flichenmaass. Z. B. gab das Umfahren
eines Quadrats von 1600 [Jem: n= —205,0 und da 1600 =n
+ (g, so ist C*m — 1895,0. Eine ungefilhre Kenntniss der Con-
stanten vor der genauen Bestimmung ist durchaus nothig, weil
das Zihlwerk mehr als 100 Radumdrehungen, d. h. in unserem
Falle mehr als 1000 [Jem nicht mehr angibt. Wenn die Constante
grésser ist, als die umfahrene Fliche, so wird n negativ, was
ebenfalls beim Ablesen wohl zu beachten ist. Im obigem Falle
wurde z. B. zu Anfang 149,1 und am Ende 854,1[Jem abgelesen,
Wworaus mit Riicksicht auf den wungefihr bekannten Werth C*x
gebildet wurde: »n = 85h4,1 —1149,1 = — 295,0.

Genauigheit. In dieser Bezichung sind die beiden bisher unter-
schiedenen Fille besonders zu behandeln. Ein Fehler d R in der
Eingtellung von R gibt nach Gl (6) und (7) folgende Fliichenfehler:

; ; : d R
adF, =2y andR = o F

dF, =2+ nndR~+2(R+v)ndR

dF, = (F-C*n) %:iﬂ +2(R+r)nd R

nimmt man F = 400 [Jem, dR = = 0,0lem R = 15,7cm y == 3,dem,
80 wird
dF, =+ 0,25 [Jem
drf, = =+ 0,95 11,20
oder wenn dR der mittlere Einstellfehler:
dF, = 1/0,95* +1,20% = 1,58 [Jem

Es ist also der bei der Innenstellung des Pols zu fiirchtende
Fehler dF, hier 6mal so gross als der bei der Aussenstellung zu
fiicchtende d F,. Es ist immer vorzuziehen, den Pol ausserhalb
zu wihlen, und sehr grosse Flichen zu zerlegen, statt den TPol
innerhalb zu nehmen. Diese Vorschrift befolgen tibrigens fast
alle Praktiker instinktive, wie z. B. die Benennung: »die beriich-
tigte Constante« beweist.

Was die Genauigkeit der Planimeterbestimmungen iiberhaupt
betriftt, so kann man sich natiirlich blos an Versuche halten. Der
mittlere Fehler ist vermuthlich eine Function der absoluten Sumine
der Achsenumdrehungen, also nicht proportional der algebraischen

umme, d. h. der Fliche. Da man aber diese absolute Summe,

(welche von der Stellung des Pols gegen die Figur abhiingt) nicht
ennt, so wird vorerst nichts iibrig bleiben, als den Fehler in
Beziehung zur Fliche zu setzen.

_ Versuche iber die Genauigkeit. In der Bayrischen » Zeitschrift
fir Geometers, redigirt von Spielberger, Jalirgang 1861 £. 81 u. ff.
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sind die Resultate der Bestimmungen von 32 Fliichenstiicken eines
Plans, deren Summe = 135 [[Jem ist, mit je 4 verschiedenen Amsler-
schen Planimetern mitgetheilt, woraus wir rechnen: Mittlerer
Fehler einer Flichenbestimmung durch eimmaliges Umfahren:
+ 0,679, der Fliche.

Junge erhielt aus einer grosseren Beobachtungsreihe*) fiir den
mittleren Fehler bei zweimaligem Umfahren:

Unmfahrene Fligur. Mittlerer Fehler,
Kreise mit Halbm. bis zu Hem O B8H00 L (
Kreise mit Halbm. yvon 7—13em 0,18 » Pol
Quadrate mit Seite bis zu 10cm 0,46 » ausserhalb.
(Quadrate mit Seite von 12—25em 0,12 »
Kreise mit Halbm. bis zu 9cm 4,64 °f |
Kreise mit Halbm. von 11—29cm 0,23 » ' Pol
Quadrate mit Seiten his zu 150m 4,50 » innerhalb
Quadrate mit Seiten von 20—4(0cm 0,17 » g

Mit dem Instrument des Carlssuher Polytechnikums (das michf
mehr in ganz gutem Stand ist) ergab sich der mittlere Fehler
der Bestimmung eines Quadrats von 10cm und von 20em Seite
durch einmaliges Umfahren auns je 10 Versuchen gleich zu 0,7 %,.

Aus der Gesammtheit dieser Versuche folgt, dass man den
mittleren Fehler einer Bestimmung durch eimmaliges Umfahren im
Allgemeinen nicht unter 0,5 ¢/, annehmen darf, also bei dem {ib-
lichen zweimaligen Umfahren nicht unter 0,3°,, bei grisseren
Fliichen von 400 und mehr [Jem wird der Fehler ziemlich kleiner,
jedenfalls aber hat die Angabe von Amsler**) es werde der Flichen-
inhalt einer Figur auf i, genau durch den Planimeter angegeben,
die Genauigkeit etwas zu hoch gegriffen.

Cap. IIL
Die Libelle.

§ 24. Erkldarungen. ;

Die Libelle oder Wasserwaage dient zur Bestimmung von hori-
zontalen, d. h. zur Richtung der Schwerkraft rechtwinkligen Ge-
raden. Die Oberfliche einer ruhenden Flissigkeit ist in allen
ihren Punkten normal zu der Richtung der Schwerkraft, also
horizontal.

Man unterscheidet Réhrenlibellen und Dosenlibellen.

tine Rohrenlibelle besteht im We- Fig. 26.
sentlichen aus einem Glasgefiiss, dessen
Innenfliiche durch Umdrehung einesflachen
Kreisbogens nm eine Sehne erzeugt ge-
dacht werden kann. (Fig. 26). Zuweilen ist tibrigens nur ein
Theil der Innenfliche, nemlich der obere, so geformt, wiihrend

*) 8. Civilingemieur, herausgegeben von Bornemann, Jahrg, 1886," S. 63 u, ff.
*%*) Amsler. Ueber einen neuen Planimeter. Schaffhausen 1856,
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§ 24, Libelle. 63

der' untere cylindrisch ist. (Fig. 27.)
e mechanische Herstellung geschieht
Qurch Ausschleifen einer cylindrischen
Shre, hei schlechteren Libellen durch fI="
Biegen einer cylindrischen Rohre.) Der (ZZZ2Z
Seitliche Verschluss geschieht durch Zu-
Sthmelzen oder Einkitten eines Glasstopsels. Die Rohre ist soweif
Wit Wagser, Weingeist oder Schawefeldther gefiillt, dass nur ein
k‘lemer Theil oben von Flissigkeit frei bleibt, welcher sich in
Gestalt einer Blase weigt. Um die Linge der Blase, welche sich
it der Temperatur der Flissigkeit veriindert, (und bei mangel-
haftem Verschluss stets grosser wird) reguliren zu kénnen, versieht
Man grgssere Libellen mit einer Scheidewand S (Fig. 27), welche
Verschiedene Vertheilung der Fliissigkeit in beiden durch sie ab-
8egrenzten Réumen, nemlich der eigentlichen Libelle und der
*Hammer« gestattet.

Die Oberfliche der Flissigkeit ist eine horizontale Ebene,
(abgesehen von der an den Réndern entstehenden Aufbiegung)
und die Blasenmitte zeigt den hbchsten Punkt der Innenfliiche an.

Um die Stellung der Blasenmitte auf der Rohre zu bestimmen,
hat man die Letatere mit einer Theilung versehen, die bei klei-
Neren Tibellen nur aus wenigen gegen die Rohrenmitte symme-
tsch liegenden Strichen, bei grosseren aber zweckmiissig aus
finer durchlaufenden gleichfsrmigen Skale mit Bezifferung hesteht.

inen der Rohrenmitte moglichst nahe liegenden Punkt der Thei-
Ung (hei Libellen ohne durchlaufende Theilung den Symmetral-
Punkt derselben), withlt man als Normalpunkt der Theilung.

_ Achse der ILibelle heisst die im Normalpunkt der Theilung an
d}@ Innenfliche der Libelle nach der Lingenrichtung gezogene
angente. Wenn die Achse horizontal ist, so fillt die Blasenmitte
Wit dem Normalpunkt zusammen, oder »die Blase spielt ein.<

Wenn die Achse nicht horizontal ist, so hat die Blagenmitte
Cinen gewissen Abstand vom Normalpunkt, der »Ausschlage der

lase heisst, und gewdhnlich in Einheiten der Theilung, »Strichens
Inear) gemessen wird.

Empfindlichkeit. Fig. 28 zeigt eine Libelle mit horizontaler

chse A4 B und mit geneigter Achse A’ B'. Im ersten Falle fallen




64 Empfindlichkeit der Libelle. § 2

Blasenmitte M und Normalpunkt N zusammen, im zweiten Falle
haben sie den Abstand M' N' = a*), welcher der Ausschlag ist-
Wenn O, beziehungsweise (, der Kriimmungsmittelpunkt der Li-
belle ist, so ergibt sich zwischen Ausschlag a, Neigung « der Achse
und Kriimmungshalbmesser B die Bezichung:

== _**J (1)

Das Verhiiltniss < der Maasszahlen fir den Ausschlag und die
(¢2

Achsenneigung ist also fiir jede Libelle constant, und nur abhin-
gig von K, es heisst die Empfindlichheit der Libelle,

Die Empfindlichheit wird gewdhnlich durch die einem Aus-
schlag @ von 1 Strich entsprechende Neigung « angegeben,

Fig. 29.

Zur Bestimmung der Empfindlichkeit dient ein in Fig, 29 skiz-
zirter Apparat, der im Wesentlichen in einem starren Arm_ besteht,
der an emem Ende mittelst zweier gewdhnlicher Stiitzen A4 und
am andern Ende mittelst einer durch ihn gehenden Schraube S
auf fester Unterlage aufliegt. Wenn % die Ganghthe der Schraube,
und ! die Lénge des Arms ist, so entspricht einer Schraubenum-
drehung die Neigung

; h

«c = i g

des Armes und einer auf ihn gesetzten Libelle. Die Dimensionen
h und 7 sind so zu wiihlen, dass « eine runde Zahl wird. 7. B.
hat der Apparat des Karlsruher Polytechnikums 7 — (,509mm
! = 437,5mm, womit « — 4 Minuten, weshalb die Scheibe in 240
Theile getheilt ist.

Bewspiel: Eine gréssere Libelle von Pistor und Martins gab
Folgendes:

*) In Fig. 28 steht irrthimlich M’ N’ = ¢ statt a.

*¥) Es sei hier ein fir allemale bemerkt, dass mit ¢ die Reduktionsconstante
fiir Bogen und Winkel bezeichnet wird, und dass speciell

%} = 57,2958 — po

1805 60 aiealials o

---T[—=3431,t5AQ
180. 60. 60

E e 265 — o'
— — = 206265 = ¢

gesetzt wird.
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§ 24, Empfindlichkeit der Libelle. .65
Blasenende Ausschlag
e Crurhy | links | rechts | links ' reochts
Al 1,4 10,0 2.8 3.0
22 4,2 13,0 o 99
30 7.1 15,9 3.3 36
3 10,4 19,5 9.8 2.8
46 13,2 22,3 3.5 3.8
54 16,7 26,1 2.5 2.6
R 19,2 28,7 9,7 9,8
10 21,9 31,5 3.1 3,3
18 25,0 34,8 9,8 2,9
26 27,8 37,7 07 2.9
34 30,5 40,6 97 27
42 33,2 [ 43,3 318 33.3

Die Gesammtneigung der Libelle ist 88", die Gesammtver-
E‘thebuug der Blase ist im Mittel 32,55 Striche, also entspricht
einem Ausschlag von 1 Strich (1 Pariser Linie) eine Achsennei-
gung von 2,70 Sekunden.

Bei empfindlichen Libellen hat man nach der Bewegung der
Schraube 1—2 Minuten zu warten, bis die Blase sicher zur Ruhe
gekommen ist.

‘Wenn, wie bei obigem Beispiel, die gleichen Umdrehungen
entsprechenden Ausschliige gleich sind, so ist bewiesen, dass die
BRohre gut kreisformig gesehliffen ist (sofern die Schraubenginge
alle gleich sind).

In der Praxis kommen etwa folgende Empfindlichkeiten vor,
ausgedriickt in dem Winkel, welcher einem Ausschlag von 2—3mm
entspricht: bei Hauptnivellements und trigonometrischer Hohen-
megsung 2—4”, bei grossen Theodolifen 3—6", bei den gewdhn-
lichen Feldinstrumenten 10—30”, Bei Dosenlibellen fiir den
Messtisch oder zum Einstellen einer Nivellirlatte 1—5,

§ 25. Anwendung.

Die Fuassung der Libellen dient zur Verbindung der Libelle
mit derjenigen Geraden, deren Horizontalitéit untersucht werden
soll. (Linealkante, Fernrchrachse etc)). Nach Verschiedenheit
der Fassung kann man unterscheiden: liegende, stehende, hingende,
Reiterlibellen. ete. Die Fassung muss eine Correctionsvorrichtung

aben, hestehend in Zug- und Druckschranben, Schraube mit
Gegenfeder efc,, damit die Lage der Libelle, und damit die Ti-
vellenachse gegen die Fassung in vertikalem und zuweilen auch
orizontalem Sinn geidindert werden kann, :

Priifung und Berichtigung. (Fig. 80). Wenn A B eine Libel-

enachse, und C' D eine mit ihr fest verbundene Linealkante ist,
Jordan, Taschenbuch d, prakt. Geometrie. )




Priifung der Libelle.

und untersucht werden soll, ob beide parallel sind, so setzt man
C D auf eine feste Unterlage, und gibt dieser eine solche Stel-
lung, dass die Blase einspielt, also die Achse horizontal ist.
Legt man nun die Libelle um (in die Lage 4’ B'), so wird die
Blase nur dann einspielen, wenn die Unterlage horizontal ist;
andernfalls entspricht der Ausschlag der Blase dem doppelten
Winkel o« zwischen 4 B und ¢/ D. Man hat daher mittelst der
Libellencorrektionsschraube die Hilfte des Ausschlages wegzu-
schaffen, und, wenn man zugleich die Unterlage horizontal ma-
chen will, diese so zu neigen, dass die andere Halffe des Aus-
schlags verschwindet. Dieses Verfahren ist im Wesentlichen das
bei allen Libellencorrektionen zur Anwendung kommende.

Bei grossen und empfindlichen Libellen kann man, statt mit-
telst der Correlktionsschrauben die Libellenachse zu neigen, einen
anderen Normalpunkt auf der Theilung wiihlen, und damit eine
neue Achse bestimmen.

Um mit Hiilfe einer Libelle die Neigung einer nahezu horizon-
talen Geraden (horizontale Instrumentenachse) zu bestimmen, setzt
man die Libelle in beiden Lagen auf dieselbe, und erhiilt aus dem
arithmetischen Mittel beider Ausschliige die gesuchte Neigung,
unabhdngig von der Parallelitit der Libellenachse und Auflage-
linie, sowie aus der halben Differenz der Ausschliige den Winkel
zwischen Libellenachse und Auflagelinie, wobei verschieden gerich-
tete Ausschliige mit verschiedenen Zeichen einzufiihren sind.

Wenn eine Reiterlibelle auf eine cylindrische Instrumentenachse
aufzesetzt wird, und eine geringe Drehung um diese Achse ge-
stattet, so wird bei derselben die Blase ausweichen, wenn die
Libellenachse und die Instrumentenachse windschief gegen einander
liegen. Die Libellenachse ist dann durch Anwendung seitlicher
Correktionsschrauben zu verschieben., (Wenn die Blase dem rechten
Libellenende zuliiuft beim Drehen der Libelle gegen den Beob-
achter, so ist das rechte Libellenende dem Beobachter zu niihern,
und umgekehrt).

FEinfluss der Warme.*) Wenn eine ruhig stehende Libelle ein-
seitig erwiirmt wird, so bewegt sich die Blase, und zwar geht sie
der Wirmequelle zu. Bei sehr empfindlichen Libellen gentigt die
‘Wirme der nahe gehaltenen Hand, um die Blase um mehrere
Millimeter zu verschieben. Man schiitzt deswegen die Libellen
durch Ueberziehen der Fassung mit schlechten Wiirmeleitern (Pa-
pier) oder durch doppelte Fassung. Im Felde miissen empfindliche
Libellen durch einen Sonnenschirm geschiitzt werden.

Die Dosenlibelle besteht im Wesentlichen aus einem oben kugel-

* @runerts Archiv, Theil 6, 8. 400 und Theil 7, 8. 1,
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§ 25. Die Glaslinsen. : 67

ﬁ’!ﬂmg ausgeschliffenen Glasgefiiss; sie wirkt nach allen Seiten

:1"'1(: eine Rohrenlibelle, es gilt also alles tiber letztere Gesagte

Uch fiir sie. Die Dosenlibellen bieten die Bequemlichkeit, dass

an Jie Neigung einer (nahezu vertikalen) Geraden oder einer

Nahezy horizontalen) Ebene nach zwei Richtungen auf eimal be-

:é']ﬂlt'ﬂen kann; sie sind jedoch (wie schon erwiihnt) meist nicht
I empfindlich.

Cap. IV.
Die optischen Instrumente.

§ 26, Die Linsen.

o Eine Linse ist ein durch zwei Kugelabschnitte, die im Verhilt-
klss zu den ganzen Kugelflichen sehr klein sind, begrenzter Glas-
Yper. Von den .verschiedenen Formen von Linsen kommt bei
Essingtrumenten nur vor die Convexlinse (mit dem Grenzfall plan-
SOuveye Linse). Die Wirkung der Linsen beruht auf der Brechung
&8 Lichts, 5 ’

Achse der Linse heisst die gerade Verbindungslinie der zu bei-
den Begrenzungsfliichen gehorigen Kugelmittelpunkte.
i Optischer Mittelpunkt der Linse heisst derjenige auf der Achse
€gende Punkt, welcher die Eigenschaft hat, dass jeder durch ihn
Sehende Strahl ungebrochen bDleibt. Der optische Mittelpunkt
h‘?ﬂt die Dicke der Linse in zwei Theile, im Verhiiltniss der
©den Kyiimmungshalbmesser, und liegt stets niher der stirker
ge]‘ﬂ‘‘L'l'n.lrxfcen Fliche, also z. B. bei einer planconvexen Linse_ anf
bﬁr convexen Seite selbst (wie sich durch Betrachtung der beiden
frithrenden Ebenen zeigt, welche man den Linsenoberfliichen beim
- ynd Austritt eines Strahls substituiren kann.) .
p Touptsatz diber die Comvexlinie. (Fig. 31.) Wenn von eiem
Unkte P anf eine Linse verschiedene Lichtstrahlen, alle ungefihr

Fig. 31.
Objektivlinse.

s e R U 4

p?"‘“el mit der Achse fallen, so vereinigen sich diese nach der
& fChung. wieder in einem Punkte p, der auf der Geraden liegt,
ue durch P und den optischen Mittelpunkt O geht. Die Entfer-
h‘sgeﬂ D und d der Punkte P und p von der Linse, deren Dicke
T zu vernachlissigen ist, stehen in der Bezichung
1 1 i
=4 === 1
DA 7 ()
1 iy e
wobei 7 =(n—1) (? -+ ?)
) Pie Grosse f, welche von dem Brechungscoéfficienten » des
ef“"‘es und den beiden Kriimmungshalbmessern r und ¢+ abhingt,
556 die Bremsweite der Linse. Zwei Punkte F F°, welche anf

*
5




4

68 Die Lupe. § 26.

der Achse in dem Abstand f von der Linse liegen, heissen die
Brennpunkte.

Betrachtet man einen Gegenstand PP, so zeigh sich, dass V0!
jedem Punkt desselben ein Bild, also auch von dem ganzen Gege™
stand ein Bild pp’ entsteht.

Aus Gl (1) folgt, dass d =f wird, wenn D =oo, d. h. wen?
ein Punkt in der Achse der Linse unendlich entfernt ist, so fallf
gein Bild in den Brennpunkt. Da alle von diesem Punkte auf die
Linse fallenden Strahlen als parallel angesehen werden kinnen, %0
folgt, dass jeder mit der Achse parallel einfallende Strahl nat
der Brechung durch den Brennpunkt geht.

Mit Hilfe dieses Satzes und des obigen Satzes vom optische?
Mittelpunkt, wodurch die Wege zweier Strahlen, der sog. Haupt’
strahlen bestimmt sind, kann man das Bild jedes Punktes c02
struiren, wie in Fig. 31 durch P @Qp und PO p angedeutet ist-

Wenn die Entfernung D eines Gegenstandes von der Lins
zwischen den Grenzen oo und 2 f ist, so erzeugt er auf der ander®
Seite der Linse ein umgekehrtes verkleinertes (physisches) Bild
dessen Entfernung d von der Linse zwischen den Grenzen f u
2f liegt (wie aus Gl (1) folgt). In diesem Falle wirkt die Lins®
als Objektivglas.

§ 27. Die Lupe.

Die Lupe ist eine Convexlinse von kleiner Brennweite, 119,'1
dient zur Vergrosserung sehr naheliegender Gegenstinde. Um d%
Wirkungsweise der Lupe untersuchen zu k&nnen, sind folgeﬂde
Siitze iiber das Sehen mit blosem Auge zu beachten: Das normsl®
Auge sieht einen Gegenstand am deutlichsten, wemn er sich i
einer bestimmten Entfernung (etwa 30cm) vom Auge, welche dif
deutliche Sehweite heisst, befindet. Wird die Entfernung vergrossert
so kann sich das Auge der vergrosserten Entfernung ebenfal
anbequemen, es kann jedoch von zwei Gegenstinden, die sich ¥
verschiedenen Entfernungen befinden, imn}er nur einen dcuthc_h
sehen, Ist die Entfernung eines Gegenstandes kleiner als d1°
deutliche Sehweite, so sieht ihn das Auge nicht mehr dentlich
Verschiedene Personen haben verschiedene deutliche Sehweite?
(Kurzsichtigkeit und Weitsichtigkeit).

Fig. 32. (Lupe).

Ein Gegenstand PP’ (Fig. 32) befindet sich zwischen d€
Linse und dem einen Bremnpunkt F'; die Construktion des Bilde®
p des Punktes P geschieht mittelst der Hauptstrahlen, welch?
sich durch Riickverlingerung auf derselben Seite der Linse sc-hnel"
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§ o, Die Lupe. 69

den, auf welcher P ist. Das Auge méoge sich im anderen Brenn-

Pinkte F" befinden, es gelangen daher die von P aunsgehenden
trahlen mit solcher Divergenz in dasselbe, als ob sie von p aus-

Slengen; das Auge glaubt daher in pp’ ein vergrossertes aufrechtes
Id von P P’ zu sehen (geometrisches Bild).

Der Abstand d des Bildes von der Linse findet sich aus GL
) § 26, nemlich d = ﬁ_i]r)b; dieser Werth ist megativ, weil
f>D wag mit dem schon durch die Construktion erkannten Um-
Stand, dass Gegenstand und Bild auf derselben Seite der Linse
legen, {ibereinstimmt.

@, 0er Abstand des Bildes von dem Auge muss der deutlichen
Sehweite w gleich sein, also p F' = w und der absolute Werth:
d=w—f (1)
a Der Abstand D des Gegenstandes von der Linse findet sich
Wrch Substitution von (1) in Gl (1) § 26, wobei jedoch d negativ
M nehmen ist; somit:
p-r(1-L) (2)
Woraus ersichtlich ist, dass D mit w wiichst, d. h. dass der Weit-
Sichtige die Lupe entfernter von dem Gegenstand hilt, als der
\irzsichtige. Nimmt man z B. f= lem, was etwa der Okular-
se pines Fernrohrs entspricht; fiir einen weitsichtigen Beobach-
BT 9p — 0cm, ynd fiir einen kurzsichtigen w — 10em, so wird fiir
Qeﬂ ersten D) = 0,967em und fiir den zweiten D = 0,900em, also
Stellen beide die Lupe nur um 3mm verschieden. (Anwendung auf
tular und Fadenkreuz eines Fernrohrs).
ergrisserung. Direkt gesehen, muss der Gegenstand PR

. die deutliche Sehweite w gebracht werden, er erscheint also
P P

Witer dem @ esichtswinkel ¢ Wenn er mit der Lupe be-

w

trachet wird, so hat er die scheinbare Hohe pp’ in der Entfer-
Nung pF =w, also erscheint er unter dem Gtesichtswinkel
4y PP _d

w0 und demmnach die Vergrisserung v = R oder ver-
y J

Mdge (1) und (2):
- 3)
R Da beim Kurzsichtigen w kleiner ist, als beim Fernsichtigen,
hat der erstere eine schwiichere Vergrasserung als der letatere,
4 er aber ohne Lupe den Gegenstand nither ans Auge hiilt als
r Fernsichtige, so hat er hier schon einen grisseren Gesichts-
Wkel; durch die Lupe sehen beide den Gegenstand gleich gross.
e Aus (1 (3) ist ersichtlich, dass eine Linse nur dann als Lupe
auchbar ist, wenn ihre Brennweite kleiner als die deutliche
ehWeite ist.
enber Ori des Auges ist im Bisherigen im Brennpunkte ¥ an-
% 01-{3_111811 ‘worden, weil dann von jedem Punkte des Gegenstan-
e }( le mit der Achse parallelen Strahlen, welche zur Vollkom-
nheit des Bildes wesentlich beitragen, ins Auge gelangen.
a8 Auge kann sich jedoch auch in einem andern Punkte be-

(4




70 Einfaches Fernrohr. § 2.

finden; denkt man- sich z. B. das Auge wnmittelbar hinter der
Lupe, und setzt dem entsprechend statt (1):

d=w 4)
so erhiilt man statt (2):
GEEpll s Sy L R
= g'/'w-i—f—f(l w+2w3 (©)
und statt (3):

v‘:1+?=1+g (6)
Die Werthe D und D' aus Gl (2) und (5) differiren nur up
" 3
CETE also bei f = lem und w = 30em, um 0,005mm, was ganz uL”

merklich ist.

§ 28. Das Kepler'sche Fernrohr (einfaches astronomische®
Fernrohr).

Fig. 33. (Einfaches Fernrohr.)

Das Kepler'sche Fernrohr besteht aus einer Verbindung zweiet
Convexlinsen (Fig. 83), nemlich dem Objektiv 4 und dem Okular
B, welche verschiedene Brennweiten, bzw. F' und f haben, voB
denen diejenige des Objektivs grosser ist, als die des Okulars.
Die Wirkungsweise dieses Fernrohrs lisst sich so erkliven: Das
Objektiv 4 erzeugt von einem entfernten Gegenstand P ein um-
gekehrtes verkleinertes physisches Bild p, welches durch das als
Lupe wirkende Okular B betrachtet wird., Die Entfernung d des
Bildes p von dem Objektiv findet sich nach Gl (1) § 26 aus der
gegebenen Entfernung D des Gegenstandes P von dem Objektivs
und der Brennweite I des letzferen. Da I meist verhiiliniss
missig sehr gross ist, so ist d nahezu = F; os gibt z B. ein®
Entfernung ) = 100m bei einer Brennweite F' = 0,3m, d — 0,3093m,
also nur um etwa lem mehr als F. Der Abstand p B ist abhin-
gig von der Brennweite f des Okulars und der deutlichen Seb-
weite des beobachtenden Auges, es ist jedoch p B immer nahest
=1; z B, gibt Gl (2) § 27 fiir f= lem ynd w = 30cm, die frag:
liche Entfernung — 1 — .t — 0,967cm,

Vergrosserung ist das Verhiltniss der Gesichtswinkel, unter
welchen das Bild eines Gegenstandes im Fernrohr, und er gelbsb
erscheinen. Setzt man voraus, dass der Gegenstand ziemlich weib
entfernt ist, so kann letzterer Gesichtswinkel =g genommen
werden, weil dann die Fernrohrlinge 4 B gegen die Entfernung
D vernachlissigt werden kann. Der erste Gesichtswinkel kant
= a genommen werden, wenn man das Auge als unmittelbar
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§ 2s. Vergrosserung, Gesichtsfeld. 71

hinter dem Okular befindlich voraussetzt (vgl § 27). Da ferner
genithert A B=F und Bp =1, 80 ist die Vergrosserung

¢z M

P=—=
gL

Die Messung der Vergrisserung kann geschehen durch Messen
der Brennweiten F und f, es gibt jedoch bessere und beguemere
Methoden, von denen die einfachste, bei nicht sehr bedeutenden
Vergrésserungen anwendbare, die folgende ist: Man schaub mif
dem einen Auge durch das Fernrohr nach einer getheilten Latte,
und mit dem andern gleichzeitig nach derselben Latte, und bringt
dann das Fernrohrbild mit der Latte selbst zur Deckung. Die
Vergrosserungszahl ist gleich der Anzahl der direkt gesehenen
Lattentheile, welche von einem vergrossert gesehenen Theil iiber-
deckt werden. (Die bei Feldmessinstrumenten vorkommenden
Vergrosserungen sind etwa zwischen 10 und 30.)

Gesichtsfeld ist derjenige kegelformige Raum, der mit dem
Fernrohr auf einmal iibersehen werden kann.

Mit dem Okular lLisst sich kein grdsserer Gegenstand deutlich
iibersehen, als es selbst ist, weil von den entfernteren Punkten
eines grisseren Gegenstandes keine Hauptstrahlen mehr ins Auge
gelangen wiirden. Es ist daher an der Stelle, wo das Bild ent-
steht, ein Ring angebracht, der alle zu weit von der Achse des
Okulars abstehenden Strahlen von diesem abhilt. Dieser Ring,
dessen Halbmesser r sei, heisst Okularblendung oder Diaphragma
(er triigt zugleich das spiter zu besprechende Fadenkreuz).

Da jeder Punkt Fig. 34.

(Fig.34)mit seinem
Bilde und dem op-
tischenMittelpunkt
des Objektivs in
einerGeraden liegt,
sodient der Winkel
«, dessen Scheitel
im optischen Mit-
telpunkt ist, und :
dessen Schenkel durch die Endpunkte eimnes Durchmessers der
Okularblendung gehen, als Maass des Gesichtsfeldes, und es ist

e a
geniihert ¢ = 70

Der Durchmesser @ der Okularblendung, oder der wirksame
Theil der Okularlinse darf nicht zu gross genommen werden, da-
mit keine zu stark gekriimmte Linse, Lu_:ld ein verzerrtes Bild
erhalten wird., Erfahrungsgemiiss darf @ nicht grésser 3 f genom-
men werden, also a :‘él_’g' oder vermdge (1):

(3]
2 2292
% gyt Tow
wornach bei 10- und 30facher Vergrosserung o bezw. = 3“"49’ und
1916 wird, Nach Gl (2) sind Gesichtsfeld und Vergrosserung
umgekehrt proportional.

in Minuten (2)




72 Gesichtsfeld, Helligkeit. § 28.

Unmittelbare Messung des Gesichtsfeldes ist einfach: Man merke
zwei einen Durchmesser des Gesichtsfeldes begrenzende Punkte,
und bestimme den Winkel der zwei nach ihnen gehenden Strah-
len mit einem Winkelmessinstrument, oder durch Messen des Ab-
standes beider Punkte und der Strahlenliingen.

Die Helligkeit des Fernvohrbildes ist abhiingig von der Licht-
menge, welche in das Auge gelangt.

Wenn die ganze Pupille, d. h. die Oeffnung des Auges durch
den aus dem Okular tretenden Lichtstrahlenbiindel, der nahezu
cylindrisch ist, ausgefiillt wird, so erhilt das Auge von dem Fern-
rohrhild so viel Licht, als es von dem Gegenstand selbst erhalten
wiirde; man sagt deshalb, die Helligkeit des Fernrohrbildes ist
die natirliche oder gleich 1. Wenn dagegen der Durchmesser a
des aus dem Okular Fig. 35.
tretenden Lichteylin-
ders kleiner als der _..._....___.
Durchmesser O derPu- !

ille ist, so vermin- : e St

IL:I}ert gich die Hellig- | 3 s,

keit im Verhiiltniss des Cylinderquerschnitts zur Pupilleniffnung,
d. h. im Verhiiltniss a®: 0® und es ist die Hellickeit

a*
h = iﬁ,
was jedoch nur gilt, wenn a kleiner als O ist. Nach Fig. 85 ist
A 3 . .
a :I_v'A oder nach (1): a = = also die Helligkeit:
11 = —‘—1:—,
O2p?

Nach  Prechtl*) ist der Durchmesser der Pupille O = 0,06
mm
Wiener Zoll = 1,58, wornach die Helligkeit

A* o
h = 0,4 T)"’ (-))

wobei der Durchmesser A des Objektivs in Millimetern zu messen
ist. Die Formel (3) hat nur dann einen Sinn, wenn sie b = 1
liefert.

: S 5 3 NI 5 :

Dass die Helligkeit proportional —3 sein muss, Liisst sich durch
folgende ecinfache Betrachtung veranschaulichen: Die Helligkeit
ist abhiingig von der Lichtmenge, welche durch das Objektiv ein-
dringt, also proportional der Fliche des Objektivs, oder propor-
tional 4% Die durch das Objektiv eingetretene Lichtmenge con-
centrirt sich auf dasverkleinerte Bild des betrachteten Gegenstandes.
Wenn nun dieses Bild vfach vergrossert wird, so vertheilt sich die
Lichtmenge auf eine v*mal grossere Fliche, und es verkleinert
sich die Lichtmenge pro Flichenecinheit, d. h. die Helligkeit, in

e % i . z i D" b
dem Verhiiltniss v°: 1, so dass die Helligkeit proportional = ist.

2

p?

*) Prechil, praktische Dioptrik, 8. 185. Wien 1828,




3 2, Fadenkreuz, Collimationsachse. 73

5 IDM- Fadenkrenz. Um einen Punkt des im Innern des Fern-
Os sich geigenden Bildes bezeichnen zu konnen, hat man in der
bene dieses Bildes auf dem als Okularblendung dienenden Ring

% 0.) zwei sich rechtwinklich schneidende Fiden (Spinntiiden)

gespannt, deren Kreuzpunkt mit einem bestimmten Punkte des
Udes znsammentiillt. Ein Punkt heisst anvisirt, wenn sein Bild

auf dep Fadenkreuzpunkt fillt.

Collimationsachse. Da stets ein Punkt P, sein Bild p und der
Dtische Mittelpunkt O des Objektivs in einer Geraden liegen,
: 12. 31) so wird, wenn der Punkt P anvisirt ist, also sein Bl}_d P
986h dem Vorigen mit dem Fadenkreuzpunkt K zusammenfillt,
4 Gerade K O durch P gehen, gerade so wie z B. bei einem

®schiitz die gerade Verbindungslinie von Visir und Korn durch
0 Punkt geht, auf welchen gezielt wird,

Jeswegen heisst die, mit dem Fernrohr fest verbundene, gerade
Erbindungslinie zwischen dem Fadenkreuzpunkte und dem optischen
ittelpunkt des Objektivs die »>Collimationsachses oder Absehlinie

O%er optische Achse.

as Anvisiren eines entfernten Punktes geschieht durch folgende
Perationen:

1) Die Entfernung zwischen Fadenkreuz und Okular, welche
Yon qey Brennweite des Okulars, der deutlichen Sehweite des
Su(]bi'ld‘lfmldell Auges, und, in sehr geringem Maasse, von der
tﬂhnlg des Auges hinter dem Okular (vergl. Gl (2) und (5) § 27)
Olingt  wird durch Verschieben des Fadenkreuzes, oder des

lars | in der Okularrthre so regulirt, dass das Fadenkreuz

Seutlich gesehen wird, Dabei wird das Fernrohr gegen den freien
me} gerichtet.

0 2) Die Okularlinse sammt dem Fadenkreuz, d. h. der ganze

dziu‘]arkopi',' wird gegen das (thj\lektiv iljx sol‘(‘%:‘e !fite]_hm%r._g:cbfnc_hf,

8 der Gegenstand, auf welchen das Fernrohr gerichtet ist,
de“tlich oesehen wird, und dann kann ein bestimmter Punkt des
J(':h'ﬂ('ht-:tcn Gegenstandes zur Deckung mit dem Fadenkreuz ge-
tacht, @, h. anvisirt werden.

: Von diesen zwei Operationen ist die erste ein- fiir allemal

YOrzunehmen, sofern nicht verschiedene Beobachter mit verschie-

Nen Aygen das Fernrohr zusammen beniitzen, withrend die zweite

€1 Jedem Objekt zu wiederholen ist. Ein kurzsichtiger und ein

(a‘:'f-'\(?ic_h‘[igm- lB(?O];{Lchtl!l‘ -\y-crden die S.tclhfp-g: d_ef-'}f'mle.ns g)egeli

S Okular verschieden nehmen, jedoch wird diese Verschieden
&iit niemals 1 Millimeter betragen, wie aus der Gl (2) § 27 und

daran gekniipften Bemerkung entnommen werden kann.
tr:_““"'uuu ein Kurzsichtiger eine seinem Auge entsprechende Brille

A{{it' so kann er mit einem anderen Beobachter mit nprmalem

Ste'ﬂe a.hwl:t-hseh_nl ein Fernrohr beniitzen, ohne dass Fadenver-

Ung nithig ist.

Sobald die Entfernung der Objekte mehrere Kilometer erreicht,

il

i{t‘ri‘?n die fiir unendliche Entfernung der Objekte giiltige Okular-
i ]Pnf-‘; unveriindert beibehalten werden, demn es gibt Gl (1)

6 z B. mit f= 0,3m und D = 3000m
w pr f= 0,08mm
a8 unmerklich ist.




Sphiirische und chromatische Abweichungen.

Parallelaze des Fadenkreuzes heisst eine Abweichung der Faden:
kreuzebene von der Bildebene; sie zeigt sich dadurch, dass bet
einer Querverschiebung des Auges sich der Fadenkrenzpunkt gegel
das Bild verschiebt. Wenn die Parallelaxe durch Verschieben de2
Okularkopfes nicht gehoben werden kann, so ist die Entfern
zwischen Okularlinse und Fadenkreuz neu zu reguliren.

§ 29. Fernrohre mit mehr als zwei Linsen, :

Die sphirischen und -chromatischen Abweichungen. Das im Bis*
herigen beschriebene Fernrohr gibt nur bei sehr missiger V er:
grosserung und kleinem Gesichtsfeld gute Bilder, weil mndernfzb_l1=
die Voraussetzung, dass alle Linsenflichen verhiltnissmissig ket
Theile der betreffenden Kugelflichen, also sehr schwach gekrtim™
gind, nicht mehr erfiillt 1st. Wenn man stirkere Kriimmunge?
anwendet, so schneiden sich die von einem Punkte P ausgehend®
Strahlen nach der Brechung nicht 'mehr in einem Punkte p, wes*
halb die Bilder undeutlich werden (sphiirische Abweichunger”

Ausserdem triigt die jede Brechung begleitende Farbenverstreuu?s

zur Verminderung der Schiirfe des Bildes bei (chromatische
weichungen). :

Beim Objektiv werden beide Abweichungen mdglichst unschiid®
lich gemacht durch Zusammensetzung aus zwei sich unmi®
telbar Derihrenden Linsen, deren Kriimmungsverhiiltnisse 57
gewiihlt sind, dass die sphiirischen Abweichungen moglichst gering
werden, und deren Brechungsvermdgen mioglichst verschieden sinds
(Kronglas und Flintglas haben bzw. die Brechungscoéfficiente®
1,50 und 1,66). Damit wird erreicht, dass die Farbenverstreuun8
pum grossten Theil unschiidlich gemacht wird. Eine solche 21
sammengesetzte Linse heisst ein achromatisches Objektiv (Fig- ‘
und 38). ;

Bei der als einfaches Okular wirkenden Lupe werden die sphi
vischen Abweichungen moglichst unschidlich gemacht durch geels”
nete Wahl der Krimmungsverhiltnisse; eine planconveze Lin®®
2. B., deren convexe Seite dem Auge zugekehrt ist, gibt besser®
Bilder als eine doppeltconvexe Linse. :

Durch Vertheilung der Brechung auf mehrere aweckmiissid
gekriimmte (meist planconvexe) Linsen konnen beide Arten vou
Abweichungen am besten eingeschriinkt werden. In der gesamil
ten niederen und hoheren Geodiisie kommen keine anderen OkW
lare vor, als aus zwei Linsen zusammengesetzte; das am meistb‘lf
gebriinchliche ist das Huyghens'sche (Fig. 87), seltener wird das
Ramsden’sche (Fig. 38) angewendet. ;

Combination zweier Linsen. (Fig. 86.) Zwei Linsen L und L
haben eine gemeinsame Achse Pp’. Von einem in dieser Achsé
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§ 20, Aequivalente Linse. 75

gelegenen Punkt P, der den Abstand D von der ersten Linse T
bat, fillt ein Lichtstrahl P L auf diese, und wird durch sie nach
dem Punkte p der Achse geworfen; ehe er aber diesen erreicht,
wird er durch die Linse L' noch einmal gebrochen, und dadurch
nach p geworfen, wo er die Achse schneidet. In p wird deshalb
€ umgekehrtes Bild von P entstehen.
Verlingert man P L und p I/, bis sie sich in I schneiden,
80 1st ersichtlich, dass man sich in I” eine dritte Linse denken
ann, welche allein, wenn L und I’ nicht da wiiren, den Strahl
PL ebenfalls nach p werfen wirde. Es fragt sich, was die Brenn-
weite [ dieser sdquivalenten Linse« ist, wenn f und f’ die Brenn-
Welten der Linsen L und L' sind.
Gl (1) § 26 gibt:
1

1 1
— l = 17'—1- l, (2)
A
1 12
9] = Fa T fﬁ
ferner bestehen die geometrischen Beziehungen:
kel
T 7D
Tk sa il
Wy
h oAb
BT
Hieraus findet man
: P a i)
r ( R
D
oder geniihert, weil % stets klein ist:

r=Le—n(+25y)

Setzt man hier z. B. f= 30em, [’ — 6em und y = lem, was
etwa der nachher zu machenden Anwendung auf das Huyghens'sche
kular entspricht, und nimmt man ferner D =10m, so wird

27: % = ;i und demnach gibt der Ausdruck
r=Le—w, @)

den man auch unmittelbar aus Fig. 86 mit D = oo herleiten
kann, hinreichend genau einen von D unabhingigen Werth fiir
die Brennweite " der #quivalenten Linse. -

. Um statt y, welches der Abstand des Bildes von der zweiten
inse I ist, den Abstand 4 heider Linsen einzufiihren, kann
Man aus (1) und (2) durch Elimination von « finden:




Huyghens’sches Okular,

oder mit der Annahme, dass D sehr gross ist,

£y

A=1f— ———

ff*ﬂ

S _f" (f_—_.fﬂ
y= Ty (4)
womit Gl (3) gibt
e :
i e ®)
Fig. 87. (Fernrohr mit Huyghens’schem Okular.)

z”

Das Huyghens'sche Olular (Fig. 37) besteht aus zwei plancon-
vexen Linsen L' und 4, von denen die dem Objektiv zugekehrte
L' Collektivlinse und die dem Auge zugekehrte 4 Okularlinse
heisst. Diese beiden Linsen sind fest verbunden, und haben den
gemeinschaftlichen Brennpunkt F'; ihre Brennweiten f und fo
verhalten sich wie 8:1, und es ist also die Entfernung beider
Linsen L' 4=2:f"=2f. (Die Krimmungs- und Brennweiten-
verhiiltnisse beider Linsen sind so gewiihlt, dass die sphirischen
und chromatischen Abweichungen méglichst unschiidlich gemacht
werden (s. 0.)).

Die durch das achromatische Objektiv L eintretenden Strahlen
werden vor der Vereinigung durch die Collektivlinse I/ zum
zweiten Mal gebrochen, und erzeugen zwischen L' und 4, wo-
selbst das Fadenkreuz K ansgespannt ist, ein kleines verkehrtes
Bild des anvisirten Gegenstandes, welches sodann durch die als
Lupe wirkende Okularlinse A vergrossert wird.

Die Linsen L und I’ wirken also wie die Linsen T, und I
der Figur 36, es wird sich also eine iiquivalente Linse I denken
lassen, deren Brennweite nach Gl (3)

r:}w—m
Da das Bild K durch die Lupe 4, deren Brennweite fy ist,
betrachtet werden soll, so muss (nach Gl (2) oder (5) § 27) KA
v
nahezu gleich f, also geniihert 4 :% werden, womit
. 2
e ﬁ*}f (6)




§ 20, Ramsden'sches Okular. 77

Ein Fernrohr mit Huyghens'schem Okular wirkt also (abge-
sehen von der Schiirfe der Bilder) ebenso wie ein einfaches Fern-
rohr, dessen Objektiv eine Brennweite hat, welche %, der Brenn-
weite des Objektivs von fraglichem Fernrohr ist, und dessen
Okular gleich dem Huyghens'schen ist, Nach Gl (1), (2) und (3)
§ 28 folgt hieraus, dass Vergrosserung, Gesichtsfeld und Helligkeit
des Fernrohrs mit Huyghens'schem Okular bzw. § § und } der
entsprechenden Grossen des einfachen Fernrohrs sind,

Das Ramsdenw’sche Okular (Fig. 38) besteht aus zwei in fester
Verbindung befindlichen Planconvexlinsen, dem Collektiv L' und

Fig. 38 (Fernrohr mit Ramsden’schem Olular).

L Wil
e s,
=
aEmEEs R
R e TR momaree o

]
dem Okular L, deren Bremnpunkte in F zusammenfallen. Die
Brennweiten f und f von I und L verhalten sich wie 9 : 5, es
ist also der Abstand A beider Linsen gleich % f.
 Die durch das Objektiv O eintretenden Strahlen erzeugen ein
Bild in K nahe der Collektivlinse, woselbst deswegen das Faden-
kreuz ausgespannt ist.

Betrachtet man die 2 Linsen I' und L als zusammenwirkend,
50 wird ihnen eine fiquivalente Linse L” entsprechen, deren Brenn-
weite f sich nach Gl (5) findet:

RN 5
P =Far—a
Tt 4 ,
wobei [’ = EfundA-_— 3;‘ also
' ['.} 7
£ = 157 (7

Nimmt man vorliufig an, die Linsenverbindung I’ L sei dazu
bestimmt, Lichtstrahlen, welche auf L nahezu parallel mit der
Achse einfallen, in K zu vereinigen, so muss der Abstand y des
Punktes K von der Linse I nach Gl (4) in unserem Falle werden:

9 5
Sl [l
y=%51= 101

Wenn umgekehrt die Linsenverbindung L L' als Lupe zur Ver-
grosserung des in K befindlichen Bildes dienen soll, so mussen
die von K auf die Linse 1/ fallenden Strahlen nach der Brechung
durch L nahezu parallel mit der Achse austreten, weil K nahezu
im Brennpunkt der fiquivalenten Linse L” sein muss (vel § 27
Gl (2) und (5)); es gibt also obiger Werth y die Stellung der
Linsen gegen das Bild und Fadenkreuz K an.




78 Verschiedene Fernrthre. § 29.

Da f héchstens 20mm betriigt, womit y = 8,6mm wird, so muss
das Fadenkreuz sehr nake an der Collektivlinse ' stehen.

Aus Gl (7) folgt, dass ein Fernrohr mit Ramsden’schem Okular
(abgesehen von der Schirfe der Bilder) ebenso wirkt, wie ein
einfaches Fernrohr, dessen Objektiv gleich dem des betrachteten
Ramsden’schen Fernrohrs, und dessen Okular ;% der Bremnweite
der Ramsden’schen Okularlinse I zur Brennweite hat, wornach
gsich Vergrosserung, Gesichtsfeld und Helligkeit bemessen lassen.

Vergleichende Zusammenstellung. Sind v « b bzw. Vergrosserung,
Gesichfsfeld und Helligkeit eines einfachen (Kepler'schen) Fern-
rohrs, und denkt man sich zwischen dessen zwei Linsen eine dritte
Linse so eingeschaltet, dass dadurch ein Huygens’sches und ein
zweitesmal ein Ramsden’sches Okular entsteht, so erhiilt man hie-
mit folgende entsprechende Werthe von Vergrosserung, Gesichts-
feld und Helligkeit:

L Kepler. Hztyghens.%l{amsdeu.
| |—

Vergrosserung. ! v v ‘ 9y

Gesichtsfeld | o fa | o)

: jokel 9 8

Helligkeit ih | 5k
|

Wenn man von dem einfachen Okular absieht, welches gegenwiirtig
in der Geodiisie nicht mehr vorkommt (dasselbe kommt {iberhaupt
nur noch vor, wenn es sich um die Erzielung der stiirksten Ver-
grosserungen fiir astronomische Zwecke handelt), so liefert obige
Zusammenstellung zur Vergleichung der Vortheile und Nachtheile
der beiden andern Olkulare hauptsiichlich das Resultat, dass sich
das Huyghens’sche Okular durch Gesichtsfeld und Helligkeit, das
Ramsden’sche durch Vergrésserung auszeichnet. Uebrigens hat
das erstere den Uebelstand, dass die von dem Objektiv und die
von dem Fadenkreuz herkommenden Strahlen nicht durch dieselbe
Linsencombination ins Auge gelangen. Die Kriimmungs- und
Brennweitenverhiltnisse der Collektiv- und Okularlinse sind so
gewiihlt, dass ein moglicht gutes Bild des betrachteten Gegenstands
erzeugt wird, wihrend fiir die vom Fadenkreuz kommenden Strah-
len die Okularlinse besser in umgekehrter Stellung wiire (convexe
Seite aussen). So lange nur em Fadenkreuzpunkt in der Mitte
des Gesichtsfeldes gebrancht wird, ist dieser Uebelstand von ge-
ringer Bedeutung; wenn aber mehrere Fiden deutlich gesehen werden
sollen, wie z B. beim Distanzmesser, so werden beim Huyghens’-
schen Okular diejenigen Fiiden, welche nicht als Durchmesser des
Gegichtsfeldes erscheinen, sich undeutlich und gekriimmt zeigen.

Aus den angegebenen Eigenschaften folgt, dass das Huygens’
sche Okular sich am besten fiir Theodolite, das Ramsden’sche fiir
Nivellivinstrumente und namentlich Distanzmesser eignet (wihrend
thatsiichlich bei Instrumenten fiir gewdhnlichen Feldgebrauch gegen-
wiirtig fast nur das erstere vorkommt).

Das orthoscopische Okular von Kellner*®) besteht aus 2 Linsen,

#) Dag orthoscopische Okular von C. Kellner, Braunschweig 1840, Eurze Be-
schreibung, 8. Bauernfeinds Elemente der Vermessungskunde, 3. Aufl. 8. 92.

dig
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§ 20, Deutlichkeit der Fernrohrbilder. 79

Welche gegen das Fadenkreuz eine iihnliche Stellung haben wie
U}f des Ramsden’schen; die dem Auge zugekehrte eigentliche
ularlinse ist jedoch durch Kombination von Kron- und Flint-
glas, wie die Objektive, selbstindig achromatisch construirt. Dieses
r Sular bhezweckt namentlich, die sphiirischen Abweichungen in
tdialeyy Sinn zu vermeiden (daher sein Name).
o Deut?ic?ekeit oder Schérfe der Fernrohrbilder ist zu untersehei-
N von Vergrosserung und Helligkeit; sie ist bedingt durch die
Blissere oder geringere Anmiherung an das durch Anwendung
%hromatischer Objektive und zusammengesetzter Olkulare erstrebte
lel, die chromatischen und sphiirischen Abweichungen moglichst
lein 71 machen. Die Beurtheilung der Giite eines Fernrohrs in
Ueser Begiehung geschieht am besten anf Grund der Untersuchung,
b e gine feine Theilung (oder auch Druckschrift) in gewisser
Wtfernug stremntc. Das Fernrohr eines guten Nivellirvinstruments
S0ll 7, B die Centimetertheilung einer Nivellirlatte bei einer Ent-
fmung yon 300—400m noch gut tremmen.
~ Bei gegebener Brennweite und Oeffnung cines Objektivs gibt
5 fiir Vergrésserung, Gesichtsfeld, Helligkeit und Schiirfe gewisse
G,l'e'flzen, deren Ueberschreitung bei einer einzelnen Leistung die
"erminderung der andern zur Folge hat. Bei gegebener Brenn-
Weite pines Fernrohrs gibt es eine gewisse ginstigste Oeffnung.
Prechil*) gibt, gestitat auf die »Huyghens'schen Regelns Be-
Zl@hungen zwischen der Objektivhrennweite f, der vortheilhaftesten
fp‘n{éhi)’}-igen Oeffnung 4, und derjenigen Vergrisserung v, welche
Sich hiemit bei natirlicher Helligheit der Bilder erzielen Lisst.
Olgendes ist ein Auszug aus den Prechtl’schen Zahlenangaben
Wit Umwandlung des Wiener Maasses in Meter)

e A
m mm
0,2 22 14
0,3 29 19
0,4 37 24
0,5 44 28

Die Werthe 4 und v, entsprechen der Gl (8) § 28. Da hier
f die Construktion des Okulars keine Riicksicht genommen ist,
%0 kijnnen diese Angaben nur ungefihr richtige Mittelwerthe sein.

Nach Laugier**) ist der mittlere Fehler einer mit freiem Auge
Bspefihyten Kinstellung eines glinzenden Punktes zwischen zwel

arallelfiiden 207, Die Sichtbarkeit eines nicht selbst leuchtenden
Brpers hort bei Anwendung von 10- und 40facher Vergrgsserung

}}lf wenn der scheinbave Durchmesser kleiner als bezw. 4’ und
1st,

§ 30. Das Mikroskop,

) Das Mikroskop wird in der Geodisie zum Ablesen von Thei-
Ungen yerwendet.
S R

_"J Praktische Dioptrik 8. 175,

*¥) Astr. Nachr. 46. Band 8. 81.




80 Das Mikroskop. g 30

Das einfachste Mikroskop ist die Fig. 39.
Lupe (§ 27). Besser ist die aus zwei Lin-
sen nach Art des Ramsder’schen Okulars
construirte Doppellupe.

Das zusammengesetzte eigentliche K
Mikroskop besteht aus einem Objektiv O 7
(Fig. 39) und einem aus zwei Linsen 4
und B #hnlich den Fernrohrokularen zu-
sammengesetzten Okular (hiufig Cam-
pani’sches Okular).

An der Stelle, wo das Bild p des
betrachteten Gewenstandes & entateht
ist ein Fadenkreuz K ausgespannt, wel-
ches in Verbindung mit dem optischen
Mittelpunkt des Objektivs die Collima-
tionsachse des Mikroskops bestimmt.

Die Verbindung eines Fadenmikro-
meters mit dem I\[ﬂ\makop s. § 23.
Fig. 47.

Cap. V.
Der Theodolit.

§ 81. Erklérungen.

Der Theodolit lht ein Instrument, das zum Messen von HO¥
zontalwinkeln und Vertikalwinkeln, odu auch nur zum Messe?
der ersteren dient.

Horizontalwinkel heisst der Winkel, welchen die Horizontal”
projektionen zweier Geraden bilden; Vertikalwinkel oder Hohew:
winkel (Tiefenwinkel) ist der Winkel, welchen eine Gerade Mm%
ihrer Horizontalprojektion bildet. [Du Winkel zwischen < zWe
sich schneidenden (nicht horizontalen) Geraden heisst sztrfﬂf’
winkel, seine Messung kommt in der Geodiisie gegenwiirtig nic?
mehr '\.Dl}

Der Hauptbestandtheil des Theodolits ist ein horizontaler Krel
mit gleichmiissig getheiltem Rand: der Limbus, um dessen Mitte:
punkt sich in seiner Ebene ein Zeiger, die Alhidate dreht. S0
der Theodolit auch zu Hohenmc%sunwcn dienen, so ist hiezu el
zweiter vertikaler Limbus mit Alhidate erforderlich.

Auf zwei in fester Verbindung mit der Alhidate des Horizo®™
talkreises befindlichen Lagern rult eine horizontale Achse, u?
welche sich ein re(-htwiuklig mit ihr verbundenes Fernrohr (i
vertikaler Ebene) dreht.

Ein Vertikalkreis ist mit der horizontalen Drehachse des Fer®
rohrs verbunden, und an dem einen Lager dieser Achse ist die
zugehoérige Alhidate befestigt.

“Der Horizontalwinkel zweier Lagen der Absehlinie des Fer®”
rohrs wird durch den Winkel der zwei entsprechenden Lagen der
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831 Theodolit. 81

Alhidate des Horizontalkreises gemessen, und ebenso der Verti-
talwinkel zwischen der horizontalen und irgend welcher anderen
“age der Alhidate des vertikalen Kreises.

Damit der zu Horizontalmessungen dienende Limbus genau
omizontal gestellt werden kann, muss eine Libelle mit dem Theo-
dolit verbunden sein.

§ 82, Beschreibung des Theodolits. (Iig. 41 und 42 auf
Seite 82 und 83).

1"} Das Fussgestell A besteht ans einem Dreifuss, durch dessen
Urei Enden die als Stiitzen dienenden und fiir die Horizontalstellung
lothwendigen Stellschrauben B gehen,

Mittelst des Fussgestells ruht das Instrument auf einem Stativ
Meist »Scheibenstative, Fig, 40 auf Seite 82), einem Steinpfeiler,
Oder einer sonstigen Unterlage (. Bei kleineren Instrumenten
Wird gewdhnlich das Fussgestell so mit dem Stativ verbunden,
Yass nur noch geringe Beweglichkeit (zum Zweck des Horizon-
talstellens und Centrirens) moglich ist.

2) Der Limbus D ist eine horizontale Scheibe, manchmal zur
Verminderung des Gewichts mehrfach durchbrochen. Am Rande
5t auf einem eingelegten Silberstreifen die Theilung fein einge-
Nssen, Wenn der Limbus mit dem Fussgestell fest verbunden
8, g0 hat man einen einfachen Theodolit, wenn er gegen das-
S¢lhe um eine durch seinen Mittelpunkt gehende vertikale Achse
Urehbar ist, dagegen einen Repetitionstheodolit.

3) Die Alhidate ¥7 oder der Zeiger, an dem die Ablesung ge-
Macht wird, ist in der einfachsten Gestalt ein um den Limbus-
littelpunkt sich drehendes Lineal; in den meisten Fillen besteht
Sle jedoch aus einer dem Limbus #hnlichen, mit ihm concentri-
Schen Kreisscheibe, welche an den Enden eines oder zweier

urchmesser die Ablesevorrichtungen triigt.

4) Die vertikale Achse I, (Fig. 40, 41 und 42 auf Seite 82 bis 84)

Um welche die Drehung zwischen Alhidate und Limbus erfolgt,
Muss eine gewisse Linge (etwa ein Drittel des Kreisdurchmessers)
laben, damit eine sichere Fithrung miglich ist.
. Die Achse ist (fast immer) mit der Alhidate verbunden, und
Linft in einem entsprechenden, mit dem Limbus verbundenen
Ager, Die Achsenform ist conisch, wenigstens oben und unten,
Wihrend die Mitte so ansgearbeitet ist, dass keine Berithrung
Wit dem Lager stattfindet.

Wenn der Limbus selber drehbar gegen das Fussgestell sein
S0ll, wie bei dem Repetitionstheodolit, so mus die Limbusachse in
®lnem mit dem Fussgestell verbundenen Lager-sich drehen, und
durchhohrt sein, um zugleich der Alhidatenachse als Lager zu
denen (Fig. 42).

Das Material einer Achse ist immer hiirter als das des Lagers,
Uamit die ganze Abniitzung auf letzteres geworfen, und dadurch
Uer kreisformige Querschnitt der Achse erhalten wird. Man nimmt
eswegen bei festem Limbus die Alhidatenachse aus Stahl, und
das Lager aus Rothguss oder Messing, dagegen bei drehbarem
Llll_lbus die Alhidatenachse aus Stahl, die Limbusachse, welche zu-
gleich Lager der vorigen ist, aus Rothguss, und das Lager der

lmbusachse, wie ilberhanpt das ganze Fussgestell aus Gelbguss.

Jordan, Taschenbuch d. prakt. Geometrie. 6




82 Theodolit. § 32. §

Die vertikale Achse und ihr Tager ist niichst der Limbustheilung
der empfindlichste Theil des Theodolits. T
. Fig. 40. Theodolit. Construktion I (von Sickler in Carlsruhe)-

8g
A
B
+  th
Hnat.@r G
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5) Federung der vertikalen Achse (. Damit die Reibung zWi- ;h‘
0

schen Achse und Lager bei bedeutendem Gewicht der ersterelr

welches durch das Gewicht der Fernrohrtriiger und des Fernroht®
{



32, : ;
< § 32, Theodolit.
ng s = ; 5 -
o I‘L‘-“:;H. Theodolit. Construltion II (von Ertel in Miinchen).

a3 Fernrohr ist um 2em verkiirzt gezeichnet. Die dritte Stell-
i schranbe ist weggelassen.)

o
(4C}

¥ net G,

\ 1 |
— T
Z0 & ] J!’)
e}
¢ 5t noch vermehrt w ird, nicht zu stark wird, muss das andere
e Senende sich auf eine Feder stiitzen, deren Spannung durch
fauben regulirt werden kann,
ie *Xnmduun(r dieser Federung ist sehr mannigfaltig, man

. 111&
% B. dleifunurru ebene ¥ u.lcm, Spiralfedern, Luaelabschmtt-

1(:,1]’]“11"5 Federn etc, Wenn ein doppeltes Achwnaystem vorhan-
Wel ]‘ s0 muss ihm auch eine doppelte Federung entsprechen,
the dann ziemlich complicirt werden kann,
o & ch Anordnung der Federung ist namentlich bedingt durch
ey oll ,“:1 ge, ob das Instrument an das Stativ .Lnrreachmnbt werden
i » Wie z. B, bei Fig. 40, oder nicht. (8. o. Jdusw"@stell)

6) Die Bremsvorrichtung und Mikrometerbewegung dienen zu
6#
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