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Vorwort

Vorliegendes Buch verdankt seine Entstehung zunächst den
Bedürfnissen der Schule ; ich hoffe jedoch damit nicht blos dem
Studirenden , sondern namentlich auch dem Praktiker einen Dienst
zu erweisen.

Beim Studium soll dasselbe als Leitfaden dienen und für die
■niedere  Geodäsie das Nachschreiben eines Vortrags zum grössten
Theil überflüssig machen , in der Praxis soll es die Resultate des
Studiums , soweit sie in Formeln und Zahlenwerthen enthalten
sind, in übersichtlicher Gestalt zur Hand geben.

Das Buch unterscheidet sich von einem Lehrbuche  durch die
Kürze der Darstellung und den Mangel von Formelentwicklungen
und ist deswegen nur für solche Leser bestimmt, ivelche den be¬
treffenden Gegenstand schon bis m einem geioissen Grade kennen.

Da übrigens in manchen Fällen die Auseinandersetzung einer
Aufgabe der niederen Geodäsie sofort auch deren Lösung mit sich
bringt , so wird hier zuweilen der Unterschied gegen die Behand¬
lungsweise eines gedrängt geschriebenen Lehrbuchs nicht bedeu¬
tend sein. Auch konnte ich in einzelnen Fällen die Gelegenheit
nicht vorübergehen lassen, meine eigene Ansicht etwas ausführlicher
zu entwickeln , als der Tendenz eines »Taschenbuches « gemäss ist.

Statt Formelentwicklungen wm-de überall , wenn es nothwendig
schien, die betreffende Literatur angegeben.

Der erste Theil  gibt einen Abriss der Methode der kleinsten
Quadrate im Wesentlichen nach Encke’s Bearbeitung und mit
Nachweis der Originalliteratur.

Wenn die Nothwendigkeit einer besonderen Behandlung der
Methode der kleinsten Quadrate bei dem gegenwärtigen Stand
der Verbreitung dieser Wissenschaft einer näheren Begründung
bedarf , so möge ein Wort Bessel’s angeführt werden , welcher in
seinen »populären Vorlesungen über wissenschaftliche Gegen¬
stände «*) sagt : »Man hat erst in den letzten Jahren grossen
»Nutzen aus der Methode der kleinsten Quadrate ziehen gelernt,
»und ich glaube nicht zu irren , wenn ich annehme , dass nach
»einer Reihe von Jahren das erste Capiitel aller Lehrbücher der
*aHf ®r â l̂rung beruhenden Wissenschaften der Anwendung der
»Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Beobachtungskunst gewid-»met sein wird .«

*) Hamburg 1848 . S . 389.



VI Vorwort.

Verschiedene Anwendungen der Methode der kleinsten Qua¬
drate finden sich in den folgenden Theilen . Insbesondere wurde
auf die Ermittlung zuverlässiger Zahlenwerthe für die Genauigkeit
der verschiedenen Operationen , woran alle Lehrbücher Mangel
leiden , Bedacht genommen.

Der zweite Tlieil  gibt die gesammte niedere Geodäsie in selbst¬
ständiger Auffassung und Darstellung . Besondere Aufmerksamkeit
wurde der praktischen Trigonometrie und Polygonometrie geschenkt.

Alle einigermaassen complicirten Berechnungen sind durch
Zahlenbeispiele erläutert.

Im dritten Theil  ist die höhere Geodäsie soweit behandelt , als
es das Verständniss der gegenwärtig in Ausführung begriffenen
Europäischen Gradmessung verlangt . Es wurde gestrebt , die
Grundlagen der einzelnen Theorien kurz mitzutheilen , dann aber
sofort , ohne Formelentwicklung, die Resultate anzugeben und
durch Zahlenbeispiele zu erläutern. 1

Zahlenwerthe , welche allgemeinen Werth haben , und zur Er¬
leichterung von Rechnungen dienen, wurden hier , wie im zweiten
Theil , in aller für die Anwendung nöthigen Ausführlichkeit in
Tafeln mitgetheilt.

Mit Rücksicht auf das nicht unbedeutende Zahlenmaterial , in
welchem trotz aller Mühe niemals Unfehlbarkeit erreicht werden
kann , erlaube ich mir die Bitte , welche namentlich auch an
meine Zuhörer gerichtet ist , etwaige gefundene Fehler gütigst
mittheilen zu wollen.

Carlsruhe , September 1872.
Wilhelm Jordan.
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Einleitung.

Die praktische Geometrie  oder Geodäsie  beschäftigt sich mit dem
Messen einzelner Theile der Erde, und mittelbar mit dem Messen
der Erde selbst.

Messen  heisst das Bestimmen des Verhältnisses zweier gleich¬
artiger Grössen. Als unmittelbar zu messende Grössen kommen
hier nur in Betracht Längengrössen und TFirefefgrössen, weil sich
die Bestimmung aller andern geometrischen Grössen hierauf zu¬
rückführen lässt.

Als Maasseinheit flir Längengrössen dient irgendwelche will¬
kürlich  gewählte Länge, z. B. der Meter . Als Maasseinheit für
Winkelgrössen dient der einer rollen  Umdrehung einer Geraden
um einen Punkt entsprechende Winkel (mit Theilung in 360 Grade
oder 400 Grade).

Da alle Messungen mit unvermeidlichen Fehlern  behaftet sind,
so ist diesen besondere Aufmerksamkeit zu schenken ; es geschieht
dieses durch Anwendung der sogenannten »Methode der kleinsten
Quadrate.»

Die Oberfläche der Erde ist , abgesehen von lokalen Unregel¬
mässigkeiten , nahezu diejenige , welche eine Ellipse  bei der Um¬
drehung um ihre kleine Achse erzeugt . Der Quadrant dieser
Ellipse hat eine Länge von 10000856+ 498 Metern , und die Ab¬
plattung derselben ist wobei die mit 4- beigefügten

299 ±  5 ’
Beträge die mittleren zu fürchtenden Fehler der betreffenden
(Bessel’schen) Bestimmungen sind.

Das beschriebene Umdrehungsellipsoid ist diejenige Oberfläche,
durch welche der Erdkörper begrenzt wäre , wenn er überall von
ruhender Flüssigkeit umgeben wäre ; es stellt also der Meeres¬
spiegel einen Theil dieser Fläche (nahezu) vor.

Eine in einem Punkte des Ellipsoids gelegte Berührungsebene
heisst die Horizontalebene  des Punktes , und jede in dieser Ebene
liegende Berührungslinie heisst Horizontale.  Die Normale eines
Punktes heisst Vertikale (welche demnach nicht  nach dem Erd¬
mittelpunkt gerichtet ist).

Da die Oberfläche einer ruhenden Flüssigkeit in allen Punkten
rechtwinklig zu der auf die einzelnen Flüssigkeitstheile wirkenden
Kraft ist , so folgt, dass die Vertikale in der Richtung der Schwer¬
kraft liegt.

Jordan,  Taschenbuch d. prakt. Geometrie. 1



2 Einleitung.

Je nachdem man bei Messungen die Ausdehnung der Erd¬
oberfläche nur in horizontalem oder vertikalem Sinne in Betracht
zieht , unterscheidet man Horigontalmessungen  und Vertikalmessun¬
gen (Höhenmessungen ).

Ferner unterscheidet man bei geodätischen Messungen je nach
der Gestalt der zu Grunde gelegten Erdoberfläche vier Opera¬tionsstufen:

1) Man substituirt einem sehr kleinen Theil (bei Horizontal¬
messungen etwa bis zu 1 QMeile ) der Erdoberfläche eine berüh¬
rende Ebene,  so dass die Vertikale überall rechtwinklich zu dieser
Ebene angenommen wird, und alle Vertikalen als parallel er¬
scheinen.

2) Man substituirt einem Theil der Erdoberfläche (etwa bis zu
500 QMeilen ) eine berührende Kugel  von gegebenem  Halbmesser,
so dass die Vertikalen alle nach dem Mittelpunkt dieser Kugel
gerichtet erscheinen.

3) Man betrachtet die Erdoberfläche als ein Umdrehungs-
ellipsoid  von gegebenen  Dimensionen.

4) Man führt Messungen aus , welche die Bestimmung der
Dimensionen  des Erdellipsoids, oder die Bestimmung der Abwei¬
chungen der Erdoberfläche von einem Ellipsoid zum Zweck haben.
(Gradmessungen.)

Hieraus folgen die Benennungen : ebene, sphärische  und sphä-
roidische  Geodäsie.

Die häufig gemachte Unterscheidung niedere  und höhere  Geo¬
däsie ist nicht ganz bestimmt ; jedenfalls zählt man die ebene
Geodäsie zur ersteren , und die sphäroidische Geodäsie zur letzteren,
während die sphärische Geodäsie theils der niederen , theils der
höheren zugetheilt zu werden pflegt.



I. Tlieil.

* Oie Methode der kleinsten Quadrate.
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Cap. I.
Die Begründung der Methode der kleinsten Quadrate.

8 1. Erklärung.
Die Methode der kleinsten Quadrate,  oder Ausgleichungsrechnung

lehrt , aus Beobachtungen , welche in einer das unmittelbare Be-
dürfniss überschreitenden Anzahl vorhanden sind , und deswegen
in Folge der unvermeidlichen ihnen anhaftenden Beobachtungs¬
fehler auf Widersprüche führen , diejenigen Resultate zu ziehen,
welche die grösste Wahrscheinlichkeit für sich haben , oder die
geringsten Fehler fürchten lassen ; sie lehrt ferner , diejenigen Be¬
träge anzugeben , um welche muthmasslich die gefundenen Resul¬
tate von der Wahrheit abweichen.

Wenn also z. B. zwischen den durch Beobachtung gefundenen
Grössen w, u\ _und den Unbekannten x g z deren
Anzahl n kleiner ist als die Anzahl m der Beobachtungen , fol¬
gende lineare Gleichungen bestehen:

(ij x ■+■\ y -+- c , z -+- . . . «?, = 0!
at x -t - ht y -+- c s z -+- . . . io, = Ol ^

b, » l/ -t - Cm z -+- . • . ICm = 0'

SO lehrt die M . d . kl . Q . die wahrscheinlichsten Werthe xyz, undderen mittlere zu fürchtende Fehler zu bestimmen . *
Wenn die Anzahl n der Unbekannten sich auf eine  reducirt,

und zufällig die Coefficienten a alle einander gleich sind, so lassen
sich die Gl. (1) so schreiben:

und man findet den wahrscheinlichsten Werth xu von x nach dem
laugst vor Entdeckung der M. d. kl. Q. durch das praktische Ge¬
fühl angegebenen , und durch dieselbe anerkannten Gesetz des
arithmetischen Mittels:

sofern die Werthe w als gleich genau zu betrachten sind. Die
Bildung des arithmetischen Mittels aus mehreren Beobachtungs¬
resultaten ist also ein spezieller Fall einer allgemeineren durch
hie M. d. kl . Q. zu lösenden Aufgabe.
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§ 2. Geschichte.
Der Auffindung der M. d. kl. Q. gieng voraus ein Versuch

einer Ausgleichungstheorie von Laplace,  welcher , zum Zweck der
Bestimmung der Erddimensionen aus mehr als 2 Gradmessungen, aus
mehreren Gleichungen von der Form (1) §. 1 die Unbekannten
bestimmte mittelst der Bedingung , dass die absolute Summe der
Werthe , welche die rechten Seiten der Gl. (1) annehmen , wenn
die besten Werthe xyz  substituirt werden , ein Minimum, und die
algebraische Summe dieser Werthe gleich Null werde. (Laplace
mecanique celeste tome I Cap. IV, Gauss theoria motus lib. II
sect . III art . 186, Gauss theoria combinationis art . 6).

Gauss  entdeckte die M. d. kl. Q. im Jahr 1795 als Studirender
der Mathematik auf der Universität Güttingen , veröffentlichte sie
aber erst im Jahr 1809 in dem Werke : »theoria motus corporum
coelestium in sectionibus conicis solem ambientium .«

Unabhängig von ihm wurde Legendre  auf dieselbe geführt , und
veröffentlichte sie im Jahr 1805 in dem Werke »Nouvelles me-
thodes pour la determination des orbites des cometes.«

Wenn demnach Legendre auch die Priorität der Veröffent¬
lichung  gehört , so ist doch Gauss  als der Vater der Methode der
kleinsten Quadrate zu betrachten , denn die Priorität der Ent¬
deckung  und namentlich der Anwendung (auf den Planeten Ceres)
gebührt ihm unzweifelhaft (theoria motus praefatio S. IX, theoria
motus , lib. II sect. III art . 186. Sartorius v. Waltershausen,  Bio¬
graphie von Gauss,  S . 16, 23, 42, 43. Bessel,  populäre Vorlesun¬
gen über wissenschaftliche Gegenstände , S. 27).

Ferner ist es Gauss,  welcher fast allein die M. d. kl. Q. „ ul
den heutigen Stand gebracht hat, . -während Legendre  zur Ausbil¬
dung derselben nichts beigetragen hat.

Die M. d. kl . Q. erklärt diejenigen Werthe der Unbekannten
xyz  in Gl. (1) §. 1 für die besten , welche , in die Gleichungen
substituirt , solche Widersprüche (Werthe der rechten Seiten der
Gleichungen) erzeugen , deren Quadratsumme ein Minimum ist,
(vorausgesetzt , dass die Beobachtungen w alle gleich genau sind).

Legendre  begründete dieses Princip nur  durch die Allgemein¬
heit und Leichtigkeit der Anwendung (Nouvelles methodes , S.
72. De toutes les principes , qu’on peut proposer pour cet
objet , je pense qu’il n’en est pas de plus general , de plus exacte,
ni d’une application plus facile que celui etc.)

Gauss  zeigte in der »theoria motus«, dass dadurch die wahr¬
scheinlichsten  Werthe der Unbekannten erhalten werden , und in
der »theoria combinationis observationum erroribus minimis ob-
noxiae «, dass dadurch die mit den geringsten Fehlern behafteten
Werthe der Unbekannten erzielt werden.

Endlich gelang es Bessel  im Jahr 1838, der Sache noch eine
dritte Seite abzugewinnen , indem er in seiner »Theorie der Beob¬
achtungsfehler « (Astr . Nachr . XV Nr. 358 und 359) jeden Fehler
als das Resultat des Zusammenwirkens einer sehr grossen Anzahl
von »Elementarfehlern « betrachtete.

Zusammengestellt und verbreitet wurden die erwähnten Origi-
ginalarbeiten von Encke  in dem Berliner Astr . Jahrbuch für 1834,
1835 und 1836 in einer Abhandlung , welche in vielen Fällen das
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Studium der ersteren ersparen kann , (und deshalb häufig stattderselben citirt wird).
Das erste Lehrbuch  der M. d. kl. Q. schrieb im Jahr 1837 der

Oberbaurath Hagen , .auf Grund einer populären Darstellung derBessel’schen Theorie der Beobachtungsfehler ; das zweite ist vonGerling,  einem Schüler von Gauss, im Jahr 1843 im Wesentlichenauf Grund der »theoria combinationis« bearbeitet worden.
§ 3. Begründung der M. der kl . 0 . durch die 'Wahrschein¬lichkeitsrechnung (theoria motus lib. 11 sect. III art . 175—179.Encke 1834 S. 250 — 268 und 1835 S. 260).
Hauptsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung'.
Die Wahrscheinlichkeitw eines Ereignisses ist das Verhältmssder Anzahl der ihm günstigen Fälle zu der Anzahl der überhauptmöglichen Fälle ; sie ist also stets ein positiver achter Bruch,

l > ?c > 0
die Grenzen 1 und 0 bedeuten Geioissheit  und Unmöglichkeit.Sind w’w" w " . . . die Wahrscheinlichkeiten mehrerer sich aus-
schliessender Ereignisse , so ist die Wahrscheinlichkeit w,  dassirgend eines  derselben eintritt:

w = w w" -+-w" —h . . . (1)Sind io  und w"  die Wahrscheinlichkeiten zweier sich aus-
schliessender und gegenseitig bedingender Ereignisse , so ist dieWahrscheinlichkeit , dass eines oder das andere eintritt;

ic = w + w" =  1 (2)
w" = 1 — ic  heisst die Gegenicahrscheinlichkeit  des ersten Ereig¬nisses.

Sind io iv" io’" . . . die Wahrscheinlichkeiten mehrerer unab¬
hängiger Ereignisse , so ist die Wahrscheinlichkeit w,  dass allezusammen  eintreten:

io'= id . ic" . vj" . . . (3)
Die Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Beob¬

achtungsfehler setzt voraus, dass diese zufällige Ereignisse sind, eswerden daher »constante Fehler « ausgeschlossen ; ebenso auch
»grobe Fehler «, weil sie sich vermeiden , oder jedenfalls auffindenlassen, es werden also nur die verkältnissmiissig kleinen unregel¬mässigen und unvermeidlichen  Beobachtungsfehler in Betracht ge¬zogen.

Die Wahrscheinlichkeit , bei einer Beobachtung von bestimmterArt einen Fehler A zu begehen , ist eine Funktion von A,  sieheisse »Wahrscheinlichkcitsfunktion« und werde mit <jo (A)  bezeichnet.Dm alle Arten von Beobachtungen von der genauesten bis zurungenauesten behandeln zu können, muss man annehmen , dass
jeder  Fehler A möglich ist , dass also cp(A)  nie = 0, ausser wennA =  oo , dagegen wird (p(A) = max,  wenn A = 0 . Die Wahr¬scheinlichkeit , irgend welchen  Fehler A zu begehen , ist die Ge¬wissheit , also nach (1)

Die Funktion <jp (A)  soll so beschaffen sein , dass ihr zu FolgeDie Funktion <jp (A)  soll so beschaffen sein , dass ihr zu Folge
arithmethische Mittel mehrerer gleich genauer Beobachtungen^ er  wahrscheinlichste Werth der beobachteten Grösse ist . Wenn
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also in  Beobachtungen der Unbekannten x die Werthe fl, a 2. . . am
gegeben haben , so dass der Annahme x0 für x die Fehler

Al = x a —  a,
A2 = x0 a2

entsprechen , so soll die Wahrscheinlichkeit von x„, und damit
die Wahrscheinlichkeit des Fehlersystems At A2. . . Am  ein Maxi¬
mum werden , also nach Gl. (3):

cp(At) cp(A2) . . . cp(Am) = max (5)
log cp(At) -+- log qp (A2) -t - . . . + log <p (Am)= max
d log Cf)(A2) d log qp (A2) _

dx ^ clx ^ -
dlogqfA,) . d log cp(A,) : A

dA l d A., -
4 d log cp(A,) A2diogcf, (A2) _

A2dA 2 ^ A2dA 2
Das arithmetische Mittel verlangt:

4 -+- 4 + ••• =°
Wenn diese und die ihr vorhergehende Gleichung auf den¬

selben Werth x führen sollen, so muss sein
dlog qp (A2)_ d log cp (A2)

A, d A, A2 d A, k (constant)
AJ l IV

woraus durch Integration

cf(A) — ee
wobei C Integrationsconstante ; oder, weil cp(A)

. C - h’A*
cp(A) = e e

Die Constante e lässt sich bestimmen mit Hülfe der in Gl (4)
ausgesprochenen Bedingung nemlich

Die Auswerthung des bestimmten Integrals gibt (Encke 1834
S. 266—268)

q,(A) zz.JLe - WJ* (6)also:
V”n

da A nur in A-  vorkommt , so sind gleich grosse positive und
negative Fehler gleich wahrscheinlich , was auch in der Annahme
des arithmetischen Mittels liegt . Die Constante h hängt von der
Art der Beobachtung ab ; da cp(A)  abnimmt , wenn h zunimmt , so
wächst h mit der Genauigkeit der Beobachtung , und heisst des¬
wegen Genauicjkeitszahl.

Mit Hülle der Gl. (6) lässt sich die in §. 1 aufgestellte Auf¬
gabe lösen: Sind x0y0z0 die wahrscheinlichsten Werthe der Un¬
bekannten xyz,  so sind die wahrscheinlichsten Fehler der Beob¬
achtungen ie2 u \ . . . u 'm diejenigen Werthe b2ö2bm, welche die
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Gl. (1) §. 1 rechts statt 0 geben, wenn x0y0 2„ substituirt werden;
es muss also nach Gl. (5) und (6)

qp(A) 9 (4 ) . . . cp (Am) e
V «“

ein Maximum werden oder
7t,2 6,2-+- 7t s-■ S22+ . . . 7i, „*sH1! — min (7)

werden. Diese Bedingung, welche zur Bestimmung von x0y0s0 - - -
gerade hinreicht, kann auch so geschrieben werden:

Pi  V + Pj V 4- . . .p m&m*— min (8)
wenn p t p , . ,p m irgend welche Zahlen sind , welche proportional
W . - . fcm* sind.

§ 4. Die Wakrscheinlichkeitsfunktion.
Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers A (positiv oder negativ)

ist nach (6) des vorigen §.:
—;,ap

<HA) = ~ e
y «

= 1 sich ergibt:
A = ®<A) = A = <p(A)  =
0 0,564 1,0 0,208
0,2 0,542 1,5 0,059
0,4 0,481 2,0 0,010
0,6 0,394 3,0 0,000
0,8 0,298 00 0

und At liege , ist nach’Gl (1) § 3:
/fa

-fj Ai
Y 7t' - ’̂ ' dA -u

h
—P
e dt

Ath
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den Grenz

— A und -h A. oder zwischen 0 und dem absoluten er
liege, ist
Wa  2 r A\, n 2 / (A h)3 (£ h)* (AhV«=V~J e dt ^VA  ' 5.21 7.3!_ J 0

(2)

Verschiedene AVertlie von pprA als Function von Ah  gibt die
folgende Tafel (Encke 1834 S. 305)
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Ah diff j Ah W$ | diff | Ah WA diff

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,00000

0,11246

0,22270

0,32863

0,42839

0,52050

0,60386

0,67780

11246

11024

10593

9976

9211

8336

7394

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1.3

1.4

0,67780

0,74210

0,79691

0,84270

0,88020

0,91031

0,93401

0,95229

6130

5481

4579

3750

3011

2370

1828

Derjenige Werth von A,  für welchen
wahrscheinliche Fehler r (»error probabilis«

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1,9

2,0

CO

\\ rA, 0
) ; es

0,95229

0,96611

0,97635

0,98379

0,98909

0,99279

0,99532

1,00000

1382

1024

744

530

370

253

468

= | , heisst der
ist also

(3)

Da nach obiger Tafel für Ah = 0,4 jy -A =  042839 und für
Ah = 0,5 jyA = 0,52050 , so muss rh,  welchem der Werth jjr r =
0,50000 entsprechen soll, zwischen 0,4 und 0,5 liegen ; eine Inter¬
polation zwischen die genauen Werthe einer ausgedehnteren Tafel
der obigen Art liefert rh - 0,476936 . Dieser Zahlenwerth mögeein für allemal mit p bezeichnet werden ; es ist also

rh — Q= 0,4769363 (4)Wenn h =  1, so ist g = r;  es ist also p der wahrscheinlicheFehler für die Genauigkeit 1.
Die Wahrscheinlichkeit , dass ein Fehler zwischen den Grenzen 0 -und dem -«fachen wahrscheinlichen Fehler , also zwischen 0 und nr

liegt , ist nach Gl (2) mit
A = n . r , Ah = nrh = np;
war 2 rnQ
WSr = - / e ~fdt (5)

Verschiedene Werthe von pjz»»' als Funktion von n gibt die fol¬
gende Tafel (Encke 1834 S.°309)

(Bemerkung zu Fig . 1 S. 12.) Weitere Analogieen zwischen Formeln derM. d. kl . Q einerseits , und geometrischen oder mechanischen Gesetzen ande¬rerseits s. in Legendre bouvelles metfioäes pour la detennination des orbites des  co-metes  und d’Arrest  Astr . Nachr . 11. Baud S. 35.
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W anr .diff W„»«• diff

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1,1

1,2

1,3

1,4

0,00000

0,05378

0,10731

0,16035

0,21268

0,26407

0,31430

0,36317

0,41052

0,45618

0,50000

0,54188

0.58171

0,61942

0,65498

5378

5353

5304

5233

5139

5023

4887

4735

4566

4382

4188

3983

3771

3556

1.4

1.5

1.6

1,7

0,65498

0,68833

0,71949

0,74847

1,8 0,77528

1,9 0,79999

2,0 0,82266

2,1 0,84335

2,2

2.3

2.4

2.5

2.6

2,7

0,86216

0,87918

0,89450

0,80825

0,92051

0,93141

2,8 0,94105

3335

3116

2898

2681

2471

2267

2069

1881

1702

1532

1375

1226

1090

964

n W „»r diff

2,8

2,9

0,94105

0,94954

3,0 0,95698

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

4,0

5,0

oo

0,96346

0,96910

0,97397

0,97817

0,98176

0,98482

0,98743

0,98962

0,99147

0,99302

0,99926

1,00000

849

744

648

564

487

420

359

306

261

219

185

155

624

74

Wenn der wahrscheinliche Fehler einer Winkelmessung 10" ist,
d. h. wenn die Wahrscheinlichkeit 7, ist , dass der Fehler einer
Messung kleiner oder grösser als 10", so sagt die vorstehende
Tafel, dass die Wahrscheinlichkeit einen Fehler zu begehen , der
kleiner als 30" ist , (n — 3) = 0,95698, also die Wahrscheinlichkeit
einen Fehler zu begehen , der grösser als 30" (nach Gl (2) §. 3)
== 1 — 0,95698, = 0,04302 d. h. es werden unter 1000 Beobach¬
tungen 43 sein, welche einen Fehler liefern , der grösser ist als 30".

Die Wahrscheinlichkeit 0,95698 für das Fallen des Fehlers
zwischen die Grenzen 0 und 30" hätte man auch (mit etwas mehr
Mühe) aus der ersten Tafel entnehmen können : Wenn r =  10
und A — 30, so ist nach Gl (4)

Ah = _ 1,4308

Geht man hiemit in Tafel I ein , so erhält man durch Inter¬
polation ersten Grads jyA =  0,95655 , und mit Berücksichtigung
der höheren Differenzen yyA =  0,95697, hinreichend übereinstim¬
mend mit dem obigen.!
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Fig . 1.
(Vgl . die Bemerkung auf S. 10.)

Y /,o

GeometrischeDarstellung.  Betrachtet man die Gleichungen (1)(2) (5) als Gleichungen von Curven , -wobei beziehungsweise A,
Ah, n als Abscissen, cp(A), jyA _yy»r als Ordinaten behandelt wer¬
den , so lassen sich durch Aufzeichnen dieser Curven die Gesetze
der Gleichungen (1) (2) (5) sehr deutlich veranschaulichen . Diese
Aufzeichnung zeigt Fig . 1, wobei durchgehends h = 1 gesetzt
wurde ; die Ordinate A B der Curve (p(A), welche zu der AbscisseOi = f gehört , kalbirt die Fläche zwischen der Abscissenachse
OX,  der Ordinatenachse 0 Tund der Curve <jp(A), wie die geome-
tx-ische Deutung der Gl (8) zeigt . Die Abscisse OG,  welche dem
Wendepunkt D der Curve cp(A)  angehört , erhält man durch zwei¬
maliges Differenziiren der Gl (1) :

OC = - ^ . . . . (6)
7»V2 ^ '

mit h = 1 , OC=  0,7071.
Diese Abscisse 0 C ist der später zu besprechende »mittlere

Fehler « (s. §. 6 Gl. (5) und (7).)
§ 5. Wahrscheinlicher Fehler einer Funktion beobachteter

Grössen. *)
Wenn x, xs x ., . . . . beobachtete Grössen , r t r2 r 3 . . . . deren

wahrscheinliche Fehler , und h, h2 h3 . ..  deren Genauigkeitszahlen
sind, so soll der wahrscheinliche Fehler r  oder die Genauigkeit heiner Funktion

x = f (xl , x3, x3 . . .)
angegeben werden.

a) Wenn x —ax t und a constant ist , so ist r = ai\ . . (1)
b) Wenn x = xt + x2, so ist zur Bestimmung von r aus rtund rz auf die Wahrscheinlichkeitsfunktion zurückzugreifen.
Sind A A3 Az bestimmte Fehler von xx t x t , so ist + A2 = A —At
Die Wahrscheinlichkeit , dass 2 bestimmte  Fehler A2 und Az

Zusammenkommen, welche einen Fehler A erzeugen , ist
\ - »S AS h2 - ’>S AS ' h, h, - h * AS - V  (A~ AiS

V« yf it
*) EncJse 1834 S. 299 —304.
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r, h,

h\

: rh = e> so  besteht

Die Wahrscheinlichkeit, dass irgend icelche  2 Fehler At Atsammenkommen, -welche den Fehler A erzeugen, ist
hJll fe - h* AS - V (A- AMA,,

« ! _ «

~VŴ %V« *‘ , +v “V«
7 7 H W J 1wenn/r = -=-!—=- oder

hl+ h* h‘gesetzt wird.
Da nun nach Gl (4) §. 4 [?\ hL —

zwischen r, rlt  r, die Beziehung _
r — (*̂)

Fasst man die in Gl (1) und (2) ausgesprochenenSätze zusam¬men, und dehnt sie zugleich auf mehr als 2 Beobachtungen aus,so hat man

c) wenn x = (7 , a\ -+- az x 2•+- a,  a^ -t- " " ^
d) Um den ŵ schehihchenFehle'r r irgend welcher Funktion

f (xt x2x3 . . .) zu *bestimmen, denke man sich von 2; 3 • • •fehlerfreie Beträge 0, 0, 03. . . abgesondert, so dass die Fe
x nunmehr an den Resten Axt = *1 — ci etc- haften.^ Da nun
f (*„ « „ * 3 . . .)= fK , e„ c3 . . 0+ ^ *1+ £ ;^ x«+ +
SO ist, wenn Jas, Ja;2 zlai3 . . . sehr ‘klein sind, der gesuchte wahr¬scheinliche Fehler r von x gleich demjenigen der linearen F

8f A

d. h. nach Gl (3)
8a:, Ax, __8f

8x,■Ax,

r~V(Jto +fJkr0 ^(M;r0 (4)

Cap. II.
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate.

§ <>• Arithmetisches Mittel hei Beobachtungen Ton gleicher
Genauigkeit.

Wenn n gleich gute Beobachtungen az . . .an  einer Unbe-
kannten x vorliegen , so ist nach §. 1 der wahrscheinlichsteWerth®o derselben das arithmetische Mittel:

die Differenzen 8t = x0— a t
83 = a:0 — a 3

ön = ^ 0 — ®'n

*) Wir werden künftig , wie allgemein üblich , Summen gleichartiger Grössenconsequent durch eckige Klammern bezeichnen.
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deren algebraische Summe
[*] — 0 . • • (2)

ist , sind die »icahrscheinlichsten Beobachtangsfehler«. Wenn man
die »wahren Beobachtungsfehler«

AL— x — (?!
A 2 — X - « 3

Aii -- x — an
vorläufig als gegeben voraussetzt , so kann man daraus den Werth
h oder r  für eine Beobachtung bestimmen . Die Wahrscheinlich¬
keit des Fehlersystems Ax A2. . . A n ist nach Gl (5) und (7) §. 3,
wenn alle h einander gleich sind:

J?L e- » UA\  ( 3)y«'*
Es muss angenommen werden , dass hei Entstehung der Fehler
At A2. . .An  diejenige Genauigkeit h vorhanden war , welche mit
grösster Wahrscheinlichkeit dieses Fehlersystem erzeugt , *) d. h.
für welche der Ausdruck (3) ein Maximum wird. Diese Bedingung
liefert

h J \ f n (4)V 2 [AA] K
oder weil rh = q :

>' = Q V 2 "\ / iÂ (5)

der Werth '\ /' ^^ ^  ̂heisst der *>mittlere Fehler « (error medius)
einer Beobachtung , bezeichnet man ihn mit m,  so ist

r = eV^ m (6)
wobei = 0.67449 (log q y ~2 = 9.82898)
da rh = q, so  kann man statt (6) schreiben:

1
h V2 ( 7)

womit die am Schluss von §. 4 aufgestellte Behauptung gerecht¬
fertigt ist.

Da nach Gl (6) mittlere und wahrscheinliche Fehler propor¬
tional sind , so gelten die in §. 5 entwickelten Sätze auch für
mittlere Fehler , namentlich gilt also auch die Gl (4) §. 5 wenn
r i\ r2 r , . . . durch m m , m, m2 . ..  ersetzt werden.

Die Gl (5) gilt ganz allgemein für jede Anzahl n von Beob¬
achtungen , wie ihre Entwicklung zeigt , wenn also nur ein  Werth
A vorhanden ist , so ist

r = q y 2 A (8)
d. h. wenn nur ein  wahrer Beobachtungsfehler vorliegt , so ist
anzunehmen , dass er der mittlere ist (und nicht wie man vielleicht
vermuthen könnte , der wahrscheinliche ).

Nachdem der wahrscheinliche Fehler r  einer Beobachtung ge-

*) Gauss „Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, “ Zeitschrift für
Astronomie etc . von Lindenau und Bohnenberger I Band (1816) S. 188 und
Encke 1834 S. 280.
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funden ist , ergibt sich derjenige des arithmetischen Mittels mitHülfe der Gl (3) in §. 5, denn da nach Gl (1)1 1 1;r0= - «i H— «3  4 - . . . -h -- «»°nn  «
also eine lineare Funktion der Beobachtungen o, deren wahr¬scheinliche Fehler sämmtlich = r sind, so ist der wahrscheinliche
Fehler 2t von x„: __S=V GO+G0+--G0

(9)y nalso auch mittlerer Fehler M des Resultats
m

M = 77 = (10)y n
Man kann x0 als Resultat einer Beobachtung betrachten , deren'wahrscheinlicher Fehler H ist , es ist also das Genauigkeitsver-hältniss dieser fingirten Beobachtung und einer ursprünglichenBeobachtung durch die Werthe it und r festgestellt . Häufig be¬dient man sich zu dieser Feststellung der Zahl n,  welche angibt,wie viele Beobachtungen der einen Art in ein arithmetischesMittel vereinigt werden müssen , damit dieses die Genauigkeiteiner Beobachtung der anderen Art hat . n heisst in diesem Falledas Geioiclit  der letzteren Beobachtung , wenn man das Gewichteiner Beobachtung der ersteren Art = 1 setzt . Die Gewichte .sind also nur Verhültnisx/Ahlun.
Wenn r r mm pp ' hh’  die wahrscheinlichen Fehler , mittlerenFehler , Gewichte und Genauigkeitszahlen zweier Beobachtungensind, so ist

(11 )
r * m3_ p ' h' 2
r' 2~ m'2 p ~~ h2

Den Sätzen des §. 5 über wahrscheinliche Fehler entsprechendemnach gewisse andere über Gewichte:
**ftd Pt Pi •* die Gewichte von xL xz . • so findet sich das Gewicht^ von x aus der Gl:

1 ??+ ?! + . . . . ( 12)p Pi PzDa die Werthe A nicht bekannt sind , so kann die Rechnungwon r nach Gl (5) nicht ausgeführt werden . Näherungsweisesonnte man statt A die Werthe 5 nehmen , besser aber so. ver¬fahren *) :
Da A = * — o , b = — a,  so ist A = S 4- * — x0x —  *0 ist zwar unbekannt , allein man kann näherungsweise da¬

für den mittleren Fehler M = - des Resultats xa nehmen (nicht, V«
üen wahrscheinlichen , vgl. die Bemerkung zu Gl (8), und hat dann

Vn
*) Encke 1834 S . 283.
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A’-= S2-t-1~
2 mS

n Yn
Durch Addition aller n derartiger Gleichungen erhält man

[A A] = [5 8] + »J*-f- 2 m Yn [8]
das letzte Glied ist nach Gl (2) gleich Null , also weil [AA] = nm !:

n n—1

und somit r = p ^ 2

Wenn eine sehr grosse Anzahl von Beobachtungen vorliegt,
so kann man r noch auf eine andere bequemere Art *) rechnen
als nach Gl (14).

Es ist nemlich die theoretische absolute Summe der wahren Fehler:

(13)

(14)

2 )i » n -= - /Ae
« /

also r = -?-= qVkfl

h VirJo
-M

t e dt=
h Yn

(15)

Der Werth kann durchschnittlicher Fehler  genannt werden.

Yn (n—1)

Um die A durch 8 zu ersetzen , kann man nach (13) annehmen,
dass jedes A im Durchschnitt grösser als das entsprechende 8 ist im
Verhältnis Y n -Y n—1 also

[8]
M

somit statt (15):
M **) nn

»• = e ^ rt77 = = ^ (16)y n (n — 1)
wobei p Yn — 0,84535 log p Yn = 9 -92704.

üebrigens ist hier die Unterscheidung zwischen A und 8 von
geringerer Bedeutung als bei der Rechnung mit den Quadraten,
weil Gl (16) nur bei einer sehr grossen Anzahl n von Beobach¬
tungen anwendbar ist.

Auch wenn diese Bedingung erfüllt ist , ist die Bestimmung
von r aus (16) weniger gut als die aus (5), denn es ist, rfi yB( 1±p

v n —ly Yn —147694^

f = QYn
[8]

Yn (n —1)
A 0,50958 \ ***)0± v̂ -i)

woraus die wahrscheinlichen Unsicherheiten der beiden Bestim¬
mungen ersichtlich sind.

Bezeichnet man mit d den durchschnittlichen und mit m den
mittleren Fehler , so folgt aus (5) und (15)

*) Gauss,  Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen . Zeitschrift voh
Emdenau und Bohnenberger Band I S. 191—194 und Encke 1834 S. 288—299.

**) Peters,  Astr . Nabhr . Band LXIV S. 29 mit anderer Herleitung.
***) Gauss,  Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen . Zeitschrift v»

Lindenau und Bohnenberger Band I S. 194. Encke 1834 S. 292 u . Astr . Nachr-
74. Band S. 212.
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m = Y ~ d = 1,2533 d

wobei 10̂ « = 0.09806
§ 7- Arithmetisches Mittel hei Beobachtungen von -ungleicher

Genauigkeit.
Eine Unbekannte x wurde n mal beobachtet und die Resultate

ai az . ■. an mit den Gewichten p t p 2 . .pn erhalten.
Mit Rücksicht auf Gl (11) des vorigen §. ist der wahrschein¬

lichste Werth sc„ der Unbekannten zu bestimmen mit Hülfe der
Bedingung (8) §. 3 nemlich

[p &d] = p l (xa—al )z +R 2(x„—«s)2 + . . ■Pn (x0—an)2 =  minworaus

(1 )
_ [ap]

° ~ ~ Ü >]
Wenn Ax — x —at, = x—a, . . die wahren Beobachtungs¬

fehler sind, so ist nach (11) § 6 anzunehmen , dass, wenn die Ge¬
wichte statt PiP z . . sämmtlich = 1 gewesen wären , man die Be¬
obachtungsfehler ,/f, V px A,  Vj) 2. . . erhalten haben würde.

Also ist der mittlere Fehler einer Beobachtung von Gewicht1 nach Gl (13) ■§. 6

» = ’\ / ® = A/ [-Ö (2)y n y n—1
Die mittleren Fehler der Beobachtungen at az . ..  finden sich, . m m

hieraus -y = - . ..
VPi VPz

und der mittlere Fehler des Resultats x0 durch eine ähnliche
Schlussfolge wie bei Gl (9) §. 6

M =
VLp]

(3 )

§ 8. Der mittlere Pehler.
Im Bisherigen erschien der mittlere Fehler nur als Hülfsgrösse

zur Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers , es gibt aber 1alle,
in welchen das Fehlervertheilungsgesetz der Gl (6) §. 3 und da¬
mit auch die Gleichung (6) §. 6 nicht gilt . (Wenn z. B. ein
unendlicher Dezimalbruch auf eine gewisse Anzahl Ziffern abge¬
rundet wird, so ist die Wahrscheinlichkeit des durch die Abrundungentstehenden Fehlers nicht nach dem erwähnten Gesetz sondern
nach einem viel einfacheren abhängig von dem fehler selbst ; es
sind nemlich alle Fehler zwischen den Grenzen 0 'und 0,5 Ein¬
heiten der letzten Dezimale gleich wahrscheinlich , alle anderen
unmöglich.) ln solchen lallen empfiehlt es sich , statt das jedes¬
malige Fehlervertheilungsgesetz besonders zu umersuchen , den
mittleren Fehler nach der bei Gl (5) §. 6 gegebenen Erklärung
als selbstständige Grösse zu behandeln , wie Grams  in der »theoria
combinationis « art . 6 gethan hat.

Macht man in Betreff des Fehlervertheilungsgesetzes keine
andere Annahme als die, dass gleich grosse positive und negative
Fehler gleich möglich sind, so lässt sich leicht beweisen , dass der

Jordan , Taschenbuch d. prakt . Geometiie . 2
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mittlere Fehler m einer Summe oder Differenz zweier Beobach¬
tungen , deren mittlere Fehler m, und mz sind , ist:

in = Y ml -+- m1
denn wenn A Az A2 bestimmte Fehler der betrachteten Werthe
sind , so ist

A = Al ±A,
A- — A\  4 - A\ + 2 At Az

Wenn n solcher Gleichungen vorliegen , so bekommt man durch
Addition und Division mit n der Definition des mittleren Fehlers
entsprechend:

, [4 ] + 2t4 4]
n n n n

[A2 A2] muss nach unserer Annahme = 0 werden also
m2= in\  4- mf

Ebenso lässt sich eine der Gl (3) §. 5 entsprechende Gleichung
für mittlere Fehler beweisen .* *)

Wenn nemlich x = a, xt -+-a2x24- a3 x3 4 - . . . eine lineare
Function der mit den mittleren Fehlern ft, y2 ft, . . oder den Ge¬
wichten p t p 2 p3 . . beobachteten Grössen xt x2 x3 . . ist , so ist der
mittlere Fehler ft und das Gewicht P von x bestimmt durch:

ft = ftj 4- a| ftf + a| ft| 4- . . • (1)
. CI r Ct ^ Cl q' /rt\
•5 = — 4 - — + — 4 - . . . (2)P Pi Pi Pz

Wenn in  Gleichungen von der Form (1) §. 1 zwischen n Un¬
bekannten x y z vorliegen , so kann man die Bedingung aufstellen,
es sollen die xy s so bestimmt werden , dass ihre mittleren zu
fürchtenden Fehler möglichst klein werden . Gauss  findet (theoria
combinationis art . 20 u. 21) , dass diese Bedingung und die bei

h _ i,i ja
Gl (7) § 3 ausgesprochene , auf das Gesetz -j -~ e gegrün-\ 7t
dete , auf dieselben Werthe xys  führen.

Demnach gilt die ganze Methode der kleinsten Quadrate , sofern
man nur von imitieren Fehlern  redet , ganz allgemein , ohne irgend
welche andere Annahme über das Fehlervertheilungsgesetz , als
diejenige gleicher Wahrscheinlichkeit für gleich grosse positive
und negative Fehler.

Wir werden deswegen im Folgenden , wenn nicht besondere
Gründe dagegen sprechen , unsere Betrachtungen immer auf mitt¬
lere  und nicht auf wahrscheinliche  Fehler gründen , nach Anweisung
von Gauss  selbst , welcher in dem »Briefwechsel mit Schumacher«
I pag . 433 sagt : »die sogenannten wahrscheinlichen Fehler wünsche
ich eigentlich als von Hypothese abhängig ganz proscribirt , man
mag sie aber berechnen , indem man die mittleren mit 0,67449
multiplicirt .«

§ 9. Bestimmung des mittleren oder wahrscheinlichenFehlers
aus den Differenzen der Beobachtungen*).

Unter Umständen kann man mit Vortheil die gegenseitigen

*) theoria combinationis art . 18.
*)  Vgl . Astr . Nachr . 74. Band S. 209 . (1869),

„ „ 74. Band S. 283. (1869).
„ 79. Band S. 219. (1872).
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Differenzen der Beobachtungen statt der wahrscheinlichsten Be¬obachtungsfehler zur Bestimmung des mittleren Fehlers einerBeobachtung benützen.Die Wahrscheinlichkeit , dass zwei Beobachtungen von gleicherGenauigkeit h die Differenz d liefern , ist
11 J ‘1a>
VzV« e 2wie sich mittelst einer Betrachtung , welche der des §. 5 ähnlichist , zeigen 'lässt. Es befolgen also die Beobachtungsdifferenzengenau das Gesetz der Beobachtungsfehler , weshalb man von^Mittlerer«  und »wahrscheinlicher Differenz« reden kann, wie vonmittlerem und wahrscheinlichem Fehler , und es ist

D = mV  2 (1)Wenn D die mittlere Differenz zweier Beobachtungen , und m dermittlere Fehler einer Beobachtung ist.Die Gl (1) lässt sich auch unmittelbar (ohne Rücksicht auf dieWahrseheinlichkeitsfunktion ) nachweisen.Hat man eine Unbekannte wfach mit gleicher Genauigkeit be¬
obachtet , so führt die Betrachtung der : Differenzen, welche
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i lqqcpi, zu einer neuensich zwischen den w Beobachtungen bilden ’
interessanten Begründung der Gl 13 §. b- . i.0vnrmt sind, soDa die wahren Beobachtungsfehler mittlerezieht man die Differenzen d zu Hülfe , und rechnet amDifferenz zweier Beobachtungen:

D ■V= (2)[dd]
\n (n — 1)und daraus vermöge (1) den mittleren Fehler einer Beobachtung;m=Y -7 ^ -n (3)y n (n ■— 1)Dass die Differenzen d nicht -unabhängig sind, ist hiebei ganzgleichgültig.

Die n ” ~ 1 Werthe der Differenzen ä sind , in den wahrschein¬
lichsten Beobachtungsfehlern ausgedrückt , die folgenden;

bt — 5, 6, — 8»

— 6n b2 — bn '• bn — t bnDurch Quadriren und Addiren erhält man:[d d\ = (7i— 1 ) [8 5] — 2 (b, b2-+- bz 4- . . . ön—t bn)[d d\ = (71— 1 ) [6 6] -+~[5 6] [5j-yexm [6 ] die algebraische Summe der 5 bedeutet , welche = 0“t , also
[flt(Z] = M[8 8]

[d d] [8 8]
n (n — 1 ) n — 1°nut Gl (13) § 6 bewiesen ist.

Die Betrachtung der Differenzen führt zur Lösung
2*

folgender
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praktisch wichtiger Aufgabe: Man hat n Beobachtungen ver¬
schiedener  Unbekannter je zweifach wiederholt , und dabei die
Differenzen dl dz . . ■dn erhalten ; es soll der mittlere Fehler einer
Beobachtung von Gewicht 1 bestimmt werden.

Wenn pi pi . . . pn die Gewichte der Beobachtungen sind , so
findet man die mittlere Differenz zweier Beobachtungen vom Ge-
wicht 1 nach Analogie von Gl (2) § 7:

indem die Differenzen d wie wahre  Beobachtungsfehler A behaB'
delt werden. Der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Qe'
wicht 1 ist _

V 2 n
Ausser den Differenzen der Beobachtungen lassen sich auch

noch andere Funktionen der Beobachtungen wie Beobachtung*'
fehler behandeln, z. B. bei Triangulirungen die Abweichung de*
Dreieckswinkelsummevon der theoretischen Summe 180° -+- sph
Excess. Ob durch solche Betrachtungen ein theoretischer ode1
praktischer Gewinn erzielt wird, kommt auf den einzelnen Fall sfi-

§ 10. Ausgleichung mittelbarer Beobachtungen mehrerer Ub'
bekannter.

Es sind n UnbekannteX Y . . .*) zu bestimmen aus m Beobacb
tungen Bl B >B3 .. .**) deren Gewichte p, p , p3 . . . sind , wenA
zwischen den Unbekannten und den Beobachtungen folgende 0*
»Bedingungsgleichungen« bestehen:

0 = (2 T ) -
0 = F 1(II ) - J 1 (1)
0 = F 3 (XT ) - Bj

Wenn m >̂ n,  wie hier immer angenommenwird, so wird wegef
der unvermeidlichen Beobachtungsfehlerkein SystemX  V allen  Gle’"
chungen(1) Genüge leisten, und man wird statt (1) bekommen:

a1= JF\ (xr ) - .B1|
Sz= I<\ (XY ) - B 3\ ( 2)
8, = F ! (II ) - B3I

worin 8 die wahren Beobachtungsfehler der B vorstellen , we» 11
X Ydie wahren Unbekannten sind, dagegen die wahrscheinlichste!1
Beobaehtungsfehler, wenn X Y die  wahrscheinlichstenWerthe sind»
wir haben es hier mit dem zweiten Falle zu thun.

Versteht man unt er X0 Y0 Näherungswerthe vonX Y,  undunte f
xy  deren Correktionen, so dass

X —X„ + x )
r = r 0+ 2 /l w

so kann man mit Hülfe des Taylor’schen Satzes, unter der AB
nähme, dass x y sehr klein sind, die Gl (2) in folgende uniforme®'

8, = a, x -+- b , y + w\ j
l>i = at x + &2y + w>3 > (4)

_ _ _ 83 1~ a3 x -+- h3 y  H- w3 l
*) Wir werden bei diesen Entwicklungen der Uebersichtlichkeifc wegen st®,^

n Symbolen immer nur deren 2 und statt m deren 3 schreiben ; wie sich <Bg
Sache bei mehreren gestaltet , lässt sich leicht überblicken , und wird am Schlu9s
angegeben werden.
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, . bF , 6F I
wobei a = — &= jy (5)

w = F (Y0X0) - B i
Nun sind die wahrscheinlichsten Werthe xy  diejenigen , welche

le  Bedingung [p 6 S] = min Gl (8) § 3 erfüllen . Setzt man diese
-— O on flrJomnsinVi •ure = ß , ao soll demnach:

ß = p t 81-+-p t 6| + p 3 5| = min sein.
Nach Gl (4) ist

ß = [ßaa ] x2-+- 2 [paV] xy + 2 [paw ] x j
hieraus;

+

0ß

8ß
02/

= [? <*»] * ■

= [F a &] x ■

lpbb ] y2

[.pab ] y -

[> &&] y -

2 [pbw ] y

[paw] = 0

(6 )

[p bw] — 0 j
(7)

Aus diesen sogen. Normalgleichungen  findet sich x und y.  Um

* zu eliminiren , multiplicirt man die erste Gl. mit und
, [paa]

uotrahirt sie dann von der zweiten . Wenn man setzt:
[pab]

[pbb .l ] — [pbb ] —

[pbw.  1] = [pbw ] ■
so erhält man y = [pbw.  1]

[pbbJ]

r ] [po6 ] j[paa]  (
. w](
[paa]
(9)

(8 )

Gewicht von y *).
.. Wenn der Ausdruck (9) derart entwickelt wird, dass y als
’ueare Funktion von tvl w 2 w 2 erscheint , so kann man , da die

Mittleren Fehler und Gewichte dieser letzteren gleich denen der
p'spriinglichen Beobachtungen _Bt B2 B 3. . . sind, den mittleren

ehler oder das Gewicht von y nach Gl (12) §. 6 angeben.
, Bei nur 2 Unbekannten x y hat diese Entwicklung des Aus¬
rucks für y keine Schwierigkeit , und führt sofort zu dem ge-
JJ^schten Resultat . Eine von der Anzahl der Unbekannten un-
Ö fUgige Bestimmung des Gewichts ist die folgende:

■Die Entwicklung von (9) möge geben:
^ y -t - ßt w + ß2 w2 ß 3 w3 —: 0 (19)

ornach das Gewicht «}/* von y vermöge Gl (2) §. 8 sich be¬
nimmt aus:

7 _ fließt .
Pv Pi P*% p 3 L p

Um Beziehungen zwischen den Coefficienten a b und a ß her-
^teilen, soll die Auflösung der Gl (7) nach der Methode der

^bestimmten Coefficienten vorgenommen werden . Multiplicirt
au neinlich die erste der Gl (7) mit Q2 die zweite mit Qt . und
estunmt Qt und Q2 aus den 2 Gleichungen

1,'i oi)

*) Vgl . d . Verf . in Schlömilchs Zeitschrift f. M . u . Ph . Jahrgang 1872.
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'Lp««] Qi+ Lp “ B] Qi= oi n9\
so wird y -+- [p a ic] Qz + \p b «:] Qz —  0
oder nach wt wz w3 geordnet:

y -+- (QiPi «i -i- Q%Pi \ ) »i + (QiPi  «2 + QzPz h ) w%
+ (QiPz«j + Q2ä  &3) «’s = o.

Aus der Vergleichung dieser und der Gl (10) folgt:

'7 = Qi + Q2 \1J t
ßz

hieraus wegen (12):

und dann

öi « j -+- Qz hP 2
~̂ = Ql a3 + Qz\P 3

O fl = 0 [6fl = 1

[ « ] = « . '

Man findet also wenn man aus Gl (12) Qz eliminirt , und
dann Qz bestimmt.

Da aber die Coefficienten von Qt Q2 in Gl (12) gleich denen

von xy  in Gl (7) sind, so erhält man auch m , wenn man in
Gl (7) [.patv] = 0 und [pbw] = —1 setzt, und dann die Glei¬
chungen nach y auflöst . Das heisst nun aber nichts anderes , als

es ist m  derjenige Werth , welchen y in Gl (9) annimmt , wenn
[paw ] =  0, [j) bw] = —1 gesetzt wird. Dann wird nach (8):

~ß  (3t 1
[p  6 iv.  1] = — 1 also

m
und rf]

[pbb.  1]

= Pu - [pbb.  1] (14)

Um das Gewicht p x von x zu finden., muss man die ganze
Operation wiederholen , indem man aus den Gl (7) zuerst y eli¬minirt.

Mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 und mittlerer
Fehler von y.

Wenn xy  die wahren Werthe der Unbekannten wären , so
wären die Werthe 5 der Gl (4) die waljren Fehler der an Stelle
der Beobachtungsgrössen B tretenden w,  und es wäre der mittlere
Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 nach Gl (2) §. 7

l*i =\f Lp8«]V m
da aber x y nicht die wahren , sondern nur die wahrscheinlichsten
Werthe der Unbekannten sind, so sind auch die 5 der Gl (4) nicht
die wahren , sondern die wahrscheinlichsten Beobachtungsfehler.
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Statt dennoch näherungsweise nach obiger Gleichung zu rechnen,
tarn man mit Hülfe einer Schlussfolgerung *), -welche der bei
Gfl(13) §. 6 angewendeten analog ist , die bessere Gleichung auf-
steilen :

Mi v  o' m — 2
bei 2 Unbekannten , und allgemein:

Mi

= \f  Lp a 8]V ii
llgenn

y m — n
bei n Unbekannten,

Sodann ist der mittlere Fehler von y

Pu = : Mi Lp«a]

(15)

(16)

(17)
Vpu v Pu( m ~ n)

Was die Berechnung von [p S S]  oder 12 betrifft , so hat man
hiezu folgende Wege:

1) Man substituirt die aus (7) ermittelten wahrscheinlichsten
Werthe xy  in die Gl (4) oder die Werthe X = X0 x , Y = Yt y
in die Gl (2) und rechnet sodann [p b 5].

2) Man substituirt xy  in (6) und hat dann unmittelbar
12= 6 5],

3) Man wandelt Gl (6) folgendermassen um : *)
12 :

A A ii r;
1- [p w w.2]\paa ] [p b b.  1]

wobei A —[p a a] x -t - [p a 6] y [jp a io]l
B' = [pbb . \ \ y -t - \p b w.Y\  j

lp 66.1]= [p bbj- ^ fjpab ], [p iow.Y\= [p tvio}

(18)
[pai o]
IpaaJ

Lp aw]
(19)

b bw.  1]= [pi l0]—l̂ 3 ^ pcml [pimv.2] = [p [P bw.l]
^ie theilweise schon in (8) angegeben ist.

Die Bedingung 12= min  hat solche Werthe xy  ergeben , für
Welche vermöge (7) und (9) A und B'  verschwinden , es ist also

12)iii)! = lp b 8] = [p w io.2] (20)
°der mit Rücksicht auf (19) :

r o-T r 1 [pawY [pbw .IV
[p ww.2] = Lp« « ] - . . (21)

Bemerkung über die Gewichte.  Wenn alle Gewichte gleich sind,
kann man sie gleich 1 annehmen , und dann fallen sie in allen

Formeln dieses § fort . Wenn die Gewichte nicht gleich , aber so
beschaffen sind, dass ihre Quadratwurzeln bequeme  Zahlen sind, so
kann man die Mitführung der Gewichte durch die ganze Rech¬
nung ersparen , wenn man die Gl (4) mit VPi >VP *>Vps ■■■ mul-
«plicirt.

Bezeichnet man dann

*) Theoria combinatiouiß art 37 n . 38 . Encke 1835 S. 318—320.

*) Gauss,  Disquieitio de elementis ellipticis Palladis art 13. Encke 1835
273—277.
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8Yp = 8' d Yp = a bYp = V w Yp = w' etc .,
so kann man in allen folgenden Gleichungen die Gewichte weg-
lassen, gerade wie wenn sie alle gleich wären, wenn man zugleich
consequent 8' a V ic an die Stelle von dabw treten lässt.

Wenn nahezu alle Gewichte gleich sind, und nur eines oder
wenige den 2 oder 3faehen Werth der übrigen haben, so kann
man die diesen entsprechenden Bedingungsgleichungen (41 bzw
2 oder 3fach anschreiben, und mit den vermehrten Gleichungen
weiterrechnen, indem man ihnen allen gleiches Gewicht beilegt.
Nur der Werth fi  Gl (16) und damit auch etc. werden dadurch
ein wenig anders erhalten werden, als bei dem gewöhnlichen
Verfahren; jedoch wird die Aenderung zum Vortheil der neuen
Rechnung ausfallen.

§ 11. Zusammenstellung der Resultate des vorigen§. nebst
Rechmungsproben.

Wir werden der Kürze wegen hier die Gewichte aus den For¬
meln weglassen, müssen also annehmen, dass wenn die Gewichte
nicht alle gleich sind, unter 8 abw nicht die Werthe der Gl (4),
sondern die am Ende des vorigen §. mit 8’ a V w' bezeichneten
Grössen verstanden sind. Wenn man diese Annahme nicht machen
will , so muss man in jedem Klammercoefficientenp als Faktor
zusetzen, also z. B. [pbw . Y] statt [bw. 1] schreiben.

Wenn zur Bestimmung von 2 Unbekannten xy <m, Gleichungen
von der Form (1) § 10 vorliegen, in welchen die Werthe S durch
unmittelbare Beobachtung gefunden wurden, so bildet man mit
Hülfe von Näherungswerthen !Fn und Differenziirung die Coef-
ficienten abw der Gl (4). Wenn die Gl (1) an sich schon linear
sind, so ist die Einführung von Näherungswerthen streng genom¬
men nicht nöthig, sie ist aber fast immer räthlich, weil dadurch
erreicht wird, dass die ganze Rechnung sich in kleinen Zahlen
bewegt.

Nach der numerischen Berechnung von abw bildet man zum
Zweck von Proberechnungta noch die Summen s = a -+- b -+- w,
und stellt dann folgende Tabelle zusammen:

a, bl w l st
a2 &2 w2 s 3

Um bm Wm Sm
Die Rechnung der Quadrate aa bb etc. geschieht unmittelbar

mit Hülfe der Quadrattafel, die der Produkte ab aiv etc. nur
dann unmittelbar, wenn die Coefficienten sehr einfache Zahlen
sind, andernfalls bestimmt man

[ab] = ‘ ([(o q- &)2] — [aa] — [&&]) etc. (1)
Man erreicht dadurch namentlich den Vortheil , dass man bei

verschiedenen Vorzeichen der ab etc. nicht 2 Columnen ab (für+
und —) schreiben, überhaupt auf die Vorzeichen keine Rücksicht
zu nehmen hat. ausser bei Bildung der Summen s, a+ b etc.

Demnach hat man obige Tafel noch durch folgende Columnen
zu ergänzen

«i + &i | at H- wt aL+ st K *+- 1Vt h + sl W, H- s.
tto j az •+-w2 «2 + «2 b* + Wj bz "+■ s 2 U’z -+- s,
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Nach erfolgter Quadrirung aller einzelnen Zahlenwerthe , und
der Berechnung derProduete macht manfolgende Zusammenstellung:

[na ] | fab] [cnc] [as]
i m [b w] [bs]

[tew] [ics]
[skj

Welche die Proben:
[аа] -4 - [ab] 4- [uw] = [as]
[аб ] + [66] -+- [6w] = [bs ] etc.

liefern , wie oben durch Linien angedeutet ist , und im
Senden consequent geschehen soll.

Dann rechnet man (mit Benützung des im nächsten
sprechenden Schemas) nach Gl (8) :

[bb . l ] | [bw . 11 I [ü>s . 1]
| [lOW■1] | . 1]

I [«*. 1]
und [ww.  2] | [ws.  2]

I [*s ■2]
welche 3 letzte Grössen gleich werden müssen.

[bw . l]
ist y ~Dann

Gewicht von y : pv
[p6 6]

•Mittl. Fehler v. Gewicht 1: fi, = \ f LffA?
V m —

[bb . l]
= [bb . l]

■[ww. 2]
[phö]

Nachfol-

§. zu be-

Mittl . Fehler von y . —1=
VPy

Um x, p x, fix  zu erhalten , hat man die ganze Rechnung zu
wiederholen , indem man mit Umstellung der Nonnalgleichungen in

[bb] y ■+ [ab] x -t- [btv] =  0
[ab] y -t - [aa ] x -+- [««.’] = 0

* zur letzten Unbekannten macht.
Die mitgetheilten sehr zahlreichen Proben ' sind bei einiger

Hebung, wenn nur 2 oder 3 Unbekannte vorhanden sind , theil-
Weise überflüssig, und man kann sich hier mit der Probe begnügen,
dass [ww. 2], dessen Bestimmung man bei Gelegenheit der Bestim¬
mung jeder Unbekannten vornimmt , hiebei übereinstimmend er¬
halten werden muss.

Dadurch wird die ganze Rechnung von Aufstellung der abw
bis zur Auffindung von xy  controllirt ; eine Probe für die zwischen
Hl (1) und (4) des § 10 zu machenden Rechnungen erhält man,
Wenn man noch [j?56] aus den Gl (2) rechnet , wodurch wieder
l*t’w . 2] erhalten werden muss.

Wenn alle diese Proben stimmen , so kann man mit einer an
absolute Sicherheit grenzenden Wahrscheinlichkeit die Fehlerlosig-
heit der Rechnung behaupten.

Der Bau der Klammercoefficienten [bb . l ] etc. lässt sich leicht
dem Gedächtniss einprägen , wenn man ausser den unmittelbar in
die Augen fallenden noch folgende Eigenschaften merkt:
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1) Jeder Klammercoeffieient wird = 0, wenn man die symboli¬

schen Zeichen algebraisch auffasst z. B.
i—, r, [h &lr , abaw
\bw.  1] = \bw\ — j [aw] = bw - = bw —bw = 0ydd j d d

2) Wenn 1 2 3 . . in der Klammer steht , so steht im Nenner
des Subtrahenten bzw. [an ], [66. 1], [cc .2] . . . .

Bei 4 Unbekannten xy zt  hat man mit Zuziehung der Probe¬
glieder folgende Zusammenstellung:

= at x + 6 , y -+- c t z -+■dt t -+- wt =  0
Sj = a2 x -+- b3 y -+• Cj z + d 21-+- = 0

hieraus:

6m= CtmX~\~bmy CmZ“t "dmt ~\- Wm— 0
[aal I [a &l I Tacl I Taal I \aw]  I [asl \

I L6&j I Pc] | [&?TT [&«■! t IH
I [cc] I [cd] | [civ\ | [c s] \ (A)

| [dd ] | [dw\ | fds ] I
| [Will]| [ws] \

! [««] 1
[t &. l ] | [6c . 1] [&d . l] [&tü. l ] | [6s . l]

1 [ec . 1] 1 [cd . 1] [CMJ. 11 | [CS. 1]
i [dd. 1] | [dw . 1] j [ds . l]

1 [ivw.Y\ | [ros.1]

1 [cc . 2] | [cd . 2]
| [dd. 2]

i [*«:. i ] J
[c'io. 2] | [cs . 2]
[dw.  2] | [d s .2]

1

| [dd . 3]

[ivw.  2] | [ws .2]
1 [SS.2] }

| dto. 3] j [ds . 3]
| tvw.3] | |dcs .3] }

rrs'^-3] i
| tvtoA] |[ mjä'. 4] )

TCTs. 41/
[d w. 3]

t = - [ddÄ\
s] = [wwA ] ttt =\f [j>863

(B')

(C")

(D"')

(E"")

11\
w = VJt

Wenn alle 4 Unbekannten und deren Gewichte bestimmt wer¬
den sollen , so kehrt man nach Vollendung der obigen Rechnung
die Normalgleichungen vollständig um , so dass x die letzte Un¬
bekannte wird. Diese bestimmt man dann nebst px gerade so
wie t bestimmt wurde , z und pE findet man durch Umkehrung
der 2 Gleichungen , deren Coefficienten in Gruppe (C") vereinigtsind, nemlich:
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[ec .2] 2 + [e d .2] t -+- [c w . 2 ] = 0
[c<7. 2] z -+- \dd.  2] t + [dw.  2] = 0m
[dd .2] t + [cd .2] z + [d w . 2] = 0
[c d.  2] t -+- [c c.  2] z -+- [e w . 2 ] = 0

und Elimination von t.  Entsprechend findet man yxat &py.  Wenn
man nur xy zt  und nicht auch p x Py pz pt  hätte haben wollen,
so hätte man dieses erreicht durch Sustitution von t in die Glei¬
chung, deren Coefficienten in Gruppe (-D'") stehen etc.

Die Bestimmung der Gewichte hat eine  vollständige Wieder¬
holung der Elimination mit Umkehrung der Ordnung der Unbe¬
kannten nöthig gemacht.

Ebenso verhält es sich bei mehr als 4 Unbekannten.

§ 12. Beispiel einer Bestimmung von 2 Unbekannten aus9
Beobachtungen von gleiche Genauigkeit (nt =9 n ~ 2 ).

In den »WürttembergischenNaturwissenschaftlichen Jahresheften«
Jahrgang .XXIV (1868) S. 260 sind von 9 meteorologischen Sta¬
tionen die Meereshöhen h und die 12jährigen Barometermittel B
mitgetheilt , nemlich (mit Umwandlung in Metermaass):

1. Bruchsal
2. Canstatt
3. Stuttgart
4. Calw
5. Friedrichshafen
6. Heidenheim
7. Isny
8. Freudenstadt
9. Schopfloch

Es soll zwischen h und B eine

m mm
120,2 751,18
225.1 742,37
270.6 738,50
347.6 731,27
406.7 726,99
492.4 718,16
708.1 700,48
733.5 697,64
768,9 695,23

Beziehung von der Form
h = Y log - . . (1)

hergestellt werden, wobei die trigonometrisch bestimmten Mee¬
reshöhen als fehlerfrei , die Barometerstände als gleich genaue
Beobachtungen zu behandeln sind.

Um vorläufig ungefähr die durch die Beobachtungen bestimmte
Abhängigkeit von h und B zu untersuchen , trage man die Werthe
h als Abscissen, und B als Ordinaten auf (oder umgekehrt ), und
verbinde die dadurch erhaltenen 9 Punkte durch eine von freier
Hand durchgelegte Curve, welche hier fast geradlinig ausfällt.

Ein solches ' Aufträgen vor Beginn der Rechnung ist immer
räthlich , danz besonders , wenn die Beziehung der Veränderlichen
theoretisch unklar ist ; es hat den Zweck, die Art der Abhängig¬
keit zu veranschaulichen , unter Umständen die Form  der gesuch¬
ten Funktion festzustellen , grobe Beobachtungsfehler aufzufinden,
und zuweilen Näherungswerthe der Unbekannten zu ermitteln.

Indem wir unsere Rechnung nach Anleitung von § 10 führen,
bestimmen wir zuerst Näherungswerthe der Unbekannten . Gl (l)
m der Gestalt

log X — log B
h
Y
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auf die erste und letzte Beobachtung angewendet gibt:
, v 120,2log X0 — log 751,18 =

1 TT ßAe 90 768,9
log X0 — 695,23 — - y .—

woraus X0 = 762,03 Y„ =  19298 (2)
Die allgemeine Form der Gl (1) § 10 findet sieh in unserem

Falle durch Auflösung von (1) nach B :
_ h

X 10 *— B = 0
_ h

Da also F (XY ) = X  10 r, so ist nach (5) § 10:
h -fr-j h fl

a = 10~ r w = X0lO~ Yo— B

oder zur numerischen Rechnung bequemer:

log - = y j log6 = loga + logy r jg , log (w+ B) = log a + logX,,
Rechnet man hiernach , indem in den Gleichungen für a und b

statt X und Y die Näherungswerthe (2) genommen werden , so
erhält man folgende Werthe:

Nro . a b w
1 0,986 0,00056 0,00
2 0,973 0,00103 — 0,53
3 0,968 0,00123 — 0,68
4 0,959 0,001̂ 7 — 0,20
5 0,953 0,00182 — 1,06
6 0,943 0,00219 4- 0,38
7 0,919 0,00307 — 0,20
8 0,916 0,00317 + 0,53
9 0,912 0,00331 0,00

Dass der erste und letzte Werth iv  Null werden , ist nicht zu¬
fällig ; es kommt dieses daher , dass die erste und letzte Beobach¬
tung zur Bestimmung der Näherungswerthe benützt wurden . Wenn
die Näherungswerthe gar keiner der Beobachtungen streng genü¬
gen, so wird auch kein Werth w = 0 werden.

Die vorhandenen Coeffidienten abw  sind zur weiteren Rech¬
nung noch nicht bequem ; die Summencoefficienten [o <i] und \bb]
würden hiernach werden;

[a a\ = 8,0884 [6 6] = 0,0004383
und man müsste bei der Verschiedenheit der Coeffieienten die¬
selben sämmtlich  mit 6 bis 7 Dezimalen in die Rechnung einführen,
wenn man die Summenproben auf S. 25 benützen will. Diesem
Uebelstand wird abgeholfen, wenn man durch Einführung neuer
Unbekannter die Coeffieienten abw  und damit auch die Summen¬
coefficienten [a  a ] [ab ] . . . möglichst gleich macht . Eine solche Ver¬
änderung der Unbekannten ist für die Bequemlichkeit der Rech¬
nung sehr wichtig . In unserem Falle wird man etwa statt der aus
der obigen Tabelle sich ergebenden linearen Bedingungsgleichungen:

\ = 0,986 x + 0,00056 y + 0,00 = 0
6, = 0,973®+ 0,00103y — 0,53 = 0
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folgende schreiben;

4 = 0,986 x + 0,056 ( jf 0) + 0,00 = 0

6, = 0,973 x + 0,103 ( jfo ) — 0-53 = 0

d. h . man -wird die neue Unbekannte = y'  einführen , und da¬

mit folgende Tafel der zur Berechnung von [a  a] [« &] . . . erfor¬
derlichen Werthe erhalten:

u
Sc. a j b J w s a + 6 ]a -hw a + s b+ w &+ S lü + S

1 0,9860,056 0,000,1,042 1,042 + 0,986 2,028 + 0,056 1,098 +1,042
2 0.973,0,103 - 0,530 '0,546 1,076 + 0,443 1,519 -0,427 0,649 +0,016
3 0,968 .0,123 ;—0,680 0,411 1,091 + 0,288 1,379 -0,557 0,534 -0,269
4 0,959 0,157j —0,200i0,916 1,116 + 0,759 1,875 -0,043 1,073 +0,716
5 0,953 0,182 —1,060,0,075 1,135 + 0,107 1,028 -0,878 0,257 -0,985
6 0,943 0,219 :40,380 ;1,542 1,162 + 1,323 2,485 +0,599 1,761 +1,922
7 0,919 0,307 - 0,200,1,026 1,226 + 0,719 1,945 +0,107 1,333 +0,826
8 0,916 0,317,40,530jl,763 1,2334 -1,446 2,6791+ 0,847 2,080 +2,293
9 0,912 0,331 0,0004,243 1,243 ;+ 0,912 2,155 (+ 0,381 1,574 +1,243

8,529 |l,795 |- l,760 [8,564 ;10,324j+ 6,769 (17,093 + 0,035 10,359 +6,804

Die Summen dienen zur Probe , in dem z. B. 10,324 = 8,529 + 1,795.
Durch Quadriren der sämmtlichen Zahlen dieser Tafel und Sum-

niirung der Columnen erhält man:

t«a]= 8,0884 [(a + !>)’•] =  11,8862 [(a + w)2] = 7,0287 [(a + s)2] = 34,6734
[6ft] = 0,4383 [(&+ «;)2] = 2,4655 [(h+ s-) 2] = 14,8112

[m)miJ= 2,3722 [(w+ s)2] = 13,8206
[ss] = 10,4812

Nach Gl (1) § 11 hat man dann:
[ah ] = l (11,8862 — 8,0884 — 0,4383 ) = + 1,6798,

und ebenso die übrigen Produktsummen . Man erhält auf diese
Weise folgende Zusammenstellung aller Summeneoefficienten:

a 6 w s Probe.

a + 8,0884 + 1,6798 — 1,7160 + 8,0519 + 8,0522
b + 0,4383 — 0,1725 + 1,9458 + 1,9456
w -f- 2,3722 + 0,4836 + 0,4837
s + 10,4812 + 10,4813

Durch die Columnen - und Zeilenbezeichnung erhält jede Zahl ihre

Benennung , z. B. ist [&«’] = — 0,1725 . Die Proben stimmen
genügend , es sollte z. B . —1,7160 — 0,1725 + 2,3722 = -j- 0,4836 sein,
während es + 0,4837 wird . Wenn eine oder wenige Proben nicht
stimmen , so wird man zuerst überlegen , in welchen  Gliedern der
Fehler zu suchen ist , und dann diese nachrechnen.

Die nun folgende Rechnung der [bb.  1] [biv.  1] etc . muss noth-
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wendig in einem linirten Schema ausgeführt werden , m welchemjeder Zahl zum Voraus ihre bestimmte Stelle angewiesen ist , und
das man am besten lithographirt  für 2 3 4 etc. Unbekannte besitzt.Der Verfasser bedient sich eines Schemas, das er als Zuhörer des
Herrn Professor Dr. Schoäer  am Polytechnikum in Stuttgart kennenlernte , und seither bei häufiger Anwendung sehr zweckmässig ge¬funden hat ; ein ähnliches Schema gibt Encke  im B. J. 1836,S. 262 und Sawitsch  im Anhang seines Lehrbuchs der M. d. kl . Q.

Die auf Grund dieses Schemas ausgeführte Rechnung von y pyund ficio.  2] ist auf S. 31 ausführlich mitgetheilt.
Die im Vorhergehenden berechneten Coefficienten [cs ] [afc]werden an die durch die Zeilen und Columnenbezeichnung be¬stimmten Stellen geschrieben z. B. [tw ] = — 0,172 da wo sichdie Zeile \b  7c] und die Columne w treffen (an allen Zahlen wurde

zugleich eine Dezimale als unsicher und überflüssig weggelassen ).Dann folgt die Berechnung von [7>b.  1] etc . mit Logarithmen,wobei man sich des unten beigefügten Zettels  bedient , um z. B.

log ^ — [(*<!]) ’welchenmanzurBerechnungvon|
und [« s] braucht , nach einander über die log von [a b] [a *r]

\a  s] zu halten , und durch Addition die log von — ^x^ e^°'
zu erhalten . Die Bezeichnung log (— Z)  ist symbolisch aufzu¬fassen, und entspricht in bekannter Weise dem Anhängen von nan einem Logarithmus . Der Vortheil eines solchen lithographirtenSchemas zeigt sich hauptsächlich , wenn man die Rechnung dar¬
nach ganz mechanisch  ausführt , und so in etwa | Stunde dieRechnung für 2 Unbekannte durchfuhrt.

Resultate : [6 b . 1 ] = 4- 0,089
[bw.  1] = 4- 0,184
[wie.  2] = 4- 1,628

if = — = — 2,07 (log y'  steht bereits auf dem Zettel)

[a  6] [a 6]

Mi =V 1̂ 3 = 0,48V 9 —2 t1!/ = 1,62
also y = — 2,07 + 1,62.

Eine zweite dieser ganz entsprechende Rechnung liefertx = -t-  0,64 + 0,38.
V

Wenn man aus y = ^ wieder die ursprüngliche Unbekannte
y herstellt , welche die wahrscheinlichste Correktion des Nähe-rungswerthes V0 ist , so hat man

y = —207 + 162.
Durch Zufügen der Correktionen x und y zu den Nährerungs-werthen X0 Y0 (2 ) erhält man:

X = 762,03 + (0,64 + 0,38) = 762,67±  0,38
Y = 19298 4- (— 207 + 162) = 19091+ 162

und die gesuchte Beziehung zwischen dem mittleren Barometer¬stand B und der Meereshöhe h ist
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a b w s Proben.

Ink] 00GOOcd+ + 1,680 | — 1,716 + 8,052 1

log [a jfc] 0.90784 0.22531 0.23452n 0.90590

X -£ !■•«) 9.54278m 9.55199 0.22337w

X -S-») % 9.56120w 0.23258

1 0.90396m

[bk] |i + 0,43-8 1 — 0,172 [ 1+ 1,946 |

-S™ — 0,349 + 0,356 - 1,673

[wk] I + 2,372 | | + 0,484 I

- £ =] [« «\aä\ — 0,364 + 1,708

[Sk] + 10,482:

- | “V]— [aa]
-8,016

[bfc . l] | + 0 .089 i + 0,184 ! + 0,273 j + 0,273

log [6&.1]
8.94939 9.26482 9.43616

9.58025»? 9.75159)?

9.92293m

[wk . l] + 2,008 | + 2,192 + 2,192
_

— 0,564!
i

_ 0,380

[sk . l] | + 2,466 + 2,465

- 0,837

[wk. 2] + 1,628 | ;! +1,628 + 1,628

+ 1,628[slfc.2] ! + 1,629

Zettel.

I Mü981 '0 i“ SISIS'O| “ I90SO'I
!/'tri « ! •,1('[11 ?] \ J ( lvq q]_ Y»
jvt •<•<?] / ‘ Vir*«] / 11 i ) L

7 (  7 C— ÜIA 7 (  Ow ]\ 7 (  l 08 !' !
V [aa)J H [aa]) H [« a]) \ l [aa]J

9.09216779.31747»*| 9.32668 j 9.99806m
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log B =  log 762,67—

Der mittlere Fehler einer Bestimmung von B aus dem gege¬
benen h mit Hülfe dieser Gleichung ist

mm
/u, = + 0,48

Rechnet man mittelst dieser Gleichung für jede der 9 Statio¬
nen aus dem gegebenen h das zugehörige B und bildet die
Quadratsumme der Differenzen zwischen diesen B und den beob¬
achteten , so muss dieselbe = [ww . 2] = 1,628 werden , was in
unserem Falle hinreichend stimmt , und die Richtigkeit der gangen
Rechnung beweist.

Durch Auflösung obiger Gleichung nach h erhält man die Be¬
ziehung zwischen Meereshöhe h und mittlerem Barometerstand
B eines Ortes

7 107101 1 762 ' 67
h = 19091 log —g —

§ 13. Ausgleichung bedingter Beobachtungen.
Es wurden m Grössen unmittelbar beobachtet , zwischen denen

n streng zu enfüllende Bedingungsgleichungen bestehen , wobei
m )> n;  es sollen die wahrscheinlichsten Werthe der m Grössen
bestimmt werden . (Die m beobachteten Grössen sind z. B. die
Winkel eines Dreiecksnetzes , und die n Gleichungen die Bezieh¬
ungen , welche zwischen diesen Winkeln stattfinden .)

Wenn man mit Hülfe der n Bedingungsgleichungen alle W
Grossen ausdriicken kann in irgend welchen in —n andern Grössen,
so betrachtet man letztere als unabhängige Unbekannte , bestimmt
sie aus den vorhandenen m Gleichungen nach § 10 und nachher
aus ihnen die m ursprünglichen Unbekannten . Die unabhängigen
Unbekannten können alle oder theilweise aus den m beobachteten
Grössen selbst gewählt , oder irgend welche Funktionen derselben
sein. — Diese Rechnung ist immer zu empfehlen, wenn die Be¬
dingungsgleichungen sehr einfach sind (wie z. B. bei Ausgleichung
von Höhenmessungen), und wenn m —n nicht sehr gross ist.

Eine andere Methode , welche bei verhältnissmässig kleiner
Anzahl n von Bedingungsgleichungen und complicirter Form der¬
selben vorzuziehen ist , ist folgende ; *)

Die unmittelbar beobachteten Unbekannten seien x1xz. . . xm>
es bestehen zwischen ihnen folgende n lineare Bedingungsglei¬
chungen ;

ao+ ai + a2 x2 . . . am xm= 0 1
h + *2 -+- &2 * 2 - . . bm Xm — 0 ) (1)
wo + ni *1-+-nz x2 . . . nm xm — 0 I

Setzt man an Stelle der x die Beobachtungswerthe Bl B1. . . Bm>
so sind die Gleichungen (1) nicht befriedigt , sondern man erhält:

*) Astr . Nachr . Hro . 121. Encke 1836 S. 212—295.
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Uf, 4- C, / -, -j- C.
&„ "t- D , 4- b-, Bt 4-

4- CTmBm = IVL
4- bm Bm — Wz (2 )

W0 4 - Wt 4 - B z 4 - . . . tlrn Bm == IVn ]
®s sind daher an den B solche Correktionen 8t 82 . . . 6m  anzu-
pnngen , dass die Widersprüche w verschwinden , was der Fall
ls t,  wenn

üt 8 t 4 - d2 8a 4 - . . . dm bm  4 - 'Wt = 0
8t 4 ~ b2 b 2 4 - . . . bm bm*4 " 1V9 = 0 (3 )

n t b t 4 - tl2 82 4 “ . . . tim bm  4 - Wn— 0
Zur Bestimmung der 8 hat man ausser diesen Gleichungen

üoch die Bedingung
[p 8 8] = min

Voraus:
0 = ]>t 8, db1 4- Pz 8. f/8, 4- . . . 4 " 3̂m 8nt dbm (4)

Wären die Grössen 8 und damit db  unabhängig , so könnte
diese Gleichung nur befriedigt werden dadurch , dass alle Glieder
einzeln = 0 werden.

Die Grössen d 8 sind jedoch durch die folgenden (aus der Dif-
fßrenziirung der Gleichung (3) entstandenen ) Gleichungen ver¬
bunden:

c?i d ctg d ög - j- H- dmd bm
bg d ÖgH—ög d  Ög H- -+- bmd bm

Mgd 6g -f- M2 d bi ■+■M-m d bm — 0
Es wäre somit aus den Gleichungen (5) eine Anzahl n der d 8

di den (m—n) übrigen auszudrücken , und in Gleichung (4) zu
8übstituiren , welch letztere dann nur befriedigt werden kann,
wenn die Coefficienten der noch darin vorkommenden db  einzeln
r? 0 gesetzt werden . Diese Alles kann dadurch geschehen , dass
die Gleichungen (5) mit zunächst noch unbestimmten Coefficienten

k2 . kn (den sogenannten Correlaten ) multiplicirt , dann
uddirt und von Gleichung (4) subtrahirt werden , wodurch eine
Gleichung entsteht , welche man sich nach d bl d b2. . . d bm ge¬
ordnet denke . Soll nun eine Anzahl n der letzteren eliminirt
Werden, so müssen deren Coefficienten = 0 werden , ebenso aber,
Um die rechte Seite der Gleichung (4) auf den Werth 0 zu bringen,
auch die Coefficienten der m—n übrigen . Dadurch, dass man alle
® Coefficienten gleich Null setzt , erhält man folgende m Glei-
ohungen:

fl.  ,-4- —TcftgH- ^ JCz-h

H- fcg “H

:fc1+ — *,+
- Jf lU JT -»llf ,,V I
Hieraus könnten die Grössen 8 gefunden werden , wenn die
"relaten k bekannt wären ; zu deren Bestimmung findet sich
nöthige Anzahl von Gleichungen, wenn die aus (6) bestimmten

irthe 8 in Gleichung (3) substituirt werden , wodurch sich ergibt:
3
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Dr̂ -EI
(7)

Die Coefficienten dieser Gleichungen haben ungefähr denselben
Bau wie die der Gleichung (7) in § 10, sie heissen deswegen eben¬
falls Normalgleichungen , ihre Anzahl ist gleich der der Beding¬
ungsgleichungen.

Gang der Ilechnung.  Nachdem die Coefficienten ab w der
Bedingungsgleichungen (3) bestimmt sind, rechnet man die Coeffi-

Normalgleichungen , löst diese nach \ Tcscienten

. . . Ttu auf , wobei man sich des in § 12 besprochenen Schemas
bedienen kann , und rechnet dann die Correktionen 6 nach (6).

Mittlerer Fehler p einer Beobachtung vom Geivicht 1.  Wenn die
Ausgleichung statt mit Correlaten in der am Anfang dieses §
beschriebenen Weise bewirkt worden wäre , so würde man nach
Gleichung (16) § 10 rechnen:

m — (m —n)
weil m — n die Anzahl der Bedingungsgleichungen von der Art
der in § 10 vorkommenden , also

Ebenso muss man aber auch hier rechnen , denn die Correlaten,
welche blos Hülfsmittel der Rechnung sind, ändern in dieser Be¬
ziehung Nichts . Wenn man die Gewichte nicht überall mitführen
will, so kann man die Bedingungsgleichungen beziehungsweise

mit yp t yp 2 . ..  dividiren , und die erhaltenen Werthey ^ y ^ . ■•
etc . von neuem mit al al . . . bezeichnen , wodurch bewirkt wird,
dass in den Gleichungen (6) statt . . . überall 1 gesetzt wer¬
den darf.

§ 14. Bestimmung des wahrscheinlichsten Werthes und seines
mittleren Fehlers einer Funktion bedingter Beobach¬
tungen, *)

Wenn man die wahrscheinlichsten Werthe bedingter Beobach¬
tungen , z. B. die Winkel eines Dreiecksnetzes nach § 13 berech¬
net hat , so kann man auch den wahrscheinlichsten Werth
irgend einer Funktion derselben , z. B. einer Dreiecksseite , unmit¬
telbar daraus rechnen . Der mittlere Fehler dieser Funktion lässt
sich jedoch nicht angeben.

*) Supplementum thcuri &e combinationis art . 2—9. Encfce 1836 S. 301
-308-
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Zu diesem mittleren Fehler führt folgende Betrachtung, welche
Zunächst auf eine neue Bestimmung des wahrscheinlichsten Wer-
lues der Funktion selbst ausgeht. (Da man jede einzelne Beob- .
Achtung auch als Funktion der Beobachtungen auffassen kann,
®° wird hiemit auch die Aufgabe der Bestimmung des mittleren
Fehlers eines ausgeglichenen Beobachtungswerths gelöst.)

Man hat m Grössen xt x2 . . . xm unmittelbar beobachtet, mit
den Gewichten p2p2 . . .p m und den mittleren Fehler -4= ¥ = ...

Vft Vlh
1/ — , wobei also der mittlere Fehler einer Beobachtung vomVp,n
Gewicht 1 ist.

Zwischen den x bestehen folgende lineare Bedingungsgleich-Ungen:
F l = Gq-}- (Xt x t "4 - &■>x2 "l - ■• . • Gm Xm -- o jF z = 60 -j - xz H- b2 xz . . ■- 5/ » xm— 0 (

Fn = n0 + nz xz + n2 xz + • . . •nmxm — 0 i
Welche, wenn für x die beobachteten Werthe gesetzt werden,
rechts statt 0 w\ w2. . . wn geben.

Man sucht den wahrscheinlichstenWerth einer linearen Funk-
Gon u der Beobachtungen x:

u = uü + xt -+~lz x2 . . . Imxltt1 ( 2)
Welche nicht alle x enthalten muss.)

Man kann wegen der Bedingungsgleichungen diese Funktion
auf vielen verschiedenen Wegen rechnen, allgemein:

U = u + r4F t + r2 F z -+- . . . r n Fn (3)
^obei die r vorläufig unbestimmte Coefficienten sind. Benützt
^an die wahren Werthe x, so werden alle F = 0, und daher
\ = u,  das heisst, es wird U auf allen Wegen gleich erhalten;
üinimt man aber die beobachteten Werthe B,  so gehen die Füber in w und man hat:

U — u -h r. w. ■rz wz Tn Wn (4 )
Die rt r2. . . rn sind so zu bestimmen, dass der mittlere zu

ürchtende Fehler M von U ein Minimum wird (wodurch zugleich
der Werth U in Gleichung (4) der wahrscheinlichste wird). Da
G nach (3) implicite eine Funktion von xL xz . . .  ist , so ist:

M Zf
IZi Pt

■̂enn vermöge (1), (2) und (3)

Zb,
Pm = »' [ ¥ ' ] (5)

0 u .
r — = + «i5 + h ri +v
s ü , ,
g— = is -+- a, rz -hb z r2~h
bXÜ 7

■r- - Im “t “ Chn um Tz ~*r0 Xm
Sssetzt wird.

• ■• + Tn  =

- • • Tn — Ln 'i (6)

• • • 'ihn Tn= L»

3*
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Aus der Bedingung m —min  folgt in gleicher Weise , wie
aus der Bedingung 52= min  in Gleichung (6) § 9:

Ifb -EH

Hieraus ergibt sich folgender Gang der Rechnung : Aus den
Coefficienten der Gleichungen (1) und (2) und den Gewichten p

rechnet man £ —J j~*- J . . . p -J >nnd da die Coefficienten der r
in Gleichung (7) dieselben sind wie die der h in Gleichung (7)
§ 13, so kann man sofort unsere Gleichungen (7) anschreiben , und
nach rl r2 . . .rn  auflösen . Dann werden die L  nach (6) gebildet
und M  nach (5) berechnet . Auch kann man nun U nach (4) be¬
stimmen , wobei u aus den unverbesserten % berechnet wird.

Die Gleichungen (7) wurden von Gerling »Uebertragungsglei-
chungen« und die Coefficienten r  » Uebertragungscoefficienten« ge¬
nannt.

Der Ausdruck m  hat , wenn man in ihm die Werthe (6)
substituirt , genau die Form von 52 in Gl (6) § 10; man kann seinen
Werth also auch ebenso finden, wie den von 52 in Gl (20) § 10

nemlich — J = . 2J bei 2 Bedingungsgleichungen.

Wenn man in die Elimination von r das Glied mit auf¬

nimmt , wie dieses mit [it » ] in § 11 geschehen ist , so hat man

und daraus:

ra g?] mm [7]
[y]

&■>] &■']
Cr >]

(8)

Endlich kann man
schreiben:

auch entsprechend Gleichung (21) § 10
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FrHrl [jJ  Pf ' ]
(9 )[“] Pf']

Wodurch man die Aufnahme von J in die Elimination erspart.
Ganz analoge Gleichungen hat man bei mehr als 2 Bedingungs-

Sleichungen. Weitere Ausdrücke für m sind in dem Supple¬
menten theoriae combinationis art 7 gegeben.

Wenn man nicht alle r ausrechnet , sondern nach den beque¬
men Gleichungen (8) und (9) verfahrt , kann man allerdings die
■Formel(4) für den wahrscheinlichsten Werth U nicht mehr an-
Wenden, 'allein diese hat wenig praktischen Werth , weil man
meist nicht nur den wahrscheinlichsten Werth von U (z . B. Drei¬
ecksseite), sondern alle x (ausgeglichene Winkel ) haben muss.

§ 15. Hülfstafeln zur Methode der kleinsten Quadrate.
Fast bei allen Zahlenrechnungen der M. d. kl . Q. ist eine

Quadrattafel erforderlich , zur Bildung der Coefficienten [« a], [&&]
• oder der Summen [5 5] etc . Zweckmässige Tafeln dieser Art

Slnd die folgenden:
1) Schweizer, »Quadrattafeln , wie sie von Bessel  vorgeschlagen

Wurden.« Mitau und Leipzig 1863.
(35 Druckfehler durch Satzverschiebung auf S. 42 und 43 bei

9>142 bis 9,48M)
2) F . G. Gauss, »Fünfstellige logarithmische und trigonome¬

trische Tafeln .« Berlin , 1870 S. 111—129.
& 3 ) C. F . W. Peters, »Astronomische Tafeln und Formeln .«
Hamburg i 871. S. 151—169.

Eine kleine Quadrattafel und eine Tafel zur Berechnung der

Gewichtep  aus den mittleren Fehlern in

teammengestellt.

sind auf S. 38
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Quadrattafel.
a a 2 a er a a 2 a a 2 a a z
0,0 0,00 2,0 4,00 4,0 16,00 6,0 36,00 8,0 64,00
0,1 0,01 2,1 4,41 4,1 16,81 6,1 37,21 8,1 65,61
0,2 0,04 2,2 4,84 4,2 17,64 6,2 38,44 8,2 67,24
0,3 0,09 2,3 5,29 4,3 18,49 6,3 39,69 8,3 68,890.4 0.16 2,4 5,76 4,4 19,36 6,4 40,96 8,4 70,56
0,5 0,25 2,5 6,25 4,5 20,25 6,5 42,25 8,5 72,25
0,6 0,36 2,6 6.76 4,6 21,16 6,6 43,56 8,6 73,96
0,7 0,49 2,7 7,29 4,7 22,09 6,7 44,89 8,7 75,69
0,8 0,64 2,8 7,84 4,8 23,04 6,8 46,24 8,8 77,44
0,9 0,81 2,9 8,41 4,9 24,01 6,9 47,61 8,9 79,21
1,0 1,00 3,0 9,00 5,0 25,00 7,0 49,00 9,0 81,00
1,1 1,21 3,1 9,61 5,1 26,01 7,1 50,41 9,1 82,81
1,2 1,44 3,2 10,24 5,2 27,04 7,2 51,84 9,2 84,64
1,8 1,69 3,3 10,89 5,3 28,09 7,3 53,29 9,3 86,49
1,4 1,96 3,4 11,56 5,4 29,16 7,4 54,76 9,4 88,36
1,5 2,25 3,5 12,25 5,5 30,25 7,5 56,25 9,5 90,25
1,6 2,56 3,6 12,96 5,6 31,36 7,6 57,76 9,6 92,16
1,7 2,89 3,7 13,69 5,7 32,49 7,7 59,29 9,7 94,09
1,8 3,24 3,8 14,44 5,8 33,64 7,8 60,84 9,8 96,04
1,9 3,61 3,9 15,21 5,9 34,81 7,9 62,41 9,9 98,01

Tafel der Werthej ? = \ (Gewichte ).

m P m P m P m P m P
0,0 00 2,0 0,250 4,0 0,062 6,0 0,028 8,0 0,016
0,1 100,000 2,1 0,227 4,1 0,059 6,1 0,027 8,1 0,015
0,2 25,000 2.2 0,207 4,2 0,057 6,2 0,026 8,2 0,015
0,3 11,111 2,3 0.189 4,3 0,054 6,3 0.025 8,3 0,015
0,4 6,250 2,4 0,173 4,4 0,052 6,4 0,024 8,4 0,014
0,5 4,000 2,5 0,160 4,5 0,049 6,5 0,024 8,5 0.014
0,6 2,778 2,6 0,148 4,6 0,047 6,6 0,023 8,6 0,014
0,7 2,041 2,7 0,137 4,7 0,045 6,7 0,022 8,7 0,013
0,8 1,562 2,8 0,128 4,8 0,043 6,8 0,022 8,8 0,013
0,9 1,235 2,9 0,119 4,9 0,042 6,9 0,021 8,9 0,013
1,0 1,000 3,0 0,111 5,0 0,040 7,0 0,020 9,0 0,012
1,1 0,826 3,1 0,104 5,1 0,038 7,1 0,020 9,1 0,012
1,2 0,694 3,2 0,098 5,2 0,037 7.2 0,019 9,2 0,012
1,3 0,592 3,3 0,092 5,3 0,036 7,3 0,019 9,3 0,012
1,4 0,510 3,4 0,087 5,4 0,034 7,4 0,018 9,4 0,011
1,5 0,444 3,5 0,082 5,5 0,033 7,5 0,018 9,5 0,011
1,6 0,391 3,6 0,077 5,6 0,032 7,6 0,017 9,6 0,011
1,7 0,346 3,7 0,073 5,7 0,031 7,7 0,017 9,7 0,011
1,8 0,309 3,8 0,069 5,8 0,030 7,8 0,016 9,8 0,010
1,9 0,277 3,9 0,066 5,9 0,029 7,9 0,016 9,9 0,010
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Cap. I.

Die einfachsten Operationen des Feldmessens und
ihre Verbindung zu kleineren Aufnahmen.

§ 16. Abstecken von Geraden und reckten Winkeln.
Ein vertikaler Stab bezeichnet einen „Punkt «. Mehrere solche

® einer vertikalen Ebene liegende Stäbe bezeichnen eine »Gerade«.
Das Abstecken einer durch zwei Stäbe bestimmten Geraden

geschieht durch »Einrichten«  weiterer Stäbe in der Verlängerung
der zwei gegebenen oder durch »Einweisen« zwischen dieselben.

Die Kreuzscheibe  ist ein mit zwei sich rechtwinklig schneiden¬
den vertikalen Absehvorrichtungen versehenes Instrument von
kegelförmiger, cylindrischer oder achteckig prismatischer Form,
hie Absehen sind gebildet durch je zwei gegenüberliegende Schlitze,
°der durch Schlitze und gegenüberliegende Fäden . Erstere An¬
ordnung ist sehr beständig , gestattet das Vor- und Rückvisiren,
Mt aber unbequemer als letztere . Die Prüfung  der Kreuzscheibe
geschieht durch Abstecken eines rechten Winkels AIB  und An¬
legen eines zweiten BIG  an ihn , mit gleicher  Benützung des
Instruments , worauf AIG  eine Gerade sein muss ; oder auf ähn¬
liche Weise . Berichtigung  ist selten möglich.

Die Kreuzscheibe dient 1) zum Errichten von Senkrechten
(durch Einweisen ), 2) zum Fällen von Senkrechten (durch Probi-
ren), 3) zum Aufsuchen eines Punktes einer Geraden zwischen
zweien ihrer Punkte , wenn Vor- und Rückvisiren möglich ist,
(durch Probiren ).

Genauigkeit  Der mittlere Fehler eines mit der Kreuzscheibe
abgesteckten rechten Winkels ist etwa 5 Minuten (auf 30m
Entfernung etwa 4CI») es dürfen deswegen bei Cafastervermessun-
gen die Senkrechten nur 30—40m und an Abhängen nur halb so
lang gemacht werden (die Preuss . Vermessungs-Anweisung *) ge¬
stattet 40m, die Badische Anweisung **) nur 30m). Wenn geringere
Genauigkeit zulässig ist , kann man weiter , unter Umständen bis
100m gehen.

*) Anweisung vom 7. Mai 1868 für das Verfahren bei den Vermessungs-
Arbeiten in den Provinzen Schleswig - Holstein , Hannover und Hessen -Nassau.
2. Ausg . Berlin 1870. S. 47.

**) Anweisung zu der stückweisen Vermessung sänamtlicher Liegenschaften
des Grossherzogthums Baden . Zweite Ausgabe . Carlsruhe 1863. 6. 13.



42 Kreuzscheibe.

2.
§ 16 '

Der WinTcelspiegel  dient ebenfalls
zum Abstecken rechter Winkel und
besteht im Wesentlichen aus zwei

■ unter 45° sich schneidenden vertika¬
len Spiegeln A B und A C (Fig . 2).
Wenn PB SO  der Weg eines auf
beiden Spiegeln reflektirten Licht¬
strahls ist , so ist allgemein SQP  =
2. 2$. B AC,  also S Q P = 90 °, wennB AC =  45°.

Anwendung.  Um von P  eine Senk-
?  rechte PQ  auf die Gerade MN  zu

fällen , schreitet man, mit dem Auge
O nach N M schauend , in dieser Ge¬
raden so lange vor , bis das doppelt
reflektirte Bild von P  in dem Spiegel
A B unter dem (über den Spiegel
hinweg gesehenen ) Stab N  erscheint.

Das Instrument wird am besten
auf einem leichten Stock getragen,
der aber nicht festgestossen zu wer¬
den braucht.

Prüfung und Berichtigung.  Nach¬
dem eine Senkrechte PQ  in der angegebenen Weise (von rechts
her ) gelallt ist , wendet man sich um , und fällt von demselben
Punkt P  eine Senkrechte noch einmal (von links her ) mit Be¬
nützung von M' N '. Wenn nicht derselbe Punkt Q erhalten
wird, so ist der zwischen beiden erhaltenen in der Mitte liegende
der richtige Pusspunkt , und es ist der Winkel BAG  der beiden
Spiegel mittelst Correktionsschrauben zu verändern , und zwar zu
verkleinern , wenn man beim Suchen des zweiten Punkts über den
ersten hinausgeschritten ist , und umgekehrt.

Vorzüge des Winkelspiegels:  Sehr rasche Arbeit , geringe Er¬
müdung . Nachtheile:  er ist nur in der Ebene brauchbar , seine
Genauigkeit ist etwas geringer als die der Kreuzscheibe.

Das Spiegelkreuz  von Ke- Eig. 8.
gierungskondukteur Berlin *),
dient zum Aufsuchen eines
Punktes C auf der Geraden
zwischen zwei Punkten AB;
es besteht aus zwei sich
rechtwinklig schneidenden
über einander gestellten ver¬
tikalen ebenen Spiegeln._ C befindet sich in der Geraden AB,wenn das Auge 1)  die Bilder von A und B übereinander sieht.

Die Prüfung  geschieht durch Aufsuchen des Punktes C von D
und von der anderen Seite der Geraden A B herkommend , die
Berichtigung  durch Verändern des Winkels der Spiegel. Das In¬
strument wird zweckmässig mit dem Winkelspiegel verbunden
(wie bei den Instrumentchen von Goldschmidt  in Zürich).

*) G-rnnerts Archiv Theil 4. S. 126. (1844.)
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Das Prismenkreuz  von Bauernfeind *) hat denselben Zweck wie
®a-s Spiegelkreuz . Wenn ein Lichtstrahl den in Fig . 4 ge¬
zeichneten Weg durch ein rechtwinkliges gleichschenkliges Prisma
macht , so ist allgemein (« mag ^ 90 11 sein ) a = g,  woraus folgt,
dass der ein- und austretende Strahl gleiche Winkel mit der Hypo¬
tenusenebene bilden , dass also letztere ebenso wirkt , wie ein

Fig . 4. Fig . 5.

ebener Spiegel . Zwei in der Art der Fig . 5 verbundene recht¬
winklige gleichschenklige Prismen wirken also wie ein Spiegel-
*reuz und werden .ebenso angewendet.

§ 17. Das Messen gerader Linien.
Dieses geschieht entweder , mit Messlatten  von 5m, ausnahms-

Weise 2“ Länge , oder weniger genau mit der Messkette (oder
Stahlband ), welche meist 20 ln (»Doppelkette «) seltener 10m oder
■>rrt lang ist.

Die Messlatten (Messstangen ), von Tannenholz , meist mit gegen
die Enden abnehmendem Querschnitt , werden von einem Mann
gehandhabt , und bei horizontalem Boden unmittelbar , eine vor
der andern , aufgelegt . Die Theilung der Latte gibt unmittelbar
Decimeter an , Centimeter können geschätzt werden . Um Zähl¬
fehler zu vermeiden , nimmt man zwei verschieden gefärbte Latten
zusammen, und zählt consequent im Moment des Aufhebens . Bei
geneigtem Boden werden die Latten horizontal gehalten , so dass
®ie nur an einem Ende auf liegen und dass am andern Ende .ah-
Qesenkelt  werden muss. (Staffelmessen.) Das Absenkeln geschieht
mit Hülfe eines Senkels, dessen Schnur nach dem obem , und des-
seh Spitze nach dem unteren Lattenende gerichtet wird , oder rascher,
aber ungenauer , mittelst einer nach Augenmaass vertikal gehal¬
tenen Latte.

Die Messkette  wird von zwei Mann mittelst der Kettenstäbe
gehandhabt ; das Zählen geschieht mittelst der Kettennägel ., Die
Anwendung ist auf die Ebene oder schwach geneigten Boden be¬
schränkt.

Genauigkeit der Längenmessung.  Ist ft der mittlere bei einer
Latten - oder Kettenanlage zu fürchtende Fehler , so ist bei n An¬
lagen nach § 9 der mittlere Fehler m :

m = ftV "n
oder weil n proportional der gemessenen Länge l,
_ _ m = »q V"l (1)
. . *) Theorie und Gebrauch des Prismenkreuzes , München 1851 und Bauern-

S&fids  Elemente der Vermessungskunde . 3. Aufl. S. 154.
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wenn mit m, der mittlere Fehler der Längenheit bezeichnet wird.Hiernach ist das Gewicht p einer Messung der Länge l1

(2 )
wenn der Messung der Längeneinheit das Gewicht 1 beigelegtwird . Um ml zu bestimmen , kann man eine Länge mehrfachmessen, und mit Hülfe des arithmetischen Mittels den mittlerenFehler einer Messung dieser Länge , und daraus mt ermitteln-Besser noch kann man eine grosse Anzahl von Doppelmessungenverschiedener Linien , wie sie die Praxis häufig bietet (z. B. dieDoppelmessungen von Polygonseiten ) benützen , um daraus zuerstdie mittlere Differenz zweier Messungen, und dann den mittlerenFehler einer Messung der Längeneinheit zu bestimmen . Wenndie Längen lt l 2 . . . ln  je zweifach gemessen wurden , wobei dieDifferenzen dl d 2 . . . An  erhalten wurden , so findet man die mitt¬lere Differenz zweier Messungen der Längeneinheit:

nach § 8 mit Rücksicht auf Gl (2) ; also mittlerer Fehler einerMessung der Längeneinheit

(3 )

Wenn z. B. folgende drei Doppelmessungen vorliegen:60,34 60,40
153,26 153,18
280,54 280,40

so bildet man c\ = 0,06 d2 —  0,08 d3 = 0,14
p = 0,000060

p = 0,000042

: 0,000069

. 0,000171= 0,0053
In dieser Weise bestimmte der Verfasser die Genauigkeit derLatten - und Kettenmessung aus etwa 5000 Messungen *) undfand folgende Werthe für den mittleren Fehler m einer Messungeiner Linie von 1 Meter Länge:

1. Lattenmessung.1) Aus 103 theils zweifach theils dreifach wiederholten Mes¬
sungen von Linien zwischen 30 und 240m Länge mit Latten von3m Länge theils auf ebenem, theils auf geneigtem Boden, angestelltbei den Uebungen des Carlsruher Polytechnikums

m = 0,00412
2) Aus 1095 Doppelmessungen von Börsch **) von Linien biszu 300m mit Latten von 4m auf verschiedenem Boden
*) Zeitschrift für Vermessungswesen, Organ des deutschen GeometervereinsI. Jahrg. 3872 Nr. 2.
**) Schlömüch  Zeitschrift 1863S. 330.
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m = 0,00297
®a®Mittel dieser Leiden Angaben ist m =  0,0035
und dürfte wohl etwas zu gross für eine allgemein anzuwendende
Durchschnittszahl sein , weil die ersteren Messungen Schülermes-
?ungen sind ; da es aber bei solchen Fehlerangaben immer besser
lst, zu viel als zu wenig anzunehmen , so möge

wi= 0,0035
als Durchschnittszahl für Lattenmessungen beibehalten werden.

II . Kettenmessumg.
1) Aus 140 Versuchsmessungen von Gerling *) von Linien zwi-

s°hen 80 und 400m mit Ketten von 20, 12 und 18“ in Verbindung
?uit 90 Versuchsmessungen von Franke **) von Linien zwischen
100 und 300m mit Ketten von 20, 10 und 5m auf ebenem Boden;

m = 0,00586
2) Aus 535 Doppelmessungen von Vorländer ***) von Linien bis

1160m Länge mit Ketten von 18,8m auf Sandboden
7n=  0,01435

3) Aus denselben Messungen mit Ausscheidung derjenigen 108,
bei welchen die gemessene Länge über 3G0m war

Tn=  0,01265
4) Aus 347 Doppelmessungen von Vorländer  von Linien bis

33om mit Ketten von 18,8m auf Kleiboden (Lehmboden)
m = 0,00874

5) Aus 250 Doppelmessungen von Franke  von Linien zwischen
20 und 120m mit Ketten von 20m

Tn = 0,01066
Bei der Ziehung eines Mittels wird von den Vmwe7tsmessun-

gen 1) abzusehen sein, weil solche immer aussergewöhnlich genau
gemacht werden , auch soll das Resultat 2) nicht berücksichtigt
Werden, weil die Messungen sehr langer Linien (über 300m), welche
sehr selten Vorkommen, häufig relativ ungenauer werden als die
Messungen kürzerer Linien . Das Mittel aus 3), 4), 5) ist

7)i = 0,0107
Aus den beiden Mittelwerthen für Latten und Kette ist

folgende Tafel berechnet worden:

Gemessene
Länge

Mittlerer Fehler einer
Messung mit

Latten | Kette
m m m
10 0,011 0,034
50 0,025 0,076

100 0,035 0,107
150 0,043 0,131
200 6,049 0,151
250 0,055 ; 0,169
300 0,061 0,185

*) Orunerts  Archiv 6. Theil S. 377.
**) Die Dreiecksnetze vierter Ordnung München 1871. S. 221.

***) Schlömilchs  Zeitschrift . 1856S. 142.
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Die oben erwähnten Geometer Vorländer  und Frmike  glaubten
aus ihren Messungen den Schluss ziehen zu können, dass das Ge¬
setz der Gl (1), wornach der mittlere Fehler mit der Quadrat¬
wurzel der Länge wächst , sich nicht bewährt habe , und dass ein
Gesetz des Anwachsens des Fehlers proportional der Länge selbst
den Beobachtungen besser entspreche , allein da letzteres Gesetz
theoretisch unhaltbar ist , und auch mit dem praktischen Gefühl
sich nicht verträgt , so muss davon abgesehen werden , selbst auf
die Gefahr hin , das Nichtzutreffen des Gesetzes der Gl (1) in einem
einzelnen Falle durch einen Zufall  erklären zu müssen.

Uebrigens kann man eine geringe Abweichung von dem theo¬
retischen Gesetz ( I) erklären durch die Annahme , dass lange
Linien in der Praxis relativ ungenauer  gemessen zu werden pflegenals kurze.

Das Gesetz der Gl (1) lässt etwaige comtante  Fehler der Län¬
genmessung unberücksichtigt , allein so lange man das arithme¬
tische Mittel mehrerer Messungen als wahrscheinlichsten Werth an¬
nimmt , was beim Vorhandensein constanter Fehler auch nicht ganz
richtig ist , ist es gerechtfertigt , die Gl (1) zu benützen.

Dass die Lattenmessung genauer  ist , als die Kettenmessung
ist durch obige Resultate sicher constatirt , und zwar ist hienach
die Lattenmessung dreimal so genau als die Kettenmessung.

Bei Beantwortung der Frage nach der Zweckmässigkeit  im
Allgemeinen kommen noch die Zeit und Mühe, oder kurz die
Kosten  in Betracht . Bedenkt man jedoch , dass zur Handhabung
der Stangen ein  Mann , zu der der Kette deren zwei  erforderlich
sind, ferner dass die Kette an Abhängen so gut wie gar nicht
brauchbar ist , während die Latten nie den Dienst versagen , so
fällt der Vergleich entschieden zu Gunsten der letzteren aus.
Was die Frage nach der zweokmässigsten Länge der Messwerk¬
zeuge betrifft , so ist in Beziehung auf die Kette  Theorie und
Praxis noch nicht ganz im Klaren . Gerling  schloss aus den oben
mitgetheilten Versuchen, dass kurze Ketten besser sind als lange,
ein Resultat , das von Prof . Winkler*) durch eine theoretische
Betrachtung , gestützt auf die von Gerling  benützten Versuche,
dahin modificirt wurde , dass eine gewisse  Kettenlänge , nemlich
etwa 47s Ruthen (l8m), die günstigste sei. Franke  schloss aus
ähnlichen Versuchen (s. o.) das Gegentheil von dem Gerling’sehenResultat.

Bei Lattenmessung wird man wohl annehmen dürfen, dass (im
Gegensatz zur Kettenmessung ) der Gesammtfehler einer Längen¬
messung nur von der Anzahl der Stangenanlagen abhängt , und
unter dieser Voraussetzung ist der mittlere Fehler der Längen¬
messung umgekehrt proportional der Quadratwurzel der Latten¬
länge , wonach letztere möglichst gross zu nehmen wäre . Und in
der That drängt die Praxis zu möglichst langen  Latten (früher 2
Ruthen ), so dass die neuerdings eingeführten 5 Meter-Latten zweck¬
mässig erscheinen . An steilen Abhängen sind diese langen Latten
nicht mehr anwendbar , und durch solche von 2 Meter Länge zuersetzen.

Um kürzere Linien besonders genau zu messen , legt man
*) Schlömiktis  Zeitschrift . 1861 S. 109.
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- längs einer straff gespannten Schnur aneinander . Aus
solcher Doppelmessungen von Linien zwischen 9 und 28m

tand sich der mittlere Fehler für einen Meter
m = 0,00036

Bei der »Bestimmung des 'Höhenunterschiedes zwischen dem
schwarzen und haspisclien Meer«*) fand sich, dass längs einer ge¬
spannten Schnur eine Länge von 1400 Fuss sich bis auf einen
hieinen Bruch des Zolls genau messen liess.

Eine zu manchen Zwecken hinreichend genaue sehr bequeme
Längenmessung erreicht man durch Abschreiten,  wenn man zuvor
•Le Grösse des individuellen Schritts (zwischen 0,75 und 0,85m)
erjnittelt hat . Man kann auf ebenem Boden auf 1u/0 genau ab-
schreiten.

§ 18. Aufnahme kleinerer Gebiete.
Aufnahme durch Längenmessung.  Da ein Dreieck durch seine

” Seiten bestimmt ist , und man jedes Vieleck in Dreiecke zer-
mgen kann , so kann man jedes Vieleck durch Längenmessung
■Oifhehmen, oder wenn einzelne Punkte durch andere Methoden
bestimmt sind, andere Punkte dagegen festlegen (»einbinden «).
Auf Messungsproben,  welche leicht zu beschaffen sind, ist Bedacht
Zu  nehmen.

Das Bestimmen eines Punktes durch zwei Entfernungen von
zwei gegebenen Punkten ist möglichst zu vermeiden.

Diese Methode (»Linearconstruktionsmethode «) findet haupt¬
sächlich Anwendung zur Festlegung eines Netzes,  auf Grund dessen
mit der Kreuzscheibe weiter gearbeitet werden kann.

Aufnahme durch Längenmessung und Fällen von Senkrechten.
~a von jedem Punkt , der nicht weiter als 30—40m von einer
Geraden entfernt ist , mittelst Kreuzscheibe oder Winkelspiegel
®me Senkrechte mit genügender Genauigkeit auf die Gerade ge¬
lallt werden kann, so kann hierdurch , und durch Längenmessung
em Flächenstreifen von 60—80m Breite und sehr grosser Länge
aufgenommen werden.

Die Aufzeichnung der Messungen geschieht in einem »Hand-
rjsse,  welcher so deutlich und correkt zu führen ist , dass darnach
das Aufträgen jederzeit und durch jeden anderen Sachverständigen
°bne jeglichen Anstand bewirkt werden kann .« (Preuss.  Anwei¬
sung S. 72). Der Handriss wird nahezu in richtigen Verhältnissen
(mittelst Anlegemaassstabs ) auf dem Felde gezeichnet.

In Fig . 6 sind einige Systeme der Handrisszeichnung zusam¬
mengestellt.

Fig . 6. (1 : 1000).

') Herausgegeben von Struve.  Petersburg 1840. S. 14.
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Fig . Ca. (1 : 1000).

18.

In der ersten Zeichnung (S.47) sind alle Maasszahlen rechtwinklig
zu der betreffenden Linie an das Ende  derselben geschrieben , und
die Abscissen durchlaufend  gemessen (Württembergisches System).
In der zweiten Zeichnung sind die Maasse ebenfalls rechtwinklig
zu den Linien, ungefähr in deren Mitte  geschrieben , und die
Abscissen abgesetzt  gemessen , das Dezimalcomma ist consequent
weggelassen (Badisches System). In der dritten Zeichnung sind
die Maasse für Abscissen und Ordinaten in gleicher Richtung
geschrieben (Preussisches System).

Um Proben  zu haben , kann man die Verbindungslinien der
aufgenommenen Punkte messen (Grenzlinien, Hauskanten etc .) und
bei abgesetzter Abscissenmessung nochmals die Aufnahmslinie in
einem Zug.

Wenn ausnahmsweise eine lange Senkrechte PA  von einem
Punkt P  auf eine Gerade A B genau gefällt werden soll, so sucht
man zuerst A ungefähr mit der Kreuzscheibe, nimmt den Punkt
B auf der Geraden beliebig an, misst PA , PB  und rechnet

BA = VPB Z—PA‘ (1)
Wenn viele lange Ordinaten nach einander zu messen sind, so

empfiehlt sich das Legen einer Parallelen  zur Aufnahmslinie.
Durch Parallelen kann auch das mit Kreuzscheibe aufnehmbare
Gebiet der Breite nach vergrössert werden ; ein von der Auf¬
nahmslinie ziemlich entfernter Punkt wird durch Vermittlung von
Parallelen sicherer gegen dieselbe festgelegt , als durch unmittel¬
bares Fällen einer Senkrechten auf sie (wie sich theoretisch und
praktisch nachweisen lässt ). Das Abstecken von Parallelen ge¬
schieht durch Abmessen gleicher Längen auf zwei Senkrechten
zu der gegebenen Geraden.



Messen mit Hindernissen. 49§ 19.

§ 19. Das Abstecken und Messen mit Hindernissen.
Um beim Abstecken Fig . 7.

und Messen einer Geraden
ein nicht ausgedehntes Hin¬
derniss zu umgehen , wen¬
det man Parallelabweichen
uiit Benützung der Kreuz¬
scheibe an . Fig . 7.

Liegt eine theilweise  hin¬
dernde Fläche auf Fig . 8.
einerabzusteckenden .
Geraden A B C I)  —
Fig. 8 so führt unter
Umständen eine seit¬
liche Hülfslinie B' C'
Und Bestimmung der
Punkte P , Q durch zu rechnende Coordinaten B'  P ’, P P etc. zum
Ziel.

Mit Hilfe einer mit
*■Halbschnitt«  versehenen
Kreuzscheibe, welcheWin-
kel von 45° abzustecken
gestattet , kann man die
beiden Ränder eines Flus¬
hs in der durch Fig. 9
erläuterten Weise aufnehmen.

Wenn solche einfache Mittel (z. B. auch eine starke Schnur
zUm Messen über einen bis zu 50m breiten Fluss) nicht ausrei¬
chen, so ist eine Theodolitaufnahme einer complicirten Linear-construction vorzuziehen.

Wenn das Ueberwinden von Hindernissen nicht specielle Auf¬
gabe ist , wie z. B. bei Wasser - und Waldmessungen , so thut
u ân besser daran , durch Wahl der Aufnahmslinien etc . Hinder¬
nisse zu vermeiden, als auf deren Ueberwindung besonderenScharfsinn zu verwenden.

Fig. 9.

Cap. II.

Aufnahme, Berechnung und Theilung der Flächen.
§ 20. Aufnahme der Flächen.
Wenn eine geschlossene geradlinig  begrenzte Figur durch die

Methoden des vorigen Cap. aufgenommen ist , so lässt sich ihre
Fläche aus der Aufnahme ermitteln , es gilt also auch die Fläche
als aufgenommen.

Die Fläche einer krummlinig  begrenzten Figur kommt beim
Feldmessen nur insoforn in Betracht , als der krummen Begren-
ZUng eine gebrochene geradlinige eng anschliessende substituirtwird.

Jordan,  Taschenbuch d. prakt . Geometrie. 4
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§ 21. Berechnung der Flächen.
Wenn die Aufnahme durch Zerlegung in einzelne Dreiecke

und Messen ihrer Seiten erfolgte , so hat man jede Dreiecksfläche
nach der Formel

A = V » (s — o ) (s — b) (s — c)

zu rechnen (wobei s die halbe Seitensumme U- -^-w- ist) und
die Gesammtfläche aus einzelnen Dreiecken zusammen zu setzen.
Es findet jedoch diese Rechnung bei Catastervennessungen , welche
sich an trigonometrisch bestimmte Punkte anschliessen , selten
Anwendung.

Wenn eine Figur mit¬
telst Latten und Kreuz¬
scheibe aufgenommen ist,
so wird sie durch die
Messungslinien in recht¬
winklige Dreiecke und
Trapeze zerlegt , und lässt
sich demnach einfach nach
dem Handriss rechnen , wo¬
bei der Anblick der Figur ,sv 'oi zz'zt
entscheidet , ob ein Flä-
chentheil positiv oder negativ in Rechnung zu nehmen ist . Z. B.
ergibt sich die Fläche der Figur 10 folgendermassen:

-4- (15,88 — 13,27 ) 30,24 = -+- 78,9
-4- (70,23— 15,88) (30,24-1- 22,04)= + 2841,4
-4- (91,56 — 70,23 ) (22,04 — 12,22 ) = -4- 209,5
-4- 91,56 (12,22 -4- 10,05) = -1- 2039,0
— 13,27 . 10,05 = — 133,4

2F = 5035,4
F =  2518

»Verschränkte«. Trapeze , welche entstehen , wenn eine Seite
die Aufnahmslinie schneidet , werden nach derselben Formel wie
gewöhnliche behandelt , indem die zwei ParaUelseiten (22,04 und
12,22 s. o.) mit verschiedenen Zeichen eingeführt werden.

Wenn die Coordinaten der Ecken einer Figur nach Grösse
und Vorzeichen  in Zahlen gegeben sind, so rechnet man nach
einer der allgemein  gültigen Formeln

2 F = S (* —x) (y' -I - y) = 2 (y' — y) (x -4 - x) (1)
oder mit anderer Zusammenfassung der Glieder

,2 F = 2 * (j/ ' —y ) = Sy (*" — «’) (2)
wobei x' xx'  und y' yy " aufeinanderfolgende  Werthe bedeuten.
Die Vorzeichen -4- oder —, welche diese Gleichungen liefern,
haben keine praktische Bedeutung . Die Gl (2) sind die bequeme¬
ren , wenn man die Coordinaten xy  durch Verminderung um
constante Stücke möglichst klein macht . Ihre Anwendung zeigt
folgendes Beispiel mit doppelter Rechnung:

Fig . 10. (1 : 2000)
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Nr. y (*"- -* )' x" — X y X y"—y * {y" ~ y ' ) Nr.

+ +14000 +38190 +
1 +243,9 + 229,2 1
2 3743! —f-26,1 +143,4 +244,5 —221,4 54132 2
3 2180 —96,9 +22,5 +255,3 —150,3 38372 3
4 1389 —201,3 -6,9 +147,6 —17,7 2613 4
5 454 —94,5 +4,8 +54,0 +121,8 6577 5
o ! —50,1 +114,9 +53,1 +240,9 12792 6
7 43268 5756 +176,1 +245,7 +3,9 + 129,0 503 7
1 58682 +240,6 +243,9 +229,2 —102,3 23447 1

^2 -•- 143,4 +244,5 2

107082|8390 0 0 19872 118564
— V —
2 F = 98692 F = 49346 2 F = 98692

Die Doppelrechnung nach beiden verschiedenen  Formeln bietet
°ffenbar eine sehr gute Bürgschaft für die Richtigkeit des über-
eil>stimmend erhaltenen Resultats , sie hat jedoch gegenüber zwei
hnabhängig geführten Rechnungen nach derselben  Formel den
“achtheil , dass man im Falle der Nichtübereinstimmung der Re¬
sultate nicht sofort sieht , wo die Rechnungen auseinandergehen.

Die bei solchen Flächenrechnungen vorkommenden sehr müh¬
samen Zahlenrechnungen können theilweise ersetzt werden durch

Anwendung einer Produktentafcl *) Das beste Mittel ist aber
°ane allen Zweifel die Thomas’ sehe Bechenmaschine**) eine durch
?®hr sinnreiche Räderübersetzuung wirkende Zählmaschine, welche
Multiplikation und Addition oder Subtraktion (sowie auch Divi-
? °n) ausführt . Um z. B. das Produkt 2445 . 2214 unserer obigen
Rechnung zu bilden , hat man die Ziffern 2 4 4 5 auf Skalen auf-
7'Ustecken, dann eine Kurbel 2 — 2—t- 1 — 4 = 9mal umzudrehen , und
dazwischen 3mal einen Schieber zu bewegen . Addition und Sub¬
traktion wird durch Drücken auf einen Knopf bewirkt . Der durch
Me Maschine erzielte Gewinn ist so bedeutend , dass bei Flächen-
eerechnungen oder anderen derartigen Arbeiten die verliältniss-
>uässig geringen Anschaffungskosten sich bald einbringen.

Fläclienberechnung nach einem Plan.  Greift man Grundlinie
UJ1d Höhe eines auf einem Plan gezeichneten Dreiecks mit Zirkel

Maassstab ab, so lässt sich seine Fläche rechnen , und ebenso
^ich durch Zerlegen in Dreiecke die Fläche jeder andern gerad-
ll *dg begrenzten Figur.

*) Crelle Rechentafeln . Berlin 1857 (enthält alle Produkte von je zwei 1, 2
Gr 3ziffrigen Zahlen ).

l ^ ." ret schn€ider.  Produktentafel , enthaltend die 2- bis 9fachen aller Zahlen von
018 100000. Hamburg und Gotha 1841.

o **) Beschreibung der Rechenmaschine , s. d. Zeitschrift „Civilingenteuru 1862
*tv Schlömilchs  Zeitschrift 1864 S. 198.
Die Bezugsquelle für Rechenmaschinen ist gegenwärtig : Mr Hoart  Paris,

■t, G du Helder 13. Der Preis  ist zwischen 150 und 450 Franken bei 5—8ziffrigen
* Aktoren.

4 *
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Pig. 12.

Verwandeln  eines Vielecks in ein Vier- Fig. 11.
eck oder Dreieck durch die in Fig. 11 an¬
gedeutete Methode des wiederholten Pa-
rallelabschiebens ersetzt das Zerlegen, und
leistet bei gewisser Uebung (wobei die
verschiedenen Hülfslinien nicht ausgezogen
werden ) gute Dienste.

Eine Näherungsmethode  namentlich für
unregelmässige Figuren , (Bäche,Wege etc.)
ist in Fig . 12 angedeutet . Man legt ein
Netz von Parallelen (Pauspapier , Faden¬
netz etc.), deren Abstand eine runde Zahl,
etwa 10m ist , auf die zu bestimmende
Fläche , und ermittelt die Summe der »ver¬
glichen« gemessenen Längen der entste¬
henden Streifen durch Abgreifen und me¬
chanisches Addiren mit dem Zirkel, so dass
man durch Multiplikation dieser Summe
mit dem Abstand (10) der Parallelen die Fläche bekommt.

Combinationunmittelbar gemessener und aus dem Plan abgesto-
ebener Längen.  Da bei einer lang gestreckten Figur ein Fehler
in der Breite viel schädlicher ist , als ein gleich grosser Fehler
in der Länge , so kann man bei den lang gestreckten Eigenthums¬
stücken (Parzellen ), welche der Feldbearbeitung wegen die ge¬
wöhnlichen sind, die Breiten unmittelbar messen, die Längen
aber aus dem Plan abgreifen (in Baden üblich.)

Eingang des Papiers.  Wenn eine Zeichnung in irgend welcher
Richtung um p °j0 eingegangen ist , so müssen die in dieser Rich¬
tung abgenommenen Maasse um p °j0 vermehrt werden.

Fig . 13.Wenn man Coordinaten aus einem Qua¬
dratnetz messen will, so legt man, um z. B.
A’ P  zu ermitteln (Fig . 13), einen Maassstab
AB,  der die richtige Länge hat , so schief,
dass A und 15 auf Netzlinien , und P  an die
Maassstabkante kommt ; dann ist AP  so¬
fort das gesuchte von dem Karteneingang
unabhängige Maass. Hiebei kann man aller¬
dings nur hölzerne prismatische Maassstäbe
verwenden , deren Genauigkeit aber beim
Ablesen fast immer ausreicht (bei scharfen
Kanten des Maassstabs kann man Milli¬
meter noch ziemlich sicher schätzen ).

Wenn ein Rechteck nach einer Richtung um p °/o> nac^ der
anderen um g°/o eiugegangen ist , so ist der procentische Eingang
p'  einer Linie, welche von den Seiten des Rechtecks die Stücke
a und b abschneidet:

, a zp + bäq
p = — +F -

d. h. p  ist das arithmetische Mittel aus p  und q,  wobei diesen
Werthen die Gewichte a3 und 63 beigelegt werden , a und &müssen
nur als Verhältnisszahlen und nicht sehr genau bekannt sein.

Beispiel.  Ein Quadrat eines Coordinatennetzes hatte ursprüng-
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die Seite 100m. Nach einiger Zeit ergibt sich, dass die ho¬
rizontale Seite auf 99,3m und die vertikale auf 99,Sm eingegangen
lst , also p = 0,7 9 = 0,2 ; es fragt sich, was der procentische Ein¬
gang einer Linie ist , welche die Stücke 3 und 5 von den Seiten
abschneidet.

P =
9 . 0,7 -1- 25 . 0,2

= 0,19 -1- 25
Wenn also auf der betrachteten Linie ein Stück von 86,4m

abgemessen wurde , so ist es durch Zuschlag von 0,29m auf 86,7m
Zu  vergrössem.

Bei wichtigen Zeichnungen macht man sich neuerdings (in
Bayern) von den hygroscopischen Eigenschaften des Papiers und
<*er  Leinwand möglichst unabhängig durch Aufziehen des Papiers
aUf sehr dünne ifiw/i'platten.

, Genauigkeit der Flächenbestimmung.  Wenn A a und A b die
Mattieren Fehler der Seiten a und b eines Rechtecks sind, so ist
aer mittlere Fehler ilf der Fläche a b

M = y {a A b)'! -f- (b A a)'1 (3)
Fig . 14. woraus ersichtlich ist , dass, wenn

etwa Aa = Ab  und a )> 6, der Fehler
der kleineren Seite Ab  einen grösse-

s P i~| Flächenfehler a Ab  erzeugt , als der
j Fehler A a der grösseren Seite (vgl.

ä ~£ a Fig . 14) wie schon oben bemerkt
wurde.

Nach § 17 ist der mittlere Fehler einer mit Latten gemesse¬
nen Linie von 100m Länge = 0,035m, also der mittlere Fehler
eines Quadrats von 100m Seite nach Gl (3) : M = 5 Qm.

Setzt man unmittelbare Messung von a und b mit Messlatten
voraus, so ist _

A a — 0,0035 V a
Ab — 0,0035V &also

M =  0,0035 Vab (<*-I - b)  ( 4)
Bei constanter Fläche a b wird (a -f - b)  ein Minimum mit a = b,

a’so hat man den Minimalfehler für eine Fläche f = a 2:
M = 0,0035 yi¥ ‘ = 0,00495 fl  ( 5)

Setzt man a = 10 b,  so gibt Gl (4) mit ab —f\

M = 0,0035 p (ll = 0,006528 fl (6)
Bestimmt man die Fläche eines Rechtecks ab  mittelst der

aus einem Plan im Maassstab 1 : 1500 abgenommenen Maasse a
ünd b,  so kann man den Fehler des Abstechens etwa = T| Milli¬
meter in natürlichem Maass, also = 0,15m in verjüngtem Maass
Rehmen, sodann mit Rücksicht auf die Fehler der Aufnahme und
Zeichnung, etwa

A a = Ab = 0,2m
>'°mit Gl (3) gibt

M=  0,2
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Im günstigsten Falle , bei einem Quadrat a 3= f, gibt dieses
mit b = a:

M=  0,2828 Vf (7)
bei einem langgestreckten Rechteck ab = f, wobei « = 106  hat
man i

M =  0,2 Y 10“ 1 Vf =  0,6357 Vf (8) t
Durch Rechnung von M nach den Gl (5), (6), (7), (8) erhält

man folgende Werthe für den mittleren Fehler einer Bestimmung
der Fläche f

Fläche
Bestimmung mit Mess-

Latten
Bestimmung aus einem

Plan 1 : 1500
f Quadrat Rechteck

1X10 Quadrat
Rechteck

IX 10
r> □ m □ m

1 0,00 0,01 0,28 0,64
10 0,03 0,04 0,89 2,01

100 0,16 0,21 2,83 6,36
1000 0,88 1,16 8,94 20,10

10000 4,95 0,53 28,28 63,57
100000 27,83 36,71 • 89,43 201,00
In der Praxis werden die Fehler immer grösser sein, weil

ausser den betrachteten immer noch andere Fehlerquellen vor- ^
handen sind. 1

Die Differenzen, welche die Badische und Preussische Kataster-
vermessug bei zwei aufeinander folgenden unabhängigen Flächen- |
bestimmungen gestatten , sind im folgenden mitgetheilt : *)

Differenz zweier Bestim-
Fläche f mungen

in Baden in Preussen

□ m
100 5 —

1000 10 22
10000 40 95

100000 220 300
Bei beiden Vermessungen werden die Flächen im Wesentlichen

aus Plänen im durchschnittlichen Maassstab 1 : 1500, womöglich
mit Benützung unmittelbar gemessener Längen (Grundstücksbmte »*
namentlich in Baden) gefunden . In Baden sind Messlatten , io
Preussen die Kette hauptsächlich üblich.

Werden mehrere (bis zu 50) Parzellen in eine »Controlmasse*
zusammengefasst , so darf diese gegen die Summe der Einzelbe- <
Stimmungen in Baden höchtens um 0,5°/0 (Anweisung S. 31) io
Preussen um 0,3% (Anweisung S. 70) differiren.

In Württemberg **) sind 0,5% Differenz zwischen der Parzel¬
lensumme einer Fiurkarte (Quadrat von 4000 Fuss = 1144m) und

*) Badische Anweisung S. 31. Preussiche Anweisung S. 68.
**) Instruktion für die Ausführung der K. W. Landesvermessung . Stuttgart
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Fig . 15.

deren theoretischer Fläche gestattet . Die Flurkarte ist im Maass¬
stab 1 : 2500 gezeichnet , die Flächenberechnung wird aber zum
grössten Theil nach dem Handriss mit unmittelbar gemessenen
Coordinaten ausgeführt.

In Oesterreich*) ist bei der Flächenberechnung aus Flurkarten
deren Maassstab etwa 1 : 2500 ist , ebenfalls eine Differenz von
0,5% bei zwei unabhängigen Bestimmungen gestattet.

Wegen der im Obigen besprochenen mittleren Fehler der
Flächenbestimmung werden die Flächen fast nie genauer als auf
einzelne angegeben.

§ 22. Theilung der Flächen (Grenzverlegung).
Grundaufgabe I. (Fig . 15). An eine Gerade

A li  sind zwei andere Gerade A M und B N  unter
den Winkeln a und /# angelegt ; durch eine zu AB
parallel gezogene Gerade CD  soll ein Stück ABCD
von Inhalt Q abgesc hnitten werden._

Auflösung: x —\ f a~— 2 Q (cotg u •+- cotg j)

„ = - £ 2-it ■+*x
a und 3 können beide spitz oder stumpf sein.

I a) Specieller Fall.  Wenn AM  parallel B N , (a -h [i =  180°),
Q

so ist x = a, y = —J a
Grundaufgabe II. (Fig . 16). Von einem

Winkel MAN  soll durch eine Gerade M N,
Welche durch den mittelst der Coordinaten
AQ = x und QB —y gegebenen Punkt P
geht , ein Dreieck AMN  von gegebenem
Inhalt Q abgeschnitten werden.

Fig . 16.

Auflösung: AM —
Q+ Q
y y V » —y cotg « ^

AN = ~: 2 Q
« M

A M  sina
P liegt innerhalb oder ausserhalb des Winkels MAN  wenn
x — y cotg a ^ 0.

I2)
Im ersten Falle hat man <1J Lösungen, wenn e>= Parallelo-

gramm AB  PC,  und zwar wird die Theillinie parallel CB,  wenn
nur eine Lösung möglich ist.

Im zweiten Falle ist immer eine'i Lösung möglich, (abgesehen
von einer zweiten (wobei A M und A N  negativ sind) entspre¬
chend dem Scheitelwinkel von a.

Ha . Specieller Fall.  Wenn P auf einer der Geraden ASM
oder AN  selbst liegt z. B. P mit N  zusammenfällt , so wird

2 OAM = - M kann auch bestimmt werden mittelst des Ab-
y

Standes MB  =
__ _ jliV

*) Instruktion zur Ausführung des allgemeinen Catasters in Folge der 1817
1849 angeordneten Landesvermessung . "Wien 1856 § 335.
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Anwendungen.

§ 22 .

Fig . 17. I. (Fig . 17). Eine
zwischen zwei parallelen
»GreivannenxgrenzenAM
und D N  liegende ge¬
brochene Eigenthums¬
grenze ABC I)  soll in

' eine geradlinige auf AM
rechtwinklig stehende
PQ  verwandelt werden.

Man nimmt AEJ - AM
und misst die einge-
sehriebenenMaasse,wor¬

aus sich rechnet
ABCDE=  603,0 [ >

weshalb der Abstand der Parallelen P Q von A E  nach Grund¬
aufgabe la  sich findet =
werden kann.

Fig. 18.

603,0
90,04

dass seine Ordinate =

Fig. 19.

740,3
70,92

r

= 6,70 , womit PQ  abgesteckt

II) (Fig . 18). Die Grenze
AB C D soll in eine geradlinige
A E  verwandelt werden , welche
durch A geht.

Man nimmt die alte Grenze
* ABCD  durch Coordinaten in

Beziehung auf irgend eine durch
A gehende Aufnahmslinie z. B.
AD  auf , und rechnet:

2 AB CD = 740,3 qm.Dann ist E  so zu bestimmen,
= 10,44 wird (Grundaufgabe IE ).

III) (Fig . 19). Das Vier¬
eck AB GD soll durch eine
Parallele MN  zu AD  hal-

oz  birt werden.

i\m szr
Man nimmt das Viereck

durch Coordinaten in Bezieh-

J4 \ oc (So. zo)

tWes
i

ß
ung auf AD  als Aufhahms-

\D linie auf, und rechnet Fläche
$ &

Nj*9
^ pes Vierecks = 2192,5 also,
G uach Grundaufgabe I,

AD — a =80,20 ctga = —

cotg ß = +

AMND
5.10
37.10
26,08

Q = 1096,2

= 0,13747

= -+- 0,86875, womit

IV) (Fig . 20).

30,02
x — 69,49 y = 14,65

Die Grenze B PC  soll in eine Gerade verwan-
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'eit 'werden, jodoch so , dass sie nach
Wie vor durch den Punkt P  geht.

Aus den gemessenen in Fig . 20 ein¬
geschriebenen Maassen rechnet man

ABPC = Q=  545,7 Qn

Fig . 20.

ta ng a = « = 52®44’53" sc-. :+ 29,60,
24,70’

y — 8,00 , womit nach Grundaufgabe II:
AM =  106,11 AN =  12,98
AM =  30,31 AN ’ =  45,44

.. Von beiden Lösungen kann nach Be¬
heben eine ausgewählt werden (in diesem Falle MN ).

Empirische Fldchentheilung. Häufig gelangt man durch einige
Wiederholte Versuche rascher zum Ziel als durch strenge Rech¬
nung. Dieses ist namentlich der Fall , wenn, wie fast immer , die
Nebenbedingungen (z. B. die Theillinien durch gegebene Punkte
oder nach gegebenen Richtungen zu legen ), weniger genau erfüllt
sein müssen, als die Hauptbedingung der richtigen Flächenthei-
liQg. In solchen Fällen macht man eine erste Theilung auf einem
genügend grossen Plan (1 : 500 und nöthigenfalls noch grösser)
Und verbessert nöthigenfalls nach der Uebertragung auf das Feld
uach Maassgabe unmittelbarer Flächenaufnahme . Dieses ist das
hei grossen Güterzusammenlegungen und Vertheilungen übliche
"erfahren.

Beispiel I. (Fig . 21). Fig . 21.
hhe Grenze ABC  soll
Parallel P B gemacht
Werden, wobei PA  und
P C nicht parallel sind.

Man steckt schätzungs¬
weise M N'  parallel PB
ab, und sieht zu, ob
PM ' N ' B - PABCB -,
sollte z. B. PM ' N ' B

klein sein, so verschiebt man M ' N'  parallel nach MN,,  so
dass der schmale als Rechteck zu behandelnde Streifen MNN ' M'
den Fehler deckt.

Beispiel II. (Fig . 22). Ein Viereck
-dH CD  soll so in mehrere Theile getheilt
Werden, dass die Theillinien durch S gehen.

Hat man auf einem Plan z. B. MN  be¬
stimmt , so kann man nach Maassgabe
einer unmittelbaren Aufnahme der Fläche
-dH NM  die Gerade MN  noch ein wenig
Parallel verschieben , oder um 31  oder N
drehen, was der Nebenbedingung des Zie¬
lens nach S nicht schaden wird.

Naherungsverfahren. (Fig . 23). Wenn
die Grenze AB CI ), welche nicht viel von
der Geraden A D abweicht , und nahezu A
rechtwinklig zu A 31 (oder D N)  ist , ge-

Fig . 22.

ij
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rade gemacht werden soll,
so wird , nach Analogie des
Parallelabschiebens A Ä
gleich dem Abstand B B'
des Punktes B von A G
gemacht und dadurch

D CB A in D GA  verwan¬
delt und ebenso DG A  in
DA ".

Um die Grenze MN
ihrer Richtung nach wenig
zu verändern , kann man sie
um ihren HalbirungspunkU ,
P  in die Lage M’ N'  drehen .^
(Streng richtig , wenn A M
parallel D N) .

Fig . 23.

§ 23. Der Planimeter.
Der Planimeter ist ein Instrument , mittelst dessen der Flächen¬

inhalt einer ebenen Figur auf mechanischem Wege bestimmt wird.
Von den verschiedenen derartigen Instrumenten ist ohne allen

Zweifel der Polarplanimeter  von Amsler  vermöge seiner Einfach¬
heit , allgemeinen Anwendbarkeit und Wohlfeilheit das beste , was
sich auch dadurch zeigt , dass er allein sich in der Praxis ein¬
gebürgert hat.

Beschreibung.(Fig .4). Der »feste Arm« PS  ist im »Pol«PbefestigL
so dass der andere Endpunkt S einen Kreis um P beschreiben
kann . Der »bewegliche Arm« SF  ist in S scharnirartig mit dem

Fig - 24 (V3 n . Gr.)

festen Arm verbunden ; und demnach kann der »Fahrstift « F  jeden
Punkt erreichen , dessen Entfernung vom Pol (ungefähr ) zwischen
den Grenzen E' + jB  und B’— B ist . Die Umdrehungen des Lauf¬
rades A werden durch ein Zählwerk gezählt.
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Grundzüge der Theorie. *) (Fig . 25).
_Wenn der Ead - Fig. 25.

Mittelpunkt A sich
w der Eichtu ng der
Achse oder recht¬
winklig hinzu be¬
legt , so wird bzw.
der Bogen Null oder
der dem Weg des

Badmittelpunkts
gleiche Bogen abge¬
wickelt . Wenn A die
geradlinige Bewe¬
gung x macht , in
einer Eichtung , wel¬
che den Winkel
90—a mit der Bad¬
achse bildet , so wird
ein Bogen

b —x cos a (1)
auf dem Bade abge¬
wickelt .- Diese Gleichung gilt auch, wenn A sich auf einem Kreise
um P bewegt , wobei x ein Bogen dieses Kreises, und a der Winkel
zwischen der Badachse und dem Kreishalbmesser.

Wenn der Fahrstift F  einen Kreisbogen FF'  vom Halbmes¬
ser r  und der Amplitude FPF' = <jp (als Bogen in Theilen des
Halbmessers ) beschreibt , so beschreibt der Badmittelpunkt A jeden¬
falls auch einen Kreisbogen von der Amplitude <p um P , also ist
der Weg von A : x = q <jp und der abgewickelte Bogen nach (1) :

b = q (jp cos a
oder weil q cos a = R' cos ß—r

und p3= R 2+ R’z-h  2 RU'  cos ß,
wenn zugleich B 2+ il' ä+2B )' = C3 (2)

gesetzt wird :
Bb = <]p(p3-C 3) (3)

G ist derjenige Werth PF 0 von <p, welcher der Stellung A0 P 0
des beweglichen Arms entspricht , bei welcher PA 0-LA „F 0 wie
sich aus Gl (2) entnehmen lässt , und auch daraus folgt , dass Gl (3)
5 = 0 liefert , wenn <jp= C,  denn b kann nur Null werden , wenn
die Badachse in der Eichtung der Bewegung von A liegt , wie
schon oben bemerkt wurde . Der Kreis F0F ' F"  vom Halbmes¬
ser C möge der Grundkreis  heissen.

Nunmehr zeigen auch die Werthe p3<p und Gl (p  in Gl (3) geo¬
metrische Bedeutungen , es sind dieses nemlich bzw. die der Ampli¬
tude (jp entsprechenden Sektorflächen im Kreise vom Halbmesser p
und im Grundkreis ; und der Werth Mb  in Gl (3) ist gleich der
Fläche des Bingstücks FF ' F " F"  und man hat den allgemein
gültigen Satz:

Wenn ein um den Mittelpunkt P gezogener Kreisbogen um¬
fahren wird , so wird an dem Bade ein Bogen b abgewickelt , durch
dessen Multiplikation mit M der Flächeninhalt des durch den

:) Hach Brcmiker,  Theorie des -Awi.ster’schen Polarplanimeters . Berlin 1863.
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Grundkreis , den Kreisbogen selbst und die nach seinen Enden
gezogenen Halbmesser begrenzten Ringstücks sich ergibt.

Betrachtet man ferner das Durchfahren des staffelförmigen
Linienzuges MQN,  so lässt sich zuerst einsehen , dass die beim
Durchfahren der radialen Strecken abgewickelten Bögen sich auf-
heben müssen , und wenn man irgend einem Linienzug zwischen
M und N  eine enganschliessende staffelförmige Linie nach Art
von MQN  mit unendlich kleinen Absätzen substituirt , so führt
der vorige auf folgenden zweiten Satz:

Wenn irgend welche Linie zwischen zwei gleich weit von P
abstehenden Punkten M  und N  durchfahren wird , so wird an
dem Rade ein Bogen b abgewickelt , welcher mit E  multiplicirt
den Inhalt der Fläche gibt , welche durch den Grundkreis , die
Linie selbst und die ihren Endpunkten entsprechenden Radien
begrenzt wird.

Dieser Satz gilt allgemein , mag der betrachtete Linienzug
innerhalb oder ausserhalb des Grundkreises liegen , oder ihn schnei¬
den. Linien , welche auf verschiedenen Seiten des Grundkreises
liegen , liefern Flächenstücke von verschiedenen Vorzeichen.

Mit Hülfe dieses Satzes und der Gl (2) lassen sich folgende
zwei Formeln zur Berechnung der Fläche F  aus den abgewickel¬
ten Bogen b aufstellen . Wenn der Pol ausserhalb der umfahrenen
Figur liegt , so ist:

P\ = E . b (4)
wenn er innerhalb liegt:

F z =Eb + C2n (5)
Wenn man statt des abgewickelten Bogens b die Anzahl n

der Radumdrehungen einführt , so ist, wenn der Radhalbmesser
= ?•' , b — 2 r it n also

F, = 2 R f it n (6)
F, = 2 Er nn -\- C1 tt (7)

Bei der Anwendung des Planimeters  ist es sehr wünschenswert !:,
dass 2 E r 1it =  1 oder irgend eine (andere ) Potenz von 10 ist,
damit die Bestimmung von F  aus n keine Multiplikation verlangt.
Von allen Dimensionen des Instruments ist eine  veränderlich , nem-
lich die Länge E des beweglichen Arms (durch Verschieben in einer
Hülse) und es muss demnach E - —;— gemacht werden .BeiZ T 7t
dem Amsler’ sehen Planimeter des Carlsruher Polytechnikums ist
r =  0,99 cm, woraus E — 0,161 oder mit Wahl einer andern Ein¬
heit von n (anderer Potenz von 10) B = 16,l cm. Diese Bestim¬
mung ist selbstverständlich sehr ungenau , sie dient aber als erste
Näherung . Man stellt den Arm auf 16,l em, umfährt mit aussen-
liegendem Pol z. B. ein Quadrat von 100 Qcm und erhält 97,6
Qcm, also zu wenig . Da nun nach Gl (6) allgemein E  umgekehrt
proportional n ist , so folgt , dass E  in demselben Verhältniss zu
verkleinern ist , in dem n grösser werden soll ; d. h. E = 16,1 muss

97 6
übergehen in 16,1 = 15,71cm. Hiemit wird ein neuer Ver¬
such gemacht , und ihm entsprechend E  abermals verändert , wo¬
bei nach Obigem E  zu vergrössern ist , wenn n zu gross erhalten
wurde und umgekehrt . In dieser Weise kann man durch wenige
systematisch angeordnete Versuche die Stellung des Arms für
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jedes Maass scharf erhalten , wenn der vom Mechaniker gemachte
Strich sich nicht genau erweisen sollte , oder das Instrument für
em Maass benützt werden soll , das nicht vorgesehen ist.

Den Werth der Constanten C2n bestimmt man ebenfalls zuerst
theoretisch , nach Gl (2). Unser Instrument hat : B 1 = 15,9cm
-ß = 15 ,7cm r  —  3,4cm, womit C2rt = 1904 Qcm. Eine Verbesse¬
rung der Constanten erhält man durch Umfahren einer Figur von
bekanntem Inhalt mit innseitigem Pol und Vergleichung des Re¬
sultats mit dem bekannten Flächenmaass . Z. B. gab das Umfahren
eines Quadrats von 1600 Q “ : n = -—295,0 und da 1600 = n
+ C27r, so ist C2» = 1895,0. Eine ungefähre Kenntniss der Con¬
stanten vor  der genauen Bestimmung ist durchaus nöthig , weil
das Zählwerk mehr als 100 Radumdrehungen , d. h. in unserem
Palle mehr als 1000 Qcm nicht mehr angibt . Wenn die Constante
grösser ist , als die umfahrene Fläche , so wird n negativ, , was
ebenfalls beim Ablesen wohl zu beachten ist . Im obigem Falle
wurde z. B. zu Anfang 149,1 und am Ende 854,1 Qcm abgelesen,
■woraus mit Rücksicht auf den ungefähr  bekannten Werth G2 n
gebildet wurde : n =  854,1 — 1149,1 = — 295,0.

Genauigkeit.  In dieser Beziehung sind die beiden bisher unter¬
schiedenen Fälle besonders zu behandeln . Ein Fehler dB,  in der
Einstellung von B gibt nach Gl (6) und (7) folgende Flächenfehler:

dF, =2r ' « MdR = ^F
dF z = 2 r nn dB -+- 2 (B -+- r) n dB

dF z = ( F -C2«) ^ + 2 (B + r) ndBB
nimmt man _F = 400Qcm , dB = ± 0,01cm B = 15,7cm r — 3,4cm,
so wird

dF l —±  0,25 Qcm
dF z =±0,95  ±1,20

oder wenn dB  der mittlere  Einstellfehler:

dF z = V0,95 2+ 1,202= 1,53 Qcm
Es ist also der bei der Innenstellung des Pols zu fürchtende

Pehler dF z hier 6mal so gross als der bei der Aussenstellung zu
fürchtende dF z. Es ist immer vorzuziehen , den Pol ausseidralb
zu wählen , und sehr grosse Flächen zu zerlegen,  statt den Pol
innerhalb zu nehmen . Diese Vorschrift befolgen übrigens fast
alle Praktiker instinktive , wie z. B. die Benennung : »die berüch¬
tigte Constante<  beweist.

Was die Genauigkeit der Planimeterbestimmungen überhaupt
betriftt , so kann man sich natürlich blos an Versuche  halten . Der
mittlere Fehler ist vermuthlich eine Function der absoluten Summe
der Achsenumdrehungen , also nicht proportional der algebraischen
Summe, d. h. der Fläche . Da man aber diese absolute Summe,
(welche von der Stellung des Pols gegen die Figur abhängt ) nicht
kennt , so wird vorerst nichts übrig bleiben , als den Fehler in
Beziehung zur Fläche zu setzen.

Versuche über die Genauigkeit.  In der Bayrischen »Zeitschrift
für Geometer«, redigirt von Spielberger,  Jahrgang 1861 S. 81 u. ff.
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sind die Resultate der Bestimmungen von 32 Flächenstücken eines
Plans , deren Summe = 135 Q om  ist , mit je 4 verschiedenen Amsler-
sehen Planimetern mitgetheilt , woraus wir rechnen : Mittlerer
Fehler einer Flächenbestimmung durch einmaliges  Umfahren:
+ 0,57°/0 der Fläche.

Junge  erhielt aus einer grösseren Beobachtungsreihe *) für den
mittleren Fehler bei zweimaligem  Umfahren:

Umfahrene Figur . Mittlerer Fehler.
Kreise mit Halbm . bis zu 5°m
Kreise mit Halbm. von 7—13°m
Quadrate mit Seite bis zu 10cm
Quadrate mit Seite von 12—25cm

0,87 % i
0,18 » (
0,46 » (
0,12 » )

Pol
ausserhalb.

Kreise mit Halbm . bis zu 9cm
Kreise mit Halbm. von 11—29cm
Quadrate mit Seiten bis zu 15cm
Quadrate mit Seiten von 20—40cm

-4,64 % ;
0,23 » (
4,50 » /
0,17 » )

^ Pol
innerhalb

Mit dem Instrument des Carlsruher Polytechnikums (das nicht
mehr in ganz gutem Stand ist) ergab sich der mittlere Fehler
der Bestimmung eines Quadrats von 10cm und von 20cm Seite
durch einmaliges  Umfahren aus je 10 Versuchen gleich zu 0,7 °/0.

Aus der Gesammtheit dieser Versuche folgt , dass man den
mittleren Fehler einer Bestimmung durch einmaliges  Umfahren im
Allgemeinen nicht unter 0,5 °/0 annehmen darf , also bei dem üb¬
lichen zweimaligen  Umfahren nicht unter 0,3°/o, bei grösseren
Flächen von 400 und mehr Qcm wird der Fehler ziemlich kleiner,
jedenfalls aber hat die Angabe von Amsler**) es werde der Flächen¬
inhalt einer Figur auf genau durch den Planimeter angegeben,
die Genauigkeit etwas zu hoch gegriffen.

Cap. III.
Die Libelle.

§ 24. Erklärungen.
Die Libelle oder Wasserwaage dient zur Bestimmung von hori¬

zontalen , d. h. zur Richtung der Schwerkraft rechtwinkligen Ge¬
raden . Die Oberfläche einer ruhenden Flüssigkeit ist in allen
ihren Punkten normal zu der Richtung der Schwerkraft , also
horizontal.

Man unterscheidet Möhrenlibellen  und Dosenlibellen.
Eine Röhrenlibelle besteht im We- Fig . 26.

sentlichen aus einem Glasgefass , dessen
Innenfläche durch Umdrehung eines flachen
Kreisbogens um eine Sehne erzeugt ge¬
dacht werden kann . (Fig . 26). Zuweilen ist übrigens nur ein
Theil der Innenfläche , nemlich der obere , so geformt , während

*) S. Civilingenieur,  herausgegeben von Bornemann. Jahrg. 1866, S. 63 u. ff.
**) Amsler.  Ueber einen neuen Planimeter. Schaffhauaen 1856.
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Fig . 27.der untere cylindrisch ist . (Fig. 27.)
Uhe mechanische Herstellung geschieht
wirch Ausschleifen  einer cylindrischen
ttöhre , hei schlechteren Libellen durch
iilfge,n  einer cylindrischen Bohre.) Der
ältliche Verschluss geschieht durch Zu-
schmelzen oder Einkitten eines Glasstöpsels. Die Röhre ist soweit

Wasser , Weingeist oder Schwefeläther  gefüllt , dass nur ein
kleiner Theil oben von Flüssigkeit frei bleibt , welcher sich _in
Bestalt einer Blase  zeigt . Um die Länge der Blase , welche sich
jrut der Temperatur der Flüssigkeit verändert , (und bei mangel¬
haftem Verschluss stets grösser wird) reguliren zu können , versieht
hian grössere Libellen mit einer Scheidewand S (Fig . 27), welche
Verschiedene Vertheilung der Flüssigkeit in beiden durch sie ab-
Segrenzten Räumen , nemlich der eigentlichen Libelle und der
*Kammer« gestattet.

Die Oberfläche der Flüssigkeit ist eine horizontale Ebene,
(abgesehen von der an den Rändern entstehenden Aufbiegung)
kad die Blasenmitte zeigt den höchsten Punkt der Innenfläche an.

Um die Stellung der Blasenmitte auf der Röhre zu bestimmen,
hat man die Letztere mit einer Theilung  versehen , die bei klei¬
neren Libellen nur aus wenigen gegen die Röhrenmitte symme¬
trisch liegenden Strichen , bei grösseren aber zweckmässig aus
®\öer durchlaufenden gleichförmigen Skale mit Bezifferung besteht.
Linen der Röhrenmitte möglichst nahe liegenden Punkt der Thei-
h'hg (bei Libellen ohne durchlaufende Theilung den Symmetral-
Pknkt derselben ), wählt man als Normalpunkt der Theilung.

Achse der Libelle  heisst die im Normalpunkt der Theilung an
J~le  Innenfläche der Libelle nach der Längenrichtung gezogene
langente . Wenn die Achse horizontal ist , so fallt die Blasenmitte
^nt dem Normalpunkt zusammen, oder »die Blase spielt ein.«
. Wenn die Achse nicht horizontal ist , so hat die Blasenmitte

^nen gewissen Abstand vom Normalpunkt , der »Ausschlag'« der
Blase heisst , und gewöhnlich in Einheiten der Theilung , »Strichen«
(linear) gemessen wird.

Empfindlichkeit.  Fig . 28 zeigt eine Libelle mit horizontaler
■“■chse AB  und mit geneigter Achse Ä B'. Im ersten Falle fallen

Fig . 28.
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Blasenmitte M und Normalpunkt N  zusammen , im zweiten Falle
haben sie den Abstand M' N ' = a ***) ), welcher der Ausschlag ist.
Wenn C,  beziehungsweise C', der Krümmungsmittelpunkt der Li¬
belle ist , so ergibt sich zwischen Ausschlag a,  Neigung a der Achse
und Krümmungshalbmesser S,  die Beziehung:

(1)a  jj

Das Verhältnis —der Maasszahlen für den Ausschlag und die
Achsenneigung ist also für jede Libelle constant , und nur abhän¬
gig von I{, es heisst die Empfindlichkeit  der Libelle.

Die Empfindlichheit wird gewöhnlich durch die einem Aus¬
schlag a von 1 Strich entsprechende Neigung a angegeben.

Fig . 29.

S
s.>Ä  c I

Zur Bestimmung der Empfindlichkeit  dient ein in Fig . 29 skiz-
zirter Apparat , der im Wesentlichen in einem starren Arm b̂esteht,
der an einem Ende mittelst zweier gewöhnlicher Stützen A und
am andern Ende mittelst einer durch ihn gehenden Schraube S
auf fester Unterlage aufliegt . Wenn h die Ganghöhe der Schraube,
und l die Länge des Arms ist , so entspricht einer  Schraubenum-
drehung die Neigung

des Armes und einer auf ihn gesetzten Libelle. Die Dimensionen
h und l sind so zu wählen , dass a eine runde Zahl wird . Z. B.
hat der Apparat des Karlsruher Polytechnikums h = 0,509 mnl
l =  437,5 mm, womit a = 4 Minuten , weshalb die Scheibe in 240
Theile getheilt ist.

Beispiel:  Eine grössere Libelle von Pistor  und Martins  gab
Folgendes:

*) In Fig . 28 steht irrthümlich M' N' = . a  statt a.
**) Es sei hier ein für allemale bemerkt , dass mit £ die Reduktionsconstante

für Bogen und Winkel bezeichnet wird , und dass speciell

—r = 57,2958= Q°Tt

gesetzt wird.
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Schraube Blase
links

aende
rechts

Aussc
links

ihlag
rechts

0' 14" 1,4 10,0 2,8 3,0
22 4,2 13,0 2,9 2,9
30 7,1 15,9 3,3 3,6
38 10,4 19,5 2,8 2,8
46 13,2 22,3 3,5 3,8
54 16,7 26,1 2,5 2,6

1 2 19,2 28,7 2,7 2,8
10 21,9 31,5 3,1 3,3
18 25,0 34,8 2,8 2,9
26 27,8 37,7 2,7 2,9
34 30,5 40,6 2,7 2,7
42 33,2 43,3

31,8 33,3

Die Gesammtneigung der Libelle ist 88", die Gesammtver-
schiebung der Blase ist im Mittel 32,55 Striche , also entspricht
einem Ausschlag von 1 Strich (1 Pariser Linie) eine Achsennei¬
gung von 2,70 Sekunden.

Bei empfindlichen Libellen hat man nach der Bewegung der
Schraube 1—2 Minuten zu warten , bis die Blase sicher zur Ruhe
gekommen ist.

Wenn , wie bei obigem Beispiel, die gleichen Umdrehungen
entsprechenden Ausschläge gleich sind, so ist bewiesen , dass die
Pöhre gut kreisförmig geschliffen ist (sofern die Schraubengänge
ulle gleich sind).

In der Praxis kommen etwa folgende Empfindlichkeiten vor,
ausgedrückt in dem Winkel , welcher einem Ausschlag von 2—3“«n
entspricht : bei Hauptnivellements und trigonometrischer Höhen-
inessung 2—4", bei grossen Theodoliten 3—6", bei den gewöhn¬
lichen Feldinstrumenten 10—30". Bei Dosenlibellen für den
Messtisch oder zum Einstellen einer Nivellirlatte 1—5'.

§ 25. Anwendung,
Die Fassung der Libellen  dient zur Verbindung der Libelle

niit derjenigen Geraden , deren Horizontalität untersucht werden
soll. (Linealkante , Fernrohrachse etc.). Hach Verschiedenheit
der Fassung kann man unterscheiden : liegende, stehende, hängende,
Reiterlibellen etc.  Die Fassung muss eine Correctionsvorrichtung
haben , bestehend in Zug- und Druckschrauben , Schraube mit
Gegenfeder etc., damit die Lage der Libelle, und damit die Li-
heüenachse gegen die Fassung in vertikalem und zuweilen auch
horizontalem Sinn geändert werden kann.

Prüfung und Berichtigung. (Fig . 30). Wenn AB  eine Libel¬
lenachse , und CI)  eine mit ihr fest verbundene Linealkante ist,

Jordan , Taschenbuchd. prallt. Geometrie. 5
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Fig . 30.

§ 25.

2 c*. JL

und untersucht werden soll, ob beide parallel sind, so setzt man
C D auf eine feste Unterlage , und gibt dieser eine solche Stel¬
lung , dass die Blase einspielt , also die Achse horizontal ist.
Legt man nun die Libelle um (in die Lage Ä B'), so wird die
Blase nur dann einspielen , wenn die Unterlage horizontal ist;
andernfalls entspricht der Ausschlag der Blase dem doppelten
Winkel a zwischen AB  und CD . Man hat daher mittelst der
Libellencorrektionsschraube die Hälfte  des Ausschlages wegzu¬
schaffen, und, wenn man zugleich die Unterlage horizontal ma¬
chen will, diese so zu neigen , dass die andere Hälfte  des Aus¬
schlags verschwindet . Dieses Verfahren ist im Wesentlichen das
bei allen  Libellencorrektionen zur Anwendung kommende.

Bei grossen und empfindlichen Libellen kann man , statt mit¬
telst der Correktionsschrauben die Libellenachse zu neigen , einen
anderen Normalpunkt auf der Theilung wählen , und damit eine
neue Achse bestimmen.

Um mit Hülfe einer Libelle die Neigung einer nahezu horizon¬
talen Geraden (horizontale Instrumentenachse ) zu bestimmen , setzt
man die Libelle in beiden Lagen auf dieselbe , und erhält aus dem
arithmetischen Mittel beider Ausschläge die gesuchte Neigung,
unabhängig  von der Parallelität der Libellenachse und Auflage¬
linie, sowie aus der halben Differenz der Ausschläge den Winkel
zwischen Libellenachse und Auflagelinie , wobei verschieden gerich¬
tete Ausschläge mit verschiedenen Zeichen einzuführen sind.

Wenn eine ßeiterlibelle auf eine cylindrische Instrumentenachse
aufgesetzt wird , und eine geringe Drehung um diese Achse ge¬
stattet , so wird bei derselben die Blase ausweichen , wenn die
Libellenachse und die Instrumentenachse windschief gegen einander
liegen . Die Libellenachse ist dann durch Anwendung seitlicher
Correktionsschrauben zu verschieben . (Wenn die Blase dem rechten
Libellenende zuläuft beim Drehen der Libelle gegen  den Beob¬
achter , so ist das rechte Libellenende dem Beobachter zu nähern,
und umgekehrt ).

Einfluss der Wärme.*) Wenn eine ruhig stehende Libelle ein¬
seitig erwärmt wird , so bewegt sich die Blase, und zwar geht sie
der Wärmequelle zu. Bei sehr empfindlichen Libellen genügt die
Wärme der nahe gehaltenen Hand , um die Blase um mehrere
Millimeter zu verschieben . Man schützt deswegen die Libellen
durch Ueberziehen der Passung mit schlechten Wärmeleitern (Pa¬
pier ) oder durch doppelte Passung . Im Felde müssen empfindliche
Libellen durch einen Sonnenschirm geschützt werden.

Die Dosenlibelle  besteht im Wesentlichen aus einem oben kugel-
Qrunerts  Archiv , Theil 6, S. 400 und Theil 7. S. 1.
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f1111? ausgeschliffenen Glasgefäss ; sie wirkt nach allen Seiten
le ei®e Köhrenlibelle , es gilt also alles über letztere Gesagte

®°n für sie. Die Dosenlibellen bieten die Bequemlichkeit , dass
/ a® die Neigung einer (nahezu vertikalen ) Geraden oder einer
11 e?u  horizontalen ) Ebene nach zwei Eichtungen auf einmal  be-

“heilen kann ; sie sind jedoch (wie schon erwähnt ) meist nicht
8e®r empfindlich. _

Cap. IV.
Die optischen Instrumente.

§ 26, Die Linsen.
. Eine Linse  ist ein durch zwei Kugelabschnitte , die im Verhält-

zu den ganzen Kugelflächen sehr klein sind , begrenzter Glas-
orper. Von den verschiedenen Formen von Linsen kommt bei
ßssinstrumenten nur vor die Convexlinse (mit dem Grenzfall plan-

^ nse)' ^ ie Wirkung der Linsen beruht auf der Brechung

, -Achse  der Linse heisst die gerade Verbindungslinie der zu bei-
Begrenzungsfläehen gehörigen Kugelmittelpunkte.

>. Optischer Mittelpunkt  der Linse heisst derjenige auf der Achse
lösende Punkt , welcher die Eigenschaft hat , dass jeder durch ihn
|ßhen<je gtrahl ungebrochen bleibt . Der optische Mittelpunkt
Ueilt die Dicke der Linse in zwei Theile , im Verhältniss der
eiden Krümmungshalbmesser , und liegt stets näher der stärker

jpkrümmten Fläche , also z. B. bei einer planconvexen Linse auf
^er  convexen Seite selbst (wie sich durch Betrachtung der beiden
^rührenden Ebenen zeigt , welche man den Linsenoberflächen beim

und Austritt eines Strahls substituiren kann .)
p Hauptsatz über die Convexlinie. (Fig . 81.) Wenn von einem

Unkte jp  auf eine Linse verschiedene Lichtstrahlen , alle ungefähr

Fig . 31.
Objektivlinse.

P> - - -1> - F-- ■* -- ä,-
der -̂ nhse fallen , so vereinigen sich diese nach der

ü/hung wieder in einem Punkte p,  der auf der Geraden liegt,
nu ”ur °h P un(l den optischen Mittelpunkt 0 geht . Die Entfer-
]jj®8en 1)  und d der Punkte P  und p  von der Linse, deren Dicke

r zu vernachlässigen ist , stehen in der Beziehung
1 1 1
D + d _ f (1^

wobei = («—1)

Glâ *' 6 ^ r°sse /> welche von dem Brechungscoefficienten n des
hei 8+S den beiden Krümmungshalbmessern r und r abhängt,

sst die Brennweite  der Linse. Zwei Punkte FF ", welche auf
5*
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der Achse in dem Abstand f  von der Linse liegen , heissen die
Brennpunkte.

Betrachtet man einen Gegenstand PP,  so zeigt sich , dass von
jedem Punkt desselben ein Bild, also auch von dem ganzen Gegen'
stand ein Bild pp'  entsteht.

Aus Gl (1) folgt , dass d —f  wird , wenn D = cd, d. h. wen“
ein Punkt in der Achse der Linse unendlich entfernt ist , so fäh i
sein Bild in den Brennpunkt . Da alle von diesem Punkte auf di
Linse fallenden Strahlen als parallel angesehen werden können, s®
folgt , dass jeder mit der Achse parallel einfallende Strahl naC“
der Brechung durch den Brennpunkt geht.

Mit Hülfe dieses Satzes und des obigen Satzes vom optische*1
Mittelpunkt , wodurch die Wege zioeier  Strahlen , der sog. Hau]?“'
strahlen  bestimmt sind , kann man das Bild jedes Punktes coD"
struiren , wie in Pig . 31 durch PQp  und POp  angedeutet ist.

Wenn die Entfernung jD eines Gegenstandes von der Li*15®
zwischen den Grenzen oo und 2 f  ist , so erzeugt er auf der andern
Seite der Linse ein umgekehrtes verkleinertes (physisches) BiWj
dessen Entfernung d von der Linse zwischen den Grenzen f  u**®
2 / liegt (wie aus Gl (1) folgt). In diesem Palle wirkt die Lins®
als Objektivglas.

§ 27. Die Lupe.
Die Lupe ist eine Convexlinse von kleiner Brennweite, u**. 1

dient zur Vergrösserung sehr naheliegender Gegenstände. Um dj®^
Wirkungsweise der Lupe untersuchen zu können, sind folgend®-
Sätze über das Sehen mit blosem Auge zu beachten : Das norma}®
Auge sieht einen Gegenstand am deutlichsten , wenn er sich
einer bestimmten Entfernung (etwa 30 ““ ) vom Auge , welche di®
deutliche Sehweite  heisst , befindet. Wird die Entfernung vergrösseib
so kann sich das Auge der vergrösserten Entfernung ebenfa*”
anbequemen,  es kann jedoch von zwei Gegenständen , die sich 1®
verschiedenen Entfernungen befinden, immer nur einen deutlic*1
sehen. Ist die Entfernung eines Gegenstandes kleiner als di®
deutliche Sehweite , so sieht ihn das Auge nicht  mehr deutlich'
Verschiedene Personen haben verschiedene deutliche Sehweite®
(Kurzsichtigkeit und Weitsichtigkeit ).

Pig . 32. (Lupe).

Ein Gegenstand PP' (Fig . 32) befindet sich zwischen de*'
Linse und dem einen Brennpunkt F;  die Construktion des Bilde8
p  des Punktes P  geschieht mittelst der Hauptstrahlen , welch®
sich durch Rückverlängerung auf derselben Seite der Linse schnei'
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^n , auf welcher P ist . Das Auge möge sich im anderen Brenn¬
punkte F'  befinden , es gelangen daher die von P ausgehenden
Strahlen mit solcher Divergenz in dasselbe , als ob sie von p  aus-
giengen; das Auge glaubt daher in pp  ein vergrössertes aufrechtes
“ild von PP ' zu sehen (geometrisches Bild).

Der Abstand d des Bildes von der Linse findet sich aus Gl.

W § 26, fD
nemlich d — — -- -g;

f > D was mit dem schon durch die
stand, dass Gegenstand
«egen .

Bild

dieser Werth ist negativ,  weil
Construktion erkannten Um-

auf derselben Seite der Linseund
, übereinstimmt.

Der Abstand des Bildes von dem Auge muss der deutlichen
Sehweite w gleich sein, also pF * — iv  und der absolute Werth:

d = iv —f (1)
. Der Abstand J)  des Gegenstandes von der Linse findet sich
tmrch Substitution von (1) in Gl (1) § 26, wobei jedoch d negativ

nehmen ist ; somit:

D = f (} - 0 (2)
^ °raus ersichtlich ist , dass T)  mit w wächst , d. h. dass der Weit¬
sichtige die Lupe entfernter von dem Gegenstand hält , als der
jmrzsichtige. Nimmt man z. B. / = l cm, was etwa der Okular-
hnse eines Fernrohrs entspricht ; für einen weitsichtigen Beobach¬
ter w — 30cm , und für einen kurzsichtigen w = JL0 cm, so wird fürden ersten D =  0,967 cn>und für den zweiten D = 0,900c m, also

(Anwendung auf

Gegenstand PP'
er erscheint also

tellen beide die Lupe nur um fmm verschieden.
«nlar und Fadenkreuz eines Fernrohrs ).

• Vergrösserung.  Direkt gesehen , muss der
« die deutliche Sehweite iv  gebracht werden,
Unter dem Gesichtswinkel ^ o.  Wenn er mit der Lupe be-. io
ächtet wird , so hat er die scheinbare Höhe pp  in der Entfer-

nung p jr ' —Wj  a is0  erscheint er unter dem Gesichtswinkel
PF ’ d

i0 e >und demnach die Yergrösserung v = -r = w,. oder ver-

“«Öge (1) und (2) :
pp D

(3 )

s Da beim Kurzsichtigen w kleiner ist , als beim Fernsichtigen,
hat der erstere eine schwächere Yergrösserung als der letztere,

,a er aber ohne Lupe den Gegenstand näher ans Auge hält als
er Fernsichtige , so hat er hier schon einen grösseren Gesichts-
«rkel; durch die Lupe sehen beide den Gegenstand gleich gross.

^ ■“■'Js Gl (3) ist ersichtlich , dass eine Linse nur dann als Lupe
auchbar ist , wenn ihre Brennweite kleiner als die deutliche

Sehweite ist.
-D er  Ort des Auges  ist im Bisherigen im Brennpunkte F'  an-

dp n01̂ men  worden , "weil dann von jedem Punkte des Gegenstan-
s die mit der Achse parallelen Strahlen , welche zur Yollkom-
«heit des Bildes wesentlich beitragen , ins Auge gelangen.
Pas Auge kann sich jedoch auch in einem andern Punkte be-
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finden; denkt man- sich z. B. das Auge unmittelbar  hinter der
Lupe, und setzt dem entsprechend statt (1) :

(4 )
so erhält man statt (2) :

und statt (3):

(6)

Die Werthe D und D'  aus Gl (2) und (5) differiren nur umf 3
2^ also bei f =  lcm und w = 30cm , um 0,005 mm, -was ganz un-
merklich ist.

§ 28. Das Keplex’sche Fernrohr (einfaches astronomisches
Fernrohr ).

Fig . 33. (Einfaches Fernrohr .)

Das Kepler ’sehe Fernrohr besteht aus einer Verbindung zwei et
Convexlinsen (Fig. 33), nemlich dem Objektiv A und dem Okular
B,  welche verschiedene Brennweiten , bzw. F  und f  haben , von
denen diejenige des Objektivs grösser ist , als die des Okulars.
Die Wirkungsweise dieses Fernrohrs lässt sich so erklären ; Das
Objektiv A erzeugt von einem entfernten Gegenstand P ein um-
gekehrtes verkleinertes physisches Bild p,  welches durch das als
Lupe wirkende Okular B betrachtet wird. Die Entfernung d de 9
Bildes p  von dem Objektiv findet sich nach Gl (1) § 26 aus der
gegebenen Entfernung D des Gegenstandes P von dem Objektiv!und der Brennweite F  des letzteren . Da 2) meist verhältniss-
mässig sehr gross ist , so ist d nahezu = F;  es gibt z. B. eineEntfernung D = 100 “ bei einer Brennweite F = 0,3 “ , d =  0,3093m>
also nur um etwa lcm mehr als F.  Der Abstand p B ist abhän¬gig von der Brennweite f  des Okulars und der deutlichen Seh¬
weite des beobachtenden Auges, es ist jedoch p B immer nahezu
= f -, z . B. gibt Gl (2) § 27 für f — 1cm und w =  30cm, die frag¬
liche Entfernung =  1 — ^ = 0,967cm,

Vergrösserung  ist das Verhältniss der Gesichtswinkel , unter
welchen das Bild eines Gegenstandes im Fernrohr , und er selbst
erscheinen . Setzt man voraus, dass der Gegenstand ziemlich weit
entfernt ist , so kann letzterer Gesichtswinkel —ß genommen
werden , weil dann die Fernrohrlänge A B gegen die Entfernung
_D vernachlässigt werden kann . Der erste Gesichtswinkel kann
= a genommen werden , wenn man das Auge als unmittelbar
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hinter dem Okular befindlich voraussetzt (vgl § 27). Da ferner
genähert AB —F  und Bp —f,  so ist die Vergrösserung

a F .. .

' = 5 = 7 (1)

Die Messung der Vergrösserung  kann geschehen durch Messen
der Brennweiten F  und f, es gibt jedoch bessere und bequemere
Methoden, von denen die einfachste , bei nicht sehr bedeutenden
Vergrösserungen anwendbare , die folgende ist : Man schaut mit
dem einen Auge durch das Fernrohr nach einer getheilten Latte,
und mit dem andern gleichzeitig nach derselben Latte , und bringt
dann das Fernrohrbild mit der Latte selbst zur Deckung . Die
Vergrösserungszahl ist gleich der Anzahl der direkt gesehenen
Lattentheile , welche von einem  vergrössert gesehenen Theil über¬
deckt werden . (Die bei Feldmessinstrumenten vorkommenden
Vergrösserungen sind etwa zwischen 10 und 30.)

Gesichtsfeld  ist derjenige kegelförmige Raum , der mit dem
Fernrohr auf einmal übersehen werden kann.

Mit dem Okular lässt sich kein grösserer Gegenstand deutlich
übersehen, als es selbst ist , weil von den entfernteren Punkten
eines grösseren Gegenstandes keine Hauptstrahlen mehr ins Auge
gelangen würden . Es ist daher an der Stelle , wo das Bild ent¬
steht , ein Ring angebracht , der alle zu weit von der Achse des
Okulars abstehenden Strahlen von diesem abhält . Dieser Ring,
dessen Halbmesser r  sei , heisst Okularhlenäung  oder Diaphragma
(er trägt zugleich das später zu besprechende Fadenkreuz ).

Da jeder Punkt Fig . 34.
(Fig.34)mit seinem
Bilde und dem op-
tisehenMittelpunkt
des Objektivs in
einerGeraden liegt,
so dient der Winkel
a,  dessen Scheitel
im optischen Mit¬
telpunkt ist , und
dessen Schenkel durch die Endpunkte eines Durchmessers der
Okularblendung gehen , als Maass des Gesichtsfeldes , und es ist

genähert a = %, o.Je
Der Durchmesser a der Okularblendung , oder der wirksame

Theil der Okularlinse darf nicht zu gross genommen werden , da¬
mit keine zu stark gekrümmte Linse, und ein verzerrtes Bild
erhalten wird . Erfahrungsgemäss darf a nicht grösser | f  genom-

2 f
men werden , also <x= - 4p oder vermöge (1) :

3 JJ
2292 in Minuten (2)

■wornach bei 10- und 30facher Vergrösserung a bezw. = 3° 49' und
1° 16' wird. Nach Gl (2) sind Gesichtsfeld und Vergrösserung
umgekehrt proportional.
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Unmittelbare Messung des Gesichtsfeldes  ist einfach : Man merke
zwei einen Durchmesser des Gesichtsfeldes begrenzende Punkte,
und bestimme den Winkel der zwei nach ihnen gehenden Strah¬
len mit einem Winkelmessinstrument , oder durch Messen des Ab¬
standes beider Punkte und der Strahlenlängen.

Die Helligkeit des Fernrohrbildes  ist abhängig von der Licht¬
menge , welche in das Auge gelangt.

Wenn die ganze Pupille , d. h. die Oeflhung des Auges durch
den aus dem Okular tretenden Lichtstrahlenbündel , der nahezu
cylindrisch ist , ausgefüllt wird, so erhält das Auge von dem Fern¬
rohrbild so viel Licht , als es von dem Gegenstand selbst erhalten
würde ; man sagt deshalb , die Helligkeit des Femrohrbildes ist
die natürliche  oder gleich 1. Wenn dagegen der Durchmesser a
des aus dem Okular Fig . 35.
tretenden Lichtcylin-
ders kleiner als der - ^ - 1
Durchmesser 0 derPu - *
pille ist , so vermin- l_ j,  . f —idert sich die Heilig- I ;
keit im Verhältniss des Cylinderquerschnitts zur Pupillenöffnung,
d. h. im Verhältniss a 3: O1 und es ist die Helligkeit

was jedoch nur gilt , wenn a kleiner als 0 ist . Nach Fig . 35 ist
a = ~ A oder nach (1) : a = ^ also die Helligkeit:

Nach Prechtl *) ist der Durchmesser der Pupille 0 =  0,06mm
Wiener Zoll = 1,58, wornach die Helligkeit

h = 0,4 ~ (3)v3 v  '
wobei der Durchmesser A des Objektivs in Millimetern zu messen
ist . Die Formel (3) hat nur dann einen Sinn , wenn sie h ^ 1liefert.

A}
Dass die Helligkeit proportional sein muss, lässt sich durch

folgende einfache Betrachtung veranschaulichen : Die Helligkeit
ist abhängig von der Lichtmenge , welche durch das Objektiv ein¬
dringt , also proportional der Fläche  des Objektivs , oder propor¬
tional A3. Die durch das Objektiv eingetretene Lichtmenge con-
centrirt sich auf das verkleinerte Bild des betrachteten Gegenstandes.
Wenn nun dieses Bild ufach vergrössert wird, so vertheilt sich die
Lichtmenge auf eine u2mal grössere Fläche , und es verkleinert
sich die Lichtmenge pro Flächeneinheit , d. h. die Helligkeit , in

Azdem Verhältniss «2:1 , so dass die Helligkeit proportional— ; ist.

*) Prechtl,  praktische Dioptrik . S. 165, Wien 1828.
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t , Das Fadenkreuz.  Um einen Punkt des im Innern des Fern-
pf 1’8 sieh zeigenden Bildes bezeichnen zu könuen , hat man in der

«Oie dieses Bildes  auf dem als Okularblendung dienenden Ring
a ' °-) zwei sich rechtwinklich schneidende Fäden (Spinnfäden)
■g?8gespannt , deren Kreuzpunkt mit einem bestimmten Punkte des

ndeg zusammenfallt . Ein Punkt heisst anvisirt,  wenn sein Bild
I den Fadenkreuzpunkt fällt.

. ^ llimationsachse.  Da stets ein Punkt P,  sein Bild p und der
Jtwche Mittelpunkt 0 des Objektivs in einer Geraden liegen,

jUS- 31) go wird , wenn der Punkt P  anvisirt ist , also sein Bild p
l^ch dem Vorigen mit dem Fadenkreuzpunkt K  zusammenfällt,
n e Gerade KO  durch P  gehen , gerade so wie z. B. bei einem

®sehütz die gerade Verbindungslinie von Visir und Korn durch
II Punkt geht , auf welchen gezielt wird.

p Deswegen heisst die, mit dem Fernrohr fest verbundene , gerade
Affbindungsliniezwischen dem Fadenkreuzpunkte und dem optischen

dtelpunkt des Objektivs die  » Collimationsachse« oder Absehlinie
^optische Achse.

(n Pas Anvisiren eines entfernten Punktes  geschieht durch folgende
Petitionen:

1) Die Entfernung zwischen Fadenkreuz und Okular , welche
der Brennweite des Okulars , der deutlichen Sehweite des

„e°bachtenden Auges , und , in sehr geringem Maasse , von der
kbV-Ung ^es -^ u&es  hinter dem Okular (vergl . Gl (2) und (5) § 27)
Drängt , wird durch Verschieben des Fadenkreuzes , oder des
dg .rs > 'n der Okularröhre so regulirt , dass das Fadenkreuz
n ^ lich gesehen wird. Dabei wird das Fernrohr gegen den freien

gerichtet.
q,  2 ) Die Okularlinse sammt dem Fadenkreuz , d. h. der ganze
,la*ulark°pf, wird gegen das Objektiv in solche Stellung gebracht,
ass der ~ ' ' “ ' ' ~

dei -- Gegenstand , auf welchen das Fernrohr gerichtet ist,
Utlich gesehen wird, und dann kann ein bestimmter Punkt desben. gesehen wird, und d

^ »achteten Gegenstandes zur Deckung mit dem Fadenkreuz ge-
ac ht , d. h. anvisirt werden.
Von diesen zwei Operationen ist die erste ein- für allemal

(j t^ hehmen, sofern nicht verschiedene Beobachter mit verschie-
, hen Augen das Fernrohr zusammen benützen , während die zweite
^ ' jedem Objekt zu wiederholen ist . Ein kurzsichtiger und ein
da n°ktig er Beobachter werden die Stellung des Fadens gegen
j, ? Dku] ar  verschieden nehmen , jedoch wird diese Verschieden-
de• 1ll' e:mals 1 Millimeter betragen , wie aus der Gl (2) § 27 und

l' daran geknüpften Bemerkung entnommen werden kann.

trä^ 61111 ein Kurzsichtiger eine seinem Auge entsprechende Brille
a a3t,Aue

thg nöthig ist.
ka ^°^ald die Entfernung der Objekte mehrere Kilometer erreicht,
steh*1 unendliche Entfernung der Objekte gültige Okular-
8 oiun8 unverändert beibehalten werden , denn es gibt Gl (1)
8 z . B. mit f—  0,3m und D = 3000®
Wac, d —f=  0,03mm

as  Unmerklich ist.

so kann er mit einem anderen Beobachter mit normalem

4L abwechselnd ein Fernrohr benützen , ohne dass Fadenver-
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Parallelaxe des Fadenkreuzes  heisst eine Abweichung der Faden;
kreuzebene von der Bildebene ; sie zeigt sich dadurch , dass bei
einer Querverschiebung des Auges sich der Fadenkreuzpunkt geg en
das Bild verschiebt . Wenn die Parallelaxe durch Verschieben des
Okularkopfes nicht gehoben werden kann , so ist die Entfernung .
zwischen Okularlinse und Fadenkreuz neu zu regulären.

§ 29. Fernrohre mit mehr als zwei Linsen , _ . >
Die sphärischen und ■chromatischen Abweichungen.  Das im Bis" (

herigen beschriebene Fernrohr gibt nur bei sehr massiger Ve**
grösserung und kleinem Gesichtsfeld gute Bilder, weil andernfalls
die Voraussetzung , dass alle Linsenflächen verhältnissmässig H®U»
Theile der betreffenden Kugelflächen, also sehr schwach gekrümen
sind , nicht mehr erfüllt ist . Wenn man stärkere Krümmung® 11
anwendet , so schneiden sich die von einem Punkte P ausgehende 11
Strahlen nach der Brechung nicht 'mehr in einem  Punkte p,  we 3'
halb die Bilder undeutlich werden (sphärische Abweichungen)' 1
Ausserdem trägt die jede Brechung begleitende Farbenverstreuung
zur Verminderung der Schärfe des Bildes bei (chromatische Ab'
weichungen ). ' .

Beim Objektiv  werden beide Abweichungen möglichst unschä“'
lieh gemacht durch Zusammensetzung aus zwei sich unnut'
telbar berührenden Linsen , deren Krümmungsverhältnisse s°
gewählt sind, dass die sphärischen Abweichungen möglichst geriDo
werden , und deren Brechungsvermögen möglichst verschieden sin“’ j
(Kronglas und Flintglas haben bzw. die Brechungscoefficiente11 ^
1,50 und 1,66). Damit wird erreicht , dass die Farbenverstreuung
zum grössten Theil unschädlich gemacht wird . Eine solche zu'
sammengesetzte Linse heisst ein achromatisches  Objektiv (Fig-
und 38). _ .

Bei der als einfaches Okular  wirkenden Lupe  werden die spha"
rischen Abweichungen möglichst unschädlich gemacht durch geeig¬
nete Wahl der Krümmungsverhältnisse ; eine planconvexe  Lins e
z. B., deren convexe Seite dem Äuge zugekehrt ist,  gibt bessei'e
Bilder als eine doppeltconvexe Linse.

Durch Vertheilung der Brechung auf mehrere zweckmässig
gekrümmte (meist planconvexe ) Linsen können beide Arten von
Abweichungen am besten eingeschränkt werden . In der gesamu1'
ten niederen und höheren Geodäsie kommen keine anderen Oku¬
lare vor, als aus zwei  Linsen zusammengesetzte ; das am meisteU
gebräuchliche ist das Huyghens’ sehe (Fig . 37), seltener wird da»
Bamsden’ sehe (Fig . 38) angewendet . ,

Gombination zweier Linsen. (Fig . 36.) Zwei Linsen L und B
haben eine gemeinsame Achse Pp.  Von einem in dieser Achs®

L"
Fig. 36.

£
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gelegenen Punkt P , der den Abstand D von der ersten Linse L
hat , fällt ein Lichtstrahl PL  auf diese, und wird durch sie nach
dem Punkte p  der Achse geworfen ; ehe er aber diesen erreicht,
■wird er durch die Linse L'  noch einmal gebrochen , und dadurch
nach p  geworfen , wo er die Achse schneidet . In p  wird deshalb
em umgekehrtes Bild von P entstehen.

Verlängert man PL  und pL ' , bis sie sich in L"  schneiden,
so ist ersichtlich , dass man sich in L"  eine dritte Linse denken
kann, welche allein , wenn L und L'  nicht da wären , den Strahl
PL  ebenfalls nach p  werfen würde . Es fragt sich, was die Brenn¬
weite f”  dieser »äquivalenten Linse« ist , wenn f  und f  die Brenn¬
weiten der Linsen L und L’  sind.

Gl (1) § 26 gibt:
1 . 1 1

D A-t - x f
1 1 1

- 1- 77
X y t

1 1 . 1

= 7  ( 1)

( 2 )

I)' d f"
ferner bestehen die geometrischen Beziehungen:

r _ P'
h ~ I)
7V
K
h
w z

y
A -f

Hieraus findet man

f" = f (f ' - y)

oder genähert , weil stets klein ist:

f " = £ (f - y)  0 + 2 f S)
Setzt man hier z. B. f=  30 ™, f — 6™ und y = 1cm , was

etwa der nachher zu machenden Anwendung auf das Huyghens ’sehe
Okular entspricht , und nimmt man ferner D =  10“ , so wird

2y; ^ und demnach gibt der Ausdruck

f " = ji (f — V) > (3)
^en man auch unmittelbar aus Fig . 36 mit D = <x> herleiten
hann, hinreichend genau einen von D unabhängigen  Werth für
die Brennweite f"  der äquivalenten Linse.

, Um statt y,  welches der Abstand des Bildes von der zweiten
Linse L'  ist , den Abstand A beider Linsen einzuführen , kann
nian aus (1) und (2) durch Elimination von x finden:
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f f ’ y/ / =
1 — l f ’ - y

D
oder mit der Annahme , dass D sehr gross ist,

A = f - P-f — y

J r + f - j
■womit Ol (3) gibt

f f ,

(4)

(5)t" ■+- f — d
Fig . 37. (Fernrohr mit Huyghens ’schem Okular.)

Z" Z'

±

29.

-fjsfi- -4

Das Huyghens’sähe  Okular (Fig . 37) besteht aus zwei plancon¬
vexen Linsen L' und A,  von denen die dem Objektiv zugekehrte
L' Collektivlime  und die dem Auge zugekehrte A Okularlinse
heisst.  Diese beiden Linsen sind fest verbunden , und haben den
gemeinschaftlichen Brennpunkt F;  ihre Brennweiten f  und fn
verhalten sich wie 3 : 1, und es ist also die Entfernung beider
Linsen L' A = §f =2 f„. (Die Krümmungs - und Brennweiten¬
verhältnisse beider Linsen sind so gewählt , dass die sphärischen
und chromatischen Abweichungen möglichst unschädlich gemacht
werden (s. o.)).

Die durch das achromatische Objektiv A eintretenden Strahlen
werden vor der Vereinigung durch die Collektivlinse L' zum
zweiten Mal gebrochen , und erzeugen zwischen L' und A,  wo¬
selbst das Fadenkreuz K  ausgespannt ist , ein kleines verkehrtes
Bild des anvisirten Gegenstandes , welches sodann durch die als
Lupe wirkende Okularlinse A vergrössert wird.

Die Linsen L und L' wirken also wie die Linsen A und 1J
der Figur 36, es wird sich also eine äquivalente Linse L" denken
lassen, deren Brennweite nach Gl (3)

r =f (f - y)
Da das Bild K  durch die Lupe A,  deren Brennweite f0 ist,

betrachtet werden soll, so muss (nach Gl (2) oder (5) § 27) KA
fnahezu gleich f0 also genähert y = ‘— werden , womitD

(6)
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Ein Fernrohr mit Huyghens’schern  Okular wirkt also (abge¬
sehen von der Schärfe der Bilder) ebenso wie ein einfaches Fern¬
rohr, dessen Objektiv eine Brennweite hat , welche 2/3 der Brenn¬
weite des Objektivs von fraglichem Fernrohr ist , und dessen
Okular gleich dem Huyghens’schen  ist . Nach Gl (1), (2) und (3)
§ 28 folgt hieraus , dass Vergrösserung , Gesichtsfeld und Helligkeit
des Fernrohrs mit Kuyghens’seheva.  Okular bzw. f | und f der
entsprechenden Grössen des einfachen Fernrohrs sind.

Das Bamsden’sehe OTcular(Fig . 38) besteht aus zwei in fester
Verbindung befindlichen Planconvexlinsen , dem Collektiv L' und

Fig . 38 (Fernrohr mit Hatnsdew’schem Okular).

L' L

dem Okular L, deren Brennpunkte in F  zusammenfallen . Die
Brennweiten f  und f  von L' und L verhalten sich wie 9 : 5 , es
ist also der Abstand A beider Linsen gleich | / .

.Die durch das Objektiv 0 eintretenden Strahlen erzeugen ein
Bild in K  nahe der Collektivlinse , woselbst deswegen das Faden¬
kreuz  ausgespannt ist.

Betrachtet man die 2 Linsen L' und L als zusammenwirkend,
so wird ihnen eine äquivalente Linse L" entsprechen , deren Brenn¬
weite f  sich nach Gl (5) findet:

7 f + f- A

wobei f ' = %/und A = w / also
0 ö

-Ä' (7)

Nimmt man vorläufig an , die Linsenverbindung L' L sei dazu
bestimmt , Lichtstrahlen , welche auf L nahezu parallel mit der
Achse einfallen , in K  zu vereinigen , so muss der Abstand y des
Punktes K  von der Linse L' nach Gl (4) in unserem Falle werden:

9 , 1 „

Wenn umgekehrt die Linsenverbindung LL ’ als Lupe  zur Ver¬
grösserung des in K  befindlichen Bildes dienen soll , so müssen
die von K  auf die Linse L' fallenden Strahlen nach der Brechung
durch L nahezu parallel mit der Achse austreten , weil K  nahezu
im Brennpunkt der äquivalenten Linse L" sein muss (vgl. § 27
Gl (2) und (5)); es gibt also obiger Werth y die Stellung der
Linsen gegen das Bild und Fadenkreuz K  an.
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Da f  höchstens SO“““ beträgt , womit y = 3,6 mm  wird , so muss
das Fadenkreuz sehr nahe  an der Collektivlinse G stehen.

Aus 61 (7) folgt , dass ein Fernrohr mit Bamsden’ schein Okular
(abgesehen von der Schärfe der Bilder ) ebenso wirkt , wie ein
einfaches Fernrohr , dessen Objektiv gleich dem des betrachteten
Bamsden’ sehen Fernrohrs , und dessen Okular ^ der Brennweite
der Bamsden’sehen  Okularlinse L zur Brennweite hat , wornach
sich Vergrösserung , Gesichtsfeld und Helligkeit bemessen lassen.

Vergleichende Zusammenstellung.  Sind v ah  bzw. Vergrösserung,
Gesichtsfeld und Helligkeit eines einfachen {Kepler’ sehen) Fern¬
rohrs , und denkt man sich zwischen dessen zwei Linsen eine dritte
Linse so eingeschaltet , .dass dadurch ein Huygens’ sches und ein
zweitesmal ein Bamsden’sches  Okular entsteht , so erhält man hie-
mit folgende entsprechende Werthe von Vergrösserung , Gesichts¬
feld und Helligkeit:

Kepler. Huyghens. Bamsden.

Vergrösserung. V 1 V tj" V
Gesichtsfeld a | a in »
Heiligkeit h V* TBÜ

Wenn man von dem einfachen Okular absieht , welches gegenwärtig
in der Geodäsie wicht mehr vorkommt (dasselbe kommt überhaupt
nur noch vor, wenn es sich um die Erzielung der stärksten Ver-
grösserungen für astronomische Zwecke handelt ), so liefert oh'ige
Zusammenstellung zur Vergleichung der Vortheile und Nachtheile
der beiden andern Okulare hauptsächlich das Resultat , dass sich
das Huyghens’ sehe Okular durch Gesichtsfeld und Helligkeit , das
Bamsden’ sehe durch Vergrösserung auszeichnet . Uebrigens hat
das erstere den Uebelstand , dass die von dem Objektiv und die
von dem Fadenkreuz herkommenden Strahlen nicht durch dieselbe
Linsencombination ins Auge gelangen . Die Kriimmungs - und
Brennweitenverhältnisse der Collektiv- und Okularlinse sind so
gewählt , dass ein möglicht gutes Bild des betrachteten Gegenstands
erzeugt wird, während für die vom Fadenkreuz  kommenden Strah¬
len die Okularlinse besser in umgekehrter Stellung wäre (convexe
Seite aussen). So lange nur ein  Fadenkreuzpunkt in der Mitte
des Gesichtsfeldes gebraucht wird , ist dieser Uebelstand von ge¬
ringer Bedeutung ; wenn aber mehrere  Fäden deutlich gesehen werden
sollen, wie z. B. beim Distanzmesser , so werden beim Huyghens’-
schen Okular diejenigen Fäden , welche nicht als Durchmesser  des
Gesichtsfeldes erscheinen , sich undeutlich und gekrümmt  zeigen.

Aus den angegebenen Eigenschaften folgt , dass das Huygens’-
sche Okular sich am besten für Theodolite , das Bamsden’sehe  für
Nivellirinstrumente und namentlich Distanzmesser eignet (während
thatsächlich bei Instrumenten für gewöhnlichen Feldgebrauch gegen¬
wärtig fast nur das erstere  vorkommt ).

Das orthoscopische Okular von Kellner*) besteht aus 2 Linsen,

*) Das orthoscopische Okular von C. Kellner,  Braunschweig 1849. Kurze Be¬
schreibung , s. Bauernfeinds  Elemente der Vermessungskunde , 3. Aufl. S. 92.
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eiche gegen das Fadenkreuz eine ähnliche Stellung haben wie
des Ramsden’ sehen ; die dem Auge zugekehrte eigentliche

kularlinse ist jedoch durch Kombination von Krön- und Flint-
xr ®>wie die Objektive , selbständig achromatisch construirt . Dieses

kular bezweckt namentlich , die sphärischen Abweichungen in
adialem  Sinn zu vermeiden (daher sein Name).
, Deutlichkeit oder Schärfe  der Fernrohrbilder ist zu unterschei-
eu von Yergrösserung und Helligkeit ; sie ist bedingt durch die

süssere oder geringere Annäherung an das durch Anwendung
chromatischer Objektive und zusammengesetzter Okulare erstrebte

,^ 1) die chromatischen und sphärischen Abweichungen möglichst
ein zu machen . Die Beurtheilung der Güte eines Fernrohrs inkL

•j. — <iu -U.ichi_aic .il . .L/ic ucui tiicj .iu .iig u.cx viutc ciiicö nciiiiunio ui

Jßser Beziehung geschieht am besten auf Grund der Untersuchung,
■p es eine feine Theilung (oder auch Druckschrift ) in gewisser
^ntfernug »trennt«. Das Fernrohr eines guten Nivellirinstruments
„°ü z. B. die Centimetertheilung einer Nivellirlatte bei einer Ent-
eruung von 300—400m noch gut trennen.

Bei gegebener Brennweite und Oeffnung eines Objektivs gibt
für Yergrösserung , Gesichtsfeld, Helligkeit und Schärfe gewisse

! r̂enzen , deren Uebersehreitung bei einer einzelnen Leistung die
Venninderung der andern zur Folge hat . Bei gegebener Brenn-
^eite eines Fernrohrs gibt es eine gewisse günstigste  Oeffnung.
. Prechtl *) gibt , gestützt auf die »Huyghens1sehen Regeln« Be¬
dungen zwischen der Objektivbrennweite f,  der vortheilhaftesten

^gehörigen Oeffnung A,  und derjenigen Vergrösserung ®t , welche
J ch hiemit bei natürlicher Helligkeit der Bilder  erzielen lässt.

olgendes ist ein Auszug aus den PrechtV sehen Zahlenangaben
wit Umwandlung des Wiener Maasses in Meter)

f A
m mm

0,2 22 14
0,3 29 19
0,4 37 24
0,5 44 28

Die Werthe A und entsprechen der Gl (3) § 28. Da hier
auf die Construktion des Okulars keine Rücksicht genommen ist,
80 können diese Angaben nur ungefähr  richtige Mittelwerthe sein.

Nach Laugier **) ist der mittlere Fehler einer mit freiem Auge
^geführten Einstellung eines glänzenden Punktes zwischen zwei
d 'allelfäden 29". Die Sichtbarkeit eines nicht selbst leuchtenden
Körpers hört bei Anwendung von 10- und 40facher Vergrösserung

'wenn der scheinbare Durchmesser kleiner als bezw. 4" und
1 ist.

§ 30. Das Mikroskop.
, Das Mikroskop wird in der Geodäsie zum Ablesen von Thei-
Uü gen verwendet.

*) Praktische Dioptrik S. 175.
**) Astr . Kachr . 46. Band S. 81.
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Das einfachste Mikroskop ist die Fig . 39.
Lupe (§ 27). Besser ist die aus zwei Lin¬
sen nach Art des Bamsden’fschen  Okulars
construirte Doppellupe.

Das zusammengesetzte eigentliche
Mikroskop besteht aus einem Objektiv 0
(Fig. 39) und einem aus zwei Linsen A
und B ähnlich den Femrohrokularen zu¬
sammengesetzten Okular (häufig Cam-
pani’ sches Okular).

An der Stelle , wo das Bild p des
betrachteten Gegenstandes P  entsteht,
ist ein Fadenkreuz K  ausgespannt , wel¬
ches in Verbindung mit dem optischen
Mittelpunkt des Objektivs die Collima-
tionsachse des Mikroskops bestimmt.

Die Verbindung eines Fadenmikro¬
meters mit dem Mikroskop s. § 23.
Fig. 47.

0

UI II HIH +
JP

Cap. Y.
Der Theodolit.

§ 31. Erklärungen,
Der Theodolit ist ein Instrument , das zum Messen von Ho1'1'

zontalwinkeln und Vertikalwinkeln , oder auch nur zum Messet
der ersteren dient.

Horizontalwinkel  heisst der Winkel , welchen die Horizontal'
Projektionen zweier Geraden bilden ; Vertikalwinkel  oder Höhen'
winkel (Tiefenwinkel ) ist der Winkel , welchen eine Gerade ff1:
ihrer Horizontalprojektion bildet . (Der Winkel zwischen
sich schneidenden (nicht horizontalen ) Geraden heisst Positio
winkel,  seine Messung kommt in der Geodäsie gegenwärtig nicW1
mehr vor).

Der Hauptbestandteil des Theodolits ist ein horizontaler Kre lS
mit gleichmässig geteiltem Band : der Limbus,  um dessen Mitte*'
punkt sich in seiner Ebene ein Zeiger, die Alhidate  dreht . So^
der Theodolit auch zu Höhenmessungen dienen , so ist hiezu elS
zweiter vertikaler Limbus mit Alhidate erforderlich.

Auf zwei in fester Verbindung mit der Alhidate des HorizoB'
talkreises befindlichen Lagern ruht eine horizontale Achse, uff
welche sich ein rechtwinklig mit ihr verbundenes Fernrohr (lB
vertikaler Ebene ) dreht.

Ein Vertikalkreis ist mit der horizontalen Drehachse des FerB'
rohrs verbunden , und an dem einen Lager dieser Achse ist che
zugehörige Alhidate befestigt.

Der Horizontalwinkel zweier Lagen der Absehlinie des Fer»'
rohrs wird durch den Winkel der zwei entsprechenden Lagen der
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Alhidate des Horizontalkreises gemessen, und ebenso der Verti¬
kalwinkel zwischen der horizontalen und irgend welcher anderen.
Dage der Alhidate des vertikalen Kreises.

Damit der zu Horizontalmessungen dienende Limbus genau
horizontal gestellt werden kann , muss eine Libelle mit dem Theo¬
dolit verbunden sein.

§ 32. Beschreibung des Theodolits . (Fig. 41 und 42 auf
Seite 82 und 83).

1) Das Fussgestell A besteht aus einem Dreifuss , durch dessen
drei Enden die als Stützen dienenden und für die Horizontalstellung
kothwendigen Stellschrauben B gehen.

Mittelst des Fussgestells ruht das Instrument auf einem Stativ
(meist »Scheibenstativ «, Pig. 40 auf Seite 82), einem Steinpfeiler,
oder einer sonstigen Unterlage C.  Bei kleineren Instrumenten
Y^ d gewöhnlich das Pussgestell so mit dem Stativ verbunden,
dass nur noch geringe Beweglichkeit (zum Zweck des Horizon-
ralstellens und Centrirens) möglich ist.

2) Der Limbus D ist eine horizontale Scheibe, manchmal zur
Xerminderung des Gewichts mehrfach durchbrochen . Am Rande
yt auf einem eingelegten Silberstreifen die Theilung  fein einge¬
lassen. Wenn der Limbus mit dem Fussgestell fest verbunden
lst , so hat man einen einfachen Theodolit,  wenn er gegen das¬
selbe um eine durch seinen Mittelpunkt gehende vertikale Achse
drehbar ist , dagegen einen Mepetitionstheodolit.

3) Die Alhidate E  oder der Zeiger, an dem die Ablesung ge¬
macht wird, ist in der einfachsten Gestalt ein um den Limbus-
Mittelpunkt sich drehendes Lineal ; in den meisten Pallen besteht
sie jedoch aus einer dem Limbus ähnlichen , mit ihm concentri-
?®hen Kreisscheibe, welche an den Enden eines oder zweier
Durchmesser die Ablesevorrichtungen trägt.

4) Die vertikale Achse F, (Fig . 40, 41 und 42 auf Seite 82 bis 84)
hm welche die Drehung zwischen Alhidate und Limbus erfolgt,
muss eine gewisse Länge (etwa ein Drittel des Kreisdurchmessers)
haben, damit eine sichere Führung möglich ist.
, Die Achse ist (fast immer) mit der Alhidate verbunden , und
|&uft in einem entsprechenden , mit dem Limbus verbundenen
Dager. Die Achsenform  ist conisch , wenigstens oben und unten,
^ährend die Mitte so ausgearbeitet ist , dass keine Berührung
mit dem Lager stattfindet.

Wenn der Limbus selber drehbar gegen das Pussgestell sein
«oll, wie bei dem Bepetitionstheodolit,  so mus die Limbusachse in
«mein mit dem Fussgestell verbundenen Lager ' sich drehen , und
durchbohrt  sein , um zugleich der Alhidatenachse als Lager zu
dienen (Fig. 42).

Das Material einer Achse ist immer härter als das des Lagers,
damit die ganze Abnützung auf letzteres geworfen , und dadurch
oer kreisförmige Querschnitt der Achse erhalten wird . Man nimmt
deswegen bei festem Limbus die Alhidatenachse aus Stahl , und
das Lager aus Rothguss oder Messing, dagegen bei drehbarem
Limbus die Alhidatenachse aus Stahl, die Limbusachse, welche zu¬
gleich Lager der vorigen ist , aus Rothguss , und das Lager der
Limbusachse, wie überhaupt das ganze Fussgestell aus Gelbguss.

Jordan,  Taschenbuch d. prakt . Geometrie . 6
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Die vertikale Achse und ihr Lager ist nächst der Limbustheilung
der empfindlichste Theil des Theodolits.

Fig . 40. Theodolit. Construktion I (von Sichler  in Carlsruhe)-

sTnai .Gr.

M i i I I i i-HH - j
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5) Federung der vertikalen Achse G.  Damit die Reibung zwi-
sehen Achse und Lager bei bedeutendem Gewicht der ersteren,
-welches durch das Gewicht der Fernrohrträger und des Fernrohrs
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Fig. 41. Theodolit. Construktion II (von Ertel  in München).
(Das Fernrohr ist nm 2cm verkürzt gezeichnet . Die dritte Stell¬

schraube ist weggelassen .)

■ ■ ■ ■
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Xnot .Gr.

io ' 's ' ' ' b i 'o cnv•
®elbst noch vermehrt wird , nicht zu stark wird, muss das andere
(7chsenende sich anf eine Feder stützen , deren Spannung durch.
Trauben regulirt werden kann.

, Die Anordnung dieser Federung ist sehr mannigfaltig , man
»t z. B. dreiarmige ebene Federn , Spiralfedern , kugelabschnitt-
^̂ raige Federn etc . Wenn ein doppeltes Achsensystem vorhan-
ei? ist, so muss ihm auch eine doppelte Federung entsprechen,
emhe dann ziemlich complicirt werden kann.

, . Die Anordnung der Federung ist namentlich bedingt durch
l?. Frage , ob das Instrument an das Stativ angeschraubt werden
°h, wie z. B. bei Fig . 40, oder nicht . (S. o. Fussgestell ).

6) Eie Bremsvorrichtung und Mikro meterhetvegitng  dienen zu
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