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Yorbemerkung.

Dicses Schriftehen enthilt die Regeln der Zusammen-
setzung und Zerlegung der Vectoren, die Definition der Quotien-
ten zweier Vectoren und die daraus sich ergebenden Regeln
der Multiplication derselben. s heabsichtigt nicht allein zur
Lectiire der Originalwerke iiber diesen Gegenstand anzuregen
und das Verstiindniss derselben anzubahnen, sondern auch den
Studirenden der Mathematik mit einer Disciplin iiberhaupt be-
kannt zu machen, die wie kein anderer Zweig der elementaren
Mathematik geeignet ist, die Beziehungen der Raumgebilde
klar zu legen und den Zusammenhang verschiedener Theile der
Raumlehre aufzudecken.

Ieh war bestrebt, den Leser von vornherein durch ein-
gehende Betrachtung der Zahl und der Operation der Messung
(Division) und der Multiplication im Allgemeinen auf den, wic
ich glaube, richtigen Standpunkt zu stellen, und hoffe daher
fir die etwas umstindlichere Darstellung dieser Begriffe Ent-
schuldigung zu finden.

Bei den gegebenen Beispielen und Anwendungen war os
mir um die Darstellung der Methode der Quaternionen zu thun,
und ich glaubte dies besser an bekannten Beispielen als an
wenig geliufigen Beziehungen des Raumes, die von dem
(uaternionencaleul in Hille und Fiille geboten werden, erzielen
zu konnen,

Mdge es mir gelungen sein, etwas zur Verbreitung dieser
schonen Disciplin beizutragen.

Teschen.

Der Verfasser.
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Einleitune.

Unter unbenannten Zahlen stellen wir uns gewihnlich ge-
wisse Mengen gleichartiger oder gleichartig gedachter Dinge oder
Einheiten vor, indem wir von ihrer Art oder Benennung absehen.
Mit dieser Vorstellung reichen wir bei der Addition und Sub-
traction aus; sie ist aber durchaus unstatthaft schon in dem
Falle, wenn wir mit einer Zall eine andere multipliciren sollen,
Hiebei kann der Multiplicator nicht vorgestellt werden als eine
Menge von Dingen (irgend welcher Art), sondern als die Forde-
rung einer gewissen Operation, die mit dem Multiplicand vor-
genommen werden soll. Wir miissen uns daher eine Zahl als
einen Operator denken, der auf eine Grisse, ein Mass oder
eine Einheit angewendet werden soll.

Eine Zahl derartig aufgefasst gibt uns die Auntwort nicht so
sehr auf die Frage ,wie viel“, als vielmehr auf die F rage , wie
viel mal“. Die Ausdricke 50 Liter, 70 Aepfel sind abgekiirate
Ausdriicke und bedeuten 50 mal ein Liter, 70 mal ein Apfel.

Der Anwendung und der Gewinnung eines solchen Zahlen-
ausdruekes geht stets eine andere Operation voraus. Wollen wir
das Quantum einer Fliissigkeit in einem Gefisse durch eine Zahl
ansdriicken, so schopfen wir etwa mit einem Litergefisse die
Fliissigkeit aus (indem wir jedesmal dasselbe vollnehmen), zihlen
und gelangen dadurch zu dem Resultat: 50 mal ein Liter. Wol-
len wir fiir die Menge der Aepfel in einem Korbe einen Zahlen-
ausdruck gewinnen, so nehmen wir je einen Apfel aus dem Korbe,
zihlen und erhalten das Resultat: 70 mal ein Apfel. Diese Ope-

Odstreil, Hamiltonsche Quaternionen. 1
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ration also, durch die eine Zahl gewonnen wird, ist jedesmal
eine Messung, selbst dann, wenn sie scheinbar im blossen Zihlen
besteht; und die Zahl ist das Resultat der Vergleichung oder
Messung zweier Mengen, zweier Grossen oder, kurz gesagt, ihr
Quotient.

In den meisten Fillen wird bei der Vergleichung zweier
Grossen nur die Menge der gleichartigen Theile derselben in Be-
tracht gezogen, dagegen, wenn sie in eciner oder der anderen Be-
zichung von verschiedener Qualitit sein sollten, von diescr Qua-
litit abgesehen; dadurch entstehen die absoluten Zahlen, die
den Gegenstand der Arithmetik bilden.

In gewissen Fillen kann die verschiedene Qualitit zweier
Grissen, die sonst in anderen Bezichungen von derselben Art
gind, mit in der Zahl, die aus der Vergleichung oder Messung
derselben hervorgeht, zum Ausdruck gebracht werden. Dazu ist
notwendig, dass eine solehe Grosse von bestimmter Qualitit durch
stetige Veriinderung in cine Grosse von der anderen Qualitit
itbergefiihrt werden konne.

Um uns nicht zu sehr in Allgemeinheiten zu bewe
wir einige concrete Beispiele. Die Masse eines Kisenstiickes kann
durch dic Masse eines bestimmten Glaskérpes gemessen werden,
wenn wir die beiden Massen im Sinne der Mechanik nehmen und von
ihren sonstigen Qualititen absehen, Das Resultat dieser Messung
wird eine absolute Zahl sein. Wire ein Process bekanut, durch
dessen stetige Anwendung die Masse des Glaskorpers in die Masse
des Risenstiickes verwandelt werden kénnte, so wire es nicht un-
denkbar, dass eine Zahl construirt werden kiunte, welche nicht
allein das Verhiiltniss der Massentheilchen ohne Riicksicht auf
ihre Qualitiit, sondern zugleich auch das Verhiltniss dieser ver-
schiedenen Qualititen zum Ausdruck bringen wiirde.

Denken wir uns einen Korper, behaftet mit einer gewissen
Electricititsmenge, so konnen wir durch gewisse Processe diese

n, wihlen

Ilectricitdtsmenge stetig vermindern, bis der Korper alle Electri-
citit verloren hat. Jener Process kann aber auch iiber diesen
Punkt noch fortgesetzt werden; der Korper erscheint dann wieder
mit einem Agens behaftet, das wir als Electricitit anerkennen
miissen, wiewol es der urspriinglichen Electricitit direct entgegen-
gesetzt ist. Das Verhiliniss zweier Mengen dieser verschiedenen
Electricititen lisst sich durch eine Zahl ausdriicken nicht allein
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hinsichtlich der absoluten Mengen, sondern auch hinsichtlich
ihrer Art.

Auf einer geraden Linie befinde sich der Punkt 4 in einer
gewissen Lntfernung von einem fixen Punkte dieser Geraden .
Die Entfernung des Punktes 4 von O kann durch eine von A
gegen O gerichtete Bewegung stetig vermindert werden, bis die
Entfernung zwischen 4 und O verschwunden ist. s kann aber
dennoch diese Bewegung fortgesetzt werden, wodurch eine neue
Entfernung entsteht, welche mit der urspriinglichen nicht gleicher
Qualitiit, vielmehr ihr dircet entgegengesetzt ist. Es sei nun der
Punkt bis # gekommen, so wird das Verhiliniss 0.4 : O, falls
wir dabei auf diese entgegengesetzte Lage keine Rilcksicht ge-
nommen haben, ausgedriickt werden durch eine absolute Zahl
Wollen wir diese entgegengesetzte Lage mit bericksichtigen, und
dabei 04 durch OB messen, so miissen wir zuerst bemerken, dass
diess unmoglich ist; wir migen (JF in seiner Richtung noeh so
oft von O aus auftragen, so werden wir niemals 4 erreichen.
Wollen wir diess aber dennoch thun, so miissen wir das Mass OF
umgekehrt oder in entgezengesetzier Richtung nehmen. Wenn
wir dann das Verhiltniss angeben wollen, 80 muss noch an die
absolute Zahl m, die wir erhalten haben, irgend ein Zeichen an-
gebracht werden, dass das Mass in einer der seinigen entgegen-
gesetzten Richtung angewendet worden ist. Dieses Zeichen ist £
oder (wenn wir es von der absoluten Zahl tremnen und es mit
der als Mass dienenden Linheit vereinigen) — 1. Genan so wiirde
es sich verhalten, wenn wir O£ durch 04 messen wollten; auch
hier miisste das Mass in entgegengesetater Richtung in Anwen-
dung kommen.

Liegen ferner die Punkte 4 und £ auf einer Seite des Punktes
0, so kann die Messung von 04 durch O vorgenommen werden,
indem das Mass OF in seiner eigenen Richtung genommen wird;
um nun diesen Iall von dem ersten genan zu unterscheiden,
versehen wir den absoluten Wert des Verhiltnisses auch mit einem
Zeichen und zwar + oder -1, und erhalten so die positiven
Zahlen. Die positiven und negativen Zahlen heissen algebraische
Zahlen und sind Gegenstand der Algebra.

Offenbar sind die algebraischen Zahlen allgemeinere Zahlen
als die absoluten, da sie die letzteren in sich begreifen; denn

[+
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wofern man von der Qualitit absieht, oder wofern dieselbe gleich
ist, gehen sie sofort in die absoluten Zahlen iber.*)

Die von einem Punkte O aus gemessenen Kntfernungen oder
Geraden konnen nicht allein einander enigegengesetzt sein, sie
kénnen vielmehr nach verschiedenen Richtungen des Raumes ge-
zogen werden. Es ist aber stets moglich durch stetige Drehung
eine Gerade aus einer Lage in eine beliebige andere zu bringen.

Zuniichst gelang es eine Zahl fiir die Vergleichung zweier
Geraden zu finden, die um einen rechten Winkel von einander
abweichen. Offenbar kann wieder nicht eine Gerade als das Mass
der anderen dienen, die mit der ersten einen rechten Winkel ein-
schliesst; die messende Gerade muss erst um einen rechten Winkel
(in einem oder in dem entgegengesetzten Sinne) gedreht worden
sein, bevor sie diese Function iibernehmen kann. Abermals ist
es daher notwendig die Zahl, die das Verhiiltniss der absoluten
Lingen ausdriickt, mit einem Zeichen zu versehen um diese Dre-
hung des Masses anzudeuten. Dieses Zeichen ist

+i=1|/—1

Es ergab sich dann leicht, dass, wenn man den Quotienten
zweier Geraden angeben will, die einen belichigen Winkel ¢ ein-
schliessen, man das Verhiltniss der absoluten Lingen mit dem
Zeichen oder Factor cos ¢ + ¢ sin @ zu versehen habe, um anzu-
deuten, dass das Mass erst um den Winkel @ gedreht worden
war. Die so erhaltenen Zahlen werden complexe genannt. Sie
sind allgemeiner als die algebraischen, da sie die letzteren um-
fassen.

So fruchtbar und nutzbringend sich nun auech die complexen
Zahlen in der Algebra und Analysis erwiesen haben, so haben
gie dennoch einen bedeutenden Mangel, indem durch sie nur das
Verhiiltniss solcher Geraden, die in einer Ebene liegen, ausge-
driickt werden kann, und es nicht gelungen ist, zwei solche Zahlen,
die in verschiedenen Ebenen liegen, mit einander zu verkniipfen.

*) Das ausgezeichnetste Beispiel solcher Grissen, die nur des di-
recten Gegensatzes fihig sind, sind die Zeitriiume, die von einem be-
stimmten Zeitmomente in die Zukunft und in die Vergangenheit ge-
messen werden; daher nannte Hamilton die Algebra die Wissenschaft
der Zeit.



5

Die Versuche, die in dieser Richtung gemacht worden sind, blieben
ohne einen nennenswerten Erfolg.™)

Erst Sir William Rowan Hamilton gelang es 1843 nach zehn-
jahriger Bemithung eine Zahl zu construiren, die das Verhiltniss
irgend zweier, einen beliebigen Winkel einschliessenden Geraden
ausdriickt, und die alle frither genannten Zahlen in sich einschliesst;
sie wird eine Quaternion genannt.

Auf einen wesentlichen Umstand, durch den sich die Qua-
ternionen von den frither angedeuteten Versuchen, die Zahlen auf
den Raum auszudehnen und zu iibertragen, unterscheiden, mag
jetzt schon anfmerksam gemacht werden. Bei der algebraischen
Behandlung des Problems wurde zwar eine beliebige, aber nur
eine einzige Gerade als die positiven Zahlen versinnlichend an-
genommen, wodurch natiirlich auch schon die Richtung der nega-
tiven und imagindiren Zahlen festgestellt wird, wihrend in den
Quaternionen bei Hamilton jede beliebige Gerade positiv oder
negativ sein kann. Durch dieses gleichsam genauere Anschliessen
an die Natur des Raumes, in dem keine Richtung vor der ande-
ren ansgezcichnet, vielmehr jede gleichartig ist, wird erzielt, dass
alle Resultate, die durch (uaternionen gewonnen werden, von
jeder Beziehung anf Axen frei und unabhingig sind.

Auf dem Grunde der Quaternionen baute Hamilton eine neue
mathematische Diseiplin anf, und schuf damit ein michtiges In-
strument, das sich als ausserordentlich niitzlich in der Geometrie
und mathematischen Physik erwiesen hat.

Die Haupt- und Quellenwerke iiber Quaternionen sind Ha-
milton’s Schriften selbst und zwar namentlich seine ,Lectures on
Quaternions* 1853 und das posthume Werk ,,Elements of Qua-
fernions™ London 1866.

Ein Werk von grossem Werthe und Originalitit ist ,An ele-
mentary Treatise on Quaternions by J. G. Tait*, Oxford 1873.

Ein anderes mehr elementares Werk Englands, wo die Qua-

*) Nach H. Scheffer (Ueber das Verhiiltniss der Arithmetik zur
Geometrie, Braunschweig 1846.) ist das Zeichen der Zahl, welche das
Verhiiltniss zweier Geraden, die in zwei, den Winkel » mit einander
- ginschliessenden Ebenen liegen und gegeneinander um den Winkel ¢
geneigt sind, folgendes

(cos p + sin ./ —— 1) (cos g+ sing. |/ — ).
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ternion in Mittel- und Hochschulen immer mehr Verbreitung fin-
den, ist ,Introduction to Quaternions by P. Kelland and P. G.
Tait®, London 1873.

Die drei letatgenannten Werke waren es, die mir bei der
Ausarbeitung des folgenden Schriftechens zur Hand waren.

Von deutschen Werken miissen hervorgehoben werden:

»Vorlesungen iiber die complexen Zahlen und ihre Functionen,
von Dr. Hermann Hankel®, Leipzig 1867 und

nTheorie der goniometrischen und longimetrischen Quaternio-
nen von K. V. Unverzagt®, Wieshaden 1876, in welchem letzteren
Werke die Quaternionen mit ilteren verwandten Theorien (bary-
centrischer Caleul von A. F. Mobins, Leipzig 1827) verkniipft und
durch Einfithrung neuer, der sogenannten longimetrischen Qua-
ternionen erweitert werden.

Von franzosischen Darstellungen behandeln den Gegenstand
»lissai sur le Caleul des Quaternions par M. Allégret® und meh-
rere Abhandlungen von Laisant, welel’ letztere besonders die
mechanischen Anwendungen dieser Rechnung zum Ziele haben.

Bevor wir an die Construction einer Quaternion d. h. des
Quotienten zweier Geraden von beliebiger Richtung gehen, wird
es nothwendig sein, sich etwas mit den Geraden unter Beriick-
sichtigung ihrer Richtung zu befassen. ;




Erster Abschnitt.

Zusammensetzung und Zerlegung der Vectoren.

1. Zwei geometrische Punkte im Raume konnen sich nur
durch ihre Lage unterscheiden.

Schon in der Einleitung wurde der Gedanke angedeutet, dass
der Unterschied zweier Objecte am leichtesten beunrtheilt werden
kann nach einem solchen stetizen Process, durch den ihre Ver-
schiedenheit ausgeglichen wird.
chiedenheit zweier Punkte

Nun ist dieser Process, der die Ver
im Raume auszugleichen vermag, einzig und allein die Bewegung,
durch welche der Punkt 4 in die Lage des Punktes Z iibergefiihrt
wird*). Wir sehen daher die Aufeinanderfolge aller jener Lagen,
die nach und nach der Punkt 4 einnehmen muss, um die Lage
des Punktes 5 zu errcichen, als den Unterschied des Punktes 5
von 4 an. Zwar kann diese Aufeinanderfolge verschiedene For-
men annehmen, indem durch mannigfaltige Bewegungen 4 nach &
gelangen kann, die alle somit gleichwerthig sind, aber eine Form

¥) Ueberbaupt welangen wir zum Bewusstsein der Verschiedenheit
zweier Punkte im Raume einzig und allein durch die Bewegung. Mag
das zum Bewusstsein seiner und der Aussenwelt erwachende Kind nach
einem glinzenden Gegenstande das Auge wenden und die Hand
strecken, mag es spiter durch Schreiten irgend ein Ziel erreichen,
mag der angehende Zeichner priifend die Spitze des Bleis iiber die vor-
gelegte Zeichnung fiihren nnd selbst der geiibteste Geometer Fixstern-
weiten mit der Geschwindigkeit des Lichtes messen, immer ist das, was
uns die Auffassung des Unterschiedes zweier Punkte vermittelt, eine
Bewegung, durch die entweder in Wirklichkeit oder in Gedanken ein
Punkt in die Lage des andern iibertragen oder iiberfiihrt wird.
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darunter ist die einfachste; es ist dies jene, bei welcher die ein-
mal cingeschlagene Richtung nicht geiindert wird. Diese einfachste
Aufeinanderfolge der Zwischenpunkte bildet dann eine Gerade,
welche die leichteste Beurtheilung des Unterschiedes der beiden
Punkte erméglicht, indem sie nur dureh zwei Elemente die einmal
eingeschlagene Richtung und die Liinge des Weges bedingt wird.
Wir wiihlen demnach als Definition des Unterschiedes oder der
Differenz der Punkte die sie verbindende Gerade, oder in Zeichen

B—d = 4B.

Die Gerade 42 gibt dann ebensowol eine bestimmte Richtung

g 8
als eine bestimmte Strecke an und wird, so aufgefasst, Vector
genannt. *)

2. Der Begriff eines Vectors enthilt nur zwei Merkmale

Richtung und Liinge; wenn demnach zwei Vectoren in diesen
Merkmalen iibereinstimmen, so kdonnen sie sich nur durch den
Ort unterscheiden, in welchem sie sich befinden; stimmen sie auch
in dem Orte iberein, d. h. fallen ihre Anfangspunkte und End-
punkte zusammen, so sind sie identisch. Da wir aber von dem
Orte absehen, so sind zwei Vectoren gleich, wenn sie dieselbe
Richtung und dieselbe Linge haben.
Es sind demnach zwei gleich

m . . . . e =
grosse Theile einer einzigen Ge- Fig. 1
raden in derselben Richtung ge- A B 4 3]

nommen einander gleich. Aber
auch zwei gegeniiber liegende Seiten

eines Parallelogramms sind gleich, L SAPENO AL

wenn wir sie in derselben Richtung ;’J;

nehmen, / y
Wir koénnen demnach auch /

sagen, zwei Vectorn sind gleich, f{——----os—/p

wenn sie durch eine cinfache Ver-
schicbung ohne Drehung so iibereinandergelegt werden kinnen,
dass ihre Anfangs- und Endpunkte zusammenfallen.

*) In den longimetrischen Quaternionen fasst Unverzagt AB als

.|

; B e : ;
den Quotienten 3 auf und nennt dann 4B einen Quotientvector.




Sind zwei Vectoren einem Fig. 2.
dritten gleich, so sind sie
auch untereinander gleich und e i vy e 7
die drei gleichen Vectoren £
bilden dann die drei paral- / |
lelen Kanten eines Prisma. "’\‘

3. Mit einer algebrai- i
schen Differenz verbinden ;
wir stets den Sinn, dass diese K 4
Differenz zum Subtrahend
hinzugefiigt den Minuend gibt, dass also

(B—4)+ 4= B
Indem wir nun die in §1 gegebene Differenz als eine solche an-
sehen und durch den Vector 445 ersetzen, erhalten wir
AB+ 4 = B,
d. h. in Worten, e¢in Vector als Addend hinzugefiigt zu seinem
Anfangspunkt, versefzt oder verschiebt denselben in die Lage des
Endpunktes.

Sollte ein anderer Vector 4,5, zu 4 addirt werden, der mit
AR gleich ist, so kann die Summe 4,7, -+ 4 ersetat werden durch
AB + 4, d. h. ein beliebiger Vector als Addend hinzugefigt zu
cinem beliebigen Punkte bewirkt die Verschiebung dieses Punktes
in der Richtung des Veetors um eine Strecke, die der Linge des-
selben gleich ist. (Daher auch der Name Vector).

4. Ist AB ein Vector und
BC ein anderer Vector, dessen Fig. 3.
Anfangspunkt mit dem End- (o D
punkte des ersten zusammenfillt, i
80 konnen wir die Summe der- A
gelben auf folgende Art finden. i \
Wir fiigen den Vector 48 als % a
Addend zu dem Punkte 4 und Vi
zu dem Resultate ferner den / b L
Vector BC oder in Zeichen indt e Tal i

(C—B)+ [(B—4) + 4] = B
= (C—B)+B=2C
oder
(C—B)+(B—A)+4=1C
andererseits ist aus der Figur ersichtlich, dass
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(C—AH+A4=10C

und daher
C—B+ (B—4) = C—A4,
und wenn man statt der Punktdifferenzen die Vectoren einsetzt
BC+ AB = AC
d. h. die Summe der beiden Vectoren 42 und BC ist ein dritter
Vector, der den Anfangspunkt des ersten mit dem Endpunkt des
zweiten verbindet.

Sollte zu 4B ein anderer Vector B‘C’ addirt werden, der
mit BC gleich wiire, so wiire doch die Summe dieselbe.

Die Addition zweier beliebiger Vectoren kann also geometrisch
ausgefithrt werden, indem man den zweiten Addenden in seiner
dichtung an den Endpunkt des ersten Addenden anfiigt und den
Anfangspunkt des ersten mit dem Endpunkte des zweiten ver-
bindet; der aus der Verbindung hervorgehende Veector ist die
Summe.

Aus der Construetion ergibt sich unmittelbar der Satz, dass
die beiden Addenden miteinander vertanscht werden konnen, ohne
dass die Summe gedindert wiirde. Denn schiebt man 4% parallel
zu sich selbst nach CD vor, so ist B0 = D+ BC und da BD
parallel, gleichgerichtet und gleich lang mit 4C ist, so hat man

BC+ AP = 4B + BC.

5, Um zu 4P den Veetor B4 zu addiren, miisste man in
B den Vector B4 anfiigen; es milsste somit der Anfangspunkt des
ersten mit dem IEndpunkte des zweiten zusammenfallen; der re-
sultirende Vector ist daher gleich 0. Diess ergibt sich auch aus
der Differenzgleichung

(B—A4) + (4—B) — 0,
Die Vectoren A4# und B£4 neutralisiren sich daher, oder sind di-
rect entgegengesetzt. Wird nun 45 mit 4 @ bezeichnef, so mnss
A mit —a bezeichnet werden.

Wire zu AF nicht der Vector B4, sonderen ein anderer
ihm gleicher 54, zu addiren, so wire die Summe dieselbe, wie
im ersten Falle, und die beiden Vectoren wiirden sich ebenfalls
neutralisiren. ~ Offenbar ldsst sich dieser Satz auch umkehren:
nur zwei direct entgegengesetzte und an Grisse gleiche Vectoren
konnen sich neutralisiven oder die Summe O geben.

6. Die Subtraction zweier Vectoren lisst sich conform der
Addition ausfiihren, wenn man den Subtrahend nicht in seiner
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eigenen, sondern in der entgegengesetzten Fig. 4.

Richtung an den Endpunkt des Minuends

anfiigt. Ist 04 = ¢ und 0B = B, so con-

struirt man ¢—@, indem man in 4 zu 08 /

eine Parallele zieht und auf derselben in

einer Richtung, die 0F entgegengesetzt ist,

also von 4 bis C—@3 auftriigt, so ist dann /

0C =y = a—p. /

Anmerkung. Sieht man in einem Drei- O{—— e 7
eck die Seiten als Vectoren an, so kann \ /
jede BSeite entweder als die Summe der \ /

beiden anderen, oder als ihre Differenz \
gelten; es kommt nur auf die Richtung \ /
an, weleche die beiden anderen als Vee- NS
toren haben. ¢
Ist nimlich (in I) der Anfangspunkt
der Seite 04 oder des Veetors @ iibereinstimmend mift dem An-

Fig. 5.
B B B
f/\\ a /ﬁ‘\
A /
g R £t 7T
e ) s R
il B il g o s

fangspunkte des Vectors OF = 3 und wird die Seite B4 als
Veetor mit y bezeichnet, so dass also y vom Scheitel 5 zum
indpunkte von @ geht, so ist a = £ 4 7.

Wenn dagegen die beiden anderen Seiten als Vectoren im
gegeniiberstehenden Scheitel ihren gemeinsamen Endpunkt haben,

wemn also (in II) OF mit # und 48 mit y bezeichnet wird, so
ist der Vector « die Differenz der beiden anderen, und zwar
ist jener derselben der Minuend, der mit @ denselben Anfangs-
punkt hat:

a=f—7.

Wenn endlich (in III) die beiden anderen Veetoren von dem
gegeniiberliegenden Scheitel als ihrem gemeinsamen Ursprunge
ausgehen, so ist der erste Vector auch der Differenz der beiden

anderen gleich, wobei aber jener Vector, der im Endpunkte
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von ¢ seinen Endpunkt hat, als Minuend zu nehmen ist, also
a=y—_p.
Betrachtet man in einem Parallelo-

gramm zwei zusammenstossende Seiten Fig. 6.

als Vectoren, die von demselben Ur- B St UE R b
sprung ausgehen, so ist die Diagonale ’\ L /
desselben Ursprungs die Summe der / __,\// /
beiden Seitenvectoren, dagegen ist ¥ \\._ /
die andere Diagonale gleich ihrer A

Differenz; ist

Od=@a, OB=8, 0C=1y, AB =4,
80 ist

ry=a+3; d=F—uq

Alle diese Fille lassen sich leicht merken, wenn man iiberlegt,
dass man in jedem Falle, von demselben Punkte ausgehend,
zu demselben Endpunkte gelangen muss, wobei die Vectoren
bald in ihrer, bald in der cntgegengesetzten Richtung durch-
laufen werden miissen.

7. Die Summe von mehreren gleichgerichteten und aueh
hinsiehtlich ihrer Linge gleichen Vectoren ist ein Vielfaches eines
solechen Vectors und kann durch ma ausgedriickt werden, worin
m eine ganze Zahl bedentet. Ebenso kann das Vielfache eines
Bruchtheiles eines Veetors durch me angegeben werden, wo m
eine gebrochene Zahl darstellt; dieses ist auch noch in dem Falle
moglich, wenn man bis an die #usserste Grenze der Kleinheit der
Bruchtheile geht, wo dann m eine irrationale Zahl ist. Soll aber
der Vector oder sein Bruchtheil in einer Richtung, die der seinigen
direct entgegengesetzt ist, vervielfacht werden, so muss m eine
negative Zahl sein. Demnach bedeutet die Gleichung

a =g,
dass die beiden Vectoren « und S entweder Theile einer Geraden
oder parallel sein miissen.

Die Zahl x (die also eine positive oder negative, ganze, ge-
broehene und auch irrationale ist) kann gewonnen werden durch
Vergleichung der Vectoren « und 3 auf einem geradlinigen Mass-
stab oder einer Scala und wird daher von Hamilton eine Scalar
genannt.

8. Ein jeder Vector ¢ kann dargestellt werden als das Pro-
dukt aus einem Einheitsvector seiner eigenen Richtung und einer
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Zahl, der sogenannten Masszahl, welche die Anzahl der Liingen-
einheiten angibt. Die auf einem Vector aufgetragene Liingenein-
heit wird aus spiiter zu erdrternden Grinden Versor von a ge-
nannt und durch Uz bezeichnet.*) Die Zahl der Liingeneinheiten,
die der Vector enthiilt, wird Tensor von a genannt und durch
das Symbol 7« dargestellt. ks ist demnach
o Tl eocean (@)

worin 7o die Strecke, Ue die Richtung von a angibt.

9. Sind «a,
denen einer, etwa 7, als die Summe der beiden anderen angesehen

g8, vy drei Vectoren desselben Ursprungs, von
werden darf, so lisst sich aus ihnen ein Dreieck construiren und
sie liegen daher in einer Kbene, diess ist auch noeh dann der
Fall, wenn aus beliebigen Strecken, oder Abschuitten des einen
und des anderen Veetors der dritte als Summe hervorgeht; die
Gleichung daher
ra+yp =17y,
welche auch in der Form
oyl zy =0 .no. o0 (2)

geschrieben werden kann, weil darin @ und y beliebige Zahlen
bedeuten konnen, driickt die Bedingung aus, unter welcher die
drei Vectoren e, 3, 7 in einer Ebene liegen oder complanar sind.
Sieht man darin y und die Scalaren @, ¥ und z als Variable an,

wihrend ¢ und 3 als gegeben betrachtet werden, so stellt diese

Gleichung die durch «, 3 gelegte Ebene dar.

Wenn nun die drei Veetoren 04 = ¢,

0B =, 0C=7y die obere Gleichung Fig. 7.
befriedigen, so kann es gesechehen, dass 0=—
die drei Endpunkte derselben 4, 2, C N
in einer Geraden liegen; damif diess statt- e
finde, muss A
ibj — f.f_—_a S 3
Bl y—p3 X\
sein, wo ¢ eine Secalar bedcutet. Aus
dieser Gleichung folgt aber \
B—a = ty—18 oder \C
—a+[1+8)p—ty = 0.

Es muss also die Summe der Coefficienten von e, 8, y niimlich

*) Unit- Vector englisch so viel als Einheitsvector.
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— 1+ 1+ ¢t—1 identisch der Null gleich sein. Wenn also die
beiden Gleichungen

ae+b68+ey=0umwd a+b+c=0....... (3)
richtig sind, so sind die vier Punkte 0, 4, £, ¢ complanar und
die Punkte 4, B, C collinear.

10. Sind mehrere Vectoren zu addiren, so wird man an den
ersten den zweiten, an diesen den dritten u. s. w. jedesmal in seiner
Richtung anfiigen. Der Vector, der den Aufangspunkt des ersten
mit dem Endpunkte des letzten verbindet, ist der resultirende
Vector oder die verlangte Summe.

s kann leieht gezeigt werden, dass hierbei die Ordnung
der Addenden und ihre Vertheilung gleichgiltiz ist. Die Gesetze
der Algebra, dass bei ciner Addition mehrerer Addenden, diese
dass diese Addenden versetzt werden konnen, welche man als

zu beliebigen Gruppen erst vereini

und dann summirt, so wie,

das associative und commutative Gesetz der Addition bezeichnet,
haben auch hier ihre Geltung.
Deun die Summe von irgend einer
Anzahl aufeinander folgender Vee-
toren 04, 4B, BC ist die Gerade
O, welche von dem Anfangspunkte
des ersten O zum Endpunkte ¢
des letzten gezogen ist; weil nun,
wenn etwa drei solcher Vectoren

gegeben sind, wir die beiden Dia-

gonalen OF, AC des (ebenen oder
nicht ebenen) Viereckes 0ABC
ziehen und mnach Belieben OC, entweder als die Summe von 0A
und AC, oder als dic Summe von (/8 und AC ansehen konnen,
so folgt daraus
r+ot+a=@g+Bta=7y+@B+ea.......(4)

und weil iiberdiess 3+ a = a + 3,

so ist damit das associative und commulative Gesetz der Addition
bewiesen.

11. (Fig. 9.) Sind von dem gemeinsamen Ursprung O drei
Vectoren 04, OB, OC gezogen und man constroirt aus denselben
als Kanten ein Parallelepiped, so ist die Diagonale desselben,
welehe den Ursprung mit dem gegeniiberliegenden Eck verbindet,
die Summe jener drei Vectoren, also




0D = 04+ OB + 0C,

Fig. 9
12. Die Summe von be- D
liebig vielen Veetoren A2, N AP R
BC, CD ...MN wird nach
§ 10 erhalten, wenn man den , \'\_(T Ce :
Anfangspunkt des ersten A / / ] /
mit dem Endpunkte des letz- : '
ten & verbindet also i
AN = AB+BC+CD [
+ oo+ M, B fp
Durch diese Construction ent- i _;f
steht aber ecin geschlossenes \\é |
Polygon und die vorstehende e e s |

Gleichung kann auch ge-
schrieben werden
AB+ BCH+CD+.... + MN—AN =0

oder AB+ BCHCD+ ...+ MN+NA = 0.
Diese Gleichung besagt, dass die Summe der aufeinander folgenden
Seiten eines geschlossenen Polygons, diese Seiten als Vectoren ge-
nommen, gleich ist Null, oder die Vectorsumme der aufeinander
folgenden Seiten eines geschlossenen Polygons ist gleich Null.

13. (Pig. 10.) Es sei

04 =a, AB — 8, BC—¥; Fig. 10.
80 ist !‘.
0C=a+4p+7. O "\..
Trigt man auf 04 ein Stilek e
bis 04, auf, das zu 04 das ot \ \

Verhiiltniss m hat und zicht ",g)' ‘B
von A4, eine Parallele zu A5, B /
die 08 in B, trifit und von A
B, eine Parallelle zn B¢, von

= /

der OC in C; geschnitten

wird, so ist
04, = met, AB = mfB, B0, = my; und ebenso
0C, =m.0C=m(a+8+7)

andererseits aber
00, = 04,4+ 4,8 + B, C, = ma +mf + my

somit

m e+ 3+ ) = me A+ g + my.
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Es ist ferner auch leicht einzusehen, dass, wenn m, n, p Scalaren
bedeuten (§ 7) die Gleichung richtig ist:
ma + ne 4 pa = (m + n 4+ p) a.

Die zwei letzten Gleichungen sagen aus, dass das distributive
Gesetz der Algebra, nach welchem eine Summe mit einem Factor
multiplicivt wird, wenn die Einzelproducte aus jedem Summanden
und dem Factor gebildet und hierauf in eine Summe vereinigt
werden, auch bei der Multiplication der Veectoren mit Sealaren
Geltung hat, und zwar sowol beziiglich des Multiplicators als
auch des Multiplicands.

14. Sind a und 7 zwei Vectoren desselben Ursprungs, ver-
schiedener Richtung und von wirklicher (nicht verschwindender
Liinge); bedeufen @ und b Scalaren, und es ergibt sich bei einer
Untersuchung die Gleichung

aa+ b = 0,
so kann diese Gleichung nicht bestehen, ausser es ist

== h =1
Denn es kann nieht eine der beiden Scalaren von Null ver-
schieden sein, wenn die andere gleich Null ist; es konnen aber
auch nieht beide von Null verschieden sein, weil sonst aus aa
und bf ein rvesultirender Veector construirt werden kinnte, der
von Null verschieden sein miisste, da nach § 5 nur zwei entgegen-
gesetzte Vectoren sich neufralisiren konnen.

15, Bedeuten @, (3, y drei nicht complanare Vectoren des-
selben Ursprungs und wirklicher Linge @, b, ¢ Se

alaren, so folgt
aus der Gleichung
ac+ b8 +cy =9
a=0, b=0, ¢=0.

Deon bf 4 ¢y kann ersetzt werden dureh &3, worin b, eine
nene Sealar, # einen nenen mit § und 7 complanaren mit «
nicht parallelen Vector bedeuten. Iis ist demnach

ac+ b B = 0;
daraus folgt a=0
und ans dem nun iibrighleibenden Theile der Gleichung

WB+ey=0
endlich b=0, c=0.
Darauns ergibt sich, wenn @, by, ¢; neue Sealaren bedeunten, dass
aus der Gleichung

ae+bp +cy = a4+ b+ y
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die Beziehungen folgen
a=aq, b=0b, c=c.
Man kann nimlich dureh Transposition der Glieder und mit Hilfe
des distributiven Gesetzes die Gleichung bringen auf die Form
(a—a)a+B—b)B+(c—c)y =0

und daher a—ay =0, b—8 =0, ¢—c; = 0.

Ebenso folgt bei nur zwei Vect ren unter denselben Bedin-
gungen aus der Gleichung

ax + b3 = aqa - b8,

dass a=a und b» = b sel.

16. So wie ein Vector aus mehreren anderen Veectoren zu-
sammengesetzt wird, ebenso kann ein Vector in zwei oder meh-
rere Vectoren zerlegt werden. Diese Aufgabe ist im Allgemeinen
eine unbestimmte. Einer bescnderen Erwihnung bedarf die Zer-
legung eines Vectors in drei Vectoren, die zn drei fixen, in einem
Punkte sich schneidenden und aufeinander senkrecht stehenden

Geraden parallel sind. Diese Zerlegung lisst sich stets nur auf
eine einzige Art ausfithren.
lis seien 04 = «

der zu zerlegende Vec- Fig. 11.
tor 0, Oy, Ok die drei K
zu den fixen Geraden A
durch den Anfangs- !
punkt O gezogenen pa- lis 7
rallelen Vectoren, deren i l
Versoren wir der Reihe 3{,,/ |
nach mit i, 7, £ bezeich- ‘/"' i A e |
nen wollen. Fiillen wir _
nun von 4 ein Perpen- //' '
dikel auf die durch i / p
und ; gelegte Ebene, /
dessen Fusspunet P ist, 1
g0 ist PA parallel zu &
und somit gleich zk;
zieht man ferner in dieser Ebene von P eine Senkrechte PO
auf 0, so ist sie parallel zu j und gleich yj; 00 cndlich ist
gleich @i, Die Secalaren x, ¥, = sind nur von der Linge und
Richtung von « abhingig. Nun ist

04 = 00 + QP + P4

Odstreil, Hamiltonsche Quaternionen.
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oder o= xi+ ys + zk.
Fiir einen anderen Vector 8 wiirde man finden
P=wit+ums+znk . ....... (5)

Sind ¢ und (3 gleich, also in Linge und Richtung iibereinstimmend,
80 ist

g = (6)
oder eine Gleichung zwischen zwei Vectoren ersetzt drei nume-
rische Gleichungen.

Man ersieht sofort dass a, y, z die cartesianischen recht-
winkligen Coordinaten des Punktes A sind.™)

17. Die Einfithrung der Coordinatenaxen in die Geometrie
durch Des Cartes war einer der grossten Fortschritte in der Ent-
wickelung der Mathematik; dadurch werden die Constructionen
der Geometrie in Berechnungen numerischer Gréssen umgewandelt.

Die Lage eines Punktes (in der analytischen Geometrie) wird
von den Lingen dreier Geraden, die in bestimmten Richtungen
gezogen werden, abhingig gemacht. Filr die Zwecke physikali-
scher und auch geometrischer Untersuchungen ist es aber oft
wiinschenswerth, die umstindliche Beniitzung der cartesianischen
Coordinaten zu vermeiden und unmittelbar die Lage eines Punk-
tes statt seiner drei Coordinaten, oder auf einmal die Grosse und
Richtung einer Kraft statt ihrer drei Componentien anzugeben.
Obwohl diese Art und Weise, geometrische und physikalische
Grossen zu betrachten die urspriinglichere und natiirlichere ist
als die andere, so sind doch die damit verkniipften Ideen erst
durch den nichsten grossen Schritt in der Behandlung des Raumes,
den Hamilton durch die Erfindung des Quaternionencalculs unter-
nahm, zur vollen Entwickelung gelangt.

Eine der wichtigsten Eigenthiimlichkeiten von Hamilton’s
Methode ist seine Eintheilung der Gréssen in Secalaren und Vec-
toren.

Eine Scalargrosse kann durch eine einzige numerische Be-
stimmung definirt werden, Ibr numerischer Werth hingt in
keiner Art und Weise von der Richtung, die wir den Coordinaten-
axen geben ab; sie selbst ist richtungslos. Das Volumen einer
geometrischen Figur, die Masse und Energie eines materiellen
Korpers, der hydrostatische Druck in einem Puunkte der Flissig-

*) Hinsichilich der Figur vergl. § 38 und § 39.
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keit, das Potential eines Punktes im Ranme sind Beispiele von
Scalargrossen.

Ein Vector oder eine Grosse, die Richtung hat, erfordert zu
ihrer Definition drei numerische Bestimmungen, welche abhingig
sind von den Richtungen, die wir den Coordinatenaxen geben.
Die Verschiebang eines Punktes, die Geschwindigkeit eines Kor-
pers, sein Moment, die auf ihn wirkende Kraft, cin electrischer
Strom, die Magnetisirung eines Lisenpartikelchens sind Beispiele
von Vectorgrissen.

/Zweiter Abschnitt,

Construction einer Quaternion.

18. In der Einleitung wurde eine Quaternion als der Quo-
tient zweier beliebig gerichteter Vectoren definirt. Wir wollen
nun auf diesen Begriff niher eingehen.

a) Denken wir uns vou zwei Punkten des Raumes 0 und
Oy zwei beliebige Vectoren «, § gezogen, ihr Verhiltniss oder

: - . a = i o 5
ihr Quotient werde auf gewibnliche Art durch B bezeichnet.

Wir kéunen einen dieser Vectoren etwa 8 so lange parallel
zu sich selbst lings der Geraden 0,0 verschieben, bis ihre An-
fangspunkte zusammenfallen, dann kann durch die beiden Vec-
toren eine Ebene gelegt werden.

Die Bestimmung des Verhiltnisses zweier irgendwie und ir-
gendwo gelegener Vectoren kann also stets auf die Bestimmung
des Verhiiltnisses zweier in einer Ebene von einem gemeinsamen
Ursprung ausgehender Vectoren zuriickgefilhrt werden.

b) Es sei ferner im Punkte O; ein von # derart verschie-
dener Vector y gezogen, dass, wenn wir seinen Anfangspunkt
durch parallele Verschiebung des Vectors nach O versetzt haben,
dann die durch « und den neuen Vector gelegte Lbene («, 7)

2%
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5 . . S :
nicht mit der Ebenc (¢, 8) zusammentillt, so 1st 3 verschieden
i

(2 ! " . r 4 .
von —, weil eben 3 von y verschieden ist; d.h. das Verhiltniss
!

zweier Vectoren ist verschieden von dem Verhiltniss zweier an-
deren Vectoren, wenn diese Veetorenpaare nieht in einer Ebene
untergebracht werden konnen.

In den Begriff des Verhiltnisses zweier Vectoren muss dem-
nach die Bestimmung der Lage ihrer Ebene eintreten.

¢) Es sei von dem gemeinsamen Ursprung () ausser « und

# in ihrer Ebene ein dritter von 8 verschiedener Vector y ge-
zogen, der also mit « einen anderen Winkel einschliesst als 3,
so wird wieder :{ verschieden sein von -

{

Das zweite Merkmal des Verhiiltnisses zweier Vectoren ist
also der Winkel, den die Vectoren einschliessen. Diesen Winkel
wollen wir stets durch die Grosse der einfachsten Drehung be-
stimmen, welche nothwendig ist, um den Vectordivisor in die Lage
des Vectordividends zu bringen. Da diese Drehung in dem einen
oder in dem enigegengesetzten Sinne vorgenommen werden muss,
g0 muss sowohl die absolute Grisse des Drehungswinkels als auch
der Sinn der Drehung derselbe sein, wenn nicht die Verhiltnisse
je mweier Vectoren verschieden sein sollen.

d) Wire der dritte Vector y von § nur in der Linge ver-

schieden, so wiire dennoch : verchieden von ; Wir erkennen
also als drittes Merkmal des Quotienten zweier Vectoren das Ver-
hitlltniss ihrer absoluten Lingen.

Wir setzen demnach als Definition fest:

Das Verhiltniss zweier Vectoren « und {8 ist dem Verhiiltnisse
zweier anderer Vectoren ¢, und §; gleich,

{. wenn beide Vectorenpaare in einer und derselben Ebene,
oder in parallelen Ebenen liegen;

9. wenn Grosse und Sinn der Drehung, durch welche der Divi-
sorvector in die Lage des Dividends gebracht wird, iiber-
einstimmen;

9. wenn das Verhiltniss der absoluten Liingen des Dividends
und Divisors in beiden Fiillen dasselbe ist.

Aus dicser Definition folgt, dass das Verhiiltniss der Vectoren
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nicht geindert wird, wenn ihre Tensoren in demselben Verhilt-
niss verlingert oder verkiirzt werden, und wenn die Winkelfliche
sammt den Veetoren (als starr angesehen) um den gemeinsamen
Durchschnittspunkt in ihrer Ebene durch einen beliebigen Winkel
gedreht wird, weil dadurch die Abweichung der Richtungen der
Schenkel nicht geindert wird, und endlich, wenn ilire Ebene pa-
rallel zu sich selbst verschoben wird.

19. Das Verhiiltniss der absoluten Lingen der Veetoren,
lisst sich durch eimen numerischen Werth, durch eine Zahl (Sca-
lar) ausdriicken, ebenso die Grosse des Winkels durch eine an-
dere Zahl, welche positiv oder negativ genommen auch den Sinn
der Drehung zum Ausdruck bringen kann.

Die Bestimmung einer Ebene erfordert aber die Angabe zweier
numerischer Werthe etwa:

a) Die Angabe des Winkels, unter welchem diese Ebene gegen
eine andere fixe Ebene z. B. die des Tisches gendigt ist;

b) Die Angabe des Winkels, den die Durchschnittsgerade der
beiden Ebenen (der zubestimmenden und der fixen) mit einer in
der fixen Ebene gezogenen fixen Geraden z. B. dem Rande des
Tisches bildet.

Das Verhiltniss zweier Vectoren erfordert demnach zu seiner
vollkommenen Bestimmung vier numerische Werthe; darum hat
eben Hamilton den Ausdruck dieses Verhiltnisses eine Quaternion
genannt. Eine Gleichung zwischen zwei Quaternionen ersetzt
demmnach vier numerische Gleichungen.
20. ks seien nun 0B,
04 zwei beliebige Vectoren,
deren Verhiltniss OB : 04 B
OB o

= —— bestimmt werden soll.
04 e 15

Ihre Tensoren seien b, a ihre
Versoren, oder die auf ihren
Richtungen aufgetragenen
Lingeneinheiten $ und e, so dass
0B = b und 04 = ae.
Fillt man von B eine Senkrechte auf ()4, so ist
OF = O0C+ CB

08 0OC+ CB oc ch
i { Od " 04

un : == i I8 ‘
nd (A A A
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Nennen wir ¢ den Winkel 408, so ist die absolute Linge OC =
b cos @, jene von UF = b sin @ und der Vector (8 = bsin@.d,
wenn sein Versor mit J bezeichnet wird, Daher ist

0B  beosgp.a bsing.d
T dve " a.c
d,. =t Z) 3 d 3 ()
oder ﬂ—(g(msq-ﬁ-a.amrp)........{r).

Demnach besteht der Quotient zweier beliebig geneigter Vectoren
aus zwei Theilen; der erste Theil ist der Quotient zweier in ihren
Richtungen zusammenfallenden Vectoren OC: OA, somit eine Sca-

b .
lar nimlich 7 89 Der zweite Theil ist noch vorderhand un-

bekannt, enthilt aber den Quotienten zweier einen rechten Winkel
)

(44

einschliessenden Einheifsveetoren

21. Wie wir nun auch immer den Quotienten der einen
rechten Winkel einschliessenden Einheitsvectoren definiren mogen,
so muss diese Definition die Bestimmung der Ebene, welche durch
beide Vectoren gelegt wird und den Sinn jener Drehung, durch
welche auf die einfachste Art der Iiivisor aus seiner Lage in die
des Dividends iibergefiithri wird, enthalten. Diese Ebene kann
am vortheilhaftesten angegeben werden durch eine darauf errich-
im Punkte 0,
sprunge beider Vectoren selbst. Tragen wir auf dieser Senkrech-

tete Senkrechte und zwar dem gemeinsamen Ur-
ten die Lingeneinheit vom Punkte O aus auf, so kann dadureh,
dass wir diese Einheit nach der einen oder nach der anderen Rich-
tung auftragen, auch der Sinn der um diese Senkrechte als Axe
vorzunehmenden Drehung, durch welche der Divisor in die Lage
des Dividends iibergefiihrt wird, angegeben werden. Denken wir
uns nimlich in den Divisor eine menschliche Figur so gelegt, dass
ihre Fiisse im Ursprunge O ruhen, und dass sie ihr Gesicht dem
Dividend zukehrt, so kann auf der Senkrechten die Liingeneinheit ent-
weder zur linken oder zur rechten Hand jener Figur aufgetragen
und dadurch der Sinn der Drehung bestimmt werden, indem wir
festsetzen, dass jener Theil der Senkrechten, welcher zur Linken
der Hand liegt, mit der Drehnng vom Divisor zum Dividend
gleichbezeichnet ist. Dieser so aufgetragene aunf der Ebene £F04
senkrecht stehende Kinheitsvector ¢ wird Axe des rechtwinkligen
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Quotienten [{i und auch des urspriinglichen Quotienten 08 : 04
genannt.

Es muss besonders hervorgehoben werden, dass die Axe des
(Quotienten zweier einen rechten Winkel einschliessenden Einheits-
vectoren vollkommen diesen Quotienten bestimmt, indem sie die
Ebene desselben nnd den Sinun, in welchem die Richtung des Di-
vidends von der des Divisors abweicht, unzweifelhaft angibt, wih-
rend das Verhiiliniss der Tensoren und die Grosse des Winkels
bei allen solchen Quotienten dieselben sind, nimlich 1 und 90°

Man kann daher mit voller Sicherheit schliessen:

Wenn die Axe des Quotienten zweier einen rechten Winkel
cinschliessenden Binheitsvectoren gleich ist der Axe des Quo-
tienten zweier anderen derartigen Vectoren, so sind diese Quo-

tienten gleich und umgekehrt.
22. Der Quotient der zu einander senkrecht stehenden Ein-
heitsveetoren kann eine Sealar nicht sein, denn sonst miissten die
Vectoren parallel sein. Von weleher Art, oder Natur aber er sei,
mag noch aus folgender Betrachtung ersehen werden.
Es sei 4P 4, ein Halbkreis, be-

. o - . g i
schrieben mit dem Halbmesser 1, i

ferner sei i g
O0d=— a, O0B=8, 04 =—a.
Bezeichnet man den Quotienten
8 “-
==t {1 \
(24 fi —i= . <
$0 muss auch sein it
—a
Rl
TR

Daher erhalten wir durch Multiplication links

*) Sind dic beiden senkrecht zu einander stehenden Vectoren nicht
Einheitavectoren, sondern haben sie beliebig lange Tensoren, und wir
tragen lings ihrer Axe nicht die Einheit, sondern ein Stiick auf, welches
zur Einheit das Verhiiitniss des Tensors des Dividends zn dem des Di-
visors hat, so nennt man nach Hamilton den so erhaltenen Vector Index
der rechtwinklicen Quaternion. Offenbar enthilt der Index alle Be-
stimmungsstiicke einer solchen Quaternion, némlich Ebene, Sinn der
Drehung und Verhiiltniss der Tensoren und bestimmt sie daher voll-
kommen.




= —1

rechts q.q = q¢%
Es ist somit @P?=—1.......(a)

Andererseits nehmen wir an, dass die Anwendung eines Ein-
heitsvectors ¢ als Multiplicators auf einen anderen Vector in irgend
einer solchen Operation (etwa Verschiebung oder Drehung) be-
stiinde, die in einem gewissen und dem entgegengesetzten Sinne
stattfinden konnte, so miisste die Anwendung von —e als Multi-
plicator in derselben Operation jedoch im entgegengesetzten Sinne
bestehen. Es miissten also beide Operationen nach einander an-
gewendet, da sie dem Betragen nach gleich, dem Sinne nach ent-
gegengesetzt sind, sich gegenseitig neutralisiren, und das schliess-
liche Resultat miisste dem urspriinglichen Veetor gleich sein. Also
in Zeichen

—exX(+&ex<a) = q,
und wenn wir uns der Schreibweise der Algebra bedienen
gh==A. .., (5]
Halten wir diess mit dem Vorhergehendgn zusammen, so ergiebt
sich folgendes Resultat:
Die Anwendung eines Quotienten rechtwiklig zu einander
stehender Einheitsvectoren als Multiplicators, ist aequiva-
lent der Anwendung eines Einheitsvectors als Multiplica-
tors, d. h. ein solcher Quotient ist von der Art oder von
der Natur eines Vectors, so dass gesetzt werden kann

4

a

Anmerkung. Aus den heiden vorhergehenden Gleichungen (o)
und (b) folgt auch, dass

g

=&

o V—1 und & = |/—1.

Daraus ersieht man, dass das Symbol |/—1 in den Quaternionen
vieldeutig ist, im ersten Falle wurde die Ebene der Quaternion,
im andern die Richtung des Einheitsvectors gar nicht erwiihnt;

3 —_— S A,
es gilt also e |/—1 fiir beliebige Ebenen und & = |/—1

fir beliebige Richtung von & %)

) Dass |/—1 unendlich viele Werthe haben kann, folgt auch aus
der gewdhnlichen Betrachtung, wie sie in algebraischen Lehrbiichern iib-
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Wegen dieser Unbestimmtheit wird von dem Symbol 1—_1_

in den Quaternionenen nur selten Gebrauch gemacht.

93. Aus dem letzten § 22 folgt, dass der Quotient
rechtwinklig zu einander stehender Einheitsvectoren ein Vector
ist, aus dem § 21 dagegen, dass jemer Veetor, den wir Axe
des Quotienten genannt haben, die bestimmenden Stiicke oder
Merkmale dieses Quotienten priicis enthilt. Es ist daher evident,
dass wir berechtigt sind die Axe des Quoticnten an die Stelle des
Quotienten selbst zu setzen, also

j d
Axe von = — oder ¢ = —,
a « a
wenn diese Axe mit & bezeichnet wird. Wir haben nun folgende
Definition:
Der Quotient zweier einen rechten Winkel ein-
gchliessenden Einheitsvectoren ist ein dritter
Einheitsveetor, welcher auf der Ebene der beiden
ersten senkrecht steht und zwar zur linken Hand
einer durch den Divisor gelegten menschlichen
Figur, deren Fiisge im gemeinsamen Ursprung
ronhen und deren Gesicht dem Dividend zuge-
kehrt ist.
24. Ersetzen wir in der letzten Gleichung des § 29

0 ) 4 : :
durch ¢ so erhalten wir als Ausdruck einer Quaternion belie-

biger Vectoren

08 l
Z’j = é (cos @ + & sin @),
oder wenn der ganze Vector OB mit 8 und 04 mit & bezeichnet wird
{ 18 :
i = T{'a (cosp+esing) ....... (8)

Eine Quaternion besteht demmnach aus zwei Addenden oder
Theilen, von denen einer eine reine Scalar, der andere ein Vector

lich ist. Die im Mittelpunkte des Halbkreises errichtete Senkrechie OB
ist die mittlere geometrische Proportionale zwischen 04 = 41 und 04,
= —1, also

0B2= —1 und OB = | —I.
Da nun dureh den Durchmesser unendlich viele Ebenen gelegt und in
jeder der Halbkreis und die Senkrechte auf den Durchmesser errichtet

1

werden kiinnen, so ist jede dieser Senkrechten der | —1 gleich.
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ist. Man bezeichnet den Sealar- und Vectorantheil einer Quater-
nion durch die vorgesetzten Buchstaben oder Symbole S und 7,
so dass

3 o1 B .
¢ — \‘7-{—’@. i (‘J)
o (74 (4
worin
gL it 08
= 04 Ta “°9 l
I._-)' S O ‘ ‘ seaeeas (10)
P tiemaly Y iy L
ist.

25. In besondern Fillen redueirt sich eine Quaternion auf
den einen oder den andern Theil; sie degenerirt entweder zu einer
reinen Scalar, oder zu einem reinen Veetor. Ist nimlieh der
Winkel ¢, den die Vectoren « und [ einschliessen gleich Null
oder m, so dass die Vectoren zusammenfallen oder parallel sind,

; : b :
80 ist cos @ = —+ 1, sin ¢ = 0; wenn dagegen @ == 27 80 i8t cos ¢
= 0 und sinp =1, so dass

jO | o} i Vv 1
wenn @ = | 80 — = = und
il « =
7 o] s
D = - = — &
eTah 7. ot
o) e i
oder , @@= Jopta - el e 0
4 '] )
ff‘ e 3 B b‘ L = U,
2 a

welche Sitze auch umgekehrt gelten,
0

P = ;
wenn S—=20, 80 | a
a

]

rf=o0, , Ble
(£

26. Andererseits kann eine Quaternion auch als das Product
zweier Factoren angeschen werden, wovon der eine das Verhilt-
niss der absoluten Lingen des Dividends und des Divisors, der
andere die Ebene, und den Winkel der Quaternion angibt. Der
erste Faetor wird Tensor und der andere der Versor der Quater-
nion genannt. Zur Bezeichnung dieser beiden Factoren bedient
man sich derselben Zeichen, die auch bei den Vectoren angewen-
det werden, nimlich wenn wir die Quaternion mit ¢ bezeichnen
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(B T8
?' ot g L} LN L} '
il d k"‘) =5 und I
Ug=1U (%) = cos @ + & sin . ]

Indem man diese noch mit den Zeichen S und F° verbindet, er-
hilt man zwischen diesen Zeichen gewisse Beziehungen:

SUg— o8¢ ....... (12); VUg=¢sing
und TVlUg=s8n¢@ ....... (13).
Die Gleichungen (12) und (13) zeigen den Zusammenhang der
trigonometrischen Functionen sing und cos¢ mit den Quaterni-
onen. Ferner ergiebt sich aus ihnen

(SUN:+ (TVUg)* =1
und dureh Multiplication mit (7'g)?
[(SUg) (T4))* + [TV Ug) (T9)

= (7q)?
oder
(SoR TV )2 =TGN «ovis=at(14)
(T9)? wird aueh Norm der Quaternion genannt und mit dem Sym-
bol N bezeichnet. so dass
Ng=— (T}t e St b)
Die Norm einer Quaternion ist also eine Scalargrisse.

97. Der Vectorantheil einer Quaternion kann als Vector in
drei auf einander senkrechte Vectoren zerlegt werden. Bezeichnen
wir die Einheitsvectoren mnach diesen Riehtungen mit i, j, #, 80
hat ¢ im Allgemeinen nach jeder Richtung einen Antheil oder

eine Componente und nimmt die Form an
4]

P : . .
g="—=a+bi+c¢+dk.......(16)
o
worin @ den Sealartheil der Quaternion, b, ¢, d die Masszahlen
2
: ; 2 . y 1
der entsprechenden Componenten von F = also ebenfalls Scalaren
a
bedeuten. Da 4, j, & Einheitsvectoren verschiedener Richtung sind,
so sind sie anzusehen als Einheiten verschiedener Art, deren eine
in die andere nicht iibergefiihrt werden kann. Ist eine andere
Quaternion
g = @ + bii+ g+ dik
und ist ¢ = ¢, so entspricht eine solche Gleichung vier numeri-
schen Gleichungen
a=ga; b="b; c=¢; d=d ....... (17

Diess ist ein weiterer Grund das Verhiltniss eine Quaternion
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zu nennen. (Vergl. auch § 16 und § 19).
28. Vertauscht man in einer Quaternion ¢ — b den Divi-
«

dend mit dem Divisor, so nennt man die daraus hervorgehende
Quaternion

a

I

reciprok zu der ersten. Der Winkel der reciproken Quaternion ist
dem der urspriinglichen gleich, die Axen sind aber entgegenge-

dii=

setzat; es ist daher

Ta ( :
gy = 208 @ — & q
{1 78 COS & 8in @)
und da 1: i e 8 = “
a oo g
gomit l:g =gq, 80 ist
R i (18)
7 78 (co8 ¢ sin )

29. Stimmen zwei Quaternionen in ihren Ebenen iiberein, ist
auch das Verhiltniss der absoluten Lingen des Dividends und
Divisors der einen dem der anderen gleich, weicht ferner bei beiden
der Divisor vom Dividend um denselben Winkel jedoch im en t-
gegengesetzten Sinne ab, so nennt man die beiden Quater-
nionen in Bezug aufeinander conjugirt; wird die eine mit ¢ be-
zeichnet, so bezeiclmet man die andere mit Ay.

Ist i = ¢, 8o ist U s = KAq.
04 04

Offenbar unterscheiden Fig. 14.
sich diese beiden Quaternio-
nen nur durch das Zeichen

S :
der Axe & Bei 0d liegt die
Axe unterhalb der Ebene des

4 . OF
Papiers, bei ——oberhalbder-
d 04
selben.
Ist also

¢ = ’]fa (cos @ 4 ¢ sin @) s

0 ist g = T;_, (cosp—eging) ....... (19)
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oder da qg=S8¢+ Vq
80 Kg = 51 Kga s S (20)
Ferner hat man, da
Sq= SKq, TVyg=TVKq
(S92 + (TVg)? = (Shy)* + (17 "K4)* nach Formel (14)
g — Thkyg

nnd sehliesslich

LBk e — (T2 —= Ny Ssea (21
Iis ist also die Norm einer Quaternion auch das Produet aus dem
Tensor derselben und dem Tensor ihrer conjugirten.

Dritter Abschnitt.

Addition und Subtraction der Quaternionen.

30. Um die Addition und Subtraction mehrerer Quaternionen
anszufiilren, wird man die Summe der Scalaren und Veetoren
bilden. Da nun die Summe der Secalaren wieder eine Scalar und
die Summe der Veetoren, die nach den Regeln der Zusammen-
setzung von Vectoren gebildet sein muss, wieder ein Vector ist,
30 besteht die Summe oder die Differenz der Quaternionen aus
einer Sealar und einem Veetor und ist daher selbst wieder eine
Quaternion.

Die Summirung der Scalaren ist eine associative und commu-
tative Operation, dasselbe wurde von der Summirung der Vectoren
in § 10 gezeigt; also ist die Addition auch der Quaternionen eine
associative und commutative Operation. Sind

g =8¢ + VFq
q, =S¢, + Vg,
4 = '("FII! i I"’/u

.

zu addiren, und bezeichnet man die linke Summe dic eine Quater-
nion ist mit 0 = SO -} IO, so ist




SO0=8@g+ao+a,+..)
VO=V(g+ ¢ + ¢, + ...);
andererseits ist aber auch "

SO =8¢+ 8¢, + Sq¢p, + .. . |

it : . SR R S e (24)
Vo=Ve+Fg, + Vg, +...)
Es ist also die Operation die man mit den Zeichen S, V anzeigt
und mit ,,Scalar — Vector nehmen benennt, eine distributive
Operation.

31. DBezeichnet man mit ¢ und ¢, zwei conjugirte Quater-
nionen, so dass
¢ = 84+ Vg
/l"q = S¢— I'r/,
so ist die Summe ¢+ Ag=28¢ ....... (26)
und der Unterschied
O K= (26)

32. BSind die zu addirenden oder zu subirahirenden Quater-
nionen in Form von Quadrinomen gegeben, so wird die Addition
oder Subtraction ausgefiilirt, indem man die Einheiten jeder Art
in eing Summe oder eine Differenz vereinigt. Sind

g =a +bi +cj + dk
4 =4a, +b,i ¢ + 4,k
JigE e Qpir = Gypp + by + ) + Ay K
S0 IBL
e i e e
@ FayA- )+ 0 A0, 4 )+
(A0 My col Tl e ER R R R S (27)
ey ==

(”/ _"(-!r] ‘f" ““‘/ o ;"!1}‘; i (""f 7 'f'ff_),fl '+_ {"/f ””’fl.]/"
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Vierter Abschnitt.

Multiplication der Veectoren.

33. In der Einleitung wurde bemerkt, dass wir einen Zahlen-
ausdruck fiir eine Groésse gewinnen, indem wir sie durch ein Mass
messen. In diesem Processe der Messuung sind zwei Operationen
mit einander verbunden: die Anwendung des Masses aunf die zu
messende Grosse, durch welche diese Grosse erschiptt wird, und
die Anwendung der Zahl auf das Mass, durch welche die zn
messende Grosse wieder erzeugt wird.™)

Ebenso wie wir die Zahl auf das Mass anwenden, um die
urspriingliche Grisse zu erzeugen, kinnen wir aber auch die Zahl
auf eine andere Grosse (oder Zahl) anwenden und werden dadureh
eine neue Grosse (Zahl) erhalten, die wir Produet nennen. Die
angewendete Zahl heisst Multiplicator und die Grosse, auf welehe
die Zahl angewendef wird, heisst HMultiplicand und diese Operation
Mulfiplication.

31. Es ist leicht zu zeigen, dass diese Erklirung der Multi-
plication auf alle Arten von Zahlen passt

a) 8>< 3 =7 Der Multiplicator 3 wurde gewonnen, indem
man fand, dass ein gewisses Mass in einer gewissen Grisse drei-
mal enthalten ist; diese gewisse Grosse wird also dureh dreimaliges
Setzen des Masses erzeugt. Setzen wir nun dreimal stati des
Masses die Zahl 8 so erhalten wir das Produet 8 >< 3 = 8 + 8
+ 8 = 24,

b) 8 >< 3/, =? Der Multiplicator wurde gewonnen, indem

eine gewisse Grosse durch ein Mass gemessen werden sollte. Um

diese Messung ausfithren zu konnen, musste man das Mass in

*) Wenn wir mit einem Liter die Menge einer Fliissigkeit messen,
s0 nchmen wir mit dem Litergefisse die Fliissigkeit heraus und wieder-
holen es bis die Fliissigkeit erschdpft ist; dadurch gewinnen wir die
Zahl. Wenn wir das Liter jedesmal in ein Gefiiss entleeren, so ensteht
in dem neuen Gefisse die urspriingliche Iliissigkeitsmenge.

Um fiir die Entfernung 4B eine Zahl zu finden, tragen wir das
Mass von 4 gegen B auf, bis die Entfernung A& ersehopft wird; so wie
aber das Masgs auf AB forschreitet, entsteht hinter ihm dieselbe Entfernung.
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4 Theile theilen, und fand, dass dieser 4. Theil des Masses darin
dreimal enthalten war. Die zu messende Grosse wurde also durch
das dreimalige Setzen des vierten Theiles des Masses erzeugt.
Wir haben nun das Mass durech 8 zu ersetzen.

Es ist also 8>< 3, =8/, + 8, + 3, =24+ 24 2=6.

¢) 8><(—3)=7? Um die Zahl —3 zu erhalten, musste
ein gewisses Mass umgekehrt oder entgegengesetzt angewendet
werden., Durch das dreimalige Setzen desselben entstand dann
die zu messende Grosse. Wir haben also auch hier das entgegen-
gesetzte von 8 d.i —8 dreimal zu setzen.

Es ist somit 8 >< (—38) = (—8) + (—8) + (—8) = —24.

d) 8i>< 3i =7 Der Mnltiplicator 3i war entstanden, indem
behufs der Messung einer Grisse das Mass aus seiner Lage um

einen rechten Winkel gedreht worden sein musste, um durch drei-
maliges Setzen desselben diese Griosse zu erzeugen. Der Multipli-
cand 8/ ist nun bereits um einen rechten Winkel aus der Rich-
tung der positiven Zallen gedreht und soll nochmals um denselben
Betrag gedreht werden; er wird also in die Lage der negativen
Zahlen kommen und nun —8 sein.

Es ist daher 8i>< 3i = —8—8—8 = —24 u.sf

35, In der Algebra sind wir gewohnt, auf die Unterschei-
dung des Multiplicators und Multiplicands kein grosses Gewicht
zu legen, weil Multiplicator und Multiplicand mit einander vertauscht
werden konnen, ohne dass das Product ein anderes wiirde. In
der Algebra ist daher die Multiplication eine commutative Opera-
tion und desswegen werden Multiplicand und Multiplicator mit
dem gemeinsamen Namen Factoren benannt. Diess ist im Allge-
meinen bei den Quaternionen nicht der Fall. Um dieses auch
gchon #Husserlich anzudeuten, wollen wir den Multiplicator stets
voraus schreiben. Aus der Vertauschbarkeit der Factoren in der
Algebra ergibt sich ferner, dass die Division, mag man sie als
eine Messung oder Theilung auffassen (jenachdem man den Multi-
plicator oder Multiplicand suecht) zu demselben Resultat fiihrt.
Hier haben wir bisher die Division nur als eine Messung ange-
gsehen. In der Algebra sind die beiden Gleichungen

' a
= b=a und b|—)=2a
b h

selbstverstindlich; in den Quaternionen ist, wenn wir den ersten
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Factor als Multiplicator ansehen, nur die erste Gleichung im Ali-
meinen richtig. *)

In der Algebra wird eine Summe multiplicirt, wenn man
jeden Addenden multiplicirt und dann die Producte addirt; man
bezeichnet diess als das distributive Gesetz der Multiplication.
Ebenso ist das associative Gesetz der Multiplication in der Alge-
bra giltig, d. h. ein Product mehrerer Factoren wird gebildet, in-
dem man sie zu belichigen Gruppen vereinigt (ohne ihre Stellung
zu verindern) und die Gruppenproducte multiplicirt.

Das distributive Gesetz haben wir bei der Bildung des Quo-
tienten zweier Vectoren (in § 20) angenommen, ebenso das asso-
ciative (in § 22); daher kinnen wir erwarten, dass diese Gesetze
auch bei der Multiplication der Veetoren und Quaternionen ihre
Geltung beibehalten werden.

36. Bezeichnen « und §

zwei zn einander senkrechte Ein- Fig. 15.
heitsvectoren und errichtet man [a
einen dritten Einheitsvector y. der '
zu beiden also auch zu ihrer ge-
meinsamen Ebene senkrecht steht §or e A GEe
und zwar zur linken Hand einer ] ]
in « gelegten und gegen 3 ge-
kehrten menschlichen Figur, so ist A

== i .. (28)

Denn e« kann dargestellt werden

als der Quotient *-; daher ist

o1
5]

Die Anwendung des Rinheitsvectors « als Multiplicators
anf einen anderen davauf senkrechten Einheitsvector
besteht demnach in einer Drehung des Multiplicands um
den Multiplicator als Axe durch einen Winkel von 90°

oder il

*) Die erste Gleichung bedeutet die Anwendung der bei der Messung
gefundenen Zahl auf das Mass selbgt, die zweite wiirde die Vertausch-
Ih.-n-kﬂit der Factoren, die eben noch fragliel ist, zur Voraussetzung haben.

*%) Es ist bemerkenswert, dass ein Einheitsvector, sowol als Divi-

Q

Odstreil, Hamiltonsche Quaternionen. 2
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Daher heisst anch der Einheitsvector ein Versor. Die zwei-
fache Anwendung von « auf @ bringt 3 in die enfgegengesetate
Lage, oder

a.of = —§.
Indem wir nun das associative Gesetz annehmen, ist
a?.p=—@8, oder a2=—1. ..... .. (29)
Somit ist das Quadrat eines Einheitsvectors oder das
Produet zweier paralleler Einheitsvecetoren von derselben
Riehtung gleich der negativen Einheit.

Um f mit —a zu multipliciren miis 3

en wir § um die ent-

gegengesetzte Axe oder im entgegengesetzten Sinne drehen; man

erhilt
(—a). B = 7
Durch die aufeinanderfolgende Anwendung von -} @ und —e,
oder « und -+ e bleibt der Multiplicand £ in seiner Lage, also
—a.(+a.0) = +a.(—a.B)=0;
daraus folgt, dass —a und -+« commutativ sind. Diess ist mit

beliebigen Vectoren nicht der Fall. Wird ¢ mit 2 multiplicirt,

so miisgen wir nach der Definifion « um die Axe g dureh einen

rechten Winkel (links um) drehen und erhalten - -7; es ist somit
B.a=—7. «...c.. (80)

Die Multiplication ist also im Allgemeinen keine commutative

Operation.

37. Ist ein Einheitsvector § mit einer Zahl m zu multipli

ciren, so heisst diess man solle ihn m-mal in seiner Riehtung anf-
tragen oder im Verhiiltniss m:1 strecken. Hat man dann den
so gestreckten Vector noch mit « einem Kinheitsveetor, der mit
¢ einen rechten Winkel einschliesst, zu multipliciren so bedeutet
diess, dass man den gestreckten Vector #3 noeh durch einen
rechten Winkel um die Axe ¢ zu drehen habe. Offenbar wiirde
man dasselbe Resultat erzielen, wenn man erst die Drehung und
dann die Streckung vornehmen wiirde. Oder in Zeichen

a.mf = maf
daraus folgt IV — I e, s (31)
oder die Multiplication eines Vectors mit einer Sealar ist commu
tativ.

sor als auch als Multiplicator aunf einen anderen wmit ihm einen rechten
Winkel einschliessenden Einheitsvector angewendet, dasselbe Resultat

]

liefert: -
efor = 3
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38. Es seien nun Fie. 16.
drei senkrecht aufeinander K
stehende Gerade (Axen) [
errichtet und auf denselben d

die Einheitsvectoren vom
gemeinsamen Ursprung
aufgetragen und zwar J
horizontal nach hinten, ¢ . - —
horizontal nach rechts und
k vertical nach oben, die
negativen dagegen nach

den entgegengesetzten J
Richtungen; so ist i
=k, Jhk=1i, ki=7j LR
ferner
Ji=—k, kj=—i, th=—j
da nun =1, Ji=—1 k= 1,
80 ist .k =k.k=k=—1
(k)i =1. 72 — 2= —1
e}y = 7.3 = jA=—1,
und ebenso
ey — i =t —x ]

II
|

ik =g.0=7
k() =—hh= k2 ——1,

Daraus folgt
Nk = i(jk), (k)i = j(ki) u.s. w.

80 dass also die Multiplication rechtwinkliger Veetoren eine asso-
ciative Operation ist. Demnach konnen die Klammern als iiber
Hiissig weggelassen werden; also

ith = jki = kij = —1 |

Jik = kji = ikj = +1. |
Alle diese Gleichungen lassen sich ableiten aus der Formel
JE= R el B (33)

sie lagsen sich auch leicht merken, wenn man sich erinuert, dass,

3y
e—

wilrend das Qunadrat eines jeden dieser drei Vectoren gleich der
negativen Kinheit ist, das Product je zweier derselben entweder
gleich ist dem dritten selbst, oder demselben mit entgegengesets-
tem Zeichen, je mnachdem der Multiplicator dem Multiplicand in
der cyklischen Aufeinanderfolge

3°




oW
(=]

vorangeht oder folgt.

39. In der analytischen Geometrie der Ebene wird stets die
Axe der @ vom Anfangspunkt nach rechts, die Axe der y nach
gegen (Jy

hinten gezogen und die Drehung der positiven Axe Ox
also die dem Uhrzeiger entgegengesetzte Drehung alg positiv an-
gesehen. Uebereinstimmend damit haben wir die Axe einer Qua-
ternion zur linken Hand (einer in den Divisor gelegten gegen den
Dividend gekehrten menschlichen Figur) aufgetragen, weil ein Be-
obachter von Seite dieser Axe die Drehung als im entgegenge-
getzten Sinne des Uhrzeigers vor sich gehend wahrnimmt. Is
ist dies auch die Drehung der Erde um ihre Axe und um die
Sonne in der Erdbahn, wie sie einem Beobachter in unserer
(nordlichen) Breite erscheint. Uebergeht man nun zum rdum-
lichen Coordinatensystem, so ist es wol am einfachsten, dass
im Anfangspunkt die Axe der z vertical aufwirts errichtet, und
die Axe der y belassen werde; dann ist wieder die Drehung der
Oy gegen Oz und der Axe Oz gegen Ox positiv, und sie er-
scheint, von der dritten positiven Halbaxe gesehen, abermals ent-
gegengesetzt dem Uhrzeiger.

Indess werden die riumlichen Coordinaten hiufiz auch so
gezeichnet, dass die Axe der ax horizontal nach rechts, die der y
horizontal nach ¥orn (also entgegengesetzt der Zeichnung in der
Ebene) und die Axe der z vertical nach oben gezogen wird.
Dann ist es geboten diec Drehung der positiven Halbaxe der @
gegen jene der y, die der y gegen jene der = und endlich die
der z gegen jene der x als positiv anzusehen. Diese Drehungen
erscheinen aber einem Beobachter, von der dritten positiven Axe
aus gesehen, als im Sinne des Uhrzeigers vor sich gehend.

Die vorstehenden Bezichungen zwisehen den Versoren i, j, &
bleiben auch bei dieser Zeichnung der Axen in Kraff, wenn man
gie in der Richtung mit Ox, Oy, Oz beziiglich zusammenfallen
lisst, wenn man gich nur die Axe der Quaternion zur rechten Iand

aufgetragen, und demnach bei der Multiplication den Mulfiplicand

um den Multiplicator sich rechtsum drehend vorstellt. In der
That ist dann (Fig. 17)

k ; i y J :

P ok omen e £, und

i=jk, jk=i, ki==j.



40. Sechliessen Fig. 17.
zwel Einheitsveetoren Z
a, B einen Dbeliebigen
Winkel ¢ ein, go dass
ihr Quotient

= cos @ + & sin ¢,

«
so folgt nach der De- | 5
= ; A
finition ' 1
g
— . )
(44
(cosp+¢ sing)a = §. }'__

Daraus ersieht man
wieder, dass die An-

[

wendung des Quotienten — oder des Ausdruckes cos ¢ -+ € sin ¢
2 a

als Multiplicators auf den Veetor e in einer Drehung besteht, in-
dem ¢ aus seiner Lage in die Lage @8 tberfihrt wird. Die Axe
dieser Drehung ist ¢, ein Veetor, der auf ¢ und 3 senkrecht steht,
ihr Betrag ist der Winkel . Es ist desswegen die Benennung
des Ausdruckes cos @ + & sin g als eines Versors gerechtfertigt.
Sind in der Fig. 18 04 = «, Fig. 18.
(B = B die Einheitsvectoren und
ist ¢ ein Einheitsvector, der auf

=~}

beiden aufwirts senkrecht errichtet D~
ist, so ist 0C =« cos ¢; und CB
= gasing, demnach

B = a cos @+ ea sin @ > q
vergleichen wir diess mit dem obi-

-

oen Werthe von {8, so ersehen wir, 07" C
dass mit einer Summe, die aus einer

Scalar und einem Vector besteht, multiplicirt wird, wenn man
den Multiplicand mit jedem Gliede multiplicirt und dann die Pro-
ducte in eine Summe vereinigt. Die Multiplication ist also eine
distributive Operation. Zerlegen wir auch den Veetor « in die
beiden Vectoren 00 — B cos @ und D4 = —¢&f sin @, so ist

Beosg—epsing =«

wenden wir die beiden Theile dieser Gleichung als Multiplicatoren
auf die beiden Theile der letzten Identitdt an, so erhalten wir




(B cos p—e@ sin ) B = a (& cos @ + ca 8in ¢);
auf der linken Seite kann die Multiplication nach dem soeben hbe-
wiesenen distributiven Gesetze vorgenommen werden, man bekommt
32 cos p—e&f? sin @ oder — cos @ + & sin P;

dasselbe erhilt man aber auch, wenn man auf der rechten Seite
Glied fiir Glied multiplieirt, ndmlich

a® cos @ + . e sin g oder @ cos ¢ + «(—ae sin q),
welches ebenfalls gibt — cos @ + ¢ sin ¢

Daraus ersieht man, dass die Multiplication auch beziiglich
des Multiplicands distributiv ist, ferner dass

af = —cos@+éesing. ....... (34)

Das Product zweier Einheitsvectoren die einen Winkel
% einschliessen ist somit eine Quaternion, deren Scalar
der negative Cosinus des Winkels ist und deren Veector-

antheil den Sinus desselben Winkels zum Tensor hat.

Wird der Multiplicator mit dem Multiplicand vertauscht, so
ist der Winkel ¢ mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen, wo-
dureh sin @ das negative Zeichen crhilt, so dass

fo = —cogp—esing, ....... (35)
wovon man sich auch iberzeugt, wenn man aunf die beiden Theile
der Gleichung
@ = [ o8 P— & 8in ¢
@ als Multiplicator anwendet. Die Multiplication der den Winkel
@ einschliessenden Einheitsvectoren ist also nicht commutativ; viel-
mehr sind die Producte conjugirte Quaternionen.

41. Sind die Factoren @, # nicht Einheitsvectoren, so lassen
sie sich darstellen als 7e«.Ua und 73.0B3, worin Uz und U3
solche sind. Es ist also

apf = Te. Ue.T3 .08
und da Scalaren mit Vectoren commutativ sind (§ 27), so ist

al = Ta T8 >< Ve, UB.
Schliessen nun @ und 3 einen rechten Winkel ein, so ist Ux. U8
ein neuer Vector & der auf beiden senkrecht steht, somit

el==dan TRE oo .+ (B5)

oder in Worten: das Product zweier senkrecht zu einander
stehenden Vectoren von beliebiger Linge ist ein neuer
auf beiden senkrechter Vector, der die Anzahl der
Flicheneinheiten des aus beiden Factoren gebildeten
Rechteckes zum Tensor hat.




Schliessen @, 8 den Winkel ¢ ein, so ist
af — Ta .18 .Ux .U = Ta T3(—cos @ 4 ¢ sin )
oder
of = Saf 4+ Vag,
worin
Sef = —TaTBcosg, FaB =Ta T3 singp.& ....... (37)
oder in Worten: der Tensor des Vectors eines Productes
zweier Vectoren ist die Fliche des aus den Factoren ge-
bildeten Parallelogramms.
Ist ferner 3= «, somit ¢ = 0, so ist
ot = Tea.Te.Ua. Ue = (To)? (Un)*
oder o= (T2 i (38)

42, Aus dem Vorhergehenden ergeben sich einige hiufig

vorkommende Formeln und Siitze:

o NGRS R R R R R e R S e
O P e AR Baneeliy IR e SR B L R (40)
3. aff 4+ Ba o A R E S e A R I (41)
i. aff—fBa= 2¥ap e

o (a+pB)2 = (e + B) (@« + B)
— a4 af + Ba + 3*
s K il by e e AN o S T (43)
6 la— B2 = ?—28aB 8% hn g e B e (4]
70 Bia =) =siat—WaB =% s ks i o (d5)
2. Weunn « und 3 einen rechten Winkel einschliessen,
Saf = 0 und umgekehrt. . . . . . . . . . (46)
9. Vep ist ein Veetor, der auf der durch « 8 gelegten
Thon o SEnKIBCHEAREY - Fra coa o e it A e e ()
10. a8 = aaP? = af?a weil §* eine Sealar ist; daher
= («B) (Ba) = (SeeB + Vep) (Sef — Veap)
= M.‘\'G;Cﬁ']z __”'“.8]‘." N e e e e ULy e e [48)
wobei @2B? nicht zu verwechseln ist mit (ag)>

43. Wir wollen nun zeigen, dass jeder Versor dargestellt
werden kann als eine Potenz eines Einheifsvectors.

Sei zu dem Zwecke « ein beliebiger Vector in der Kbene
des Papiers (etwa), ¢ ein Binheitsvector senkrecht auf die Ebene
des Papiers, so ist e = (3 ein Vector, der in der Ebene des Pa-
piers auf « senkrecht steht und dieselbe Linge wie « besitat.
Die Anwendung des Veectors & auf « besteht also in einer Dre-

hung des Vectors @ und zwar im Betrage eines rechten Winkels.
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Die zweimalige Anwendung von & auf « gibt —ea; es ist also
-2

€*=—1. Dreht man nochmals um einen rechten Winkel in

demselben Sinne, g0 hat man mit &* multiplicirt und es ist & =

— B = —éa, somit 63 = —¢ und endlich sla — ¢ oder ¢t = 1.
Wir haben also:
el=1; el = g; g2 —_—1: 35— ey e (49)

und man sieht, dass man aunf diese Art fortschreiten kann. Daher
ergibt sich von selbst die Definition, €™ ist, wofern m eine ganze
positive Zahl bedeutet, der Versor, welcher einen darauf senk-
rechten Vector im positiven Sinne (linksum) um m rechte Winkel
dreht. Ist m negativ, so entspricht diess einer Drehung im nega-
tiven Sinne.

Demgeméiss ist also ¢~ ein Operator, der den Multiplicand
im negativen Sinne dreht, seine Anwendung ist gleichbedeutend

; e 1
mit der Anwendung von —¢ als Multiplicator, so dass e~ = =
= —¢& woraus wie frither folgt ¢2 = — 1. Es ist dabei nur zu

. ot a 1
beachten, dass nicht etwa wie in der Algebra — = —.a sondern
& &
« i B
= e IR,
£ ;

Ganz analog ist nun auch & zn definiren, wenn m eine ge-
brochene Zahl ist, nimlich als ein Operator, der den Multiplicand
um & als Axe um einen Winkel ¢ dreht, der in einem solchen
Verhiiltnisse zu einem vechten Winkel steht, wie der Zihler des

- e 29
Bruches zum Nenner, so dass m = ——oder n = Fit

i
Nun haben wir aber gesehen, dass ein solcher Versor dar

gestellt wird durch cos @ + & sin g, wir haben daher

2q
Eq —cos@ -+ eging
ebenso hat man fiir einen anderen Winkel ¢
2¢°
&g = cos @’ + ¢ sin @',

Durch Multiplication der rechten Theile der Gleichungen erhilt man
(cos @ + & sin @) (cos ¢/ + & sin @) = cos (¢ + ¢*) + ¢ sin(p + ¢,
was nun ein neuer Versor ist; so dass

29 2 g
n €y —E&

&
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Die Gleichung

Ap + ' +..2)

€ - — =cos(p '+ ..)Fesin(p+ @ 4 ...) . (51)
zeigt, dass die Resultate von Demoivres Theorem auf den Aus-
druck cos @ 4 & sin @ anwendbar sind.

Andererseits folgt aus dem Vorhergehenden, dass irgend eine
Quaternion dargestellt werden kann als die Potenz eines Vectors,
wenn man nimlich den Tensor nnd Versor des Vectors so wiihlt,
dass sie zu der betreffenden Potenz erhoben dem Tensor und
Versor der Quaternion gleich werden.

Funfter Abschnitt.

Multiplieation der Quaternionen.

44. Nachdem im Vorhergehenden nachgewiesen ist, dass die
Multiplication der Vectoren sowol beziiglich des Multiplicators als
auch beziiglich des Multiplicands eine distributive Operation ist,
konnen wir nun die Multiplication beliebiger Quaternionen vor-
nehmen.

Es seien zuniichst ¢ und ¢’ reeiproke Quaternionen, so ist

4] -T'.J
[¥] [« H “
q = = —— (cos ¢ + & sin ¢)
a o >
i " [44 Tee ( . )
unc ¢ = — = — (cos @ — & sin ¢
4 8 78 i’ {4
80 ist qq = cos? @ + sin* ¢ —
: 1 hart el
daraus folgt ¢ = 5 = ¢! und ferner, dass ¢ mif commuta-
,f

tiv sind.
Es seien ferner ¢ und A%y conjugirte Quaternionen namlich
g =8¢+ Iy
Kqg — Sq¢— Vg
80 isf ¢ K= (8¢)*—(Vg)* = (S¢)* + (I'V¢g)* = Ny
ebenso findet man




Koog=2Mg, . ciaviai (52)
es ist also die Norm einer Quaternion auch das Product au® der
Quaternion und ihrer conjugirten; daraus crgibt sich, dass ¢ und
Ky commutativ sind.
Sind endlich » und ¢ beliebige Quaternionen

po== 8Sp -+ I'}U

g=38qg + Vg
50 ist ihr Produet

r=pg= SpSq+ Sp "fl,l + 8¢ I"{': + Fp Vy;

das letzte Glied ist als Product zweier Vectoren eine Quaternion
und besteht aus einem Sealar- und ectortheil, niimlich aus S(FpFg)
und F(Fp I'g), worin wir die Klammern dureh einen einfachen
hinter § und F gesetzten Punkt ersetzen konnen. s ist daher

r=08pSg+S. VpVy+SpVg+ Sg¥Vp4+V.VpFg. .....

Das Product zweier somit auch beliebig vieler Quaternionen ist
abermals eine Quaternion; daher
pa = Spy + Vipg
Spg = 8SpSqg+ S ¥VpVg . . . . . (54)
!:;.’f‘,l = Sp "ff B ‘\'(f ,F'H -+ V. ff: I ¢ o DD)
45. Die zu dieser conjugirte (Quaternion unterscheidet sich
nur dureh das entgegengesetzte Vorzeichen des Vectorantheils,
daher
K (pg) = Sp Sqg—I8p Vg—8¢Vp | |S. ¥VpVy—V . VpVyl.
Das eingeklammerte Binom kann ersetzt werden dureh
[S.FqVp + V.Vglp] oder durch Fylp es ist also
K(pyg) = SpSq—Splg—SqVp + VgVp.
Andererseits ist
Kg . Kp = (S¢—Vq) (Sp—Vp)
= Sp Sq—SpVg—SqVp + Vg Vp;
daher, wie man sieh!
Ll el e e B S . (56)
Oder in Worten: die conjugirte eines Produetes ist gleieh
dem Producte der conjugirten Quaternionen in umge-
kehrter Ordnu ng.
Setzl man noch p = ¢, so ist
K92 (D)% sona oo (57)
Oder in Worten: die conjugirte eines Quadrates ist gleieh
dem Quadrate der conjugirten Quaternion.

Ist py = r und A(pg) = &r, so ist
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pq . K(pg) = r Kr.
Nun kann diess also auch geschrieben werden pg Ag Ap oder
nach dem associativen Princip p (g A%) Kp; in diesem Produete
kann ¢ &g als Norm der Quaternion also als eine Scalargrisse

vorgesetzt werden; man erhilt also
¢ Hyg.pKp = r kr
somit wenn man wieder die Normen einsetzt:
Ng. Op=DNr=—N8pg, «.oouu. (58)
oder in Worten: die Norm des Productes zweier Quaternionen

ist gleich dem Producte der Normen derselben.

Setzt man noch p = ¢, so hat man
[Vp]2 = Np?
Nun ist nach (15) Ny = [7y]?, ersetzt man darin ¢ doreh p? so
erhilt man Np? = [7p?]?, nach der vorausgegangenen Formel ist
aber Mp? = (Np)? = [(Tp)*]?
somit [y =sE(pR), ont b (59)

oder in Worten: die Norm oder der Tensor des Quadrates einer
Quaternion ist gleich dem Quadrate beziiglich der Norm oder des
Tensors derselben.

6. Vertauscht man in der Formel (53) p mit ¢ so erhilt man
qp =8¢ Sp+ Sq¥Vp 4+ SpVg+ 8. VgVp +¥V.VyVp, ..... (60)
daraus folgt

Sgp = Spg = SpSqg+ S.VpVy ....... (61)
und Vagp = SpVyg + SqgVyg—V . VpVy ....... (62)
Es sind somit zwei Quaternionen im Allgemeinen nicht commu-
tativ, indem zwar die Scalartheile der Producte gleich sind, die
Vectortheile aber sich durch das Vorzeichen des Gliedes V. FyVp
von einander unterscheiden; es ergeben sich also folgende Be-
ziehungen
}3"[);{:,\_‘1}';, B e e S s s AT )
Fpg+Vgp = 208p Vg + Sg¥p) «vvo... (64)
Epg—Vap = 2F SR T i s s o (BE)

Sind p und ¢ complanarc oder in parallelen Ebenen gelegene
Quaternionen, so sind Fp und Fg parallel; daher ist V. FpFy
= 0. Die Producte also pgy und ¢p unterscheiden sich nicht,
d. h. complanare Quaternionen sind commutativ.

In cinem Producte diplanarer Quaternionen, welche als Quo-
tienten von Vectoren gegeben sind, und unter denen ein Veetor
sowol im Divisor als im Dividend vorkommt, darf eine Verein-
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fachung oder Abkiirzung der Schreibweise nur dann eintreten,
wenn der gemeinsame Vector als Divisor des Multiplicators und
als Dividend des Multiplicands erscheint, oder, da wir stets den
Multiplieator vor den Multiplicand schreiben, wenn das Aus-
streichen des gemeinsamen Veetors durch einen Strich miglich
ist, der von unten links nach oben rechts, in der Richtung der
Feder beim Schreiben gefiihrt wird. In Zeichen

i Bl

f o

(44

]
Denn '( als Multiplicator angewendet auf « gibt 8, und wenn
: . :

man auf dieses '; als Multiplicator anwendet erhilt man y; ebenso

aber, wenn man « multiplicirt mit <, also
(24

y 8 i

{ i
. L= aund e —
5] (f-.' ) 7 a I

daher L. = L. (66)

Wollte man diese Abkiirzung machen auech bei der umgekehrten
teihenfolge, so wiirde diess die Vertanschbarkeit der beiden Fae-
toren voraussetzen, weleche eben im Allgemeinen nicht statthall
ist. Nur wenn die Quaternionen complanar sind, kann geschrieben
werden

weil eben dann die Factoren commutativ sind.™)

£7. Die bisher gewonnenen Sitze iiber die Multiplication
der Vectoren und Quaternionen lassen sich auch aus der trino-
mischen Form der ersteren und der quadrinomischen Form der
letzteren ableiten.

Ist o= ayi + &y + agk

und 8= i+ baj + b3k

*) Die Nichtcommutabilitiit der Factoren in den Quaternionen hiingt
mit der Symmetrie der korperlichen Gebilde zusammen. Wiihrend zwei
ebene Dreiecke congruent sind, wenn sie in zwel Seiten und dem ein
geschlossenen Winkel iibereinstimmen, sind zwei Dreikante (dreikantige
kérperliche Ecken) unter denselben Bedingungen congruent oder sym-
metrisch, je nachdem die Ordnung der Seiten dieselbe, oder die umge-
kehrte ist.
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worin @, @, a3 und b, by, b, die absoluten Liingen der Projec-

)

tionen von « und $ auf die Axen ¢, j, & bedeuten, so ist, wena

man die Gesetze (§ 28) iber die Multiplication der Versoren i, 7,

/e beriicksichtigt und stets den Multiplicator vor den Multiplicand

schreibt

afy = —(a by, + ahy + asby)

+ (Gabs — asDs)i + (@b — aybs)i + (@ bs— by, o oo oot (67)

oder unter Benutzung der Determinantenform

iy B

aff = —(a,by + aabs - ashbs) + |7 @ by | ... . (68)

k [/ /J;;

wodurch wir sogleich nach Vertanschung von @ mit 5 und somit
@ mit & erhalten

b i il

I S [ S e (69)

koay by

Yoo = —(ay Iy + tabs + ashy) —1 .

ertical-Colonnen nur das Zei-

-

weil durch die Vertauschung der
chen der Determinante geiindert wird. Daraus ersieht man also
wieder, dass das Product zweier Vectoren eine Quaternion ist,
und dasg durch Vertauschung der beiden Vectorfactoren die Qua-

ternion in die conjugirte iibergeht, ferner folgt daraus

Saf — —(ab + ashs +aghs) «vovnin. (70)
Faf = (aaby—asghy)i + (ashy — ayb3)j + (@b —ab)k. ... (71)
Setzt man o = f3, somit 4y = b, a4y = by, a3 = by, 80 ver-

schwindet die Determinante und man bekommt

A T L (72)

o = —(a; + ¢

Nach (38) ist «2 = —(7®)? und setzt man in (59) « fiir p, 80 ist

(To) = T(e?) «oiuven (73)

somit

(Te)2 = T(e*) = 4 o] + a5 F ;) i o v (T4)
Man erhiilt also das Quadrat des Tensors eines Vecfors, wenn
man die Coeficienten der Einheitsvectoren in der {rinomischen

Form des Veetors quadrirt und die Quadrate in eine Snmme ver

38 18t
[TVaB|? = —(Fap)* =

(taliy— aahy)* + (a3l —a 1)* 4 (a by —a30))?

einigf. Demgem

48. Nun hatten wir Formel (48)
28 = (SaB)*—(Vep)?
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ersetzen wir darin @? nach Formel (72) und analog 82 so wie
auf der anderen Secite S nach (70) und (/ef2)? nach der letzten
Formel des vorangegangenen §, so erhalten wir die bekannte
[dentitit ;

(@2 + a2 + a2} (b2 + b2 + b2) = (ayby + aoby + aghs)?

+ (@aby — ayhsy)? + (a30) —a,b3)? + (a by —anhy)?, .. ... .. (75)%)

die in der analytischen Geometrie des Raumes hiiufig gebraneht wird.

49. Stellt man eine Qunaternion in der Form dar

p =Gy 1+ &=ty + @i+ @j + ask,

50 ist Sp=uay, und Vp = a und 7Vp = Ta.
Da nun

(8p)2 + (TPp): = (ITp)* = Np,
so erhalten wir, wenn fiir (S)% und (7 Fp)? die gefundenen Aus-
driicke substituirt werden

Np=a;+al+a;+a....... (76)
und TV =Va:+a*+a+a ....... (77)
Eine andere Quaterion sei

§ = I')!} -+ ;'f = by 4 )arf | f:n_.‘/' | bsk.
Durch Multiplication von ¢ mit p erhiilt man

Pq = ayby—a by — aoby — ayhy

F (agby + ayby + oy — gy )i

+ (ayhy — ayby + aghy "-f'.i”i]./-

+ (agby ++ aybis —asby + asbydk ... .... (78)
oder kiirzer, wenn die entsprechenden Coefficienten mit ¢, ¢, ca,
¢, bezeichnet werden

M =r = cy+ cii + ¢sJ + cik.

DDag Produet zweier Quaternionen ist also abermals eine Quater
nion, und daher auch das Produect beliebig vieler Quaternionen.

50. Aus der in (34) abgeleiteten Gleichung (58)

Npyg = Np Ny

folgt, wenn wir die betreffenden Werte einsetzen
i s « = (.r.f\"; + a7 + {I,;‘j Al H.';.] (@ + }/T F bi + /‘}) (79)
ein bekannter von Euler herstammender Satz der Zahlenlehve,
welcher besagt, dass die Summe von vier Quadraten sich zerlegen
lisst in zwei Factoren, deren jeder aus der Summe von vier Qua
draten zusammengesetzt ist.

51. Wir haben bisher im Vorhergehenden das associative Gesetz

*) Studnic¢ka: Sitzung der k. bshm. Gesellseh. d. Wissensech. Ocl. 1875,
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der Multiplication angenemmen; dasselbe kann mit Hilfe des dis-
tributiven Princips be wiesen werden. Zu dem Zwecke hat man
das Product der Quaterniomen p ¢ r in ihren quadrinomischen
Formel zu bilden, erstens, indem man das Product ¢r bildet und
dann dasselbe mit » als Multiplicator multiplicirt; das anderemal
bilde man das Produet pg und wende dasselbe als Multiplicator
auf » an. Wenn man nun stets den Multiplicator vor den Multi-
plicand schreibt, wird man unschwer finden, dass der Scalaran-
theil und die Coefficienten von 7, 7, & in beiden Fiillen beziiglich
gleich sind, so dass
plgr) = (pg)r,

was man in Worten lesen kann: ein Product wird mit einem Fac-
tor multiplicirt, wenn man den Multiplicator mit dem neuen Fac-
tor multiplicirt. Daraus lisst sich dann leicht das associative
Gesetz fiir beliebige Quaternionen und somit auch Veectoren be
weisen, z. B.

Pgrs = p(y .rs) = pg .rs = L g N PR (80)

echster Abschnitt.

Produet dreier Vectoren,

52. Beachtet man, dass S.ySef einfach die Sealar eines
Veetors und  daher gleich Null ist. so kann man nach Belieben
einen solehen Ausdruck einschieben oder auslassen.  Daher ist nun

Sapy = 8. (Sap -+ V) y
Sy Sef + S. (VaB)y = Sy Va@
= S.(ySaf +y Veap)
= Sy(Sap + Fap) = Syap.
Ebenso Sapy = 8. a(Se + Vpy)
= 8. (MBy)e
— S.(SBy + VBy)e

== 5{3"“(‘!.-!.
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Es #dndert also eine cyklische Vertauschung der drei Veectoren
den Scalartheil ihres Productes nicht, wie es schon fiir die recht-
winkligen Veectoren ¢, j, & nachgewiesen worden ist; oder

Saly— Seyei—="Syal .. Lo (81)
Ferner
Seafy = Salpy
= — Sl Tl))
= —Sayp
und ebenso Safy = —SBay «...... (82)
Eine Aenderung der cyklischen Ordnung der drei Vectoren

iindert also das Zeichen des Scalartheiles ihires Produetes.

53. Wir wollen nun die geometrische Bedeutung von Syef

suchen.

Es seien zu dem Zwecke 04,
0B, OC die drei Vectoren @, 3, 7, Fig. 19.
der Winkel 408 = ¢, so ist E

SyaB = SyVeaf 4y

= 8.(TyUy TVepUVaf) ;
Die Tensoren konnen als Sealaren
vor das Symbol gesetzt werden, |:.:u —

somit ist \

Syaf = TVef . Ty S.(Uy.UFap). | s p
Nun ist TFaBf = 04. 0B simnp ()
der Flicheninhalt des aus 0.4 und

OF gebildeten Parallelogramms, UF¢f ist ein Einheitsvector senk-
recht errvichtet auf 04 und OB; schliesst dieser Veetor OF mit

(C den Winke] ¥ ein, so ist S(Uy.UFap) = —cos 3 und daher
Ty S(Uy . UVef) = —OC cos p = — CP

oder gleich dem von € auf die Ilbene 4028 gefiillten Perpendikel.
Es ist somit Syef das negative Volumen des aus den Kan-
ten 04, OB, OC gebildeten Parallelepipeds, oder das negative

sechsfache Volumen der ans den drei Kanten gebildeten Pyramide.

Versetzt man das Auge in den Scheitel der Pyramide, so
folgen die Ecken des Dreieckes (42 dem Zeiger der Uhr, und
das Zeichen des Volumens der Pyramide -#indert sich nicht bei
der eyklischen Vertauschung 4BC, BCA d. h. also, wenn die Be-
grenzung der Pyramide durch gleichgerichtete Bewegung einer
Kante anf dem Umfange des Grunddreieckes entsteht, wohl aber

geht das Zeichen in das entgegengesetzte iiber, durch eine Aende-
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rung dieser cyklischen Ordnung, indem dann die erzeugende Ge-
rade die entgegengesetzte Bewegung (entgegengesetzt dem Uhr-
zeiger) befolgt. Selien wir also das Volumen der Pyramide im
ersten Falle als negativ un, so miissen wir es im anderen Falle
als positiv annehmen.

Das Volumen idndert auch das Zeichen, wenn die Senkrechte
CP oberhalb oder unterhalb der Grundfliche A0F liegt (in wel-
chen Fillen auch die Drehung eine entgegengesetzte ist), und
wird gleich Null, wenn CP == 0 ist, d. h. wenn der Vector OC
in die Ebene 40P fillt. Dieser Schluss lisst sich auch umkehren,
wenn das Volumen der Pyramide gleich Null ist, muss ein Vector
in die Ebene der beiden anderen fallen; somit

wenn Sufy —= 0, so «, #, y complanar und |

wenn &, 3, ¥ complanar, so Sefy = 0.
Das Volumen der Pyramide kann auch durch eine Determinante
ausgedriickt werden.

Es seien e, 3, y besziiglich gleich

i+ oo+ ask, byi+ bag + buk, eji + cof + csk,
worin a;, d,, ay die rechtwinkligen Coordinaten von 4, by, by, by
die von B, und ¢, ¢y, ¢; die von € bedeuten, gemessen vom Ur-
sprung O; dann ist
Safy = S. (i + ayj + a3k)
>< (byi + boj + byk)
> (i + ¢y) + e3k)

Wenn wir nun beachten, dass der Secalartheil dieses Pro-
ductes beschrinkt ist auf die Glieder, welehe alle drei Vectoren
i, J, k enthalten, und ferner, dass das Zeichen e¢ines Gliedes im
Producte — oder + ist, je nachdem die cyclische Ordnung er-
halten Dbleibt oder nicht, so begreifen wir, dass diess genau die-
selben Bedingungen sind, die eine Determinante erfiillt; somit

a Gy
Sefy=—|b by by| ....... (84)
¢l 6 oa
Das Volumen der Pyramide 0A4£C ist der sechste Theil davon.

54. Um nun weiter den zweiten Theil von afy nimlich
VeBy zu untersuchen, gehen wir von den beiden identischen Glei-
chungen aus

rySga—Spa.y =0
und yVBau—VBa.y =

2V.yVpe,

Udstreil, Hamilionsche Quaternionen, 4
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deren erste an sich klar ist, weil Vectoren mit Sealaren commu-

tativ sind; die andere geht aus (42) hervor wenn man & durch

y und 8 dureh PBe ersetzt. Dureh Addition derselben erhiilt man
oV . yVBa = y(SBa + VBa)—(Spa + VBa)y
= yfa—PBay

Bay — pya

yBa+ Bya

= (yB + By)a—p(cy + y&)

= 2aSpy—2F Sya (nach 41)
oder mach Abkiirzung mit dem Factor
V.yVPoe = aSBy—BSya ....... (85)
Nun ist fiir beliebige drei Vectoren
VyBa = ySBa + V. yVe;

ersetzt man darin das letzte Glied nach (85), so erhiilt man

Vypa = ySBa+ aSpy—pSya

oder
VyBa — aSPy—BSye+ ySBa .. ... .. (86)
55. Fiir belicbige vier Vectoren erhiilt man aus (85), indem
man an die Stelle von y setat Fyd
V.VydVBa = aS.BFyd—pBS. alyd;
wenn man noch auf der linken Seite zweimal unter dem Vector-
zeichen die Factoren vertauscht (wodurch der Wert und das Vor-
zeichen nicht gedndert wird) und bemerkt, dass
S.RVyd = SPyd,
so erhdlt man
V. VapVyd = ai
Setzt man an die Stelle von «, 3, y, 0 beziiglich y, d, 8, a, so

3yd—pBSayd. ....... (87)

geht sie iiber in

V. VydVBa = ySopa—d Sypa

und da
S0Ba — —Safd und SyPa = — Safy

80 V.VaBVyd = dSafy—ySafd ....... (88)
Jeder der beiden letzteren Ausdriicke bedeutet einen fiinften Vec-
tor & welcher gleichzeitig mit &, § und mit 7, d complanar, und
daher die Durchschnittslinie der Ibenen 408 und COD ist; wo-
von man sieh leicht durch Bildung von Sefe und Syds iiberzeugen
kann. Denn wenn man etwa in (88) mit a8 multiplieirt und die
Scalartheile nimmt, so erhidlt man rechter Hand

S . ¢f[0 Safy —y SeBd] = SaPy SeBd—Safd Sefy = 0

weil sowol die Multiplication als das Sealarnehmen distributive
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Operationen sind und bei dem letzteren eine Scalargrosse vorge-
setzt werden kann.

56. Setzt man die rechten T‘lluih: der Gleichungen (87) und
(88) einander gleich und ersetzt ¢ durch g, so findet man

08Safy = aSByo + B8yap + ySafo ....... (89)
eine in der Q‘tl:ll-t.'lnlu:; sehr wichtige Formel, nach welcher ein
Vector ¢ ansgedriickt werden kanu als eine lineare Funetion von
drei irgend welchen gegebenen diplanaren Vectoren «, f3, 7.

Die folgende Gleichung (90) driickt den Vector ¢ aus durch
die Vectoren, die sich aus den Producten von je zwei dieser Vec-
toren «, 3, 7 ergeben.

V(ydef) kann geschrieben werden, das einemal als F(y . daf),
das anderemal als F(yd.eB); die Resultate migen dann verglichen
werden.

Vy.daB) = V.y(Sdap + Vdap)
= ySaBd + V.yVdaB, nach (82)
= ySafd + I, y(0Saf—aSdp + $8de), nach (86)
= ySafd + Fyd Saf—Vya SOp + VyB Sde;
I ("’A e — (.\"}’fﬁ -+ "}’fs) (Saf + Vep)
= VaB Syd + Vyd Safd + V. VydVap
= Vap Syd + Vyd Sap— V. Va3 Vyd
= Vap Syd + Fyd Sa — dSady + y Safd, nach (88)
Werden die beiden Ausdriicke gleichgesetzt und die gemeinsamen
Glieder weggelassen, so hat man, wenn man noch d dureh ¢
ersetzt:

oSapy = VpySap + VyaSBo+ Ve Sye ....... (90)
Wird diese Gleichung nochmals mit J multiplicirt und werden
beiderseits die Scalartheile genommen, so erhilt man, wenn man
noch beriicksichtigh dass SOJ By = SdBy (nach § 52)

Sap SByd—SBe Syde + Syp Sdaf—Sde Sefy = 0; . ..... (91)
worin &, 8, 7, d, ¢ irgend welche fiinf Vectoren bedeuten.

57. Die drei letzten Formeln (89), (90), (91) sind im Qua-
ternionsealeul von grosser Wichtigkeit.

Ein Vector ¢ kann im Allgemeinen angesehen werden als ab-
hiingig von drei Scalaren (dem Coordinaten seines Endpunktes);
er kann daher nicht durch weniger als drei Scalargleichungen be-
stimmt und nicht aus weniger als vier solehen eliminirt werden.

Als Beispiel einer solchen Bestimmung eines Veetors, seien
die drei gegebenen Gleichungen

4¥
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Sep=ua, SBo=20b, Syp=c¢ ....... (92

worin «, 3, v drei gegebene diplanare Vectoren und a, b, ¢ drei
gegebene Scalaren bedeuten. Dann ist der gesuchte Ausdruck
fir den Vector ¢ nach (90)
0 = e (aVPy + bVye + ¥ wrclarasi o A98)
wenn man Sefy mit e bezeichnet. Als ein anderes Beispiel seien
die drei gegebenen Gleichungen
SBro =a;, Syap=1"b, Safg=1c¢ ....... (94)
so ist, wenn die Secalargrisse ¢ dieselbe Bedeutung hat, nach (39)
o=¢ (gqat+ b+ cy) ool (95)
Als Beispiel der Elimination eines Vectors, seien die vier Scalar-
gleichungen
Sap = a, Spo = b, Syp=c, ng o=, 55 b b Tl . (96)
go ist nach (91) die resultirende Gleichung, welche @ nicht mehr
enthalten darf, sondern einzig die vier Vectoren a .. .d, und die
vier Scalaren ¢ . . . @
a.SByd—>bSyda + ¢Sda—d.Sefy = 0. ..... s (999
58. Safyd = S. (SafBy + VaBy)d
= SdSafy + SoFVapy,
der erste Theil ist als Scalar eines Vectors gleich Null, der zweite

Theil kann nach (86), wenn man darin der Reihe nach 7, §, «,
durch @, B8, y ersetat, geschrieben werden
S.d(ySpa—pSay + aSPy),
da sich nun in jedem Gliede die Scalargrisse vor das Scalarzei-
chen bringen lisst, so hat man
Safyd = Sap Syd—Say Spd+ Sad SBy ....... (98)
59. S(VepVyd) = S. (ef—Saf) (yd—Syd)
= Safyd— SeBSyd—SaBSyd + SafSyd
= Sapyd— Sef Syd
ersetzt man darin SefSyd durch den Werth der sich aus 98 er-
gibt, so erhiilt man fiir den Theil rechts
= Sad Spy—SaySBd . ...... (99)
60. Safyd = 8. (Fefy)d
= 8. dVefy
= Soafy. coanlune (H00)
(Vergleiche § 52). Es dndert also eine cyklische Vertauschung

auch von vier Vectoren den Sealartheil ihres Productes nieht.




Siebenter Abschnitt.

Beispiele und Anwendungen.

{. Ein Viereck, in dem zwei gegeniiberliegende Seiten gleich
und parallel sind, ist ein Parallelogramm.

Es sei 4B = a, so ist
X7 1. 20
nach der Voraussetzung gy
DC=a; D C
. G R KR
ferner AD = p SR e /
s TR,
BC = Y 2 > 7
{(=a+y=8+Fa : =% LM
somit . y=24 ?‘“’/ — -——-1B

d.h. 4D = BC und 4D | BC.

9. Die Diagonalen eines Parallelogramms halbiren sich.
Es heisse der Durchschnittspunkt der Diagonalen O und es
geien dieselben Bezeichnungen wie in 1, so ist
AO = 2 4AC = z(a+ B)
OB = yDB = y(—p + a),
worin @, ¥ unbekannte Scalaren vorstellen, so ist
AB = A0 + 0B
oder
a=uxle+pB)+y(—p+a
a = (x+ y)a+ (x—y)b;
da nun ¢ und § verschiedene Vectoren sind, so miissen die Coef-
ficienten von « und 3 auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens
einander gleich sein; somit
1
0

x+y
xT—Y

i

oder
&= I--""2: Y= }f“.’.'

Es ist also 40 = 1‘3.4{:._ (}B == 1|¢"2 DB.

3. Die Mittellinien eines Dreieckes schneiden sich in einem
Punkte, der von jedem Heckpunkte um 2/, der Mittellinie ent-

fernt ist.
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Es seien 4B = y, AC = Fie. 21

BC= —y+8; D, E, F die Mittel-

punkte der Seiten, & der Durchschnitt {
von BE und CF. /\ Y
So ist ol N\
AG = AE + EG Ty -+ .'r|—2 + 7) / R
andererseits ¢ AR
A F B

ey & v
R U i B S it ey L DR
AR+ F 9 Fu( 9 +8);

daraus folgf, wenn man gleichsetzt und ordnet

1—a 1—y X
- ool B+ ay = - 5 1 TUb,
oder 11— =2y, 2&x=1—y
somit x=1lly, y=1},
Es ist daher
s I3 S [ o
,ff; e 2 ' ‘ :2 + ‘rj
= 2B+ 7)
und AD = AB+ Yo BC = y + /s (—y + B)
= B+ 7).
Da nun 46 = %/340, so geht die Mittellinie 42 durch den

Punkt 6.

L. Von ecinem Punkte & sind drei beliebige complanare Vee
toren G4, G5, GC gerogen, durch deren Endpunkte das Dreieck
ABC gelegt ist; man hat zu finden die Beziehung zwischen den
sechs Abschnitten, in welehe die riickwirtigen Verlingerungen
der Vectoren Gd,, GBy, 6C; die Seiten des Dreieckes theilen.

Es seien die Vectoren G4, GB, GC

L 5 ; N 99
beziiglich bezeichnet durch ae, 5B, ey, wo- Fig. 22,
rin @, b, ¢ Scalaren sind, s0 muss da sie L

complanar sind nach § 9 die Gleichung
aac+b3+cy =20
befriedigt werden.

Ferner muss
GA, = o = xa,
da es mit G4 in einer Geraden liegt und
ebenso

GB, = g = yB, GC =7y = z7y.




Setzt man an die Stelle von « in die Gleichung der Complanari-

o
tit den Wert =3 0 hat wan

i
—oy + 03 +cy =0,
X

welche Gleichung aussagt, dass e mit ¢ and y noch immer in
einer Ebene liegt. Da nun die Endpunkte dieser Vectoren nam-
lich B, 4, € in einer Geraden liegen sollen, so miussen nach (3)

die Coefficienten gleich Null sein, nimlich
a ,
—+b+c=0
x

und ebenso

I

b
a+—+c=0
Y

a4 b+ ( =)
Aus diesen Gleichungen ergibt sich
(7 h C
T = — ; Yy = 5 &= L
b+c¢’ ° a+c a+b
und somit
: N3 -
Ay =k et : ‘_;I R f!l‘) : ;'E T AGHL: _(_/
b+ ¢ a-+c a-+c
oder
: B+ ey Sk ey e g ea + b3
o dmmies S GiRL ehm s U ad

Die letzten drei Gleichungen kann man auch schreiben
ble, —B) = cly—a), c(Br—r) = ala—Pp),

aly,—a) = b(B—7r1),

woraus sich ergibt

gi==0 6 e 7 i j";
y—ay b’ a—Pi ¢’ B— a

oder
B = o 208 au Al ek
4L B B Lot (I/»’ EEC N
Daraus erhiilt man sofort die bekannte Relation der sechs Segmente
B OBy AL 0
40 BA CB T
und diess ist auch die Bedingung, weleche von den Punkten i,
B,, €, erfilllt sein muss, wenn die von ihnen zu den gegeniiber-

liegenden Ecken eines Dreieckes gezogenen Geraden sich in einem

Punkte schneiden sollen.
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Offenbar ist die Aufgabe 3 ein specieller Fall dieses allge-
meinen Satzes.

5. Die Mittelpunkte der Geraden, welche die Halbirungs-
punkte der gegeniiberliegenden Seiten eines Viereckes verbinden,
fallen zusammen, migen die Seiten des Viereckes in einer Ebene
liegen oder nicht.

Es sei 4BCD das Viereck, £,

F, G, H die Mittelpunkte der Seiten, Fig. 23.
X der Mittelpunkt von £6G /’|C
Y der Mittelpunkt von F/f; G
ferner = i \
v y D | \
AB = a, AC=§, 4D =y, F e
dann ist 48+ EG — AD + DG ;,\’ e Al
« 4 e i et
? _F— EG = 7 7|7 ]."‘I'll‘. 74 }f) H THe [
somit  EG = 1y(y 4 p—a) l
und AX = AE + L EG e B

= Yy (e48 + 7).
Um den Vector des Mittelpunktes von F4# ¥ zu finden, haben
wir ebenso zu verfahren,
AH + HF =— 4B + BF
;’ + HF = Yy (¢ + )
und AY = AH+ 1/, HF
= Y@+ 8 +7)
Da also .Y und ¥ dieselben Vectoren haben, so fallen diese Punkte
zusammen; dabei haben wir nirgends vorausgesetzt, ob die Seiten
des Viereckes in einer Ebene liegen oder nicht.
6. Der Durchschnittspunkst
der die Seiten eines Viereckes Fig. 24.
halbirenden Geraden (der Punkt C
X der vorigen Aufgabe) fillt zu- /\
sammen mit dem Mittelpunkte jener ke |
Geraden, welche die Mittelpunkte e 7 ﬂ
der Diagonalen des Viereckes ver- / R ,
bindet. e
Bei denselben Bezeichnungen / (N ;
wie in (5) sei P der Mittelpunkt / ll
von AC, 0 jener von BD und R AF“" T ey o R IneKg
der Mittelpunkt von PQ,
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s0 ist AP = 1,8
A0 A8+ 1BD
Us(AB + AD)
AP+ 1/, PO
= '_.‘"-'_}(.4() _ AP)
= (a4 8+ 7).
Daher fillt somit X and £ zusammen.
7. Wenn durch einen Punkt innerhalb eines Parallelogramms

I

I

AR

I

zu den Seiten Parallele gezogen werden, so schneiden sich die
Diagonalen der auf diese Art abgeschnittenen Parallelogramme
mit der Diagonale des urspriinglichen in einem Punkte.

Es seien in dem Paral-
lelogramm A4CD dureh den
Punkt M gezogen die Paral- D___H €
lelen £F und GH. Man ver- [N :
lingere HE und I'G bis zu l\ b AL s 3
ihrem Duresschnittspunkte X e

l']g 25,

und verbinde diesen mit A. [ A5 e
Bezeichnet man nun X £ ;
AB = «, 4D = p,
AG = ma, AE = np,
so ist :
EH — EM 4+ MH = ma+ (1—n)p
GF = 6M 4 MF = nf + (1—m)a
und
X4 = XG— A6 = x[nB + (1—m)a] —mu
andererseits
XA = XE—AE = y[ma + (1 —n) ] —n3.
Die Secalarcoefficienten von @ und  miissen einander beziiglich
gleich sein, daher

ne = y(l—n)—n
(1 —m)ax—m = my,
aus welchen Gleichungen leicht folgt

m n
= Y= ——
s o 1—m—n
Es ist also
m
X4 = ——"— [0 + (L —ni)a] —me
1—m—n 5
oder nach einigen Reductionen
mn
Xd——— (e p)

1—m—n
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Da nun

AC = a + 8,
so liegen X4 und 4C in einer Geraden.

8. Sinus und Cosinus der Summe zweier Winkel,

Es seien a, $, y drei vom gemeinsamen Ursprung gezogene
complanare Einheitsvectoren; der Winkel zwischen ¢ und g sei g,
der zwischen # und y sei ¥, so ist, weil die drei Vectorem com-
planar sind, (§ 46)

,

7
o a I‘.j‘

oder
cos (@ + ) + & sin (p + ) = (cos %+ ¢ sin @) (cos 1P - & sin )
Fiihrt man die Multiplication aus und setzt die Sealar- und Vee-
tortheile fiir sich einander gleich, so erhilt man
cos (¢ +1) = cos ¢ cos Y—sin ¢ sin P
sin (¢ + ) = sin @ cos ¥ + cos @ sin .
9. Die Summe der Quadrate der Diagonalen eines Parallelo-
gramms zu finden.
Es seien in dem Parallelogramm ABCD (Beisp. 1)
A8 —a,; 4D —8,

80 I8t
AC= a8, D4 =a—3§,
somit ACr = o + 28af 32
DR = a*—28af + B
daler AC?* 4+ DB = 2(a + B2).

Heissen nun die Masszahlen oder Tensoren von A€, DB, «,
etwa beziiglich d, @, a, b so ergibt sich
d? 4 d? = 2(a*+b?).

10.  Den Winkel, den die beiden Diagonalen eines Parallelo
gramms einschliessen zu finden,

Multiplicirt man die beiden Diagonalen, so erhiilt man nach
(42, 6) unter Gebrauch der vorigen Bezeichnungen

AC. B = a>—2Vaf— 82
Heisst nun der von den Diagonalen eingeschlossene Winkel »
und 4D = ¢, so hat man
dd(—cos v + & 8in ) = —a2+ b2—2ab d sin g,

worin & einen Kinheitsveetor senkrecht auf die Ebene des Papiers
nach unten, d aber einen solchen nach oben bedeutet, so dass
0 = —¢ist. Werden nun die Scalar- und die Vectortheile gleich-
gesetat, so erhilt man



&
o

dd, cos v = a*—h?; dd; sin v = 2ab sin ¢
und durch deren Division
2ab sin ¢

tg 2 = -
2 a2—h2

11. Eine Seite eines Dreieckes durch die beiden anderen
Seifen und den von ihnen eingeschlossenen Winkel auszundriicken.

Es sei in dem Dreiecke 48C der Vector CB = a, (4 = §,
AB = y, die beziiglichen Strecken «, 0, ¢ der Winkel 408 = (;
80 ist

=03
durch Quadrirung erhiilt man
72 = az—28af + 3?2

oder — % = —a? 4 2ab cos O+ h?
und daher
¢t = a®+ h*—2ab cos (.
12. Die Beziehung zu finden zwischen zwei Seiten und den
gegeniiberliegenden Winkeln eines Dreieckes.
Bei denselben Bezeichnungen wie in der vorigen Aufg. ist
VBC.BA = V,—af(
VAB . AC =V .(a—B3) (—p) = bc e sin 4,
wo & einen Einheitsvector senkrecht auf die Ebene ABC bedeutet.
Nun ist

¢+ pf)=acesin b

V.—c(—a+ )= —FVaf
und Vio(a—p) (—p) = —Fap;
daher ac & sin B = bc e sin A
oder @ 8in B = b sin 4
somit @:bh = gin 4:58in B

13. Den Mittelpunkt des einem Dreieck umschriebenen Krei-
ses zu finden.
Im Dreiecke ABC seien 0, E, F

die Mittelpunkte der Seiten BC, €4, AB: Blgetes

man errichte in ihnen auf die Seiten

Perpendikel. Ist nun 4B =y, AC = ,/\\\

B, OB = a = —f+y, so sind die auf / D

ihre Innenseite errichteten Senkrechten '5,; RN \

beziiglich j
TEY, —WEB, —ZEd

wo & wieder den auf die Ebene des
Papiers errichteten, senkrechten Einheits-
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vector bezeichnet. Fiir den Durchsehnittspunkt des ersten und
zweiten muss
AH = AF + FH — AE+ EH

nr 3]

5 { I IR :
oder g - xry — 3 —y &f.
Um aus dieser Gleichung @ zu bestimmen multipliciven wir die-
selbe mit @ und nehmen dann die Scalartheile oder, wie man auch
sagt, operiren wir mit dem Symbol S8; so erhalten wir

288y + & SBey = 1Sp?
indem S@ef = Seft = 0 ist. Wir erhalten daraus
__ SAB—y) _ —SBa
2 Spey 2 SPey

Fiir den Durchschnittspunkt der beiden letzten Perpendikel
haben wir
Bl = BF+ FH' = BD+ DH

. i e, TE e Loy
oder s~ + ey = — 5 % £
operirend mit Se erhidlt man
Sery 3 Sa?
'/ + & Saey = — Sy woraus
. i Soe(y—a) Saf
sich ergibt = (7 —_ -
2 Saey 2 ,\:}"-;'

Da also die beiden fiir @ erhaltenen Werte gleich sind, so folgt,
dass # und H‘ zusammenfallen oder, dass alle Perpendikel sich
in einem Punkte schneiden. Es ist somit

r_ BB ey SE—7)8
2 BEGHE & S8 ey
Um die absolute Linge R von AH zu finden, haben wir die letate

AH = -

EY.

Gleichung zu quadriren.

— R? = (’ + x :-y) - j-l -+ & Syey + a?(ey)?

2
B o2
da nun &~ = — > wenn Ty — ¢
4 4 ] {

Syey =0, weil ey | 7
FH?* = (e7)? = (¢. Uy .¢)? = —¢?
e < SBa \)2 S ath i opa? (:' *)

2Seyp 4b? ¢? sin

*) Seyf ist der sechsfache Kubikinhalt der iiber A4BC errichteten
Pyramide wit der Hohe ¢ = I, also gleich b¢ sin 4, wenn & der Tensor
von g ist.
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¢? [c? sin® A + a?* cos* C
c? sin® A4
und somit

sin? 4 + a? cos? C @
2 sin 4 2 sin 4
14. Den Durchschoittspunkt der

Hohenperpendikel eines Dreieckes zu

finden. Bei denselben bezeichnungen, &
wie in der vorigen Aufgabe, sind die ,*'IT\\\D
Hohenperpendikel CF, BE, AD —uwaey, /i
i s R E ,‘F\ N

Fiir den Durchsehnittspunkt des .
ersten und zweiten & hat man die Glei- A*“ Il W N ]

chung
AK = AC+ CK = AB + BK
B—xey =y +yed

Operirt man Sp, so erhidlt man

)
Sp*—x SPey = SpY
woraus
i '\’L.J (u‘J‘ =T }’)
Tt — iy
'\Jj" ¥

Fiiv den Durchschnittspunkt des ersten und dritten 47, hat man
AR, = AC+ CK,
ZEQ = PB—x &Y,
woraug sich nach Behandlung der Gleichung mit Se ergibt
UoaSal oo L BBl =18

©= Saey T S@—7p)ey ey

Bs erhilt also 2 aus beiden Gleichungen denselben Wert und
das zweite und dritte Perpendikel durchsehneiden das erste in
demselben Punkte K, dessen Veetor
SE(B—7)
,;sﬁ’éy

AK = [ — £7.

15, Der Mittelpunkt des einem Dreieck umschriebenen Krei-
ses, der Durchschnittspunkt seiner Mittellinien und der Durch-
sehnittspunkt seiner Holenperpendikel liegen in einer Geraden;
und zwar ist der Abstand der beiden ersten Punkte halb so gross
als der Abstand des zweiten vom dritten.

In den Aufgaben 13, 3, 14 haben wir gefunden




S(B—y)B]

AH = 3|7 + &y

| : ,\YI'fF-}’ |
AG = 1B+ 7) C
S(B—7y)p
AN = §—zy.- Ll — 1) ;
Spey

Der Veector HG ist somit die Differenz

von AG und AH und der Vector GK

die Differenz von AKX und A46. also -
HG = 46— AH '

[ibenso GK — AK— A6

— [ 1A 2 /)
= Slsp——"1Y—E) =
i ._‘\j)’{:}’
[ o L ]
= 2| 138 —Ygy — Ypey S(E—r)8
13 16/ 2 Ty
._‘3:}%',

daher GK = 2 HG.

Da die beiden Vectoren G und 6K den Punkt ¢ gemein-
schaftlich haben und der eine das zweifache des anderen ist
liegen die Punkte Z, G, A in einer Geraden.

, 80

16. Den Mittelpunkt eines dem Dreiecke eingeschriebenen
Kreises zu finden.
Heissen die Einheitsvectoren lings
der Seiten Fig. 29.
AB, AC, OB
L T
und die Tensoren
O (5L
so sind die Vectoren, welche die Winkel
4, £, C halbiren, /
z@B+7), —yr+a), z(e—p) A 1 !
Fiir den Durchschnitispunkt des ersten

und zweiten muss

zB+y)tyly+a) =cy
Operirt man mit dem Symbol F(y 4 «), so hat man
eViyt+ea)(B+7y) =cF(y+a e
woraus folgt
cl(ay)

Py +Veap + Vay®

T ==



Fiir den Durchschnittspunkt des ersten und dritten, gilt die
Gleichung

(B + 7)—z(a—p) = b3
und nachdem man mit ¥(e¢—(3) operirt hat,

bVep
' VaB+ Vay—Fgy
Diese beiden Werthe von @ sind gleich, denn die Zihler sind
cVay = ce sin B, bVep = be sin C

was nach Aufg. 12 gleich ist. Ebenso sind die Nenner gleich,
indem — By = + Fyp.

I's wird also die erste den Winkel 4 halbirende Gerade von
den beiden anderen in demselben Puncte getroffen, oder sie schuei-
den sieh in demselben Punkte. Heisst der Durchschnittspunkt 0,
s0 st
cVay ¢ sin &

A4 v = .“,'- ”)
FyB+ Vep + Vay &7 gin 4 -} 8in £+ sin € U /

Ml —
Da
s " ¢ . -
B+ 7P =p>+288y +7y>* = —2(1 +cos 4) = —4 cos?
s0 ist die absolute Linge
2¢ sin 5 eos =

2

sin A4 +sin B+sin €

17. In einem vierseitigen Prisma

Al =

iibersteigt die Summe der Quadrate
der Kanten die Summe der Quadrate
der Diagonalen um das achtfache Qua- /
drat jener Geraden, welche die Durch-
schnittspunkte von je einem Paar der F B
Diagonalen verbindef. e
Es sei 04 =a, 0B=8, 0OC B
= y, 0D = ¢; Summe der Qua- : 7'{)“
drate der Kanten = :
2[a2+ P2+ (y—a)2+ (y—B)* + 267 0
= 2[2a2+ 232+ 272+ 242 — ! ,
2Say—2887]; |
Summe der Quadrate der Diagonalen
= (0+ 792+ W0—7)2+ (0 + a—p)?
+{0+ —a)?

== 2[e2 |} 324 724 202 —28¢p)

B” i
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Nun ist 06 = 1/,(6+ 7)
zugleich der Vector zum Mittelpunkte von €D und daher der
Vector zum Durchschnittspunkte der beiden Diagonalen 06, CD.
Der Veetor zum Mittelpunkte von 4F ist zugleich der Veetor

des Mittelpunktes von A£Z. daher der Veector des Durchschnitts-
punktes der beiden Diagonalen AF#, BE

=10+ a+8),
daher ist der Vector, der diese beiden Durchschnittspunkte ver-
bindet. oder der Unterschied der Veetoren dieser Puunkte

— 1h(a+8—y),
gein achtfaches Quadrat
= 2(e* + 3>+ 2+ 28aB —2Suy — 288y);
addirt man nun dieses zur Summe der Quadrate der Diagonalen,
80 erhiilt man die Summe der Diagonalen der Kanten.

18. Es sei zu finden die Bedingung, dass die von den Ecken
eines Tetraeders (einer dreiseitigen Pyramide) auf die gegeniiber-
liegenden Flichen gefillten Perpendikel einander durchschneiden.

Es seien 04, 0B, 0C die
Kanten des Tetraeders a, 8, y die Fig. 31.
entsprechenden Vectoren. C

Die von 4 und B senkrecht :
auf die gegeniiberliegenden Flichen /' \
gefiihrten Veectoren kinnen beziig-
lich bezeichnet werden (als Viel- il i
fache von) PPy, Fye (67). Sollen / ;
gich diese Senkrechten in einem e
Punkte £ schneiden, so miissen die 0' 2 i aiZm
drei Punkte 4, B, R in ciner
Ebene liegen; daher

S.(B—a)VByVya = S.(8—a) [S. VByVya—V . VByVyal
d. h. S.(B—ea)V.V8yVyu =0,
weil S(B—a)><8.V8y Fya als Secalar der Vectors (3—a) ver-
schwindet.

Es ist nun V.FByFye = —ySBya,
wenn man in (87) a, f, 7, J ersetat beziiglich durch 3, 7, 7. «;
daher S.(B—a)V.VoyVya = —8.(B—a)ySBya

= —(88y — Say) SBye
Es muss daher Sy = Say.
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Es ist aber B+ 042 = (y—B3)2 + 2
— @82+ 22588y,
ersetzt man darin SPy durch Say, so erhilt man
BC*+ 04* = o>+ 824 y2—2Say
== )2 - i:j2
= AC*+ 0B2
Die Bedingung demnach, dass sich alle Perpendikel durchschnei-
den, ist die, dass die Summe der Quadrate je zweier gegeniiber-
licgenden Kanten eine und dieselbe sei.
Der Satz gilt auch umgekehrt, wenn die Summe der Qua-
drate von je zwei gegeniiberliegenden Kanten comstant ist, so
schneiden sich die von den KEcken auf die gegenilberliegenden

Flichen gefiillten Senkrechten in einem Punkte.

19. Die Beziehungen zwischen den Kanten und Kanten-
winkeln, und zwischen den Flichen und Flichenwinkeln eines
Tetraeders zu finden.

Bezeichnet man die Vectoren (Fig. 31) 04, 0B, 04 beziig-
lich mit @, 8, ¥, so ist

0d = a—y; OB = f3—7.
Bildet man nun das Product dieser beiden letzten Vectoren, so
hat man

CA.CB = af—ay—yp + 72

Diese Gleichung kann sofort in zwei Gleichungen zerfillt werden
und zwar

S(C4 . CB) = Sap— Say —Syp + y?
V(CA. CB) = Va—VFay—Fyp.
Aus der ersten Gleichung folgt, wenn die Tensoren von 04, 0B,
OC, C4, CB, AR entsprechend mit «, b, ¢, m, I, n bezeichnet
werden:
—im cos ACB = —ab cos AOB + ac cos A0C + be cos BOC—c2,
oder durch Transposition
ct—ac cos A0C—be cos BOC = Im cos ACB—ab cos A0B,
eine Relation, welche den Zusammenhang zwischen den Kanten
and Kantenwinkeln eines Tetraeders aunsdriickt.
20. Wenn wir andererseits die Vectorgleichung quadriren,
go haben wir
[F(CA.CB)]? = (Vap— Vay— VyB)2
= (VaB):—VeB . Vay—Vap . VyB + (Fay)2 + Vay . Vyf
—Vay.Va—VyB.Vap + VB Vay + (VyB)2
9

Odstréil, Hamiltonsche Quaternionen.
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Wenn wir nun beachten, dass die iibercinander stehenden Pro
ducte sich nur durch die Stellung der Vectorfactoren unterseheiden,
dass also die Vectorantheile derselben sich aufheben und nur
ilre Scalartheile iibrig bleiben, so ist die rechte Seite der Gleichung
[F(C4. CB)2 = (Vap)? + (Vay)? + (V1B)*
— 28V Vay —285Va3 VyB + 285Fay Fyp.

Setzt man fiir die einzelnen Glieder die geometrischen Bedeutungen

nitmlich
[F(CA. CB)? = —[TV(CA. CB)]* = —(Y, A ABC),
(Vaf): = —(TVep)? = —(1y A 40B)",
(Vay): = —(TVay)* = — (M AAOCP,
(FyB): = —(T'Vyp)? — — (/s A BOC)?,
and ferner, da SVapVay = —TVep.TVay cos 4, worin 4 den

Winkel, der auf die Ebene 408 und AOC errichteten Perpen-
dikel oder den Neigungswinkel dieser Ebenen, sowie analog Z
und € die Neigungswinkel der in den Kanten 0B und OC sich
gschueidenden Ebenen bezeichnen mdgen,
28VafVey = —2TVep . TVay cos 4
= —2 . Yo ANAOB . Y,, AN 40C cos 4,
2T Vap.TVyB cos B

>

2. Yo ANAOB .3 ABOC cos B,
2

2

28VapVyp =

2T Vey . TVyB cos (180°—C)
2.1 ANAO0C. Y3 ANBOC cos C

2SVay Vyp = —
i
und multiplicirt die ganze Gleichung mit —4, so hat man den

bekannten Satz
(AABC)? = (AAOB? + (A40€) + (A BOC)?
—9INAOB . NAOC cos A— INAOB . ABOC cos B

—9AA0C . ABOC cos C,
ein Anologon des Cosinussatzes der ebenen Trigonometrie.
Schliessen die Kanten «, B, ¥ rechte Winkel ein, so sind
auch die Neigungswinkel der Ebemen A4, B, C rechte Winkel und
cos 4 — cos B = cos € = 0; fiir diesen Fall ist dann dieser Satz
(AABC)2 = (AAOB)? + (AA0C)? + (A BOC)?
oder: das Quadrat der Hypotenusenfliche ist gleich der Summe
der Quadrate der drei Kathetenflichen.

91. Um den Schwerpunkt des Tetraeders, d. L. seinen Vector
zu bestimmen, haben wir zuerst den Schwerpunkt M des Dreieckes
AO0B und den Schwerpunkt IV des Dreieckes 4C5 anzugeben.




Nun ist nach Beisp. 3 Fig. 32.
- B
oM =2 J.r'f—, und (]
: ; _ AR
AN ‘,gt,‘,l(, o P)"‘ ?_’__ _2({ 4// \ ‘\.
3 3 \\ 5
daher [ .-\\
ON — 04+ AN /o omlet Ny
B4+7ry—2 341 7 ool S
g NG Rk T
3 3 Yoz — Y
Der Durchschnittspunkt von ON 077 R

und CM ist der Schwerpunkt des
Tetraeders B. Es ist aber

OR = OM+ x MC und andererseits OR = y ON,
worin &, ¥ noch unbekannte Scalaren bezeichnen, daher

atp . "_"_‘a%—p' o fr_i-;b'Jr‘/’
3 +"k" 3 )m” 3

oder 1—x)a+ (1—2)B 4+ By = ya+yB+ yy.

Da nun ¢, 8, y nicht complanar sind, so miissen die Coefficienten
von «, 8, 7 beiderseits gleich sein, also
1—a = Y, i Y

woraus sich ¥ = 3/, ergibt. Es ist somit

a+B+y
L

OR =

Wire die Lage der Eckpunkte des Tetraeders 0, 4, B, ¢ durch
die Vectoren d, o/, 3/, 7/, die von einem anderen Puncte 0 aus-
gehen, gegeben, so wiire OR = p—d’, wenn der Vector von R
in Bezug auf den neuen Anfangspunkt O/ mit ¢ bezeichnet wird,
und ebenso

a—a—d, f= B, y =y,
o L v R e )
somit o—¢ — & -4 -Z.T_ -3¢
oder 0 — & +_ﬁ%"_?_'_+d /

22. Zerlegt man noch die in der letzten Gleichung vor-
kommenden Vectoren nach drei senkrecht aufeinander stehenden
Axen, deren Versoren 7, j, k sind, so dass

en




o = Xi+ ¥+ Zk
=ity zk
B = @i+ Yy + 2,k
}’J T -rr;t"’ . .’ftrfj o :n.’/"
¢ = J’,,,,(. =t %mj' A F 'Z’HH/'"
80 ist
X =1Y,(z, +=,t+x,+z,,)
¥ = Ii'l‘-l(f/r + ¥, + ¥, 1 'f/fru)
Z = 1."4(.31 S P g Zuu):
worin X, I, Z u. 8. w. die cartesianischen Coordinaten des Schwer-

punktes und der Eckpunkte bedeuten.

23. Es seien 4, B, C die Ecken eines sphiirischen Dreieckes;
die vom Mittelpunkte O der Kugel zu ihnen gezogenen Einheits-
vectoren seien «, 3, 7.

Somit hat man identisch nach § 46

a 7 a

v B B
Aus dieser Identitit kann die gesammte sphiirische Trigonometrie
entwickelt werden. Setzt man

4

s 7 2 . « .
= cos b+ B, sinb; g = cosu+q sina; — = cos ¢+ 7, sin ¢,

t %

Tad

worin @, b, ¢ die Seiten des sphiirischen Dreieckes und «, #1, 71,
die im gehorigen Sinne auf die Ebenen A40C, COB wnd AOUEB
gsenkreicht errichteten Einheitsvectoren bedeuten, so ist

(cos b+ By sin b) (cos @+ e sin a) = cos ¢+ 7y sin ¢,
Nimmt man beiderseits die Scalartheile, so hat man

cos b cos @ + S ey . sin b sin @ = cos ¢;
ersetzt man hierin 8B ¢, durch den negativen Cosinus des Winkels
den f;, «; einschliessen, dessen Supplement der Neigungswinkel
der Ebenen A40C und BOC oder der sphirische Winkel € ist,
so erhilt man die Fundamentalformel der sphirischen Trigono-
metrie

cos ¢ = cos @ cos b + sin ¢ sin b cos C,

94. Bei derselben Bezeichnung wie im Vorhergehenden ist

Vafd = v, sin¢, VBy = oy sina

somit VapB VBy = y1e4 . 8in € sin d.
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Nach (87) ist, wenn darin 7y, ¢ beziiglich durch 8, 7 ersetat wird,
V. VaBVBy = aSBBy— BSafy = — BSaBy,

da SBBy = 0 ist; nimmt man nun von beiden Seiten der vor-

letzten Gleichung den Vectorantheil, so hat man
V.VaBVBy = Vyiey sin ¢ sin @
Da nun die rechte Seite gleich ist 8 sin ¢ sin @ sin £, so hat man
o i ]
nach Weglassung des Factors @

—Safy = sin ¢ sin @ sin &

ebenso, oder durch cyklische Vertauschung findet man

—Sefy = sin a sin b . sin C;
gomit gine sin B = sin b.sin C
oder sin b : sin ¢ = sin £ : sin €
% i A o A ; 4 A s
25. Die Identitéit .4~ = — ldsst sich in eine andere be-
P i

merkenswerthe Form bringen.

Da jede der darin enthaltenen Quaterniomen ein Versor ist,
g0 kann sie nach (§ 43) dargestellt werden als die Potenz eines
Vectors und zwar jenes, der ihre Axe bildet. Krrichtet man im
Mittelpunkte der Kugel O einen senkrechten Einheitsvector £
auf die Ebene €04 (und zwar zur linken Hand einer durch OC
gelegten gegen 04 gekehrten menschlichen Figur), so erhiilt man
auf der Kugel den Punkt B,, den man den positiven Pol des
Bogens CA nennen kann. Ebenso seien 4, und €y die positiven
Pole der Seiten BC und 4B, und ihre Vectoren ¢; und 7;. Dann

. 2b
ist der Versor t; = Bz d. h. gleich der Axe (3; mit einem HKx-

ponenten, der in einem solchen Verhiiltnisse zur Einheit steht, wie
der Winkel des Versors zu einem rechten Winkel. Ebenso ist
£ = .

B

{
i : 7 3
Die Quaternion — hat aber nicht y, zur Axe, sondern den
¥}
!
. : : B :
v, entgegengesetzten Vector; 7y ist die Axe von ~-, demnach ist
o a
2¢
g

LI

="




: i ; : iy T
Wenn wir nun die obige Identitit mit multipliciren, so er-
(£

halten wir

20 b 24

oder P il e L

Legen wir nun durch Jene drei Puncte 4,, 5, €y ein sphiirisches

Dreieck, so wird es das Polardreieck zum urspriinglichen sein,

und seine Winkel sind mit den Seiten des letzteren supplementir,

80 dass
c=x—0, b=a—8, a= T—A,.

Demnach haben wir

27— (.'i) :’(r; By) 2(?!.—-,-{‘)

kiR s @y S

diese Gleichung gilt nun fiir jedes beliebige sphirische Drejeck,
8o dass wir die Striche in den Bezeichnungen weglassen kiénnen.
Wenn man noch beachtet, dass

7?=p%2=a?=—1 ist, so erhilt man
LAad i s
AT e e B

Diese Gleichung, in welcher a, p, y die Einheitsvectoren 0A,
OB, OC irgend welcher drei Puncte auf der Oberfliche der mit
dem Radius 1 beschriebenen Regel bedeuten, wihrend die drei
Scalaren 4, B, C in den Exponenten der drei Factoren im All-
gemeinen die Betrige der Drehung um diese drei Radien & By
und zwar von der Ebene 40C zu der Ebene AOB, von der Ebene
BOA zu der Tbene BOC und von der Ebene COB zu C0A, be-
zeichnen und negativ oder positiv sind, je nachdem diese Dre-
hungen der Ebenen selbst als positiv oder negativ angesehen
werden, ist eine wichtige in der Anwendung der Quaternionen. Sie
schliesst 2. B. die ganze Lehre von den sphirischen Dreiecken ein, ¥)

*) Sieht man die obigen Drehungen wie os mitunter geschieht als
positiv an, so sind die Exponenten mit entgegengesetztem Zeichen zu
nehmen, oder

2028 .2,

14 , T T
A I o = 1.




-1
p—

Multiplieirt man nach einander die Gleichung mit
T NB Y Tukd

T Q7 T
g By

Ar

so erhilt man
24 25 20

PR g S e a0
Andererseits kann man dieselbe Gleichung darstellen

20 / :’i'i 2(m—A)

¥ B T 7 I
Dureh Aufeinanderfolgende Multiplicatton mit
2f'_ '2__})'_
77 und B 7 erhiilt man
2(x— A) 2B 2C
ke LT M R e s et 102

Diese Gleichung besagt, dass die positive Drehung von (4 gegen

B) um € im Betrage des sphirischen Winkels € mehr der posi-
tiven Drehung um 5 (von C gegen A) im Betrage des sphiirischen
Winkels # aequivalent ist der positiven Drehung um 4 (von
der Verlingerung von CA gegen B) im Betrage des sphiirischen
Aussenwinkels an 4. Bezeichnen wir die Aufeinanderfolge dieser
beiden Drehungen um die Axen OC und OB als die sphéarische
Summe der beiden sphirischen Winkel ¢ und B, so kann auch
cesagt werden, dass der Aussenwinkel eines sphirischen Dreieckes
gleich sei der sphirischen Summe seiner beiden entgegengesetzten
inneren Winkel, in der angegebenen Ordnung genommen. Da
nun dieser Winkel mehr seinem henachbarten inneren Winkel 7
ausmacht, so kann man in diesem Sinne sagen, dass die sphiri-
Summe der Winkel in einem sphirischen Dreiecke gleich sei

was auch aus der anderen Form der Gleichung (101) hervorgeht.

96. (Geht das Dreieck in ein ebenes itber, 80 gind die Axen
dieser drei Winkel parallel und somit gleich. Man hat dann
2n
==y ud—1=7 L
Die Gleichung (101) wird
24 2B 2C In
Yiml Y =y

somit ist




27. Wenn man die Gleichung (102) des vorigen §
2(v—A) 2B 2C
« T = .8 T 7, b/ 4
in Quaternionen aufschreibt
cos (m

A) + a sin (m— A4) = (cos B =+ B sin B) (cos € + ¥ sin )
und die Sealartheile beiderseits nimmt, so hat man
08 4 = cos B cos €+ SBy sin B sin (.
irgetzt man noch Spy durch —cos a, so erhiilt man eine andere
Form der Fundamentalgleichung der sphiirischen Ty

€08 4 -+ cos B cos (' = sin B sin € cos a,

gonometrie

28. Nimmt man dagegen die Vectortheile, so hat man

@ sin A = 7 cos B sin C+ 8 cos C sin B + FBy sin B sin C.
Diese Gleichung verkniipft die Winkel oder die Drehungen 4, 2,
C mit den Richtungen der Radien 0. OF, 0C fir irgend ein
System dreier von einem gemeinsamen Punkt

ausgehenden Ge-
raden. Vertauscht man cyklisch in derselben «, B, Y und 4, B,
¢, so erhilt man noeh die beiden anderen

B sin B = ¢ cos € sin 4 ~+ ¥ cos 4 sin €+ Fya sin € sin 4

7 8in C= 8 cos 4 sin &+ a cos B sin A + Ve sin B gin 4.
Die geometrische Deutung ciner dieser Gleichungen etw
ten ldsst sich in folgendem Theorem aussprechen:

Wenn auf der Oberfliche einer Kugel (Halbmesser 1) ein
sphirisches Dreieck A4BC verzeichnet ist, nnd man zieht vom
Mittelpunkte derselben drei Gerade, cine gegen den Punkt 4 von
der Liinge sin 4 cos B, die andere gegen B von der Linge sin 7
cos 4 und die dritte senkrecht auf die Ebene 40B
Seite wo C liegt, von der Linge sin 4

a der letz-

nach jener
sin &, so ist die dazwischen-
liegende Diagonale des aus diesen drei Geraden als K

struirten Parallelepipeds gerichtet gegen € und hat die Linge
von sin C,

anten con-

29. Dividirt man die beiden Theile der letzten Gleichung
durch ¢, welches einen vom Mittelpunkte der Kugel zu einem
vierten Punkte der Oberfliche 2 gerog
nimmt man beiderseits die
den Fusspunkt des von P

enen Vector bedeutet, und
S(‘}lhll'[]l\’]‘lu; so findet man, wenn 0
auf 4B gefillten Bogenperpendikels

bezeichnet, (dieses Bogenperpendikel

angesehen als positiv, wenn
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der Punkt 2 mit ¢ auf einer Seite des durch 4 und B gehenden
grissten Kreises gelegen ist):
sin C cos PC = cos 4 sin B cos PB -} cos B sin 4 cos P4
+gin Beindsinesin PO . . . . . (103)

indem
o M e S e
8= =cos PO, S—=rcosPB, Ve =7y sinc
¢ ¢
§—X —=sgine S = sin¢ cos P(y = sin ¢ sin PO
0 0

gleichgesetzt werden konnen (worin €; den positiven Pol von 45
und ¥; seinen Vector bedeutet und ferner PC, 4+ PO = '; Ik

Von dieser Gleichung (103) kiénnen viele minder allgemeine
Formeln abgeleitet werden, wenn man die Lage des Punktes spe-
cialigirt.

Wihlt man den Punet 7 z. B. so, dass er der Mittelpunkt
des um dag Dreieck 45C umschriebenen Kreises ist, und bezeich-
net man mit £ den Bogenradius des letzteren, und durch S die
halbe Summe der drei Winkel des Dreieckes, so dass,

AS= A+ B+ C=m+0¢
ist, wenn mit ¢ der sphiirische Excess bezeichnet wird, so ist
B — g =

und die Gleichung wird

sin ('—sin 4 cos B—sgin P cos 4] cos B = sin A4 sin £ sin ¢ sin P00,
| 0

Der eingeklammerte Factor auf der linken Secite ist aber

it ol sin (S— ()

-

—[sin (4 + B)—sin €] = — cos

AT
= 8In =

5 0)

gin (S
Andererseits ist
sin () = sin PA sin PAB,

: : o dA s =0 :
da man aber leicht findet, dass PAB = il el AR S§—C, 8o

g0 ist sin 20 = sin R sin (S— ).
Setzt man diese Werthe ein, so hat man nach Weglassung
des gemeinsamen Factors

- (J . . . .
sin 2 co8 £ = sin 4 sin & sin ¢ sin R




do to B gin 4 8in B sin ¢
oqaer il ———————,
gin

| S

30. Um die Drehung eines starren Koérpers um eine ge-
gebene Axe durch einen gegebenen Winkel von endlicher Grosse
darzustellen,

sei @ ein REinheitsvector der Axe, ¢ der Veector irgend cines
Punktes in dem Korper in Bezug auf einen bestimmten Punkt
der Axe und & der Drehungswinkel.

Dann ist
o = a(ap) = a—(Sap 4+ Veap)

= —aSap—aFap,
Der erste Theil bleibt im Verlaufe der Drehung durchaus unge-
sndert, es dndert sich nur der zweite Theil, der einen Vector be-
deutet, weleher auf der Umdrehungsaxe e senkrecht steht; er
wird durch diese Drehung zu
24
—a alVeap
24

oder, wenn man nach (§ 32) «”™ durch cos & + « sin 9 ersetat, zu

—aVep cos & 4 I'ap sin .
Daher -geht ¢ iiber in

0y = —aSap—aVeap cos & + e sin &,
was man auch schreiben kann

£
{ L
0y = — aSag (un.v + sin? _))

Veto ¥ W o &
—aVag ( cos? o-—sin® o
: ik 9
+ 2Feap ( sin cos — |.

Ly 9 2

Die zwei ersten Glieder lassen sich ordnen

B |

s 'S
¢ sin* 2 (Soc + Vo)

[5

—Q COf

i {: (Seeo + Vep)

da Sap = Spa und —Vap = Vpa  ist;

das dritte Glied aber ist
Sl hy
(ctp— o« sin g 855



daher hat man

i i &+ St ¥
Q| = —aag cos* 3 — apa sin? 2 + (cp—pat) gin 5 008 5
o Sy, Dy
= p co8? 2 + «p sin g 0085
Nk &
— o« 8in 5 °08 2
g
agasin” o,

was man auch kiirzer schreiben kann

0 Lok 0 Vi
0 = | cos 2 ~+ @ sin ) 0 | cos 2 e sin o

3 9

=Kl el caen L b R L B ORE AR e e B U

31. Nachdem die Drehung um die Axe « durch den Winkel
& stattgefunden hat und der Veetor ¢ zu @, geworden ist, mige
eine neue Drehung um die Axe J im Betrage des Winkels ¢
vorgenommen werden, so wird @, iitbergehen in

P ¢
e:=8"0 B
oder wenn man an die Stelle von @; seinen friitheren Werth setzt,
p 9 7 {7
Oy=—dta gc 8

Wiire zuerst die Rotation um £, dann erst die wm ¢ vorgenommen
worden, so wire
3 @ P 9
0. = a®f%o B ST
da nun die Multiplication von Quaternionen nicht commutativ ist,
80 ist im Allgemeinen nicht
02 = Q2e
Auf diese Art kénnenm auech mehrere aufeinanderfolgende
Drehungen um verschiedene Axen zu einer einzigen Drehung um
eine bestimmte Axe zusammengesetzt werden.

32, 8ind die Drehungswinkel unendlich klein, so dass cos
=1 und sin ¢ = & gesetzt werden kann, so geht die Formel
des vorigen §

¢, =— —aSap—alap cos & + Fap sin &




0 Fdep a0 it 104)
=0 +9 VB,
=90 +3Vap+ @V .80+ & Vap)
=90 +3Vap+ ¢ Vpo,
da das Glied @@V .3 Fap als ein Product zweier unendlich kleiner

¢
und ¢

Grossen weggelassen werden kann. Man kann auch schreiben, da
& und ¢ Sealaren sind,
@2

o+ F(He+gl)o
=0+ T@a+ ) V. Ufa+ gf)o.

Diess bedeutet aber, dass ¢ durch den Winkel 7(d«+ ¢f) um
die Axe U(#a+ @) gedreht worden ist. Nun ist der letztere
Ausdruck die Richtung und der erstere die Linge der Diagonale
cines Parallelogramms, dessen Seiten ¢« und @3 sind. Setzen
wir nun statt $a und ¢f kwrz « und 8, wobei wir bemerken,
dass @ und 8 nun nicht mehr Einheitsveetoren, sondern Vectoren
bedeuten, durch deren Versoren die Axen und durch deren Ten-
soren die (unendlich kleinen) Drehungswinkel dargestellt werden,
g0 ist dann

0 =0+ Fap

02 = 0+ Vap+ Vo

oder )y =0+ V(e+po.*. . . . (105)

~

33. Die Bedingungen fiir das Gleichgewicht cines starren
Kérpers durch Quaternionen auszudriicken.
Es seien die wirkenden Kriifte als Vectoren
Bis B2, B
welehe in den Puncten angreifen
Wy i

B

deren Vectoren von einem heliebigen Ursprung seien

€150 (Ol

*) Die im Vorhergehenden vorgefiihrten Beispiele und Anwendungen
zeigen, wie mannigfaltig und vielseitig die Verwendung des Rechnens
mit Vectoren auf Probleme der Planimetrie und Stereometrie, der ebenen
und sphiirischen Trigonometrie ist. Die Quaternionen liefern aber auch
eine allgemeine Methode zur Untersuchung der Raumgebilde, die durch-
aus analog ist der Methode der sogenannten analytischen Geometrie,
welche von Des Cartes begriindet worden ist. Die Darstellung dieser
Methode, mag (falls dieses Schriftchen einigen Anklang findet) einem
folgenden Hefte iiberlassen werden.




Denken wir uns, dem System werde eine beliebige, kleine Ver-
schiebung ertheilt, so dass nun die Vectoren werden,
o+, ay+ o, a3+ ...
sei ferner der Winkel zwischen @, und ¢ gleich @; so ist das
Product aus Kraft (Grosse derselben) und der im Sinne der Kraft
gemessenen Verschiebung 7wy . cos ¢
T8, >< Teoy cos p = —SP, @.
[m Zustande des Gleichgewichts muss nun nach dem Princip der
virtuellen Bewegung die Summe dieser Producte fir alle Kriifte
gleich sein Null. Oder wenn wir diese Summe bezeichnen mit
2, 80 haben wir
2SPw = 0,
was auch, da das Secalarnehmen ecine distributive Operation ist,
geschriehen werden kann
S 28w = O.
Fiir cine einfache Verschiebung ohne Drehung ist

W = Wy = Oy = ... constant,

daher kann @ vor das Summenzeichen gesetzt werden. Oder
S. 023 =0

Da nun @ nicht Null ist, so muss der andere Factor ver-

schwinden, daher
5 e L OSSR SR
Wird aber das ganze System um eine belichige Axe & um den
sehr kleinen Winkel & gedreht, so iibergeht nach (104) «; in
o+ 0, = ay +9Feay.
In dieser Formel bedeutet & den Einheitsvector lings der Axe;
den Scalarfactor ¢ konnen wir unter das Vectorzeichen setzen
und mit & vereinigen, so dass wenn wir nun anstatt e kurz &
sehreiben nun & einen sehr kurzen Vector bedeutet; wir haben nun
o, = Vea; und 1B >< T'Veo; cos ¢ = — 8.8, Vea,

Nun ist aber nach § 52 8.3 Vea, = S.eVey b

Es muss nun ebenfalls

EScVap = S.eZVaf = 0.

Da nun & nicht Null ist, so erhalten wir als zweite Bedingung

des Gleichgewichts
S Vafem Qs oo g ol
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Jede von den Gleichungen (I) und (II) vertritt drei Sealar-
gleichungen;

die Gleichung (I) sagt aus, dass wenn man alle Krifte
parallel zu sich selbst in einen Punkt versetzt, ihre stati-
sche Resultirende (oder Vectorsumme) gleich sei Null,
oder dass keine fortschreitende Bewegung moglich sei;
die andere (II) driickt aus, dass das aus allen Kriften
resultirende Kriftepaar gleich sei Null, oder, dass keine
Drehung erméglicht werde. ¥)

34. Um eine einfache Anwendung von der letzten Aufg. zu
geben, wollen wir den geometrischen Nachweis liefern. dass ein
Tetraeder, welches in eine Fliissigkeit eingetaucht ist, in der ilberall
ein und derselbe Druck herrscht, sich im Gleichgewicht befindet.

Es seien dieselben Bezeichnungen wie in (Aufg. 20) ausser-
dem sei der auf die Flicheneinheit ausgeiibte Druck 24. Der
Druck der auf die Flichen ausgeiibt wird, ist beziiglich

AUB ... 4.absin(408).

(Will man ihn als Vector angeben, so muss das voranstehende
noch mit dem Einheitsvector in der Richtung senkrecht auf die
Ebene 408 und nach innen gerichtet multiplicirt werden; somit)

AOB ... 4.absin 408 . = AVaf

A0C .o A e — —dVay

BOC ... 4.V3y — —4Vyp

ACB ... —A4.V(CA. CB).
Die Summe dieser Krifte ist

A[(Vap —Vay

PyB)—V(CA.CB)] = 0
nach (Beisp. 19). Es ist also die erste Bedingungsgleichung erfiillt.

Die Angriffspunkte dieser Druckkrifte sind die Schwerpunkte
der gedriickten Flichen somit ihre Vectoren beziiglich

slatB8), Yslat+p), YsB+7), Ysla+B+7).

Man hat nun die Producte aus den Vectoren der Angriffspunkte
und der Krifte zu bilden und ihre Vectorantheile in eine Summe
zu vereinigen; man findet

*) Vapf = cab sing = ¢.(a sin ¢)b, der letzte Factor bedeutet die
absolute Grisse der Kraft, a sin¢ die vom Ursprung auf die Richtung
der Kraft gefiillte Senkrechte, somit das Product beider das Moment der
Kraft und ¢ die Axe der Drehung, welche diese Kraft zu erzeugen be-
strebt ist.
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- e ; : 3
3 V.l(edp) Vap Flae+7) Vya+(B+7) vyl
—(a+B+7) Fap+ Vya+TPy)
= '_"’ V.[yVBa+pBVay +alyBl = 0;
3 ]

denn nach Formel (85) ist

V. 7[:‘{(( = u,\'i-j;/_ﬁ‘{‘g'},”

V.BVay = ySaf—adgy

V.aVyB = 38ya

v Saf}
7 Sap,
also der eingeklammerte Factor gleich Null.

s ist daher auch die zweite Bedingungsgleichung erfiillt.
o todut <] o

Halle, Druck von E. Karras.
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