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Yorwort

Dnruh die allgemeine Definition des bestimmten Integrales, welche Riemann seinen Unter
suchungen {tiber die Fourier'sche Reihe voraufgeschickt hat, und durch Mittheilungen, welche Schiiler
des Herrn*Weierstrass aus dessen Vorlesungen gemacht haben, hat die Discussion der Principien
der Infinitesimalrechnung einen lebhafteren Anstoss in mathematischen Kreisen erhalten, und es sind
hierdureh Untersuchungen herbeigefiihrt, durch welehe jene Principien, die durch Dirichlet's Arbeiten
fiir ewig festgestellt zu sein schienen, nicht unwesentliche Abinderungen erfahren haben. Es sind zwar
Dirichlet's Grundlagen nieht geradezu hinfillig geworden, aber es hat sich gezeigt, dass in ihnen
manchmal Voraussetzungen enthalten sind, weleche der Leser ithersieht, so dass er die Beweise fir
allgemeiner hiilt, als sie sind. In Bezug auf die Fourier'sche Reihe hat Diriehlet selbst die Trag-
weite seiner Beweise iiberschitzt. Der strenge Beweis des grundlegenden Satzes, dass eine stetige
Funetion, in welcher fiir abnehmende % lim [/(@+%) — f(@)] : & in einem Intervalle iiberall Null ist,
in diesem Intervalle einen unabiinderlichen Werth habe, auf welchen Satz die Integralrechnung auf:
gebaut werden muss, ist von Dirichlet gegeben, aber er findet sich, wenigstens in den von Herm
Meyer herausgegebenen Vorlesungen, mehr gelegentlich an einer Stelle, an der man seine Wichtigkeit
micht vermuthet. Uebrigens sind jene Vorlesungen in Bezug auf die Integration durch Reihen und auf
die Zulissigkeit der Differentiation unter dem Integralzeichen von wirklichen Irrthiimern in den Prin-
cipien nicht ganz frei. Diese Umstinde machen es, wie ich glaube, wiinschenswerth, die neuern
Methoden einem grisseren Publicum im Zusammenhange zugiinglich zu machen, was hier versucht
wird. Die nachfolgenden Bogen beschiiftigen sich damit, die strenge Theorie der Quadratur und die
Hilfsmittel der Auswerthung bestimmter Integrale in Kurzem zusammenzufassen. Zu diesen Hilfs-
mitteln gehdren auch die Doppelintegrale, und es musste ihnen deshalb ein Kapitel gewidmet werden,
in welechem jedoch nur das Nothigste Platz gefunden hat. Ebenso fruchthringend fiir die Auswerthung
von Quadraturen ist die Integration zweigliedriger Differentialien, welehe merkwiirdiger Weise in deu
meisten Lehrbiichern eine sehr oberfliichliche Behandlung findet. Der Beweis des Cauchy'schen Satzes
oder, was dasselbe ist, der Beweis, dass das Integral eines zwei- oder mehrgliedrigen Differentials bis
auf eine additive Constante bestimmt sei, der meist mit Hilfe der Doppelintegrale (Riemann’s Beweis)
bewiesen wird, kann mit denselben Mitteln gefiihrt werden, als der fir das eingliedrige Differential
Die Theorie der Integration zweigliedriger Differentialien hat deshalb ebenfalls in einem Kapitel Platz
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gefunden. Hierbei musste von Functionen mehrerer Verinderlichen die Rede sein. Die Stetigkeit die-
sor Functionen ist schon immer richtig definirt worden, aber bei den Anwendungen dieser Definition
ist gleichwohl gefehlt worden, was zu einer Bemerkung des Herrn Heine Veranlassung gegeben hat,
die mitgetheilt ist. Dies ist der Inhalt dieses Biichleins. Es wurde neben meinen Vorlesungen iiber
bestimmte Integrale an hiesiger Universitit im Winter-Semester von 1874 zu 1875 angefertigt. Moge
es seinen Zweck erreichen, ein grosseres Publicum fiir die neue Methode zu interessiren.

Freiburg, im Mirz 1875.

J. Thomae.




L R
ML

oln oin

i

o
r

12.
13.

o

14,
15
16.
17

Ll R R

Inhaltsverzeichniss,

Der Gleichheitsbegriff fiir aleebraische L5t I M A e v il e el e e
Die Grenze einer nicht ab- oder nicht zunehmenden Zahlenreihe mit endlichen Termen.

Die obere und untere Grenze einer zu- und abnehmenden Zahlenreihe mit endlichen Termen , ., . |

Der allgemeine Functionshe, beispiele unstetiger Funetionen e i Lt et ]

Obere und untere Grenze einer endlichen Funetion. Grisste Schwankung in einem Intervalle , . . . . .
Stetigkeit einer Function in cinem Punkte. Stetigkeit in einem Intervalle. Heine's Bemerkung iiber die
Stetigkeit in einem Intervalle MES R S I S i R L R R S B L
Schluss auf die Gleichheit zweier stetigen Functionen aus der in unendlich vielen Punkten, oder aus der
im Innern eines Intervalls anf die Gleichheit an den Grenzen. f(a+0) und fla—) R i i
Eine stetige Function besitzt ein Maximum und ein Minimum, d. h. gie nimmt ihre obere und nntere Grenze

mindestens einmal wirklich an S T L o e e e e M. i e e i
Eine. stetige Funetion nimmt Jeden Werth zwischen der obern und untern Grenze mindestens einmal an.
Tt et —=<gy == Al Byl ol e S LTReh Bt T s AReEnlt S R S S Ry TS TR e G
Yorwiirts genommener und riickwiirts genommener Differentialquotient.  Ist der vorwiirts oder riiekwiirts
genommene Differentialquotient einer zwischen ¢ und b stetigen Funetion gleich Null, so ist diese Funetion
eine Constante et L e LR it A e s e e pon R KU i o G a2 s
Eine stetige Function, deren vorwiirts (oder riickwiirts) genommener Differentialquotient eine bestimmie
Funetion ist, ist bis auf eine additive Constante besthmmt ot Sial el ol ciilnsy ol ol 30" et b sbahes

Bezgichnung des bestimmfen Integrals. Elementare Sitze, Partielle Integration R s AT b
Grster Mittelwerthsatz. Auf ihn stiitzt sich die Taylor'’sche Reihe. Verallgemeinerung des Mittelwerthsatzes

L:
fiir ein Product zweier Functionen SNSRI SATUNREOR iy, RotgbraeRini i laadd won e S
Zerlegung des Integrationsintervalles in aehreie o s sl S dEemg i B0 f - el il DR i
Anwendung des Mittelwerthsatzes auf das zerlegte Integral . . . . . dh

Hilfssatsz. Der Mittelwerth einer Summe von Producten, in denen ein Factor immer dasselbe Zeichen hat ’
und § 18, Das bestimmte Integral als Grenzwerth einer Summe. Wenn der Grenzwerth der kritisehen Summe
:f””_. 1 ﬂ’”l("r'u f..rﬂ) Null ist, so existirt ein Grenzwerth und die stenz des Integrals ist erwiesen .

Aufziihlung der Fille, in welehen die kritische Summe die Grenze Null hat, mithin das Integral existirt
Beispiele integrabeler unendlich oft unstetiger Functionen. Es giebt unendlich viele Funetionen, deren Integral
zwischen zwei beliehicen Grenzen ergtdedich Nalledsh 0 0 o T o R St STyl SR s o
Zwei stetige Functionen, von denen die eine den vorwiirts genommenen, die andere den riickwiirts genom-
menen Differentialquotienten /() hat, kimnen sich nur dureh eine additive Constante unterscheiden
Der erste Mittelwerthsatz gilt auch fiir das durch eine Summe definirte i P [ S e 1Y
Der Differentialquotient eines durch den Grenzwerth einer Summe definirten Integrales ./f{:t‘j.r{;:', genom-
[}
menen nach der oberen Grenze @, 18t f(x+0) oder f(x—0), je nachdem er vor- oder rilckwiirts genommen
wird, und ist nur so lange vorhanden, als diese Grissen bestimmt gind . . . . . . . ity S
Das Integral ist immer gine stetige Function seiner Grengen . . . . st ek e R e et
Der Integralbegriff aus der Summe definirt ist in gewisser Beziehung weiter als der aus dem Differential-
SOstonbany Rl EBET 5 B i D N T e Sl

LF T
Ist _/ f(@)de = ./ p(x)dx, so ist fla+0) = p(x+0), fla—0) = glx—0), g0 lange diese Griissen
a a

exiutiruu.......‘.....,..................

9
10
11
11

16
16




=

- U T

L R

wn

B

WO N SN AR MR O

ofn WA

o

o SO

s i uin

o o e

e sl

T TR T A R R R R R R

VI

Zweiter Mittelwerthsatz (von Du Bois Rl-ylzmud} iy & Al e R Vel e e F ML e
Das Wallis’sche Prodnet . . . . i a E Re Ae,  R s o L e
Differentistion eines Integrals nach einem l'arumct[*r S e Bl e R e TR T, P
Beispiel einer Funetion, in der die Differentiation unter dem Integralzeichen ein anderes Resultat als die
Differentiation des Integrals liefert . . . ,

Genaue Bedingungen, unter deren ‘\.ur:u.u-mt;rung unter :ln-m l||rn1.:r.ﬂu'||‘hon rllﬂvrfnnrr m'rrlt.n chrf Ein
hiiufig vorkommender Fall . Y
8y

Ausreichende Bedingungen filr dic Richtigkeit des Satzes =

dx oy oy 6 :
Allgomeine Differentiation eines |Ilh'gl"I.|H- Rt St WDy SN L e Bt WO L T
Substitution. Willkiirlichkeit der Gremzen . . . U o ey ML WP S R WA e o
Ausdehnung der Substitution auf Functionen ohne rlu:r |l"| lu llill n Ihllv ntialquotienten . . . . . . .

Das Product zweier integrabeln Fupctionen ist integrabel . . . . . . . . . . .

Das Integral unendlich gross werdender Funectionen nach Diriehlet
Einige allgemeine Fiille, in denen dies Integral einen Sinn hat. . . . 5

Allgemeine Regeln iiber die Integrabilitit von Functionen, deren I.II'H-lIle BtTrlg lllu'nilhll: \llrd illL .ibt‘r
unendlich oft ihre Zeichen wechseln, giebt es nicht. Beispiele von integrabein Funetionen, die in unendlich
hoher Ordoung unendlich gross werden, und die unendlich oft unendlich gross werden. Versuch eine inte-

grabele Function zn construiren, die in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich gross wird
Die Substitntion, wenn in dem Ausdrucke da = g/(y)dy ¢'(y) wendlich gross wird . . . . . . .
Der Sinn des Integrals, wenn die Grenzen wnendlich sind. Allgemeine Kriteriem . . ¢

Beispiele zwischen unendlichen Grenzen integrabeler Funetionen, die den allgemeinen |\:I':Il:11“ll Tllt!il geniigen,
aber unendlioh oft ihre Zeichen woehsoln. . . . . . . . « & ¢ & & 4 & & o & = 8 8 s 4 4 0w s
Difterentiation eines Integrals wit unendlichen Grenzen, oder eines Integrals einer unendlich werdenden
Funection, ete..

Doppelintegrale.

Zweifach unendliche Zahlenreihen unterscheiden sich von einfach nnendlichen nur durch die Anordnung .

Obere und untere Grenze einer Funetion von zwei Verinderlichen . . . A I SRE L ¢
Definition der Stetigkeit einer Funetion zweier Veriinderlichen. Versteckte lnw!ellgk{'ltl'n Beispiele unste-
tiger Funetionen, . . B L e o 0 i e ekt T oy 0a by e g N U S s
Eine stotige Function zweier \'n-riimh-:'li:-h(-n hesitzt ein Maximum und Minimum . . . . . « . . .
Functionen vom beliebig vielen Verinderlichen . . . . . . « & ¢« & o 4o o & o o 4 & & & &

Mittelwerthe einer Function sweier Veriinderlichen ; §

Heine's Bemerkung iber die Stetigkeit einer Funetion nnr-v! § 6.) ol

Definition des Doppelintegrals dureh den Grenzwerth einer Summe. Die kritische Summe 1
Aufziihlung der Fiille, in denen dieser Grenzwerth vorhanden, oder die kritische Summe Null ist. . . .
Mittelwerthsatz fiir Doppelintegrale

Zuritickflihrung des Doppelintegrals auf zwei aufein: 1.111!:11!01:1 lhh l,hmil: ituren. Yertauschung der Reihenfolge

Einftihrung never Verinderlichen . . . « & o o ¢ v o o o o 5 o & = a .
Das Produet zweier Quadraturen kann als Doppelintegral aufgefasst werden. . . . . . . . . .
Integration unendlich werdender Funetionen . . . . . . . . . 2 y P
Integration fiber unendlich grosse Gebiete. . . .
singuliirve Doppelintegrale >
Integration zweigliedriger Differentialien.
Differentinlquotient in der Richtung ¢ S e L R oy g e
Partielle |I||I| rrentialquotienten ;
Definition des vollstiindigen zwe l;‘.‘|l!llll"‘lT| ["Iﬁl‘TcntI.\i* . e
5§ ¥ el - - r‘rJl {."I ¥ .
Eine stetige Function w ist constant, wenn 7~ — s— == Nuollist. . . . . . . . . . .
oxr oy

Sie ist in e¢inem einfachzusammenhiingenden Gebiate 7' his auf eine additive ' Constante bestimmt, wenn

on on: ;
dort -~ P = L P i s

or oy

Definition des Integrals J/  pda 4 g dy.

“0"a

Seite

I8
19
20

= b b

S0
11

S0
32

a8

an




VIl

Helle
§.60  Zerlegung 'in mehrere IRtogmale . . . e i e e s S i ot
§ 66. Integrationsmethoden, wenn das Gebiet 7' ein Rechteek ist . . . . . . . om0 SRR e Rt e aeE
§ 67. Integrationsmethoden, wenn das Gebiet T beliebig ist . . . . . . . . . . e R R s
§ 68. Definition des Integrals als Grenzwerth. Integrationsweg . . . . . . . . . il iy S TS o« w30
§ U9. DBeispiel eines nichtintegrabeln Differentials . . . . . . . . . . . . . . . . 2 om f n ety S
§ 70. Herleitung der Integrabilititsbedingungen . . . o o S e - - T T
§ 71. Das Integral iiber einen geschlossenen Weg ist \ml R T R N S R O R e W 12
! §72. Riemann’s Beweis desselben (Cauchy'schen) Satzes . . . T R e N T e
§ 73 Wenn » in einem Gebiete stetige partielle Differe Illllllill-lll{'llll n hus-n:.a'r g0 besitzt sie dort auch ein voll-
stiindiges erstes Differential . . . . S o [ v e e e Sl e o e TR S vttt e Y e R O
§ 74, |1'Iﬂlllltll-lflult unter dem Integralzeic ku i O S e e WA L P e S L S e e 1
§75. Der Cauchy'sche Satz fiir den Fall unendlicher p |l|u| Pt S TR R R A S e L
§ 76. Die p‘ulu-llv Differentialgleichung einer Function einer complexen \:_rdmluih hen e T s T T i
§ 77. Integral einer Function zwischen complexen Grenzen . R R A O TR A ol e e e T 45
wiz) .
§ TS, .f e dz fiber eine geschlossene Contour um z, ist gleieh 2wim(zy). . . . . " P A Ly 15
§ 79 und 80. Auswerthung einiger specieller bestimmter Integrale mittelst des Canchy’schen Satzes . . . . . . 46
§ S1. Integration durch Reihen. Gleic hmiissige Convergenz . . St S ML IS et 'R T By 8
Nachtrag. Du Bois Reymond's Erweiterung der partiellen Integration. . . . . . . . PRI S T 1 L
?




Errat s

§ | Zeile 15 lies ,,ungleich® statt ,gleiche. § 4 Zeile 1 lies ,in denen* statt ,in der®. 8§ 4 Zeile 25 lies
LJmuss y* statt ,,muss n*. § 7 Zeile 19 lies ,, & und & statt ,,& um &'*. § 5 Zeile 23 lies ,ay-+-A% statt o0
§ 10 Zeile 3 von unten lies (1 —2)"+(1—a) "+ n* statt "+ " +na¥  § 20 letzte Zeile lies nd, endlich® statt
Jist, endlich®.  § 30 Zeile 7 von unten lies ,,/™(a, 1)* statt ,/(x, 1" § 36 letzte Zeile lies &% statt & § a7
o = y - - Al . t—¢* L5 e A :
Zeile 8 lies ,klein werden* statt . klein sein*. Zeile 13 lies f statt f . §42 Zeile 14 lies ,,a — 1% statt

C—E 6—E

et 1% Seite 30 nach der Aufschrift , Doppelintegrale® ergiinze ,,§ 43%. Seite 31 Zeile 1 lies , A" statt ,,0%
§ 50 letzte Zeile lies ,, i + /A sin ¢** statt , y + & sin ¢ § 71 Zeile 1 lies ,Ist® statt ,Is*. Seite 42 Zeile 2 lies
+Rechtecke so einschreiben® statt . Rechtecke einschreiben *. Nachtrag Zeile 2 lies ,dessen = statt ,seine =,




Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale.

§ 1. Das Gebiet der reellen Zahlen kann zerfillt werden in positive und negative rationale Zahlen
cinerseits, und positive und negative irrationale Zahlen andererseits. Die Rechnung mit den irrationalen
Zahlen, welche durch rationale Zahlen nur mitfels einer unendlichen Reihe von Operationen, also eigentlich
nicht dargestellt werden konnen, und sich demnach von den rationalen Zahlen wesentlich unterscheiden,
bernht aunf einer Ausdehnung des Gleichheitshegriftes. Zalilen heissen gleich, wenn man von ihnen nach-
weisen kapn, dass sie sich wn weniger als jede dem absoluten telrage nach noch so fklein vorgegebene
( zundichst rationale) Zahl wnterscheiden. Die Gleiehheit analytischer Gebilde, die durch eine unendliche
Reihenfolge von Operationen deflnirt sind, kann offenbar nie vollstindig bewiesen werden, wenn man nicht
diese Ausdehnung des Gleichheitsbegriffes zulisst. Denkt man sich in jedem Falle die Zahlen durch Decimal-
zahlen ausgedriickt, so sind zmwei Zahlen gleich, wewn sie ous gleich vielen Ganzen, gleich vielen . Zehniein,
gleich vielen Hundertsieln, gleich vielen Tausendsteln ete. bestehen. Vermdge dieser Definition der Gleichheit
nimmt jede Zahl, gleichviel ob sie durch eine Decimalzahl mit einer endlichen Anzahl von Stellen im Bruch-
theil dargestellt ist, oder ob ihre Darstellung eine unbegrenzte Anzahl Stellen erfordert, einen bestimmten
Platz im Zahlensystem ein. Denn vergleicht, man zwei Zahlen mit cinander, so milssen sie sich in irgend
einer Decimalstelle unterscheiden, wenn di:;%th sind, wenn aber alle Decimalstellen fibereinstimmen, so
weit man sie auch bilden mag, so kionnen sich die Zahlen offenbar nur um weniger mmterscheiden, als jede
noch so kleine vorgegebene Zahl, und sie sind deshalb gleich zu nenpen.

Unterscheiden sich zwei Dezimalzahlen in irgend einer Stelle, so sind sie ungleich, ansgenommen
in dem Fall:

¢+ 0, 3y...004+1) = a0, fy... uv999. ..,
wenn nun lauter Neunen folgen. Die Zahl 1 enthilt 9 Zehntel, 9 Hundertstel, 9 Tausendstel u. s. w.

Die Algebra lehrt*), dass man auf diese im Grunde zum Theil idealen Zahlen die Rechnungsregeln,
der Zahlen mit endlich vielen Ziffern ausdehnen kann, ohne dass man dabei zu neuen Hypothesen Zuflucht
nehmen miisste, Hier kann darauf nicht weiter cingegangen werden, es soll nur voraufgeschickt werden,
dass in dieser Schrift es ein hiinfiz angewandtes Beweismittel fiir die Existenz einer unbekannten Grisse
als Zahl ist, dass man zeigt, dass, wenn sie existirt, sie sich von einer Decimalzahl in keiner angebbaren
Decimalstelle unterscheiden konne. Diese Decimalzahl ist dann die unbekannte Zahl. Der Sinn dicses
Satzes wird sogleich an dem folgenden Beispiele klar werden.

§ 2. Lehrsatz. Wenn die Terme einer Zahlenreihe, @y, @3, @5 ... @u ... von einem bestimmten
ab mit dem Index fortwilhrend wachsen, oder wenigstens nicht abnehmen, 80 wachsen diese Terme entweder

*) Man vergleiche einen Aufsatz von Herrn Heine: ,Die Elemente der Funetionenlehre* in Crelle’s Journal
fiir Math. Bd. 74. pag. 172.

Thomae, Einl. in 4. Theorie d. bast. Integrale. 1
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iiber alle Grenzen, oder wenn dies nicht stattfindet, so kommen sie einer bestimmten Zahl a, welche die
Grenze der Zahlenreihe heisst, beliebiz nahe. Man sehreibt dies go:

lim &, = .

N = o

Beweis. Dass die Terme iiber alle Grenzen wachsen kéunnen, bedarf keines Beweises, also ist
pur nachzuweisen, dass sie sich einer bestimmten Zahl « unaufhorlich nihern miissen, wenn sie iiber eine
gewisse Zahl M niemals hinausgehen.

Dass man bei der Untersuchung der Grenze einer Zahlenreihe beliebig viele Terme von Anfang an
fortlassen kann, ist evident, und wir nehmen deshalb an, wir hitten so viele Terme fortgelassen, dass dieselben
mit dem Index nur noch zunehmen, oder wenigstens nicht mehr abnehmen, oder wir nehmen an, dass die
Terme gleich vom Anfange an niemals abnehmen. Ist nun « dicjenige ganze Zahl, die kleiner als @ ist,
aber moglichst wenig davon versehieden, so bilden wir die endliche Reihe der ganzen Zahlen

s T 1, U e U + v,

in weleher u +4- » = M ist, so sind die Terme a,, @, ... von einem bestimmten ab nothwendig, wie weit
man gie auch bilden mag, simmtlich zwischen zwei aunfeinander folgenden ganzen Zahlen ¢, und « + 1
enthalten, welche sich unter den Zahlen w, w + 1,...% + v befinden, oder sie fallen von einem bestimmten
ab simmtlich auf eine solche Zahl e, welche dann die Grenze der Reihe ist. Hat nimlich irgend ein Term
die Zahl ¢ iiberschritten, so sind auch alle ") folgenden grosser als «, und da kein Term iiber # - ¢ hinans-
geht, so miissen diese von einem bestimmten ab zwischen # +v—1 und w« + v liegen, oder wenn u 4+ v—1
picht erreicht wird, zwischen #-fv—2 und #+4+v—1 u s w., also zwischen gwel ganzen Zahlen « und
« -+ 1. Natiirlich kann « auch negativ oder o sein.

Ist nun keine ganze Zahl die Grenze, liegen aber die Terme von einem bestimmten ab zwisehen «

and ¢4 1, so dass a1 niemals erreicht oder iiberschritten wird, so bilden wir die Zahlen

¢, a4+01, a4+02,... a+03, « + 1
und lassen bei der weiteren Untersuchung alle Terme, die kleiner sind als @, fort. Dann mussen die ‘Terme
der restirenden Zahlenreihe von einem bestimmten ab alle gwischen zwel Zahlen « -+ 09 und «+0, (5 -+ 1)
liegen, worin 3 hichstens =?4 ist, wenn gie nicht auf eine der Zahlen « -+ 0,8 selbst fallen, welche dann
die Grenze der Reihe ist. Denn entweder wird « -+ 0,9 iiberschritten, und dann liegen sie von dem ersten
iibersehreitenden Terme ab simmtlich zwischen o 0,9 nnd « + 1, oder & 0,9 wird nicht erreicht. Dann
wird entweder ¢ - 0.8 iiberschritten und sie liegen von dem ilbersehreitenden ab zwischen < 0,8 and
e+ 0,9, oder e+ 0,8 wird nicht erreicht u. s. w. Da aber & nothwendig iiberschritten wird, so liegen sie
also von einem bestimmten ab zwischen «+ 0,3 und ¢+ 0, (34 1). Ist nun keine Zahl a+ O die Grenze
gelbat, #o bilden wir die Zahlen
a+08, ad+0p81, at+0p2, ... @ 089, «10,Ip+1)

und untersuchen nun von der Zahlenreihe den Rest der Terme, die ¢ 4 0,3 iiberschreiten. Dann liegen
ans denselben Griinden wie vorher die Terme der Zahlenreihe von einem bestimmten ab simmtlich zwischen

zwei Zahlen ¢ 40,87 und «+ 08 (y + 1), worin 0=7=9, oder sie fallen von einem bestimmten ab simmt-

lich auf eine Zahl ¢+ 0,37, welche dann die Grenze der Reihe ist. Ist aber eine solche Grenze nicht vor-
handen, so theile man das Intervall zwischen ¢+ 0,57 und a4 0,8 (y + 1) wieder in 10 Theile und fahre
so fort. So welangt man zu dem Resultat, dass die Terme von einem bestimmten ab zwischen zwei Zahlen
a-+0,8yd ... . gro und at0,8yd ... ur (g+1)
liegen oder auf eine solche Decimalzahl selbst fallen, welche dann die Grenze der Reihe ist. Gelangt man
auf diese Weise nie zu einem Ende, so liefert doch die fortzehende Untersuchung eine Methode, von einer
Decimalzahl & +0,87d ... groct... immer mehr Stellen zu bilden, gerade so wie der Algorithmus der
Quadratwurzelausziehung eine Methode liefert, von einer Decimalzahl Stelle auf Stelle hinzuschreiben, man
gelangt also 8o zu eciner bestimmten Zahl ¢ =« 0,870 ... uvocr ... und diese ist dann die Grenze

*) Die Wiirter .siimmtlich*, .alle* und iihnliche sind hei diesen Untersuchungen nur mit Mithe zn vermeiden.
Sie bedeuten nur: .zo0 viel man aueh bilden mag oder kann®.
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der Reihe. Man kann immer einen Term a, angeben, 80 dass dieser und alle folgenden sich von dieser

Decimalzahl um weniger unterscheidet als jede noch so kleine vorgegebene Zahl,

Die Zahl « selbst wird in vielen Fillen von keinem Term erreicht, selbst dann nicht, wenn die
Grenze eine Zahl a4 0,a3...u»rp ist. Dann wird die Methode der Bestimmung dieser Grenze offenbar
die Zahl a+0,ep ... ur{p—1)9999 ... liefern, weleche ¢4 0,8y...pure gleich ist. Der dhnliche

Lehrsatz: In einer Zahlenreihe, in weleher die Terme fortwihrend abnehmen (oder wenigstens
nicht zunehmen), aber nicht unter eine bestimmte positive oder negative Zahl herabsinken, nihern sich die
Terme einer bestimmten Zahl, welche die Grenze der Zallenreihe heisst, beliebig,

brancht wohl nun nicht noch besonders bewiesen werden,

§ 3. Mit denselben Mitteln beweist man einen Satz iber Zahlenreilhen. in der die Terme nicht der
Griisse nach geordnet sind:

Lehrsatz. Liegen die Terme einer Zahlenreihe Gy g ...dp .., alle zwisechen zwei endlichen
Zahlen P und ¢ (die positiv oder negativ sein kénnen), so giebt es eine bestimmte Zahl & von der Be-
schaffenheit, dass kein Term iiber & hinausgeht, dass aber Terme angegeben werden kénnen, die sich von &
beliebig wenig unterscheiden, und es giebt eine bestimmte Zall g, unter welche keine Term herabsinkt, aber
es kinnen Terme angezehen werden, die sieh von g belichig wenig unterseheiden. @ heisst die obere
Grenze, ¢ die untere Grenze der Zahlenreihe. Natiirlich ist nicht ausgeschlossen, dass Terme diesen Grenzen
wirklich gleich sind. (Wachsen die Terme einer Zahlenreihe von Anfang an, so ist die obere Grenze der-
selben das, was wir vorhin schlechthin Grenze nannten.)

Nehmen wir eine ganze Zahl », die kleiner ist als einer der Terme, die in der Zahlenreihe stelien
und nehmen wir an, dass kein Term grisser als die ganze Zahl u 4 v sei (u-fv = (), 80 bilden wir wieder
die endliche Reihe ganzer Zahlen u, u - L, u+2, ... u+v. Dann gieht es entweder Terme., die tiher
#+4v—1 liegen oder nicht. Im ersten Falle giebt es Terme zwischen # -+t v—1 und 24 v. Im letzten Falle
siebt es entweder 'I‘urtm-, die #-+p—2 fih{-|'.~atvi_;:vl| und dann giebt es also Terme zwischen # -4+ p—2 und
#+v—L1 und dariiber hinaus keine, u. s. w. Da aber Terme vorhanden sind, die u iibersteigen oder
wenigstens gleich « sind, so muss es zwischen # und » v zwei ganze um Eins verschiedene Zahlen ¢ und
¢+ 1 geben, so dass es Terme iiber w« giebt, diese aber simmtlich unter o -1 liegen, oder endlich, es
fallen Terme auf eine solche ganze Zahl ¢ und es geht keiner daritber hinaus. Dann ist « die obere
Grenze der Reihe. Ist dies nicht der Fall, so theilen wir das Intervall zwischen ¢ und « 1 in 10 Theile «,
c+01, a+02,... ¢+09, «+1. Dann gieht es, wie dieselbe Schlussmethode zeigt, entweder Terme
die ¢+4-0,8 iibersteigen und @40, (3 1) nicht iibersteigen, oder es fallen Terme auf « +08 und keiner
geht dariiber hinaus (0= $=9), in welchem Falle « | 0,8 die obere Grenze der Reihe ist.  So filrt man
fort, das Intervall a 40,3 bis «+0, (34 1) in 10 Theile zu theilen wie vorhin, und gelangt zn dem Schluss:
Es giebt entweder Terme zwischen 0,87 pwp und a4 0,67 ... gr(p-+1) und keiner geht iiber die
letzte Zahl hinaus, oder es fallen Terme auf eine Zahl « | 0,87 ... uvp und keiner geht dariiber hinaus,
in welchem Falle diese Zahl die obere Grenze der Zahlenreihe ist. Kommt man aber auf diese Weise nie
zu einem kEnde, so liefert doch die Untersuchung einen Algorithmus zur Bildung einer Decimalzahl
a+0, By ... urgoar... welche die obere Grenze der Reihe ist, die vielleicht von einem bestimmten Term
erreicht (e, ist kein Term), vielleicht micht erreicht wird, jedenfalls nicht itherschritten wird. Denn giibe
es einen grossern Term, so miisste der Werth derselben sich in irgend einer Decimale von & = a4 0,3y
+» o P07, .. unterscheiden und zwar grosser sein, dann wiire also bei Comstruction der Zahl & der Al-
gorithmus falsch angewendet worden. Sollte etwa 40,8y ... ur(p+1) die obere Grenze sein, die nielit
erreicht wiirde, so wiirde offenbar unser Algorithmus die Zahl e+ 0,07...0vp999..., die c¢+08y...
frle +1) gleich ist, fiir & liefern.

Dass ebenso eine untere Grenze g vorhanden ist, bedarf wohl nun keines besonderen Beweises.

Als Beispiel diene die Zahlenreihe
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Die obere niemals erreichte Grenze ist 1, die untere —I.
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§ 4. Der Functionshegriff. Der Functionsbegriff pflegt in seiner allgemeinsten Bedeutung zum
ersten Male bei der Lehre von den bestimmten Integralen aufzutreten, und es ist deshalb gerechtfertigt,
denselben hier zn besprechen, obgleich er denen, die diese Lehre studiren, im Allgemeinen schon be-
kannt sein muss.?*)

Die Grosse y heisst in dem Intervalle von @ bis b eine Function von &, wenn jeder Zahl & zwischen
@ und & eine Zahl y zugeordnet ist.

Also eine Function von & ist eine Art Tabelle, in welche zu jeder Zahl @ eine correspondirende
Zahl y eingezeichnet ist; von einem analytisch darstellbaren Gesetz ist dabei gar nicht die Rede, wenngleich
eine Methode erfordert wird, zu jedem Werth von @ den betreffenden y in eindeuntiger Wéise zu bilden,
weil eine Tabelle unméelich alle rationalen und irrationalen Zahlen in einem noch so kleinen Intervalle
enthalten kann. Es konnen aber diese Methoden fiir einzelne Theile der Intervalles oder fiir gewisse Classen
von Zahlen s. B. fiir rationale und irrationale sehr verschiedene sein. Umkehrbar ist im Allgemeinen eine
golche Funetion nicht, denn einerseits brauchen die Werthe von y gar nicht ein Intervall zusammenhingend
auszufiillen, andrerseits kémnen zu einem y eine unzihlige Menge von Werthen & gehdren, so dags also zu
einem # das x nicht eindeutig bestimmt ist.

Es scheint néthig, einige Beispiele allgemeiner, nicht durch die gemeinen Methoden bestimmier
Funetionen zu geben.

Denkt man sich, es sei y fiir Zahlwerthe von @ zwischen @ und & gleich 0, wenn der Zahlwerth ™)
durch eine Decimalzahl mit endlich vielen Stellen ansgedriickt wird, aber gleich 1, wenn dazn unendlich
viele Stellen nithie sind (also fir unendlich viele rationale Zahlen, und fiir alle irrationalen), so ist y fir
jedes x zwischen o und b bestimmt, also y eine vollkommen definirte Function von .

Eine Function, die fir alle « ausser fir = +1 und = —1 den Werth 0 hat, und an diesen
beiden Stellen den Werth 4, kann im Allgemeinen durch die Gleichung
' A.1n
y = lim —

o TR
bestimmt werden, nur muss n fir = 0 besonders definirt werden, weil 0~ nichts ist. Eine solche be-
sondere Definition muss auch sechon bei sehr einfachen Funetionen an einzelnen Stellen angewendet werden,

wenn die Rechnungsoperationen dort keinen Sinn haben. So ist zum Beispiel y =@

im Allgemeinen
gleich Eins, fiir =0 aber ist sie durch die Gleichung nicht definirt. Bestimmt man sie fiir x=10 nicht
besonders, so versteht man wohl meist den Grenzwerth lim @ : fiir dem absoluten Betrage nach abnehmende
& darunter. Oft aber gieht es einen solehen Grenzwerth nicht, oder er ist von der Richtung der Anniihernng
abhiingie. Allein correct ist es, an solechen Stellen die Function besonders zn definiren.

Eine Funetion, die fiir alle positiven = den Werth fa, fiir alle negativen den Werth —=2 , fiir
=0 den Werth O hat, ist
y = lim are tg (ur).
=

Diese Beispiele migen geniigen.

§ 5. Obere und untere Grenze. Eine Function von & (y=/ [z]), die zwischen a und & end-
lich bleibt, d. h. zwischen zwei angebbaren Zahlen P und O liegt, und fir jedes angebbare & in dem Intervalle
bestimmt ist, hat eine obere Gremze & und eine untere Grenze g, so dass filr keinen Werth von & die
Funetion grosser als & oder kleiner als g ist, dass aber entweder fir Werthe von die Funetion y wirk-
lich gleich & und g wird, oder dass Werthe von x angegeben werden konmen, fiir welche y sich von
untl andere, fiir welehe sich » von g beliebig wenig d. h. um weniger als eine dem absoluten Betrage nach
noch so kleine Grisse ¢ unterscheidet. & und g sind bestimmte Zahlen.

Beweis. Da / (x) endlich ist, so gehen die Werthe fiir kein # iber eine gewisse ganze Zahl
u-+v hinaus und sinken unter eine angebbare ganze Zahl u nicht herunter. Nun giebt es entweder Werthe

*) Hier wird zuniichst von reellen Functionen gesprochen, Eine complexe kann in zwei Theile y = ¢ ()
iy(x) zerlegt werden, und () und w(x) sind dann gesondert zu behandeln.
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der Funetion, welche die ganze (positive oder negative) zwischen u und u+v gelegene Zahl ¢ iihersteigen,
und keinen der iiber a+1 hinausgeht, oder es giebt solche, die auf ¢ fallen, aber keinen der « ithersteigt.
Im letzten Falle ist e die. obere Grenze, die also fiir ein bestimmtes & erveicht wird, Tritt dieser .Fall
nicht ein, so muss der erste eintreten, nach der im § 3 angewendeten Schlussmethode. Nun theilt man das
Intervall zwischen « und ¢+ 1 in die 10 Theile
a+00, ae+01, «+02,... «4+09, a+1,

so tritt wieder die Alternative ein: entweder giebt es Werthe von Ax), d. h. man kann @ so bestimmen,
dass y iber -+ 0,8 hinausgeht, aber keinen fiir welehen y = ¢ 40, (34 1) ist, wenn 0 = g =9 ist, oder
es giebt Werthe, filr welche v gleich @+ 0,8 wird, und es giebt keinen fiir welchen y itber diese Zahl
hinausgeht. Dann ist diese Zahl @+ 0,8 obere Grenze, die fiir ein bestimmtes x erreicht wird. Im andern
Falle aber muss das Intervall von e 0,8 his 40, (74 1) wieder in 10 Theile getheilt werden w s w.
ganz wie im § 3. So gelangt man nach und nach zu einer bestimmten Zahl « 08y oo upp, .. die die
obere Grenze ist, welehe vielleicht fiir irgend einen Werth von @ erreicht wird, vielleicht auch nicht. Aber
Jjedentalls lassen sich Werthe von @ angeben, die von dieser Zahl & um weniger als die beliebig klein vor-
gegebene Grisse ¢ kleiner sind.  Denn ginge /(x) nicht iiber 6 —o hinaus, so miisste der Algorithmus, der
zur Herleitung von & diente, falseh angewendet sein, die obere Grenze wire kleiner als t; —a, oder gleich
ti—¢. Die Schliisse fiir die untere Grenze sind analog.

Theilt man das Intervall von « bis & in beliebige viele kleinere Intervalle « bis Gy oy bis s .. Gay
bis & so hat die Funetion in jedem Intervalle (die Grenzen jedesmal eingeschlossen) ecine obere und untere
Grenze, Die Differenz der obern und untern Grenze einer Function in einem bestimmien Intervalle soll
die grisste Schwankung der Function in dem Intervalle genannt werden.

Die obere Grenze der Funetion sin war in dem Intervalle von 0 bis 2 ist 1 und sie wird fiir @=1
erreicht. Die obere Grenze der Funetion

¥ = sin o — lim 2

T4
po= et

=" +n

die fiir =0 Null sein soll, ist ebenfalls Eins, sie wird aber fitr keinen Werth von . zwischen 0 und 2
erreicht. Aber man kann & so wenig von 1 verschieden anné¢hmen, dass anch y beliebiz wenig von 1 ver-
schieden ist.
¥ 6. Lisst sich fiir jedes @ zwischen « und # eine bestimmte Zahl % so angeben, dass der
absolute Betrag von
St —fx) = o

klein vorgegebene Zahl igt, nnd worin & jede zwischen

ist, worin ¢ eine dem absoluten Betrage mach beliebig
0 und 1 liegende Zahl bedentet, und worin filr x==¢ nur das positive, fiir x=>», nur das negative Zeichen
vor § genommen werden soll, wenn <74 ist, (umgekehrt wenn ¢ > b ist), so heisst / (x) in dem Intervall
von ¢ bis b stetig. Man kann die Stetigkeitsdefinition auch so fassen: Liisst sieh in dem Iutervall von
¢ bis b fiir jedes @ ein Intervall, welches @ im Innern enthilt, 5o bestimmen, dass die grisste Schwankung
der Function /(x) in demselben kleiner als ¢ wird, so ist /(x) in dem Intervall von @ bis b einschliesslich
der Grenzen stetig. (Die Grenzen ¢ und # konnen natiirlich nur an der Grenze eines Intervalles liegen.)

Die Griisse eiues Intervalles von @, bis x, sei die Differenz xy3—x, absolut genommen.

Lehrsatz, Ist die Function /(x) in dem Intervall von ¢ bis & stetig, so giebt es eine Grisse d,
unter welche kein Infervall zwischen # und b herabzusinken braucht, wenn es an einer beliebizen Stelle
80 bestimmt werden soll, dass die grisste Schwankung kleiner als ¢ wird, oder was dasselbe ist, man
kann das Intervall von @ bis & in so viele gleiche Theile zerlegen, dass in jedem der hierdurch erhaltenen
Intervalle die grosste Schwankung kleiner als ¢ wird.

Beweis.*) Vom Punete @ an (@ sei der Bequemlichkeit halber kleiner als b) giebt es ein solches

Intervall d; dass die grosste Schwankung darin kleiner als o ist; an dieses anstossend ein solches Intervall

*) Auf die Nothwendigkeit, einen solchen Satz aufzustellen und zn beweisen, hat Herr E. Heine zuerst auf-
merksam gemacht,
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dy

g0 dass in ihm die grisste Schwankung kleiner als 26 ist w. s w. dy 0, ... Die Zahlen a-+d,, atd,
+ 0y, ... seien o, ,..., sie wachsen immerfort. Wenn man diese Yahlenreihe fortbildet, so kann diese

)
Zahlenreihe, die fortwiithrend wiichst, b s0 erreichen, dass die Anzahl ihrer Terme endlich bleibt, etwa n ist.
Dann muss es nothwendig unter diesen Intervallen d; d, ... d, ein kleinstes geben, welches mit d be-
geichnet werden mag. Dann braucht an keiner Stelle zwischen @ nnd & ein Intervail kleiner als ¢ gemacht
zu werden, damit die grisste Schwankung in dem Intervalle kleiner als ¢ sei. Denn die Grenzen eines
solehen Intervalles kinnen entweder in einem der Intervalle ¢y dy ... d, liegen, und dann ist die grisste
Schwankung < 16 oder sie kinnen in zwei benachbarten liegen, und dann ist die grisste Sehwankung
immer noch kleiner als .

Der andere Fall aber, dass die Zahlenrveihe a, @s... @, ... sich einer Zahl ¢ =0 unaufhirlich
nihert, ohne sie zu erreichen, wird ad absurdum gefithrt. Die Intervalle d, d,... d, missten dann
effenbar von einem bestimmien ab kleiner als eine noch so klein vorgegebene Griisse £ werden. Nun aber

giebt es eine bestimmte Zahl £, fiir welche flc—&&) —/(c) absolut gemommen < i wird, und da die

Zahlenreihe @ a5 ..., wenn sie sich ¢ nihert, mit einem bestimmten Term @, die Zahl ¢—¢ iiberschreitet,
g0 branchen mithin nicht noch zwischen @, unendlich viele Zahlen @41 @442 ... ecingeschaltet zu werden,
damit in den Intervallen #, bis dnpi1, @1 Dis dpis, @upte bi8 @p4s ... die grosste Schwankung unter

16 bleibt, sondern es kaun sofort fiir &,y die Zahl ¢ gesetzt werden. Also muss immer der erste Fall
eintreten, die Anzahl der d, d; ... 0, muss endlich sein. (5= 1).
Wire in einer Funection fiberall nur /(x4 &h) — f(x) < 6, nicht nothwendig auch /(z—5h)

— f(x) < 6, so wire der hier anfeestellte Satz nicht richtiz. Denn in der Funetion
?

/ lim are te(xn) 4 41 i £(2)

¥ o are tg(rn) -+ <lhm : — i

U e Y e (1—)" + (1—a) " 4-n

ist filr jedes @ ein b angebbar, so dass /(x+§h) — f(x) < 6 wird, dieses h muss aber unter jede noch

g0 kleine Zahl herabsinken, wenn & sich von der negativen Seite her der O niihert.

§$ 7. Hieraus folgt leieht, dass wenn zwei zwischen # und b stetize Funetionen /(2) und ¢ (x)
fiir alle Zahlen 2 von der Form « -+ (2)~" gleich sind, wenn « eine beliebige ganze, und m jede ganze
positive Zahl ist, so sind sie fiir alle @ gleich.

Nehmen wir die Einfachheit, fiir « die Null, und fiir 5 die Eins, so kann man die Zahl m so gross

annehmen, dass die Zahlen
1 5 2 gm___q am

| I' .jH.J -j.'n’l., oy i 1 )M
- - & -

Intervalle bestimmen, die kleiner als jede noch so klein vorgegebene Zahl 4 sind. Nimmt man nun 4 so
klein, dass die grisste Schwankung der Functionen /(2) und ¢ (2) in allen Intervallen von der Grosse A
weniger als ¢ betriigt, was naeh vorigem Paragraphen mbglich ist, so kénnen sich die Werthe von / und g
fiir ein beliebiges # zwischen 0 und 1 nnr um weniger als ¢ unterscheiden und miussen also, wenn der
Gleichheitsbegriff nach § 1 gefasst wird, da ¢ beliebig klein genommen werden kann, einander gleich sein.

Ebenso miissen zwei stetige Funetionen einander itberall gleich sein, wenn gie es fiir alle Decimal-
zahlen sind oder fiir alle irrationalen Zahlen ete.

Ein vielfach angewendeter, hierher gehiorender Satz ist der: Wenn zwei Functionen im Intervall
von & bis b stetig sind und fiir alle @ <5 im Intervall iibereinstimmen, so sind sie auch fiir w==14 einander
gleich. Oder auch wenn sie fiir » > a ibereinstimmen, so sind sie auch fiir x=ua einander gleich.

Sind nidmlich 7 («) und ¢ (&) die Functionen, so ist

f(b—h) =r(B)+ 86, o(b—h) = () L&'
worin 6, G' absolut genommen beliebig klein sind, wenn 4 klein genug genommen wird, und § um &' zwischen
0 und 1 liegen. Nun ist aber, wie klein auch A sein mag, f(b—h) = q@(b—h), also f(b)+ 56 = ¢ (b)
+ &'6' und also f(B)—@(h) = F 564 &6’ also absolut genommen kleiner als 6+44'. Also kinnen

d

sich diese Werthe, da ¢ und 6’ beliebig klein genommen werden konnen, dem absoluten Betrage nach

um weniger als jede moch so kleine vorgegebenme Zahl unterscheiden, mithin sind sie gleich. Ebenso

/(@) = g (a).




Unstetige Functionen kénnen fir einen Werth ¢ leicht andere Werthe erhalten als diejenigen sind,
die man erhiilt, wenn . zunehmend, oder wenn & abpnehmend dem Werthe ¢ sich nihert. Dirichlet be-

zeichmet die Grenzwerthe lim f(x-+%) und lim f(a—~k) bez. mit /(2+40) und /(¢ -0), was hier auch
fi=1 fr==1)

geschehen soll. Ist fx) =lim are tg(nz), so ist /(40) = {7, A—0)=—ix, £(0) 0. Auch konnen

=

bei einer vollkommen bestimmten Funetion / (w+0) oder /(x—0) unbestimmt sein. Die Funetion /()
= -ain | | die filr w=a gleich Null sein soll, ist fiir jeden Werth von a hestimmt, aber /(a40) und
\r—/ 3

f(2—0) haben keinen Sinn.

§ 8. Maxima und Minima. Eine in dem Intervalle von « bis b stetige Function hat in dem-
selben mindestens ein Maximum und mindestens ein Minimum, d. h. eés giebt mindestens einen bestimmten Werth
von @, filr welehen sie ihre obere Grenze erreicht, und mindestens einen Werth von @, fiir welchen sie
ihre untere Grenze erreicht.

Beweis. Wir begniigen uns, den Satz fiir das Intervall O bis 1 zu beweisen, weil durch die Sub-
stitution &’ = (x—a):(b—a) die zwischen « und b vorgegebene Function in ecine andere verwandelt wird,
welehe in dem Intervall von O bis 1 stetig ist. Jedem Werthe von 2 aber entspricht ein und nur ein
Werth von .

Das Intervall von O bis 1 theilen wir in zehn Theile durch die Zahlen 0, 0,1, 02 sl 09 L Ba
muss wenigstens in einem die obere Grenze & dieselbe sein als in dem Intervalle von O bis 1. Dies Intervall

0, bis 0, («¢+1) theilen wir in 10 Theile durch *die Zahlen 0,20, O,al,0,a2, ... 0,29, 0,(a41]). Ho

muss wenigstens in einem dieser Intervalle die obere Grenze ( sein, etwa zwischen O3 und O,z (5 1).
So theilen wir wieder in 10 Theile und fahren so fort zu schliessen, und gelangen so nach und nach #zn

einer Zahl O,apy ... gro... von der Beschaffenheit, dass zwischen O,c, und Oue1, zwischen 0,8 und

O,t(8+41), zwischen O ... pre und Oef... ur (o41) die obere Grenze & ist. Ich behaupte fiir
=000 ... urp ... ist /-f_-"uj-—' fi. Wiire flax,)= 66— Ll,{l'l":.-':-sl't' als & kann f (x,) nicht sein, weil & die
obere Grisse ist), so kunn man auf beiden Seiten von w ein so kleines Intervall 4 abschneiden, dass in
diesem Intervall /(o M) =/(ag) 1544 ist, wie klein auch 4 wiire, wobei & &’ zwischen O und 1
liegen. Also wiire f(xg48h) < 6—dA 4 &34 < 6 —5A.  Andrerseits aber kann man so viel Stellen von

der Zahl x; abschneiden, dass die beiden Zahlen O, ... gro und Owf ... wv (p41) ins Innere des

Intervalles a:y—% bis & y,+h fallen; in diesem Intervalle aber ist die obere Grenze 7, d. h. man kann Werthe
von @ angeben, fiir welehe £(x) > G —14 4 (nach § 6) wird. Also einmal folgt, dass /(&) im Intervall von
&y—h bis &k kleiner als #—44 sein miisste, ein andermal, dass in dem ganz im Innern von @,—7% bis

] J

Zy+h liegenden Intervalle zwischen O ... uro und Op ... v (p-+41) die Function Werthe haben
miisse, die grosser als 6—34/ sind. Dieses ist aber nieht vereinbar, wenn nicht 4=0 ist, also wenn nicht
Flxy) = G ish

§ 9. Lehrsatz. Eine zwischen 2 und # stetige Funetion von & nimmt jeden Werth zwischen
ihrem Maximum und Minimum mindestens einmal an.

Liegt die Zahl W zwischen ¢ und @ L.r,r" M=), so muss die Funetion [/le)— M]3 die stetig ist

7
fir irgend einen Werth von @ ilre untere Grenze annehmen. Diese sei 4% Wire Ad=0, so heisst das,
fiir einen bestimmten Werth von & zwischen # und b ist /(2) = M. Wiire aber 4 von 0 verschieden,

80 konnte /[.r) keinen Werth zwischen #—4 und W+ A annehmen, weil sonst [ /le)—W]* < 4? wiire. Nun kann
man aber dag Intervall von « bis 4 in eine so grosse Zahl gleicher Theile zerlegen, dass in jedem die
grosste Schwankung kleiner als /4 wird, wenn A4 nieht O ist. Sind die Theilpunete ¢, @, ... @4, 1, s0 bilden
die Werthe f(a) /(ay), f(as, f{an—), f(B) eiue endliche Anzahl von Zahlen, von denen je zwei auf ein-
ander folgende, hiéchstens um A von einander verschieden sind und von denen dann mindestens eine grosser

als 6—4, eine kleiner als g+ ist, weil in irgend einem Intervall /(&) = &, in einem andern /(x) g
ist. Also muss auch unter der endlichen Anzahl von Zahlen (@), flay) ... eine vorhanden sein, die
von M um weniger als 4 verschieden ist, so dass [/(a,)— M]* << 4* ist, wenn [/ (u,) jene Zahl ist.. Also
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kann es eine von O verschiedene untere Grenze der Funetion [/(x)—M]* nicht geben. Man sehireibt dies
go: Ist /() stetiz zwischen ¢ und &, so kann immer
g + &§(6—g) = fla+§(b—a)] = [fIb+5"(a—h)]
gesetzt werden, wobei & &, & zwischen O und 1 liegen.
§ 10. Lehrsatz. Wenn eine in dem Intervall von @ bis » stetige Function so heschaffen ist,
dass ein positives /i fiir jedes & so bestimmt werden kanm, dass

[ (x—H) —mw(a)]:h

dem sbsoluten Betrage nach kleiner als ¢ ist, wie klein auch ¢ vorgegeben sein mag, wenn also (lim /i = 0)
lim [w(x4-R)—n(x)]:h = 0

ist, so ist fidr alle & zwischen « und b
w(x) = w(a) = w(h) = Const.

Weun nicht bloss [ (x+4A)—m (2)]:h, sondern auch [»(x—Ah)—mw (x)]:—h die Grenze O hat, wenn
also iiberall der in gewdhnlicher Weise genommene Differentialquotient zwischen a und b Null ist, so ist
die Forderung der Stetigkeit der Funetion w(x) iberfliissig, weil sie in der Gleichung

w (x+-h) —mn(x) absolut genommen = Ak 6
schon enthalten ist.

Es ist nicht unwichtiz, auch Functionen in der Integralrechnung zu betrachten, in denen der vor-
wiirts genommene Differentialquotient, wie wir den Ausdruck lim [w(x+ h)—m(x)] : B nennen
wollen, von dem rickwiirts genommenen Differentialquotienten lim [0 (x—h)—m(x)] : —h ver-
schieden ist, oder in denen der eine oder amdere gar nicht exisfirt.

Es sind demmnach die beiden Siitze zu beweisen: v

Ist m(2) eine in dem Intervalle von @ hiz b stetige Funetion, und ist entweder
erstens der vorwiirts genommene Differentialquotient itberall gleich Null,
oder ist zweitens der riickwiirts genommene Differentialquotient iberall gleich Null,
go ist w(x) = w(a) = w(b), wenn x zwischen a und b liegt.

Beweis.¥) Der Einfachheit halber sei @ <&, und der vorwiirts genommene Differentialquotient

von w (x) sei Null. Wir setzen

() — w(a)Fx(x—a) . pla), wlax) - .?."(rl\}' —z(,p'—u:'] = q[.r‘}
dann ist der vorwirts genommene Differentialquotient von g(x) = %, der von P(xr) = —x ausgenommen
fiir = = b, wo dieser Difierentialquotient nicht gebildet werden kann, % sei positiv. Dann ist, so lange

a=x<bist, p(x+ k) =qg(x) + zh 4 &k, worin ¢ mit 2 gegen Null convergirt, weil lim [g (x+h)y—g(x): k]
- ist, also immer kleiner als » gemacht werden kann, so dass also g h) > ¢(x) ist. Betrachten wir

demnach die stetige Function ¢(2) in dem Intervalle von « bis a' (2’ < b), so muss sie ibre obere Grenze
nach § 8 irgendwo erreichen, weil sie stetig ist, da aber im Innern des Intervalles an jeder Stelle = ein be-

nachbarter Werth & + # gefunden werden kaun, fiir den sie grosserist, so muss sie ihr Maximum fiir @ = x*
errcichen, withrend ihr Minimum g(4) = 0 ist. Daraus folgt, dass ¢(2’) = g(a) also p(x)=0 sein muss. Da
W(a4-h)— p(a) =—xh+chist, und ¢ so klein gemacht werden kann, dass y(ax+h) — () negativ ist, so ergiebt

cine analoge Schlussweise, dass die stetige Function #p(x) in dem Intervall von a bis &’ ihr Minimum fiir
a=au' erreicht, ihr Maximum aber fiir 2 =a, so dass also W(@)=y(a) oder P(x*)=0 sein muss. Nun ist
-rf(_u""] =0 oder ﬂ-[.-"'_}—.rr-{u] = x{.r‘-- -.rr)
rlf'(.é"]'-:.__ 0 oder m{x) —-;u'[.f;_] < wxla’— )

oder es ist
—xlr'—a) = nw(@)—n(a) = z(x'—a),
und da x beliebig klein gemacht werden kann, so kann sich a(x’) von w(n) um weniger als jede noch so
kleine absolute Zahl unterscheiden, sie sind mithin gleich, so lange a=a" <C b, wie nahe *' auch an & ge-
nommen wird. Da aber w(x) stetig ist, so muss nach § 7 auch w(¥)=mn(4) sein, w. z. b. w.

*) Der beifolgende Beweis ist schon von Dirichlet gegeben. Man vergleiche Meyer: Vorlesungen iiber die
Theorie der bestimmten Integrale. pagg. 27. 28.




Der Beweis fiir den Fall, dass der riickwirts cenommene Differentialquotient Null ist, ist nicht
wesentlich ven dem gegebenen verschieden.
orr ol |

In der Funetion w(x) =lim are te(uw) 4 & lim ﬁ" ist in dem Intervall von -1 bis 4+ 1
o i

n r N=
der vorwiirts genommene Differentialgquotient iiherall gleich 0. Die Funetion #(x) ist aber nicht constant,
sondern hat zwei verschiedene Werthe. Sie ist aber unstetig,

§ 11. Wenn eine stetige Funetion w(2) existirt, deren vorwiirts genommenér Differentialquotient

dem Intervalle von @ bis b iiberall gleich f{a) ist, o kann sie sich von einer andern stetizen Function
@(r) mit derselben Eigenschaft, nur dureh eine additive Constante unterscheiden.

Denn getzt man w(sr)—o(x) = (), so ist glx) eine stetige Funetion, die in dem Intervall den
vorwiirts genommenen Differentialquotienten Null hat, also ist p(z) = ¢(a), also im Intervall w(r) = m(x)
tola) = o(x) 4 Const,, w.z h.w. Ob [lx) stetig ist oder nicht, kommt hicrbei nicht in Betracht, wenn
nur f(x) filr jedes & vorhanden ist.

Auch braacht in einer véllig bestimmten Funetion von & /{4 0) oder
f(—0) nicht bestimmt zu sein, denn davon ist im Beweise nicht die Rede. Kine andere, spitter zu erledi-
gende Frage isi freilich die, ob fiir Funetionen J{x), in denen Ax4-0) unbestimmt ist, die Annalume der
Existenz einer Function a(x) zuliissig ist.

Wenn die beiden steticen Functionen w(z) und @) zwischen 2« wund & dberall denselben riiek-
wiirts genommenen Differentialquotienten /(o) haben, so kinnen »(r) und @ () ebenfalls nur um eine
Constante verschieden sein. Der Beweis ist derselbe.

Es wird sich spilter zeigen, dass zwei stetige Functionen w(x) und w(x), von denen der vorwirts
genommene Differentialquotient der einen und der ritckwiirts genommene der andern in einem Intervalle
einander gleich sind (so weit dies iiberhaupt moglich ist), sieh nur um eine additive Constante unterscheiden
kimnen. Ebenso zeigt erst eine spiitere Untersuchung, in welechen Fillen eine Function w(xr) existirt, deren
vor- oder rickwirts genommener Differentialquotient /) ist.

§ 12. In dem Falle, in welchem eine stetige Funection »(a) existirt, deren vor- oder rilekwiirts
genommener Differentialquotient zwischen a und & gleich fa) ist, pflegt man sie mi[.fﬂ.-'_J dr zu bezeichnen,
und die Differenz »(x)—w(a) 1||jt_}f|'/'1_.v"._l da.  In dem ;\'Ii.‘iil]"lll'kl"I.I/‘i_.r'lrf,.u' ist also die additive Constante

A a
so eingerichtet, dass die Function w(x), das Integral von @), fiir # = a verschwindet. Die Differenz
w(r)—n(a) schreibt man oft anch in'[.r']il". .f.;'l:.l'_l dv = w(h)—mw(a). Der Werth eines Integrals ist nur

p
von der unteren Grenze ¢ und der oberen Grengze b derselben, nicht vom Integrationsbuchstaben &
abliingig. Man pflegt freilich oft fiir die obere Grenze und den Integrationsbuchstaben dieselbe Bezeich-
nung zu wiihlen. Differenzirt man ein Integral nach der oberen Grenze, so ist das Resultat die unter dem
Integrationszeichen stehende Function, wenn man fiir die Verinderliche darin die obere Grenze einsetzt.

War das Integral durch den vorwirts genommenen Differentialquotienten definirt, so kann man zn-
nichst nur vorwirts, im andern Falle nur rickwirts differenziren.

Aus den Elementen der Integralrechnunge sind die Siitze bekannt, die wir hier einfach hinschreiben,

wh B Al
S U@t g@)ar = [7@)de + ) 9()dr,

_/”l'“]lﬁf./‘i.r'] de = Const. /( Slr)d, //1'}.4; s —J"”l/'(.r)rf.r,

/ff (v)dx = jkif.fjlf":lr;f.r}fJ’.'u,' —j [/( }f pla)dedex = f{_n_‘,‘lrf.hq(‘l‘}r!.r' - J i{—ljf gla)drdr,

a f o

wenn /" und ¢ integrabele Functionen sind, und wenn / im Intervalle von @ bis & itberall einen Differential-
quotienten hesifzt.

oy
§ 13. Erster Mittelwerthsatz. Der Werth des bestimmten Integrals _}f [(x)dx  (gelesen das

Integral der Function f(x) von a bis b), gleichviel ob es die Differenz der Werthe einer stetigen Funetion

Thomae, Einl. in d, Theorie d. best. Integrale, 2
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w(x) fir « gleich b und x gleich a, also w(b)—w(a) ist, deren vorwirts gemommener Differentialquotient
gleich f(ir) ist, oder deren rilckwiirts genommener Differentialquotient gleich /) ist, kann gleich
lg +E(6—9)b—a)
wesetzt werden, wenn & die obere, g die untere Grenze der Funetion flx) in dem Intervalle von @ bis & ist.”)
Ist /() zwischen ¢ und b stetig, so kann man dann auch setzen:
_f"’ﬂ.r}d.r = [la FEh—a)(b—a),

. a

worin § zwischen Null und Eins liegt.
Beweis. Die Integrale

J{ A () — Gldx = Plo)— Pla), f AT fla)—gldx = W(x)— ¥(a)

&
haben die Eigenschaft, dass der vorwirts (eventuell riickwiirts) gemommene Differentialquotient des ersten
nie positiv, der des zweiten nie negativ ist. Also ist D) — DPla) = 0, P(x)— Fla) = 0 fiir alle Werthe
von & zwischen @ und b (man vergleiche § 10). Nun ist

S lrt)

Glde = frjlr,f"(.‘!:jn’r—f;'[:r.-—-—.q] = Plx)— Pla) = 0,

Ju.i[{‘v]—g] dt == J‘JI;"[.:'} de—gx—a) = Px)— Fla) = 0,

also
Ge—a) = [Tfln)de = gla—a),
also liegt das Integral zwischen G(r—a) und gla—a), w. z. b. w.

Dieser Satz bildet die Grundlage der Entwickelung einer Function in die Taylorsche Reihe. Hat
pimlich die stetige Function /) in dem Intervalle von x bis &+ % den vorwirts (oder riickwiirts) genom-

menen Differentialguotienten Fx), so st flx+h)—flx) = J"r_'h/‘{.r]f,!.'r.f = hf"(x + &) und also ist
[lx+h) = flx) + hf'x + &ER),
worin A positiv oder negativ sein kann.

Verallzemeinerung. Wechselt die Function ¢(r) in dem Intervalle von @ bis b ihr Zeichen
nicht, so ist

b »h
S r@e@ ar = [g+§(6—9))/ 9(c)d.
Beweis. Es sei g(x) positiv, 8o ist

S @) —6le(x)ax = 0, / (@) —g)o@)de = 0,

[
b i i
_f,r_/ gla)de = J (@) plx) de = 6) g(x)dx,

a [ i

woraus der zu beweisende Satz unmittelbar folgt.
§ 14. Zerlegung des Intervalles. Sind «, b, @y, @3, ... a,__ Zahlen, welche von der
kleinsten unter ihnen bis zur grossten ein Gebiet nmfassen, in welchem eine stetige Funetion
wle)—mnla) = J“”'/t’.‘-']d.r
£

existirt, deren vorwirts (oder auch riickwiirts) genommener Differentialquotient gleich /() ist, so ist

Sr@yas = JU 1@ o+ S5 @+ .+ ) ey

Gn—1

weil w(b)—n(a) = wla) — wla) + wlay) —nw(a) +. . . w(b) — () igt.

*) Hat f{a) keine obere oder untere Grenze, weil es iiber jede angebbare Zahl wichst, oder unter jede,
absolut genommen nocl so grosse, negative Zabl herabsinkt, so hat der Satz keinen Sinn. In den zuniichst folgenden
Untersuchungen wird /() immer als endlich voransgesetat.
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§°15. :i.ll:-idﬂhlllilng‘ des ersten Mittelwerthsatzes. Lieren die Zalilen By Bs oo Oy ZWI-

schen # und b, so ist

J/“JI’F(:E)"I'T - “I""’&;} [.Sfu 'i'U}u_.‘?ll]guJ A {”'3_""".)'{!1 (6, :’H:):E-.j ks -|-(h—r!“ -I]E.{hr t+(ﬁr.-.- a1 )50 i],
a
wenn Sy Sy« Sn— zwischen 0 und 1 liegen, und I’r'l,, die obere, Fu die untere Grenze von /{w) im Inter-
valle von t, bis Gy st

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar, wenn man auf die Glieder der rechten Seite
in der Gleichung

SUr@ae = [* f@)de + [“reyde + ... + 0 f@)da

L (721 T,

den Mittelwerthsatz des § 13 anwendet.

Ist flx) zwischen ¢ und # stetig, 20 kann man schreiben

"= n—1I
T N\ : ; 3
j a"'(\') dr = o ("r.a.' +17 "".Jq)f !_—"'r_u + ::.f:(_”_.-.l 8 A "’-r.-.a) 1y
7] w=1
wobei 4y = @, 0, = b zu setzen ist.

§ 16. Hilfssatz. Sind die Grissen @, ¢,...«, entweder simmtlich positiv, oder simmtlich

negativ, und sind g, 3, ... . belichige Zahlen, deren grisste &, deren kleinste b sein mag, so ist

I H
.| y P 4 ;
\ ‘-‘r,"l:lnlﬁ').” —— L,r" -J_ 5(!, ";}J\ l‘“"r‘ll’l"

1 1

Man kann den Bewels auf den Fall positiver ¢ beschiiinken, weil man im Fall negativer & das ge-

-

meinsame negative Zeichen vor das Summenzeichen setzen kann. Dann ist:

e = inal
h——'a .I” "‘F"..'JC;IH :_-‘\.”
oder
A e ¥
it MgV gy = :'f’ 1 :-[J’-’ ——I'r-'J|_!-.”,

worin § zwischen O und 1 liegt, w. z. b. w.

§ 17. Das bestimmte Integral als Grenzwerth einer Summe. Es fragt sich pun, ob, oder
in welechen Fiillen in dem ausgedehnten Mittelwerthsatz im § 15 » iiber alle Grenzen wachsen darf. Wenn
die Existenz einer stetigen Function w(x) voransgesetzt wird, deren vorwiirts genommener oder deren riek-
wiirts genommener Differentialquotient in dem Intervalle von ¢ bis # gleich /(&) ist, s0 muss natiirlich, wie
gross auch » sei, und wie klein auch die Intervalle a,., —a, sein mogen, die Gleichung des § 15
richtig sein. Allein es sind dann die § zwar unbekannte, zwischen 0 nnd 1 liegende, aber bestimmte

Grossen. Fiir die Theorie der hestimmten Integrale ist aber jemer Ausdruck

b |
l(_h'!{.”.-'e--_-| a '”‘_r.'j |—_."-'rrr | :;.u':.'f’lln .’{uﬂ
nur dann von Nutzen, wenn er fiir abnehmende Intervalle von den Grissen &, unabhiingig wird, und das
triftt in der That in einer wichtizen Reihe von Fillen zu.”) '
Wir beweisen nun in diesem und dem folgenden Paragraph die beiden Siitze:

Wenn die Summe

n—1
b | T N 3
tlull[”-'" 11— ) (Gu—au)5 iy =ra e =b)
i

*) Ob es miiglich ist, dass eine Function fix) der vorwiirts oder riickwirts genommene Differentialquotient
einer stetizen Function w(x) in dem Intervall von « bis b ist, ohne dass der Grenzwerth der obigen Summe von den §
unabhingig wiire, dariiber sind mir keine Untersuchungen bekannt.
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dadurch dem absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht werden kann, dass mam die Intervalle Gy 4
—a,, hinlinglich klein macht, so ist der Grenzwerth der Summe

n—I1
| ) - ' v
n = ‘_[.f.r]({'rlu—;'l_""lu} L"j’l,., + ;:I”l_f‘_,-,. —;’r“)]
(4]
erstens von der Wahl der § unabhiingig,
zweitens von der Wahl der Theilpunkte @ ¢ ... @, nnabhiingig,

wenn nur sammtliche @, | | —«, hinlinglich klein werden, und es hat also die Summe S, einen bestimmten
e = ?

Grenzwerth, welcher nach § 15 dem Integral f "['(;.':} dr gleich sein muss.
22

Bei dem Beweise dieser Sitze setzen wir voraus, dass & >« sei, was man dureh Umkehr der
Grenzen immer erreichen kann, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken. Dann theilen wir das Intervall so
ein, dass die Theilintervalle

; . . 5 . : :
=y B Bl G A simmtlich << ),
@ —a, a'—oa*, a’—ua*, ., b—a? simmtlich < d,,
A 1! a g 2 na—1 i
@' —u, a¥—d", d—d”, .. .., b—a’ simmtlich < d,,
1 2 1 3 & 5 n —1
i

sind, nnd zwar so, dass dy, d; ... d,,...eine fortwihrend abnehmende, unter jede noch so kleine vorge-

gebene Zahl herabsinkende Reihe positiver Gréssen sind, und dass die zweite Theilung ¢ a® a2 . .. simmtliche

Theilpunkte der ersten Theilung @] a, .., a;, mit enthilt, und so weiter jede folgende Theilung siimmt-
liche Theilpunkte jeder vorhergehenden Theilung ebenfalls als Theilpunkte enthiilt, so dass natiirlich n

. - s g - ~ . 0 s ¥ Iy ¥ =4
< Mg <My, <. .. 1st. Es sei ferner die obere Grenze der Funciion /(%) im Intervall von @ bis b4 7

2 ; i :
i » g B : 2 e i
die untere g, Nun hilden wir die Zahlenveihen
LR NI

1y oy Byyo o o Byoo

£ :
worin
ny—I1 fig—1
~ <
- h "av — P f et i LA v
- {-" e (1) {,;“__ 1 ”'NJ “H'? / L | 1) (”rf'— | ”:.r" 'f-'ru
j 4 : . 0 ! [ 4

ist, 80 nehmen die Terme der ersten Zahlenreihe nie zu, die der zweiten niemals ab, und es ist 4, = 8, ...
2

y= DBy, 80 dass auch 4, = B,, B,= 4 ist, und mithin 4,, #,, wie gross auch » sein mag, bez. unter die

endliche Zahl #, nicht herabgehen, und iher die endliche Zahl A4, nicht hinauseehen kinnen. Nach § 2
- H 1 =t

besitzen demnach diese Zahlenreihen bestimmie Grenzen, die mit 4 und # bezeichnet werden migen.

Es ist niimlich 7, das Maximum unter den Grossen Gj, Ggoy, ... Ggiy, Wenn @, a :
y zusammen das Intervall e, bis @, ausmachen, so dass rrf, == Gy rf;:, bap = @yiq 18t Und da die

y — @ simmtlich positiv sind, so ist nach dem Hilfssatz des § 16

£a—f—| S
ﬂ-';j_

Difterenzen uj

o Ly 4l = E 2 p 2 2 ¥ ik - | ] -
L”’,”'H _”_”} r'."’ % (”i‘“:' I _”E") G ] Iy ("‘"{r-.L"..'_"""{r—'— 1) "*y 1 o (\r"y—!— T — rfil—{—r," [) 'r"{:-!-r,'l—] 3
worans folgt, dass
rty— 1 tia—1
i) 1 i e \1 a o 2 3
d(g{}(alu +17 '”.u] by, e [_.H}{”'Iu-f— e "'f_,le) f‘I” oder 4, A4
i ]

ist. In derselben Weise ist &H=4, 4, = 4,
Bs=20s, v ish

1y - - Eine analoge Behlussweise zeigt, dass £y = B,

Um ein Beispiel zu haben, sei f{x) eine Function, die fiir alle rationalen x gleich 1, fiir alle irra-
tionalen gleich —1 ist, so st ) = A =... 4, —... 4= 1, by =0s...=B,...=F=—1,
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f(l i
1
Wenn aber 4, — B, — » (e’  —a’) (6 —g*) dadurch dem absoluten Betrage nach klei-
2 il L ot (1) T | I 1t 7 1 et =
L]
ner als jede noch so kleine vorgegebene Zahl ¢ gemacht werden kann, dass man dy, klein genug (v gross

genug) nimmf, so ist der Grenzwerth

lim 4, = lim By,= 4= 18
und mithin anch & = lim §, =
Hy—1 Hp—1
5 5
T, S LIS L e e B A e e Rl T, v AR
lim {_H](u.” 4 ”I.”}"'y.” f 8, (¢ % y”_jj lim gy, -+ lim {.”1(”'3; W ]:_H(fr g”}.
il ' i) :

Wendet man aunf die letztere Summe, in der die s, zwisehen O und 1 liegen, den Hilfssatz des § 16 an,
1

: : : g S 2 Nt L — vV Py »
so folgt, dass ihr Grenzwerth Null ist, weil sie immer absolut genommen .‘;(rf” " )(r‘,”——r,fr)
- : b= { ! G
Also ist ry—1
S = lim 8, = dim ¥, —-Hi"}||""' +&6°(6* —¢")] = lim 4, — lim B, — 4 — B
S = lim 5, = lin [“]{ bl g (=g )il = Ay = lm b, = 4 = B
0 : ! :
oder einfacher, es ist
n—1
\‘ : = » { . il
ekl (@ v —a) g, + 5.&(”',”_-’!'_”.” = f fx)de
i 2
eine von der Wahl der Grissen £, unabhingige bestimmte Grisse, wenn die Differenzen @, —ua,, simmt-
i X ]
lich kleiner als ¢ gemacht werden und wenn lim d = 0 ist, in dem Fall, in welehem

i—1
ok Wy
if
lim {
()

41 "_'l"l;r){"-‘ll.r{_.ff_fr} — 18

ist. Es wird demnach das Integral durch den Gremzwerth dieser Summe eindentig definirt sein; wenn noch
bewiesen wird, dass dieser Grenzwerth anch von der Art, die Theilpunkte a; @ ... i zu wiihlen, unab-
hiingig ist, was sogleich geschicht.

§ 18. Nachdem die Unabhiingigkeit des Gremzwerthes der Summe von den Grissen § unter ge-
wissen Voraussetzungen nachgewicsen ist, ist es erlaubt, statt |—rj” =ls ...HH, = r;”p ,f(r.r”) oder /[nr 1) oder
[|uH b 8uld, 1 —a,)] selbst in den Fillen zu setzen, in welchen /() zwischen ¢ und b mtbhu“ ist,

wenn nur _]uu: Voraussetzungen erfiillt sind. BEs braucht daher nur noech gezeigt ziu werden, dass der Aus-
druck lim l'(otl,,..;_;—:rfu)ﬁ'u von der Art der Theilung des Intervalles von « bis & in die kleinern oy .
unabhiingig ist, wobei wir Dirichlets Methode folgen kinnen.

Es sei S, die Summe .1'(.rf +1—& )r‘; S’y die Summe "'{u" Lp—d “}n

wy Worin @, 4y, a5, ...

,}L- ' @'y .oty g, b zwei \.rumim-[l[*m- Arten der The ilnng sind und Gy, G°), die oberen Grenzen von
J(x) in den Inh'n-ﬂltn .fm-.:Juu tyy oy q bez. -’-.;.a, a’ 1
Diese Theilungen mbgen nach l[('!' Methode des vorigen Paragraphen schon so weit getrichen sein,

dass S, von seinem Grenzwerth S nur noch um die Grosse & &% von seinem Grenzwerthe 8 um die Grisse
& verschieden ist, wo # und ¢ absolut genommen kleiner als 4o sind. Bilden wir nun die Summe 87
"
R
= (.-,gri___] —H.H) G, in weleher aay” @y ..., b die der Grosse nach geordneten Punkte sowohl der
0 ) i ) i

ML . e - . ry 44 . ¥
Pheilung @ o) @ ... 4,1 b als auch der Theilung « @/ @y’ @y’ ... 4 simmtlich sind und € i die obere Grenze

n''—1

von /() zwischon @, und @ ; 18t, 50 muss nach der Schlussweise des vorigen Parag fm]:ht n ,‘s .y Weil es eine

weitere Theilung der lnhn.ﬂ]:‘ Gy ¢y ... 08t, von § nur nm eine Grisse 7, von 8, weil es cine weitere
Theilung der Intervalle @’ a,” ... ist, von S’ nur um eine Grisse i verschieden sein, weleche Grissen y,
7 absolut genommen kleiner als 16 sind. Also ist

il bas rin Lo b T : = %] ' [ i R e =L T
Si= lim'§,; = S+, S = lim & — RS e H— 8§ — f—m<id; algo=0

?
weil.o beliebig klein gewihlt werden kann. Also ist S= S’ d. h. die Grenzwerthe sind von der Art der
Theilung unabhiingig, w. z. b. w
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§ 19. BEs kinnen nun drei Fiille unterschieden werden, in denen die Forderun
ahsolul genommen

5 WS muss

n—I1
-

.}-ﬂ.HJ (@1 — ) (6 —g,) < ©
1]

dadurch gemachl werden kinnen, dass die Intervalle ) — Oy klein  genug genommen werden, wenn G
heliebig klein vorgegeben ist™, erfillt ist.

Erstens wenn f() eine zwischen o und b stetige Function ist.

Zoweitens menn f(r} nur [iir einzelne Werthe von x unstetig ist, und die Function bei Anndherung
an diese Siellen zwar nicht nothwendig bestimint, aber doch in endlichen Grenzen enthallen ist*)

Drittens menn die Function f(2) zwear unendlich oft wnstetig wird, wenn aber die Summe s der
Intervalle @, 4 —dy,, Oy \—, ... in denen die grossten Schwankungen der Function grisser als die
beliebiy klein vorgebbare Zahl o sind, dadurch Keiner als jede noch so Llein vorgegebene Zahl gemachi
werden kann, dass man die Intervalle kiein genug nimmi.  Anch hier muss (was aus der Bedingung eigent-
lich von selbst folgt) /(x), wenn f(x40) oder J(x—0) unbestimmt sein sollten, durchgehend in endlichen
Grenzen bleiben.

Es ist klar, dass, wenn die dritte Behauptung erwiesen ist, es die beiden ersten aunch sind.

Nun liefern aber zir Summe l'(ril,,_,_l a, )(fr'_,, 3,'“) diejenigen Intervalle, in denen Schwan-
knngen grisser als ¢ sind, einen Beitrag, der kleiner ist als die Summe s der Intervalle multiplicirt in die
grigste Sehwankung zwischen @ und /4 iiberhaupt, die O sein mag. Mithin ist absolut genommen

i 11

:d[l.lfl(""li{-i—l. _”'IN)(”_N_Q_H} < 6(b—a)+s. 0

0
und hat mithin zur untern Grenze Null, weil erst ¢ und dann s so0 klein genommen werden kann, dass
(b —a) + s unter jede noch so kleine Zahl herabsinkt.

Es ist klar, dass die Anzahl m der Intervalle, in denen &G—g > ¢ ist, mit n iber alle Grenzen
wachsen kann, und die Summe doeh zor Grenze Null haben kann, wenn nur m:# beliebig klein wird.

§ 20. Beispiele unendlich oft unstetiger integrabeler Funectionen. Beispiele von Inte-
gralen stetiger und in einzelnen Punkten unstetiger Functionen sind bier iberfliissig, aber wichtig ist, einige
unendlich oft unstetize Functionen anzufithren, die integrabel sind.

[n dem |_||_1'.|_=g1';],l"Irﬁ/'{.,i'}r’f.':,' soll die Funetion /() fiir alle irrationalen Werthe von & den Werth 0
(1]

haben, ebenso fir @ =0 und & = 1. Fiir rationale « soll sie den Werth 1:¢ haben, wenn @ in kleinster
Benennung p : ¢ ist. Danun ist die Anzahl aller Werthe von @, fiir welehe /() =1 : 0 ist, kleiner als
14+2434+...0—1 oder kleiner als (%, wenn ¢ eine’ beliebig gross vorgegebene, also 1: = ¢ eine
beliebig kleine Zahl ist. Denn nur filr die Zahlenwerthe

| s Ry RN R T 30 T sl H—1

YN U e Rt B O e s e S S TR
also fiir weniger als 142434 ... +0—1 Werthe ist f(x) = 1: (.

Theilt man nun das Intervall von O bis 1 in m . (* gleiche Theile, so kann hochstens in (/* Inter-

vallen, deren Summe s = (*: (m0?¥) = 1:m ist, /(@) = 1: ¢ sein, und diese Summe s kann daher, weun

m klein genug genommen wird, jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen. Das Integral ist also be-
stimmt, und hat, wie man sofort erkennf, (weil g, in jedem Intervalle Null ist) den Werth Null

Man kann unzihlig viele Beispiele von 111[‘.‘%t{‘]i§_‘,‘|'!| integrabeln Funetionen bilden, deren Integral von
einem Punkte eines Intervalles bis zu einem beliebigen andern erstreckt, den Werth Null hat. Im angefiithrten
Beispiele ist /(@ +0) tberall gleich /f(x—0) gleich Null. In einer Function, welche iiberall den Werth

e 1
*) Wie z. B. sin & an der Stelle @ =0, wenn ihr fiir 2@ = 0 ein hestimmter endlicher Werth, vielleicht o,
beigelegt wird.
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1 hat, wo gin — den Werth 1 hat, sonst aber Null ist, ist /(40) und ebenso /(—0) unbestimmt, und wenn
r.

man /(0) endlich voraussetzt, so ist /() doch integrabel und das Integral iiber ein beliebiges Intervall er-
gtreckt gleich Null,

Ein anderes Beispiel ist das vom Riemann gegebene folgende, Man bezeichne der Kiirze wegen
durch (x) den positiven oder negativen Ueberschuss von = iber die niichste ganze Zahl, oder, wenn .«
zwischen zweien in der Mitte liegt, und diese Bestimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus den beiden
Werthen ¢ und —=2 (algo die Null), ferner durech m eine ganze Zahl, dureh p eine nngerade Zahl, und bilde
alsdann die Reihe

2ot kY Gy T B C¥e {1 (nx)
/(J) ST + ST o 37 e ]d{m)?"r

so ist die Reihe, wie leicht zu sehen, fiir jeden Werth von x unbedingt convergent; ihr Werth nithert sich
sowohl, wenn der Argumentwerth stetig abnehmend, als auch wenn er stetig zunehmend gleich @ wird, stets
einem festen Gremzwerth und zwar ist, wenn @ = p : 21 (wo p und 7 relative Primzahlen sind)

i ) I 1 l e
e M A v U e B Rl St |T..;’

: { 1 : x
Az—O) =t eaUtpda+..) = @+ %?:

und sonst ist iberall /(x 4+ 0) = flx —0) = /().

Diese Function ist also fiir jeden rationalen Werth von &, der in den kleinsten Zahlen ansgedriickt
ein Bruch mit geradem Nenner ist, unstetig, also zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich off,
80 jedoch, dass die Zahl der Spriinge, welche grosser als eine gegehene Grosse sind, immer endlich ist.
Mithin lLisst die Function eine Infegration zwischen zwei beliebigen Grenzen zu.

Die Function /(2) = sin ;:‘, wenn sie fiir # = (0 der Null gleich genommen wird, ist unstetic und

/(& +0) und f(x—0) sind unbestimmt. Da sie sonst stetig ist, so kann sie von jeder negativen Zahl «
bis —& und von -# bis zu jeder positiven Zahl integrirt werden und wie klein ¢ und # auch sein migen.

o, T i T ; Wl 3 R
Also ist / [(x)dx = '/ /() r!,r.—E—'/ f(@)de 4 (¢ +y) &, wo & eine zwischen —1 und 1 gelegene
o )

a

Zahl ist, weil die obere Grenze von sin — gleich 1, die untere —1 ist.  Der Grenzwerth von (¢ + m)§ fiir
B 5

verschwindende ¢ und 7 ist aber Null, also ist das Integral bestimmt.
Die Funetion
[ (&) = zgin
sin
ol
kann zwischen —a und -+ # integrirt werden, wenn ihr fiir @ = 0 und @ = 1:mx fiir jede ganze positive
oder negative Zahl m der Werth Null beigelegt wird, obgleich sic unendlich oft unstetig wird, und unend-
lich oft /(x +0) und /(x—0) unbestimmt sind. Sind z. B. die Grenzen 0 und 1, so nehmen wir die
=3

2 1 :
als erstes und 1———— als letztes Intervall, der Beitrag, den diese Intervalle

Werthe O bis
erthe wvon 18 dm+1 Smt1

)

2 g
2m4-1" 2m-41
von f(x) gleich + 1, die untere gleich —1, also die grisste Schwankung gleiech 2 ist. Die Funetion

. \ : . ; : - ik 1 g
wird aber ausser in diesen beiden Intervallen noch fiir die m—2 Werthe von @ : S e ;-—11:11ste!;g

: : L ; : : 1
und unbestimmt. Bilden wir Intervalle von der Breite g R deren Mitte die Zahlen -, =y
m.m—2 TS

zur kritischen Snmme ..::J(rﬁ,,_'_|—c:,,){r’a'”—g;lﬂ) liefern, ist gleich . 2, weil die obere Grenze

]

= liegen, so ist der Beitrag, den diese Intervalle zur kritischen Summe liefern, gleich 2(m—2) : m(m—2)
" —




oy

— 9 :m, weil der Beitrag eines jeden einzelnen Intervalles gleich 2 :m(m—2) ist. Also ist der Beitrag,
den alle Intervalle zur kritischen Summe liefern, in denen /(2) unstetig und /(&4 0) unbestimmt ist, gleich
6:(2m~+ 1)+ 2:m oder weniger als b :m. Dieser kann dadurch beliehig klein gemacht werden, dass m
gross genug genommen wird. Der Beitrag der iitbrigen Intervalle zur kritischen Summe aber kann, wie
eross anch m sein mag, weil die Function f(@) darin stetig ist, dadurch beliebig klein gemacht werden,
dass diese Imtervalle klein genug genommen werden, also hat die kritische Summe die Grenze Null, wie es
zur Integrabilitit hinreichend ist.

Man kann aber anch noeh leicht solehe integrabéle Functionen von @ construiren, in denen
f(z+0) in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich oft unbestimmt wird. Eine solehe Funetion ist die

unendliche Reihe

4 9o
: . 1 AL LA a0y 1 AV 00 1 1 : s
@) = sin — + s g (0757 — %) T (looy \...w][""“ ot —._.\ LB E =
a (10))3 A U0\ 75 10p—plt <0 (1 Ji \ 100x—t (1000wl 7 10000—,
worin sin fiir @ = b : o den Werth 0 haben soll. In dieser Funetion ist /(x4 0) fiir jedes & von
o —=0
der Form einer Decimalzahl 0,37 ... prg unbestimmt, aber es ist die Anzahl der Stellen o, fiir welche die

Grenzen der Unbestimmtheit von f(@+0) und f(x—0) grosser als eine noch so klein vorgegebene Zahl
ist. endlich. Die Reihe ist unbedingt convergent fiir jeden Werth von z.

§ 21. Wenn eine stetige Funetion m(x) existirt, deren vorwirts genommener Differentialgnotient
gleich der stetigen Function /(x) ist, und wenn in einem Intervalle von & bis b eine andere stetige Function
o () existirt, deren riickwiirts genommener Differentialquotient gleich /(x) ist, so ist nach § 19

w(x)—w(e) = lim .—l;."}(”.”"' 1 —’{,,}/'(”lrr) = ”:(-!'}—" "”(’f]}
1]
Ay =2, hy = ik, a zwischen 4 und b,

mithin konnen sich o (x) und »(2) nur um ecine additive Constante unterscheiden.
§ 22, Der erste Mittelwerthsatz (§ 13) wurde aus der Definition des § 11 hergeleitet. Derselbe
gilt aber ebensogut fiir das als Grenzwerth einer Summe definirte Integral, wie sogleich gezeigt wird.

‘Da in dem Ausdruck

#n—I1
bl

-I'rf.]("";: - 1° "I'I,'J}.__"I'r_r_r . :E'-'r(f'l_rr_.’f_rf?]_iy o ==y, gty
1]

die Intervalle @, —a, alle einerlei Zeichen haben, so ist derselbe nach dem Hilfsatz des § 16 absolut

n n
genommen kleiner als 630 (41— @,) und absolut genommen grosser als g2yt -tt,,), also absolut
. <N . : : ~()\ "t i

genommen
Glx—a) = l_["ﬂ.,-m_,- = ofEs=a)5 'f'/'ll.ﬂ de = |4 -l-;{ﬁ-—;ﬂ](:r—-n],
[ a
W. Z. b W,
2 ® v _ers W - - * . iMas )
§ 23. Die Definition des lul‘w;;rui.\-l/ /(@)dx war zuniichst die, dass es eme stetige, fir x =@

a
verschwindende Function sein sollte, deren vorwiirts oder deren riickwirts genommener Differentialquotient
gleich /() sei, ob eine solche Funetion /(2) existirt, blieb dahingestellt. Es fragt sich nun, ob vielleicht
durch den Ausdruck

n |
-+

/ Jl)doe = lim e () B 11 —al,,]f'if:-l,,}} Up = &, fy =
& i
bewiesen wird, dass eine solche Funetion m(x) existirt. Hierzu brauchen wir den
Hilfssatz. Es ist

../”If'(:i_']d‘?- - ,_/'cff.l'}d.i' 1 .fﬂ/hiu’-'l‘d"‘:

7l

wenn das Integral durch eine Summe definirt wird, wenn nur die kritische iiber die Integrabilitit entschei-




—— X

dende Summe .‘T(G.I“+| —# 6y —¢,) in dem Intervalle, welches die drei Punkte abc enthilt, zur Grenze

Null hat, (¢ braucht nicht zwischen @ und b zu liegen.) Der Beweis dieses Satzes kann unterdriickt werden,
weil er liusserst einfach ist.

Demnach ist

1|

a4-h w(z+h)—mw(x)
ht R

/'&-E kf{;c-']r,tr— /IJLL;'(:C} r.r':r: — lJ Flix)de —
“a a J ke It
Ist nun erstens /(x) stetig an der Stelle @, so ist nach dem ersten Mittelwerthsatz (§ 22)
w(w~+ k)—mn(x)]: k gleich f(x+ &h) und der Grenzwerth ist f(x) sowohl wenn sich & positiv, als auch
wenn sich % negativ der Grenze Null nihert, weil bei einer stetigen Funetion /(x + 0) = /(a—0) = /(=) ist.
Ist zweitens f(x) an der Stelle = unstetig, haben aber /(2 +0) und f(x—0) an dieser Stelle
bestimmte Werthe, so kann gesetzt werden

ik :
;11 o : J((;r) dr = lim }; (o) —a /() Foy—a f(@) + .o + (@ + 2—x 1) f(4-1)]

r

= lim %/(tl) - Iimﬁl-'_{tru—:n V(@) 4o (@b —a0) f(4-R)],
und da iim%‘ﬁf(w,) Null ist, gleich

lim ; (e —ay ) ) + (g —x) f() + .ov + (2D —a 0/'{:&-{—;‘3)]

und nach Hilfssatz 16, wenn &y @y ... @,y zwischen x und & /% so eingeschaltet sind, dass die Intervalle
Xy —&, Xa—Xy; ... Tp— L1 = &+ h—Fp gleich £ :xn sind, und » zur Grenze oo ibergeht, gleich

lim (’.’i";b) M — f(z+0),

1
wenn k positiv und /(x—0), wenn % negativ ist. M bedeutet hier einen Mittelwerth der Funection [(x) in
dem Intervalle @, bis ®--% und die Grenze dieses Mittelwerthes ist offenbar f(x0), wenn % positiv,
und f(x—0), wenn A negativ ist.") Also ist der vorwiirts genommene Differentialquotient [(x+0), der
rilckwiirts genommene f(x-—0).

Ist /(x) eine zwischen @ und # integrabele unstetige Funetion, bei der aber f(z+0) und /(a—0)
bestimmte Werthe haben, so giebt es eine Function und sie Lisst siech als Grenzwerth einer Summe dar-
stellen, deren vorwirts genommener Differentialquotient zwischen a und b iiberall gleich /(z +-0) und
der riickwiirt: genommene gleieh /(x—0) ist. Aber eine Fuuction, deren Differentialquotient schlechthin
/(&) wiire, ist nicht darstellbar.

Das angewandte Verfahren lehrt nun unmittelbar, wenn /(x4 0) oder /(x—0) unbestimmt
und f(x) gleichwohl integrabel ist, so hat die durch den Grenzwerth definirte Summe wohl fiberall da, wo
(x4 0) bestimmt ist, einen bestimmten vorwiirts genommenen und riickwirts genommenen Differential-
quotienten, aber wo dies nicht statt hat, wo entweder /(x+40) oder /(2—0) oder /(x-0) unbestimmt sind
(und dies kann bei einer integrabelen Funetion in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich off geschehen),
hat die Function #(x) entweder keinen bestimmten vorwirts oder keinen riickwiirts genommenen Differential-
quotienten, oder keinen von beiden*), obgleich sie stetig ist, wie der folgende Paragraph zeigt.

§ 24. Dass auch das durch den Grenzwerth einer Summe definirte Integral stetig sei, ist leicht zu
ersechen. Denn es ist

*) Aus der Annahme, dass f{c) an der Stelle & stetig ist, und f{a+-0) einen Werth hat, folgt nicht, dass man
den Mittelwerth in dem Intervalle von & bis -4 gleich f{a--&h) setzen kann. Die Funetion f{w), welche fiir nega

tive @ Null ist, fiir positive & aber in dem Intervall von = his o | den Werth T hat, ist fiir =0 stetig und f{4-0)-

= 0, aber f(ac+&h) nimmt nicht alle Werthe zwischen Null und /(%) an.
**) Als eine stetige Funetion von x, die an keiner Stelle einen Differentialquotienten hat, ist nach Angabe
i : : e : . Bin (') | Fam g
des Herrn Du Bois Reymond im 79, Bande des Crellischen Journals pag. 28 die Function ¥ ——— von Riemann

. ()
angegeben worden.

Thomae, Einl in d, Theorie d. best. Integrale, ]
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wenn G,y die obere und untere Grenze von /() im Intervalle von & bis & -+ & ist. Es kann aber sowohl
h& als hg beliebig klein gemacht werden, wenn % klein genug genommen wird, weil /(x), also & und g,
als endlich vorausgesetzt wurden, also ist das Infegral stetig.
§ 25. Wir bemerken iibrigens, dass der Begriff des Integrals efwas weiter ist; wenn er aus der
Grenze definirt wird, als aus dem Differentialquotienten. Denn im letzten Sinne giebt es amsser f(x) = 0
keine Function, deren Integral comstant wire; legt man aber die Summendefinition zu Grunde, so giebt es
unendlich viele unstetige Functionen, deren Integral Null ist. (Vgl § 20.) ¥s wird hier nun dberall der
zweite Begriff zu Grunde gelegt.
§ 26. Ist fiir alle Werthe von @ zwischen ¢ und b
S fayae = [ g(x)de,
a a
so folgt dureh vorwiirts oder riickwiirts Differenziren, dass tiberall f{z+0) = @(x -+ 0), f(z—0) = g(z—0)
sei. Sind demnach /() und ¢@(z) stetige Funetionen, so ist fiberall /(x) = g(x), ist aber wenigstens eine
von ihmen unstetig, so kinnen sie sich um eine unstetige Function unterscheiden, deren Integral Null ist.
§ 27. Zweiter Mittelwerthsatz, Aus der Summendefinition ergiebt sich noch ein’ zweiter braunch-
barer Mittelwerthsatz.®)
Wenn die Funection f(x) zwischen @ und » nie zunimmt, oder nie abnimmt, so dass in diesem
Intervall /(x -+ h)—/(x) fiir positive 2 immer dasselbe Zeichen hat oder 0 ist, so ist

b
f j;"'[-'i:}r,r (@) dx = fila) J‘
@ i

2+ E(h—da) ] 4l 158
olx) dr - j'(bj'/ pla) dx, (D=5=a)

a+tE&(b—a)

wird. Da nun f(x) entweder niemals ab- oder niemals zunimmt, so miissen /(4 0) und /(b —0) bestimmte
vielleicht von f(¢) bez. /(b) verschiedene Zahlen sein. Ist /(&) sowohl hei @ als bei b unstetiz, so kann
man, um den Beweis zu vereinfachem, iiber eine der Grenzen etwa b hinaus die Function constant fortsetzen,
o dass in dem Intervalle von & bis b*, b’ > b, f(x) = f(¥) ist. Zugleich soll damn ¢(x) = 0 sein, b <
=p'. Dann ist

Beim Beweise dieses Satzes wird die Allgemeinheit nicht beschriinkt, wemn a < b vorausgesetzt

a!f |":Jr n—1 ¥ X - 4
f fl@)pla)de = / fx)glx) de = 3\ ("J';g'—l _"‘r'u)/’k”hr) ¥ L“‘_rr.] + 4,
‘a a ‘l-.“” ' : '
)
worin @, = b’ @y = 0 ist und 4 mit abnehmenden Intervallen @, (—¢, zu Null herabsinkt. Die Inter-
valle nehmen wir als einander gleich und zwar gleich 0 an. Dann ist
n—1
0 3 . \'1 ! . ;
J( f(@)p(x)de = 0 2y 0n/(a+op) platop)+ 4
t ]

= d7(a)g(a) + f(2+9) [9(a) + ¢ (a-+0)— ¢ ()]

+ d/(a+0p) [p(a) + pla-t+0) + . .. + glatud)—gla) —gla+d)— ... —(a +u—16)]+ ...

+ df(a+dn—1)[g(a) + glatd) + ... + pa+ n—10)—g(a) —p(at+d)—... —gla+ n—2d)]
= d[/(@)—/(a+9)] p(0) + 3 [/ (a+0) —(a+2d)] [9(a) + ¢ (a+9)]

+ ...+ d[/(a +n—2 6)—f(a + n—1 )] [p(a@) +@(a+0) + ... +plat n—2 d]
+ 8/ (a+ n—16).[g(a) + p(a+8) + ... +p(a+n—14]

*) Herr Weierstrass hat denselben seinen Zuhirern mitgetheilt, vertffentlicht ist er zuerst von Herrn Du
Boig Reymond. Den hier gegebenen Beweis hat ungefihr ebenso, doch nicht ganz streng, Hankel in Schlimilchs Zeit-
schrift 1869 verdffentlicht. Ein wvon Herrn G. F. Meyer in Neumanns Annalen Band VI pag, 315 gefithrter Beweis
setzt voraus, dass ¢ nicht in jedem Intervalle sein Zeicheu unendlich oft wechsele,
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wf b=} it 24 m
= [A)— @+ "pde+ 4]+ [Fatd) —fla+20] )" P pde + 4] + . ..
@& a

it Y —_— w+(n—1)4d _— A
+[{(G ’—?’1—2 d)——‘f(a—]"ﬂ—l [})J L]' 3 ] !"f_d_i“ -i— -/kl—l] + f'(a.i_”_.l d) I.-/ 4 qndx_‘_/jn] .+. ‘_/]’

[
worin die Grossen A, 4y, ... 4, mit 0 gegen Null convergiren. Da nun die Differenzen fla+ u—ld}
—f(a 4 pd) simmtlich eu:ulm Zeichen haben, so ist 111Lh dem Hilfssatz des § 16 dieser Ausdruck gleich

[F(@) —f(a + n—1 0)] M + fla+ n—1 r_i_']{/ q:(,r-) dic 4 A f(a +n—18) + 4,
i

: s = ; i a-d i+ 24 at(n—1)4
worin M einen Mittelwerth zwischen den Grossen /a qu(f.f.' +- 4, fﬂ rr;'.ff.!' T /a' ; }{fpd;t' + du-a
i &

bedeutet. Da aber das Integral / w(x)dr eine stetige Function lbr s0 kann man

Y= fOHSE B 4
a4

setzen, wenn § zwischen O und 1 liegt und A4’ als Mittelwerth zwischen 4y s ... A, mit ¢ gegen Null
convergirt. Gehen wir nun mit & zur Grenze O ither, so erhalten wir

B —— o - patE(—a) .
J (@) p()dz = lim [F(a)—fla+ n—18)] [ b gp(x)de + 4] +
i d=1 (/4

lim /(a 4 n—1d)[ f ‘t;' (@) da + A,] + 4

d=0

. T [/ o i
= I_f(ﬂﬁ)—f'{lh'—{_l}]./ vk r‘({;} da: |- /'(iﬂi’——[}.‘]'/ go{'_:r') dx
a T
= ionm ptEE(b—a) | . 9]
= [F(@)—r®)]/ g(x)de+£(b) ) ¢ (x)dr,
s (/4
)ba
weil f(b'—0) = f(h) Illlll‘/ @lx)dr = 0 ist. Dies kann noch gleich

/]

@ ST %@ e + 1)) o)

J’E—-L.'[J—'({j
gesetzt werden, was der zu beweisende Satz war.
§ 28. Ist in dem Intervall von @ bis & /()= ¢@(z), so ist auch / ﬂrjrh = f p(a)dr, denn es ist

vB = y : e }4—1I
‘j [/(x)—g(x)]dx = 0, weil kein Glied der Summe .‘_(n,‘._H (ﬁ,f)[/{n'
a 0 "
sagt, negativ ist,
Mit diesem Satze pflegt man das Produet von Wallis fiir 47 herzuleiten. In dem Intervall ‘von

kuu Element, wie man

Ly

0 bis 4x ist sin* & = sin"H @, also
T T
./ “sintade = j * gin s de.
)3 0
Nun aber ist
"T ) z 4 9
Vighse) b, o] (E 2m—1 Yyt Qv I
J sinade = oo oo, [ CsinttHgde = 2. 2L, ;
[ A e Im 1 85 2m+ 1
also ist
24 2n—2 . x 138 2m—1 - 2 4 2m
N R T T T e G SR OF B o

und wenn man den Factor von iz fortschafft,

2.2 4 4 6 6 2m—2 2m—2 M o ® 22 4 2m—2 2m—2 2m 2m
SN T BT NI s P T Tl BT W 1 DLICH vl ey ey 2m+4-1

Setzen wir den Werth des letzten Products gleich A,., so folgt

- T
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2m4+1 o T

Ap —— = — = 4.
ET T 2 :
Die Gré f h } ; . dm? ..
Jie Grossen Ay, Am41 ... bilden eime zunehmende Zahlenreihe, weil Ay = Ap ;T ist, deren
m*—
Terme immer unter ix bleiben. Andererseits kann man aber m so gross nehmen, dass sich 4, von ix
dm+ 1 1 AR :
bel]eb]g “:t\]ng untElBLh(‘l(\lLI‘ “'{:]l (Im ];n _v]‘m(l I"_z—ﬁi} B 4 4 ]Et‘, weil man also zu "fm nur die Se]ll'

kleine Griosse An,:2m hinzuzufiigen braucht, uwm iiber {m hinauszukommen, folglich ist 47 die Grenze der
Zahlenreihe Ay 45 ... Ap ..., und es ist also

e I R L L T S T NS

é' — —1' "g' ) 3 "5 —.) f - ;i' i g ... In infinitum.

§ 29. Differentiation unter dem Integralzeichen. Der vorwiirts oder riickwiirts genommene
. . - . '8 " 5 I . . -
Differentialquotient einer Function wlx,y)—n(a,y) =/ Ax,y)de nach der Grisse y wird in vielen Fillen
L]

dadureh erhalten, dass man die Function unter dem Integralzeichen differenzirt. Also:
('i‘...(' W—mwla,y) /..4 f._/'(; y) ,ah
oy % w;
Die Beweisfiihrung ist folgende: Es ist
w(x, y+h)—mw(x, y)  w(a 1;—[—,3:) —n(a, y) )( 7z, y+h) — (=, y) dJ
] 5 I
wobei natiirlich vorausgesetzt wird, dass f(x,y) uud f(x,y + k) fiir ein hinreichend kleines A integrabel
seien. Wenn nun fiir alle Werthe von & zwischen ¢ und @ ein Differentialquotient nach y existivt, also wenn
f(ﬂT: fi*l:’? _."r.(J‘r_y) L i{(f‘;’!‘) *_ l'f[."!‘.', y_)
! o1

gesetzt werden kann, so dass H mit & verschwindet, so ist
w(x, y+h)—mw(x, ¥ wila, y-+h)—mwla, z8 , |
GrN—n@y) _ woyN—ss) _ p @Dy L i
h h .
und dieser Ausdruck, so pflegt man zu schliessen, convergirt mit ahnehnwndem It gegen
an(z, y) —wlay) /4’ 0 /(, 1 J)
. 5

&y p Y

P

integrabel ist, w. z. b. w.

0fla, y)
n
oy

Eine andere Beweismethode ist die: Ist w(x,y)— m(x,a) diejenige Funetion, deren nach & vor oder
riickwiirts genommener Differentialquotient f(d',y‘) sst, go ist
o' dw(x,y)  oflwmy) 9 dw(ny)
oy ox g dy e AW T

nach dem Satze von der Verfauschung der Differentiationsreihenfolge. Durch Int(-g:ration erhiilt man

<0/ )dr _ omle,) _am(ss) _ inlo)—m@y) _ 0 pTo o

Y oy dy dy oy oy Y
w.z. b. w. Ehe wir diese Schiussweisen niher priifen, geben wir sofort ein

§ 30. Beispiel einer Function, fir welche die Differentiation eines Integrals nach einem Parameter,
nicht durch Differentiation unter dem Integraizeichen ersetzt wird. Um eine Vorstellung zu gewinnen, denke
man sich ay als Coordinaten der Punkte einer Ebene, die auch noch durch die Polarcoordinaten 7, dargestellt

werden sollen, so dass ¥ = reosq, y =1 Nun sei /(0,0) =0, f(z,y) = f(recos g,rsing)=0,
37 S ; ; ol Gl : . :

so lange @ = = q'-:—ET:, 80 dass sie mur in dem Winkel #ov (der im gleich ist) von O verschieden ist,

Ferner sei, die Wurzel immer positiv genommen, f(x,1) = (1—2?) |/2? s0 lange —1 =2 = +1 oder ¢

zwischen im und 7 liegt. Liings jedes Radiusvector, der vom Punkte O ausgeht (z.B. Om) sei sie constant,
abgesehen davon, dass sie fiir # = 0, y = 0 den Werth Null hat. Also wird /(x, ¥) = f(cotg @,1) sein.
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Diese Funetion besitzt die Eigenschaft, dass fiir jeden Werth von & zwischen —1 nund + 1

of (%, 1 ! : et ;

(%i}) e folw,0) = 0 ist. Denn fiir @ = 0 hat man f{0,y) = 0 und ist x beliebig klein, so kann
Y Jy= LA i : ;

doch A so klein genommen werden, dass /(x, /) —f(x,0) = 0 ist. Also liefert die Differentiationsregel des

vorigen Paragraphen

g b e
= [ o, )de = J [l 0)dz = 0.
(1] /s Sy

Andererseits aber ist
R A 1 - 1 . .
S Reymae = k) (v 1)dz = 2n ) (@—a¥)dr = 2(5—-h = +h,
i, | =1 [1] *
8o lange k positiv und kleiner als 1 ist, wie klein auch 4 sein mag. Das Element mn niimlich liefert zu dem In-
tpgralJ + ,f{,r, 1) den Beitrag mn./"™ (x,1), wenn ™ (x,1) der Werth von f{x,1) im Punkte m ist. Das
<

41 i —- adinis —_— S ;
Element m’n’ liefert zu / * Ax,k) den Beifrag m'n’ ./ Na,b) = mn'.f (&, 1) = honn . [0(2, 1), weil
A5

ot o 5 a . -‘Jn_l o 13 "'1 . - . .
[N, h) = /(1) ist und also ist f.-_._/ fla, dw = / ; (@, k)de. Bilden wir nun den Grénzwerth
1
der Differenz
1

A1 4 -, 1
f;_]'/| [z, hyde -J‘] [z, U)ﬁl.!.“!; = I(:Ji 0) = +,

h : : ; e 0/, 1 {
go ergiebt sich, dass derselbe nicht Null, sondern 4 ist. Hierbei hat (%ﬂ) fiir alle @ einen Werth,
: ay =0

f(a, k) ist integrabel und gleichwohl erhalten wir durch Differentiation unter dem Integralzeichen ein
falsches Resultat. Es miissen deshalb die Bedingungen der Regel des § 29 genauer untersucht werden.

! e S st i / . o/, y)
§ 31. Damit wirklich die Differentiation und Integration vertanscht werden kiénnen, muss 1i&‘—;
ay

= fa(x,y) gesetet] [, y+h)— Az, y) = kfs(x,y) + k. H(z,y) sein, worin durchgehend, d. h. fir alle x
im Integrationsintervalle, ein bestimmtes (von x unabhiingiges) h angegeben werden Kann, fiir welches
J”’.-"!(.!',yjff.r < 6 ist, wenn ¢ beliebig klein vorgegeben ist. Hierzu ist nicht durchaus ndthig, dass /7 selbst
a
durchgehend unter jeden Grad von Kleinheit herabsinke, sondern // kann fiir unendlich viele Werthe von &
erisser als 4 sein, wenn nur (s. §19) die Summe der Intervalle, in welche die Strecke @ & behufs der
Integration zu theilen ist, in denen dies statt hat, wie klein auch A vorgegeben sein mag, durch hinlinglich
kleine Annahme dieser Intervalle beliebig klein gemacht werden kamn. Es kann sogar, wie sich spiter
zeigen wird, A bei Anniherung an einzelne Punkte iiber alle Grenzen wachsen, ohne dass der Satz auf-
héort richtig zu sein.

Ist die Vertauschung der Vorwirts-Differentiation mit der Integrafion zulissig, so braucht dies noch
nicht mit der Rilckwiirts - Differentiation der Fall zu sein. Auech reicht die Stetigkeit und Differenzirbarkeit

-

=x = b in Bezug auf y nicht aus

der Funection f(x,y) in dem Intervalle ¢




; . 0flx,y) . -y . : :
Wenn die Funetion ;{9,;"’ in dem Intervalle ¢ = & = b eine stetige Function von & und ¥ ist, so

0

lisst sich, wie spiiter gezeigt wii-d, eine bestimmte Grésse fiir alle @ zwischen ¢ und b angeben, so dass
absolut genommen die Differenz
ofe,yt0)  Fmy)
oy oy
ist, wie klein auch ¢ sein mag. In diesem Falle ist
S,y + B —flx,y) i df (x, 1) B
h dy :
worin #, so lange & = d ist, absolut genommen kleiner als ¢ ist, und die Voraussetzung ist also erfiillt.
i P g [0 S y
§ 32. Der zweite Beweis der Vertauschbarkeit beruht auf dem Satze, dass o—uii)-{"i;’ ff-) =- (‘—J:(Q:’ v)
ox oYy oy 0x
ist. Seine Schwiche ist aber die, dass dieser Satz nicht diberall richtig ist. Von Herrn H. A. Schwarz *)
sind nenerdings Bedingungen fiir die Anwendbarkeit derselben angegeben worden. Ich sage Bedingungen
und nicht die Bedingungen, weil die Eigenschaft
lim rlim [w(+-hy, yt+h)—w(a+hy y)— w(e, y+k) +w@,y) : hk
fi=0 k=10

= lim lim [w(x4-h, y+£&) —w(@+h, y) —w(z, y+k) + »(z, gl sk .k

k=0 k=10

von andern Eigenschaften ganz unabhingig sein kann. Wir kinnen hier folgende ausreichende (nieht noth-
wendige) Bedingungen filr die Miglichkeit der Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge aufstellen.

h Ml A v ) AR : R e e Lt Yy
Ist filz,0) = _'L%,’_ in einem Gebiete, wie klein dies auch sei, eine stetige Function von & und ¥
. T .
s ofi(x,y)®
SE ALY

und liegt der Punkt @ im Innern dieses Gebietes 7, oder auf dessen Rande, und ist fislz,y) 0
o

ebenfalls stetig, so kann man die Differentiationsreihenfolge vertauschen.
Ist @ ein solcher Werth von , dass die Aufeinanderfolge von Zahlen @...x fiir den festen Werth
y in T liegt, so ist unter dieser Bedingung

..f,l fid(x, y)do = E%}/"' fi(x, y)de = E\_"},{(i’ .’1’)_/'('5% y) = filz, .'f)_/:l(“: .'!’)p

2 e - b - ~ P = * g =
und wenn man die Gleichung / S, y)de = folx,y) —fo(a, y) vorwirts oder riiekwiirts nach & differenzirt,
firs
so folgt
: afu(x, ) —rhila y 5.
fia(x 40, y) = &, )r 2 ¥) = far(®, ¥)
o
oder, wenn /i, (x,7) an jener Stelle eine stetige Function von x und y ist, so ergiebt sich
fi2(,y) = fai(x,y).

Liegt @,y am Rande des Gebietes 7, so braucht nicht nothwendig ein System von Werthen «...&
filr das feste y (eine der x-Achse parallele kleine Gerade) vorhanden zu sein, welches in 7 liegt. Dann
bleibt aber die Richtigkeit bis in jede beliebige Nihe des Randes bestehen und deshalb auch noch am
Rande, wenn fia(x,%) und /3 (x,y) stetig sind. Im Innern ist es unndthig vorauszusetzen, dass f5(2,v)
stetig ist. Die Bedingung, dass f;.(¥,y) in einem Gebiete 7' stetig ist, kann offenbar durch die weitere

E i S i F s
ersetzt werden, dass — X9 )de = —flz, y)dx ist.
& , das ﬁy'{ /1(x,y)da [ﬂyf,( )

§ 33. Die Differentiation eines bestimmten Integrals nach einem Parameter, der aunch in den

Grenzen enthalten ist, geschieht nach den Regeln der Differentiation der Functionen von Functionen.

ép da  op db  Og

d
— ’) . ; = e —
d;fd,(J’ %5 9) fa dy ' 0b dy Oy

*) Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft 1873, pag. 239.




Also ist

d b : : da b o f(zx, )
r €y = — Ly — 4 Alb — —t S
dy 1@ v)de ez Hron g+ S

wenn die Differentiation unter dem Integralzeichen zulissig ist.
§ 34. Substitution. Ein wirksames Iilfsmittel zur Auswerthung bestimmter Integrale ist die
Substitution. Setzt man @ =— (), dv = ¢(y)dy und ist fir ©+ — a Y = @, s0 hat man die Gleichung

il Y
.f d/'(.r)u’.e- tis ] Lo )] o'y dy.
o P

Differenzirt man die rechte Seite nach @, 80 folgt in der That
1y

d oy . a gy , t ’ l
ey ) dy'="— J° W dy =° = flow)] ¢'(y) —— = F(z);
ff.-r',ﬁ{ Mol 96y a Wlew a7 — flewle'y vy

also ist

./wﬂ"!"f}?_) | (y)dy
o

gt D i
eine Function, deren nach a genommener Differentialquotient /(x) liefert, also gleieh tf f(x)de. Hierbei
L4

darf, wenigstens vorliufig, » als Funetion von z in dem Intervalle von @ big & kein Maximum oder Minimum

5 Al eke : ., by : ®
haben. Denn in einem solchen Falle ist "f =0, @(y) = oc, also hat das Integral keinen Sinn.
(/AN e st

Mittelst der linearen Substitution
J
ap—cl + ylbh—u b—a
X = y{ } (e dy
p—a ; B—a

verwandelt sich das Integral

o h—a, 3 ol - —
J‘ I/\{_l‘]ff,l" ih i 'f/ /'({'E‘_ :i [-r—)_),-;y-?

i@

=l p—e

und man kann also durch diese Substitution die Gremzen a,b in beliebige andere «, § verwandeln.
§ 35. Die Beweisfilhrung des vorigen Paragraphen ist jedoch dann unzureichend, wenn eine Funetion
w(x), deren vor- oder riickwirts genommener Differentialquotient /(z + 0) oder fx—0) ist, nicht existirt,

wie dies bei unendlieh vielen integrabeln Functionen /(x) (§ 20) der Fall ist. Die Substitution kann aber

80 ausgedehnt werden, dass die Variabele # als Funetion der nenen Verinderlichen y unendlich oft keinen

Differentialquotienten besitzt, ich meine, dass die Gleichung @ = ¢(y) unendlich oft weder vor- noeh rilek-
wiirts differenzirbar ist. Setzen wir nimlich 2 — o -i—/"' (x)dy und legen der Panetion P(y) die Bedingung
&

auf, zwischen ¢ und y integrabel zu sein, und erhalten wir zum ersten Male den Werth b fir @, wenn bis
¢ integrirt¥wird, so behaupte ich, dass
/] W w1

J fa)de = / fla i-./‘ W (y) dy | wiy)dy 81,

o [£4 /4
wenn / und ¥ integrabele Functionen sind.

Beweis. Wir theilen die Strecke @ in n Theile a @ . .. dpb und nennen den Werth von y,
W ; ‘
filr welchen « -J—'/ P(y)dy zum ersten Male gleich @, wird, «
(14

«- Da das Integral stetig ist, so giebt es

immer ein «, und wenn die @, dichter werden, so werden es anch die e, und die Differenzen Uy 1—1ay,
und Cyt-1—4, verschwinden gleichzeitiz,. Nun ist
; =1
W i 3 e ]
./ /(a+ /f ¥ dy) wly)dy = lim i (Gt —0y) f"(”‘;:) v(a,)
o (1] [
nnd

;l‘d’lt 41 5 ;
Qppt— by = J( i wly)dy = E‘P("I.'f) #H Slzc('f“_.u _i/'_u)] ("_n: +15 “-{:c]r

Gy




wenn §, zwisehen —1 und 1 liegt, und g, die untere, z, die obere Grenze von ¥(y) im Intervalle von
o, bis @, ist. Also ist

’f"(“,u) (‘xlu,-!-—! & ”.u} ==y _g_n(“lu 1 '_”.u} (G;c = ff_u]
und folglich
2 n—I1 n—I1 b
*f 47 . B : . ol N RV
,f( f(ﬂ: i .I Y d!f) pdy = lim \'-(.u'ifr.'r-{u) ({{u °5 It r";e) —lim L{.“‘u = L a;;);;;((’ln_f?.u_}ﬂ thy) = .j -"{(3:')"';".3
i 3 (4 1] i fis

weil der letzte Grenzweérth O ist, wie aus der Integrabilitiit der Function w(y) folgt. Damit ist der
Satz bewiesen.
§ 35a. Die Beweismethode des vorigen Paragraphen zeigt zugleich, dass
das Product zweier integrabelen Functionen ebenfulls eine integrabele Function ist.*)

§ 36. Definition des Integrals, wenn /(x) zwischen o und » unendlich wird. Beide
Definitionen des bestimmten Integrales werden hinfillig, wenn /() bei Anniherung an eine oder einige
Stellen ¢ ¢’ ... ") iiber alle Grenzen wiichst, gleichviel ob f(c), /(¢) - . . selbst endlich oder unendlich **)
gind. Fiir diesen Fall versteht man mif Dirichlet unter dem bestimmten Integrale einen Grenzwerth, nim-
lich (a < b vorausgesetzt, was die Allgemeinheit nicht beschriinkt)

J/'u’.r + _f‘{:

]

g o)
. +/ J/"r:’.r,

1 ot/ {;[1' '+‘,I( ¥)

n'b E—E )
j fl@)de = limJ ? fdv + ‘/r
@ p i

worin sich das limes-Zeichen darauf bezicht, dass & &’ &” ... 5 %'... gegen Null convergiren sollen. Dabei
sind die £ und # positiv.
Man liess frither (Cauchy) neben diesem Grenzwerth noch einen sogenannten Hauptwerth zu, in
=] ?

- dann kénnen noch Integrale einem Sinn haben, die bei der allgemeinen

welchem e =9, ¢ =7%"... W
Definition nichts bedeuten. Ks lisst sich zuweilen Anwendung von solchen Integralen machen.***) Allein
diese Definition hat nicht die Allgemeinheit, welche fiir Grundlagen eines so grossen Rechnmungsgebietes, wie
die Lehre von den bestimmten Infegralen ist, vorhanden sein muss. Der Hauptwerth bleibt z. B. nicht bei
allen Substitutionen Hauptwerth. Es sind deshalb Betrachtungen, die sich darauf stitzen, als Untersuchungen
von Singularititen anzusehen.

Es ist nun klar, dass der Grenzwerth lim JT_"' [(x)dx einen Sinn hat, wenn in _}pﬁ_-‘:/"(_.a.r),:f.r-

a0 —&

sein mag (£ <€), kleiner als

¢ 80 klein genommen werden kann, dass dieses Integral, wie klein auch

. . i S 5 a . l'Cf- 2 g . ;

jede noch so klein vorgegebene Grosse o wird. Ebenso muss das Integral J { /(x)dx kleiner als ¢ gemacht
o145

werden konnen dadurch, dass man % klein genug nimmt, wie klein auch § sein mag (E<n).

§ 37. Man stellt zuniichst einige allgemeine Regeln fiir Fille auf, in welchen diese Grenzwerthe
einen Sinn haben. Es geniigt, nur eine Stelle ¢ anzunehmen. Fs lisst sich leicht zeigen, dass bei abneh-
menden x— ¢ die Grisse (@— ¢)#(x) nicht absolut genommen fortwiihrend grosser als eine endliche Zahl 4
bleiben darf. Denn dann wire

e

6—5 L—0
I e = Af = ]
c—¢

o 3
e =g i -

welche Grosse jedwede Werthe annehmen kann, wenn man & und § in passenden Verhiltnissen gegen Null
convergiren lisst. Es muss also, wenn /() nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, (z—e¢)/(xx)

*) Zuerst von Herrn Du Bois Reymond ausgesprochen in Crelles Journal Band 79 pag. 21. is ist hier immer
noech von endlich bleibenden Functionen die Rede. Der Satz gilt aueh fiir solche, die unendlich werden, wenn das
Integral des absoluten Betrages von f(a) einen Sinn hat.

**y Da Unendlich eigentlich kein Werth ist, sondern nur f(2) bei Anniiherung an eine Stelle ¢ iiber alle
Grenzen wachsen kann, so hat die Gleichung f{¢) = « nur den Sinn, dass 1 : fle) = 0 ist,

***) Herr Worpitzky hat sol¢he Untersuchungen in seiner Schrift iiber die Endlichkeit bestimmter Integrale
und Reihensummen Berliu 1867 mitgetheilt. Diese Schrift wird nachher noch erwiihnt werden.
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nothwendig mit x—¢ unendlich klein sein, damit /(a) einer Integration iiber die Stelle ¢ hinweg fithig sein
kinne. Wenn andererseits
[(a }n’?fl—cr;
*f e S e L ¢ PR
;(J)(‘L "') o f-{l I )f—f‘t’
bei einem Werthe von «<<1 mit (#—¢) unendlich klein wird oder endlich bleibt, so ist klar, dass
das Integral
~C+E & w6—L :
S Crax M_J_U/ dx—e)l—% — [{

e—E

yi—a e emad g 1;:_1‘;"."{}

worin & die obere, g die untere Grenze von f(2)(r—¢)* im Intervalle von e—¢ his e bedentet
gegen Null convergirt und mithin eine Integration bis an die Stelle ¢ zuliissig ist. Kbenso iiber ¢ hinaus,
oder von ¢ an.
e—= b B .
Ebenso findet man, dass im Falle des Verschwindens der Integrale ,f( *Ax)der, f +'/(a']gh- die
Funetionen St &b

. . I () dar TN 1 | () do
FEliw=c)lg = ﬁ—--‘----, /@) @—c)lg ——Iglg T‘.‘i.f. esroee: ¢}”—1,
it dlglg — : dlglgle-
T— r—p
L I 1 S /(@) da
/[ ; =L l?‘h I‘\ J_‘_f lg : ¥ _—_a‘_ i

d 1o+
i

nicht bei abnehmendem (¢—x), von einer endlichen Grenze an fortwiihrend grosser als eine endliche Grisse
bleiben kdnnen; und“also, wenn sie nicht unendlich viele Maxima und Minims haben mit (x—=¢) unendlich

. i X e—i . . il :
klein werden miissen; dass hingegen das qul:;__-;]-.w]J (@) dx mit ahnchmendem ¢ gegen Null convergire,

£—E

gobald

(a0 { —_
£ =i ‘_1_ lg Ig- _L_ s fpet ‘|_ ( o0 1 jcc [ fx) da(l : ) e
; b i —d (Ig"“h - ) ;

L=—0C Er—0
iy

fiir &> 1 mit 2—e¢ unendlich klein wird oder endlich bleibt.®)

§ 38. Hat die Funetion unendlich viele Maxima und Minima, so kann gie bei jeder Ordnung des
Unendlichwerdens ecine Integration zulassen, und ebenso kann die Anzahl der Punkte, fiir welche sie unend-
lich wird, im Intervall @ bis b unendlich gross sein, ohne dass die Integrabilitit vernichtet wird.

Riemann giebt als ein Beispiel einer Function, die unendlich wird, wenn a gegen Null abnimmt,

und zwar so, dass ihre Ordnung (die Ovdnung als Einheit genommen) unendlich gross ist, die Funetion:

*) Man kann die Frage aufwerfen, ob es eine I'unetion () giebt von der Beschaffenheit, dass sie eine Grenze
bildet zwischen den integrabeln Functionen und den nicht integrabeln, so dass man, (¢==0 gesetzt), um zu wissen, ob
fla), wenn diese Function fiir & =10 unendlich wird, die Integration iiher die Stelle Null hinw ez zuliisst oder
nicht, nur zu fragen braucht, oh hm ,m s (@) Null oder Unendlich ist. Mit diesen Fragen haben sich meines Wissens

die Herren Worpitzky und [J u L'-J § Reymond Dbeschiiftigt, ersterer in der auf voriger Seite citirten Schrift, lets-
terer im 76. Bande uiv« Crelle’schen Journals pag. S8. Beide gelangen zn eéinem verneinenden Resultate, I-,:f-,n.wr be-

hauptet, lim 1 : 2 |'_':.' —— ] l;-.r- : l;r""’] wiirde eine soleche Scheide bilden, wenn dieser Grenzwerth einen Sinn
n—wm o H z
hiitte. Letfaterer construirt Jjedoch eine Funetion g(x), die mit & sechwiicher gegen Null convergirt 1:lg 1 lg g b
i 1
s dM 4o X g : : T (n)
- |18’ ’—t_-), » wie klein auch ¢ und wie gross aueh n sei, und doch stiirker als 1: o Ig I lg e s Iz J.L_~

wie gross auch n sei, und die einer Integration doeh fihig ist. Ich gehe auf diese Untersuchungen nieht weiter ein,
sondern verweise auf die citirten Abhandlungen.
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d[xcos(e®)] S s :

= coset 4 —e* gin (¢ *
dx @ { )

an. Als ein Beispiel einer Function, die unendlich oft unendlich wird, fithren wir an

a2
'

1 1

1 ~al ~Ea 1 s

-_td:l,sll!.‘_lg(blﬁlr) ey : 1 G iy it e {\2 y a5
dx N u(bm @ PRl e e TPl

welche durchgehend einer Integration fihig ist, obgleich sie fiir @

& il £

= 1:mx, algo zwischen O nnd 1 unend- |
lich oft unendlich wird. Das Integral derselben, *a sin —log (sm—i- hat an den Stellen, an welchen seine -

&L X 2
Werthe besonders definirt werden miissen, weil sie in unhestimmter Form erscheinen, also fiir & = 0,

& — 1 :mx den Grenzwerth, den es bei Anniiherung an eine solche Stelle erhilt, und dieser ist immer Null.
Man kann den Versuch machen, eine Function zu eonstruiren, deren Differentialquotient in jedem
noch so kleinen Intervalle unendlich oft unendlich wird (vgl. § 20) Hierzu bilden wir die Funetion

3 3 - i i 4

o o o o e = e
: 8.32

21:—[ 1 I‘ Pt "?'H' l‘_i

: 1 et 20 |
o T{#} n pl
Diese Reibe ist unbedingt convergent, so lange o swischen 0 und 1 liegt, weil in dem Ausdrucke
gl g
< Dol S o M 0 | 2u-+1
n=8q = _:1" it (1) |/ X — i
0 : i

jeder einzelne Term unter dem Summenzeichen absolut genommen kleiner als 1 ist, und die Anzahl dersel-
ben 2% betriigt.
Mit wachsendem 7 niithert sich dieser Ausdruck dem Integrale
2l *
1 N/ e - -
'./ a2 dz.

(1]
Jede Reihe aber Xy : n® ist unbedingt convergent, wenn die Grossen A, sich mit wachsendem 7 einer
endlichen Grenze nihern. Also ist @(x) unbedingt convergent, und da die s, stetig sind, eine stetige Func-
fion von a.

Der Differentialquotient dieser Function nun wird wirklich in jedem Intervalle unendlich oft un-
endlich gross. Denn es ist

gn—1
4 =4

n=auam -
w (x)— w () L S . oy
ETe T T 0 Aed(f) T ——— g - = 3y =
B0 P 0 AT 20+ 1\'—' [t 2u+-1 . 2u4-1 Jil 2u+41 B
l__,-‘ b — o 4= \ A I et _':2“— Xy — —_2; - | 4 \, Ly — _zﬁ

2m-+-1 : 3z : : . s ; :
Ist nun @ = —5;— 8O giebt es in dieser Reihe, in der alle Terme positiv sind, im pten

= 113 i l:"_"_-'—J . i WP 7 ilhf]—l f 9 On—1 STARLE
Terme ein Glied WV (x—ap)% weil @, auf eine der Zahlen —5o—, (u=0,1,2...27") fullt, und

3
man kann x—2, 8o klein machen, dass der Werth dieses Gliedes | : 27 p?\/(x—m,)? grosser als jede noch

50 gross vorgegebene Zahl wird. Also ist lim ru(l—l)—:r_'JLEE.) = |
x—x
durch dyadische Zahlen dargestellt werden, scheint nicht ganz einfach zu sein.

0

. |

Allein die Untersuchung des Differentialquotienten fiir Werthe von o, die nicht
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§ 39. Verallgemeinerung der Substitution. Man fihrt hiiufig durch Substitution x = @ (¥)

eine neue Veriinderliche ein, so dass @‘(y) an einer Stelle (oder an einigen) unendlich gross wird. Man
R I 4 p— .

transformirt z B. das Integral f aM1—a?)“ da dureh die Substitution 2” — y, va¥ ldr = dy in das

0
A4

al i =
1 y L — ) di : 41 : .
Integral 7 / ' L 3 y) dy und wenn hier i < 1 ist, so wird die zu integrirende Function

L
(
an der untern Grenze unendlich gross.

Transformirt man durch die Gleichung @ = ¢@(y), dr = @'(y)dy das Integral Jﬂb)"l'."'}tf.t' in
i

‘/'f[{,w‘f,ri!(,c‘[y}d_:; und wird ¥ = ¥ fiir ®=¢, und ¢'(y) unendlich fiir ¥y = 7, so muss man zuerst seizen
(14

A 9] W—a Wb
T r@ae + S r@dr = J7 o) e'may + ) Lol el dy.
£

4 -t I3 y+u
Das Integral .f':)f'iffi.{f.]]r}"{y] dy hat aber den Sinn, dass #, %’ zur Grenze Null iibergefiihrt werden
17

i

sollen. Daduorch gehen auch ¢ und & zur Grenze Null iiber nnd man hat also wirklich

b BTG
J Jf‘(-a')r!a: — S e e'(y) dy,
(4 "

—E "] 0
weil lim }' [(e)de + lim f @) de = / [(x)dr ist, so lange iiberhaupt eine Integration iiber die
=0 a =0 ¢4¢ a

Stelle ¢ hinweg zuliissig ist.

§ 40. Unendliche Grenzen. Unter den Integralen
% L 3 O >
_/ fla)dx, _f [ () da
it — e
versteht man die Grenzwerthe

lim .fm [ () do, lim rf'w f(z)dr =— Jﬂ/'(n‘) dx —i—r/’.ff'(;}:}cir.
) — i

[ i—2+ -1 | (i ' = (1)

200 il
Man braucht nur das Integral j( [(z)dx zun untersuchen, weil das Infegral / [(z)dz  durch
i —_—

» 0
die Substitution —a statt = in die Form (/ () de iibergeht.
—a

wltd
Offenbar hat der Grenzwerth lim J’ /(x)dx dann einen Sinn, wenn fiir alle Werthe von » > @
5 W= i

abgolut genommen
W

'/ [(x)de < @

w

dadurch gemacht werden kann, wie klein auch ¢ sei, dass o gross genug genommen wird. Das Integral

! ] . .
| f(x)dr geht dureh die Substitution — fiir = in das neue itber
(U]

1
w1 \da
A
L]

: = fiir * = 0 wie eine noch so
=

und es kann dies Integral beliebig klein gemacht werden, wenn f(
kleine Potenz von x verschwindet, also wenn /(x) mit wachsenden x in einer hoheren als der ersten Ord-
nung unendlich wird. Die Untersuchung ist ganz analog der des § 37, und es ist daher klar, dass das
Integral

4
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Lk <]

g () dz
zlgzlglga... (Ig" x)*

*a
einen Sinn hat, wenn « > 1 ist, und fiir wachsende @ der Zihler @(x) endlich bleibt.

§ 41. Wenn f(#) mit wachsenden a unendlich viele Maxima und Minima hat, 20 kann das Integral
einen Sinn haben, wenn /(x) zwischen endlichen Grenzen hin und her sehwankt, oder auch, wenn diese
Grenzen ins Unendliche wachsen.

Um ein Beispiel zu haben, wiihlen wir das Integral

p(a) = n/ b2 u: &

in welchem die Ordnung des Verschwindens gerade die erste ist.

]

Dies Integral hat einen Sinn. Denn integrirf man von 0 bis @ (a positiv genommen) und setzt o

mmx + 3 2w ] b kg
= ——— worin @ zwischen 0 und : liegt, =0 hat man
& X
4 2n T T ;
w o, CPTIS Vg LA Wi L
sin sin sin e sin o sin o
== dx + —dr ...+ dx + d
x x T 2 2

L {' L (0 . L2 Pt L]
— (m—1) m—
(14 (i 4 14

Da mit wachsendem m das letzte Integral der Grenze Null zueilt, so ist

: T
e : \,1 L —|-|).& :
Bln axr Bin cer N
TR T 00 TE el
L3 0 u 'Y T U
s
o | 4
(- 2} Bl W+ !}'{'{' £
3 : sin ax | sin o
Nun ist dr = — L
& + T
L] n e o €& -t —
L4+ 1) — b — o
(41— ‘e

also haben die Terme .7, wechselnde Vorzeichen, und sie nehmen (§ 29) absolut genommen ab und werden
zuletzt unendlich klein. Die Reihe 2/, convergirt also, und ist positiv, weil ihr erstes Glied positiv isf,
und die Abnahme gleich vom ersten Glied an statt hat. Also hat ¢(er) einen bestimmten Werth. Man er-
kennt sofort,

pla) = —op(—a), ¢) = 0.
: 0 gin e e enlh d : » %0 gin oL

Und fithrt man in das Integral _/ E—«—;—— dx fir «r die Variabele x ein, so folgt J a‘(  —

0 a 3 :
v gin & = 3 E35 \ : LS

_)/ = dx, also @(a) = @(l). Spiter (§ 79) wird sich zeigen, dass ¢(1) = ix ist.

() X
Qe e ’

Ein anderes Beispiel ist j sin(a?) dr = -+ J T_“:L— de = /ix |
0 0 fx

§ 42. Bei der Differentiation eines bestimmten Integrales nach einem Parameter kann die Funetion
unter dem Integralzeichen unendlich werden, oder die Grenzen kounen unendlich sein, oder der Differential-
quotient unter dem Integralzeichen kann fiir einen Werth der Integrationsverinderlichen unendlich werden. '
Ist zuerst

S fa, pda

nach y zu differenziren, so hat man die Gleichungen

d pw d W1
— (2 dr = — li (o Iy
dy*ﬁ{ He e d_a,r?hm J @y de =

W=w a




= T DAV ER &) ./‘”(ﬂ;‘_’}_iﬂ + H(z, y) |dx

h=0 w=uw a h h=0 w—=w a oy
e g (a1 )
=/ AL A S H(w, y) da.
a oy h=0 w=w @

Es muss aber, damit die Differentiation unter dem Integralzeichen ausgefilhri werden kéune, % so klein
s OO
genommen werden konnen, dass dem absoluten Betrage nach ,{ H(w, y)dv < 6 wird, wie klein auch ¢
T
vorgegeben ist.

af (e, 1 S : : : :
Ist '—L{L"—f}- = /fa(x, y) eine stetige Funetion von = und y, wie gross man auch & nehmen mag,
o
und wird diese Funetion fir zunehmende = unendlich klein in der afen Ordnnng, wenn e << 1 ist, so ist

H(x, y) = fi(w, y+ER)—/fo(x, ). Dann kann man in dem Integral

Q0 “ s [ i ¥
v/ Hiz,y)de — f :;’f_\f.'r_. Y45k — e, 1) : do + f 1 o, y+Eh)— fol, _r;]: div
4

a (4]

3 G0 5
)Ny — f, | e <

erst w 80 gross nehmen, dass 5

und dann % so klein, dass

U
w

L < y | e e - - oy e e
J 12, y+8h) — filx, ¥y da < t; wird, also ist in diesem [alle die Differentiation mbglich.
a =

Auch kann man durch Substitution die unendliche Grenze beseitigen. Ebenso kann man durch
Substitution den Fall erledigen, in welchem f(x, %) im Intervall ¢ & unendlich wird.
Wenn ein Integral differenzirt werden soll, in dem die Function unter dem Integralzeichen unend-
lich viele Maxima und Minima hat, und wenn das Integral I_/“h{/t;r]] dx keinen Sinn hat, sobald unter | /()]
a

der absolute Betrag von /(x) verstanden wird, so lassen sich allgemeine Regeln micht aufstellen. Die eben
behandelte Funetion

LB gin o
¢le) = / - dx
0

b 1]

lisst sich nicht dadurch differenziren, dass man unter dem Integralzeichen differenzirt, weil das formelle

an ; ) 7 - dple) ; :
Resultat / sin exde keinen Binn hat, wihrend T fiir alle won O wverschiedene Werthe von ¢ den
£

[i]
Werth Null hat. Hitte der formelle Differentialquotient einen Sinn, so wiire dies keineswegs ausreichend.

Ist ferner f(x) endlich, wenn & zwischen @ und # liegt, wichst hingegen /fi(x, ¥) an der Stelle ¢
iiber alle Grenzen, se fragt es sich, ob

i ® 9f (%, )
F?fj' :! f[_.'_, i) e '! T i
sein kann. Wir setzen f3(x, y) ausser fiir & = ¢ als stetig voraus, so ist:
G . * flx, y+h)—f (2, y)
- ( i =11 2 - L
dy '«/ iy ic; / h :
02t Pl e Y = ) Ol yFR)— flx
— lim _f PACY'S ")_M“ﬁ{,. + lim f 17 y+h) /“*-"J{[j;;.‘
h=0 4 F h ) R I }
]
MeE : ; vo—Ef 2 : (
—_— ./ fgf-'{-? ‘l’!’ da + lim t/ I“‘"J [\.i"’ a’,’—!—:,"k) —_— /'_EE'F, y” dx
@ =0 a !

T B : )
-i-“j _;.'_,(_.;-, y)dx + lim ‘/ 1;;:{(,,-? y+sh) — filx, y) $ dx,

et k=0 ¢+q

worin & und # der Grenze Null zustreben. Wird nun fa(@, ¥) so unendlich, dass eine Integration iber ¢

- . : . 2 A : i S
hinweg gestattet ist, so ist dieser Grenzwerth gleich ‘j [olx, y)dzr und also die Differentiation unter dem
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[ntegralzeichen gestattet. Denn man kann in diesem Falle ¢ und # so klein machen, dass

s
f '[,f'.;{:r-, y-+ER)—folay )] de < 16 wird, und dann A so klein annehmen, dass
¢—E

We—E| : | B h = 3 | .
i ) falx, y+§h) — fola, y) | de - Vi 1 2 (@, y+8h) — fol@, y){ dae << 20 -
a c+n
wird.
Doppel- Integrale.
Eine Reihe von Zahlen
al al a a2l
! 1 2 i
1 1 1 1
@ a a ...q
ﬂ'.‘- I"I;E u".’_ ”_'
0 y a n
ar ar ... .. an

in welecher weder die ganze Zahl n, noch die ganze Zahl m eine Grenze hat, pflegt man eine zweifach
unendliche Zahlenreihe zu nennen. Bs ist jedoch zu bemerken, dass sie sich von einer ecinfach
unendlichen Zahlenreihe nur dureh die Anordnung ihrer Terme unterscheidet, dass jede zweifach unendliche
Zahlenreihe als einfach unendliche geschrieben werden kann und umgekehrt. Man kann z B. obige Reihe

schreiben:

i 1 ] 0 1

T R Lt oW % R T S s ST R
0 1 i} 0 a ) | (1]

1 E =
indem man immer die Diagonalglieder von rechts oben nach links unten auf einander folgen ldsst, und

i

die p-1te Diagonalreihe auf die pt® folgen lisst.

Alle von der Anordnung unabhiingigen Sitze iiber Zahlenreihen mit einem Eingang gelten auch Hir
solehe mit doppeltem Eingang, fiir zweifach uuendliche Zahlenreihen. Sind die Terme einer zweifach un-
endlichen Zahlenreihe simmtlich endlich, so giebt es eine obere und untere Grenze derselbem, und es lassen
sich Werthe von n und m angeben, fir welche sieh ' von der obern und untern Grenze beliebig wenig
unterscheidet (vergl. § 3). ]

§ 44. Eine Function von zwei Veriinderlichen /(x, i), die fir alle Werthe von und #% in einem
Gebiete 7 endlich ist, besitzt in diesem Gebiete eine obere und untere Grenze.

Um uns von einem Gebiete, in welchem die Werthe 2 y liegen, eine Vorstellung zu machen, nehmen
wir eine geometrische Darstellung zu Hilfe. Wir betrachten = y als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes
in der einen Ebene und begrenzen ein Stick 7 desselben durch eine beliebige geschlossene Curve. Alle
Werthepaare @ y, deren zugehirige Punkte in das Innere, oder auf den Rand von 7 fallen, gehiren (so
sagt man) dem Gebiete 7 an.

Dass in einem solchen Gebiete eine obere und untere Grenze vorhanden ist, wird ebenso bewiesen,
wie fiir cine Funetion einer Verinderlichen, ich verweise deshalb auf § 5.

Die Differenz zwischen der obern und untern Grenze heisst grisste Sehwankung im Ge-
biete T.

§ 45, Eine Function = (x, y) heisst stetig, wenn eine Grisse / angegeben werden hann, so dass
abgolut genommen

wix + &h, ¥+ nh) —wix, y) < o,
wie klein auch 6 sein mag, wenn §, % absolut genommen kleiner oder gleich 1 sind.

Geometrisch bedeutet dies, dass man um den Punkt x y ein kleines Quadrat construiren kann, des-
gen Mitte ay ist, dessen Seiten den Coordinatenaxen parallel sind und die Linge 2% haben, so dass die
Werthe von » im Innern und auf dem Rande des Quadrates sich von dem im Punkte vy beliebig
wenig unterscheiden.
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Hitte man die Grossen §, % der Bedingung unterworfen §?+#%2 =1, so wiire statt des Quadrates
ein Kreis eingetreten,

Am Rande des Gebietes 7' kommen nvatiirlich nur diejenigen Werthe des Quadrates oder Kreises in
Betracht, welehe ins Iunere und auf den Rand won 7' fallen. i

Man verfillt leicht in den Fehler (woraut Herr E. Heine anfmerksam gemacht hat) in einem G-
biete eine Funetion zweier Verinderlichen fiur stetig zu halten, wenn in jedem Puncte absolut genommen
|2 (- &R, y)— (x, g,fﬂ und {rr{.z', y + nh) — nwix, g,r']] mit abnehmendem ¢ gegen Null convergiren. Dann

milsste z. B. die Funetion (¥, y) = sin 4 are g L: , welehe wir filr ¥ = 0 dadurch definiven, dass wir sie
lings der ganzen w-Achse (in der x, y-Ebene) g‘l‘i(‘.-h Null annehmen, im Innern des Kreises a?+ y* = 1
iiberall stefig sein. Denn es ist dberall m(x, y) fiir ein constantes y eine stetige Funetion von ., fiir ein
constantes & eine stetige Function von y  Allein gie ist im Punete @ = 0, y = 0 unstetiz, obgleich
w(§h, 0)—w (0, 0) = 0 und »(0, yh)—mw (0, 0) = 0 ist. Denn nihert man sich dem Puncte @ = 0, y=10
in allen méglichen Richtungen (d. h. hat bei der Anniherung an @ — 0, ¥y = 0 & :y alle moglichen Werthe),
go erhillt w (x, y)-alle moglichen zwischen — 1 und + 1 gelegenen Werthe als Grenzwerthe, withrend sie

filr ®# =0, ¥ = 0 gleich Null angenommen ist.*)

Es reicht zur Stetighkeit einer Function in einem Punkte nieht einmal aus, dass sie in jeder einzelnen
Richtung stetiy sei, Ich will sogleich an ecinem Beispiele zeigen, wie versteckt eine Unstetigkeit liegen
kann. Es sei = = rsin @, y = r cos . Stellt man die Funection (die Wurzel reell genommen)

J

1
S S
(¢ Tﬂ,(

in dem Intervalle von — & bis 4 & durch cine trigonometrische Reihe dar, so erhilt man, weil die Funetion
ungerade ist, eine Reihe, die nur die Sinus enthiilt und die daler mit
5 p—
(p?— 72) \_f'

iiberall fibereinstimmt ausser fiir ¢ = 0, wo sie Null ist. Die so bestimmte Function sei #(g). Dann ist
ri . F(g) fiir » = 0 eine unstetige Function, obgleich fiir ein positives w kein Winkel ¢ (Verhiiltniss y:ix)
angegeben werden kann, fiir welehen »*.#(p) als Function von r unstetig oder unhestimmt oder fiir 7 = 0
von O verschieden wiire. Allein man kann nicht nm den Punet # = 0, y = 0 mit einem Radius J, wie
klein er anch sei, einen Kreis ziehen, so dass die Werthe im Innern des Kreises um weniger als eine Zahl
£ von Null versechieden sind. Denn wie klein auch ¢ sein mag, so kann man doch offenbar den Winkel ¢
positiv oder negaiiv so klein annehmen, dass d“./(g) jedweden Werth, also aueh & iibersteigt, obgleich
dieser Ausdruek fiir g = 0 Null ist. Demnaeh ist die Funetion als unstetig anzusehen.

Von der Darstellbarkeit der Funetion #(¢p) durch eine trigonometrische Reihe kann auch abgesehen
werden; sie wilrde nur gewithlt, damit man sogleich sieht, dass sich solche Funetionen der Darstellbarkeit
durch analytische Ausdriicke nicht etwa ganz entzichen.

Es kommt hiiufig vor, dass eine Function lidngs einer Liuie dadurch unstetigz wird, dass sie zwar
zu beiden Seiten derselben eine vollkommen stetige Function ist, aber anf dem einen Ufer derselben Werthe
besitzt, die von den Werthen in denselben Punkten anf dem andern Ufer nm ein Endliches verschieden

sind, z. B. die Funetion @ (x, ;f) = x arc tg— Nehmen wir an, sie habe auf dem Ufer der positiven
: T

a-Achse, anf welchem die positiven y liegen, dem Werth O, und dass sie von dort aus in der ganzen

xy- Ebene stetig aber nicht iiber die Achse der positiven y hinweg fortgesetzt werde, so hat sie auf dem

negativen Ufer den Werth 2xx. Denn setzt man 2?4 y? = ¢ & = |/a*—y* und setzt die Funetion

(] » - - y ol “
& arc tg e L., von &= a, y = 0 (p = 0) anfangend, stetig fort, indem man dem Kreise x* - y* = a?
&x

*) Solche Unstetigkeiten komnen auch bei Functionen vorkommen, die dureh analytische Ausdriicke de-
finirt sind,




in der Richtung von rechts nach links folgt, so findert sie sich bei einem ganzen Umgange um diesen Kreis
stetig, bis sie theils ab theils zunehmend den Werth 2ax im Puncte 2 =a, y =0 (¢ = 2x) annimmt,

Einer besondern Erwiihnung verdienen noch die Unstetigkeiten, welehe dureh Abdinderung des
Werthes der Function in einzelnen Puneten oder in einzelnen Linien gehoben werden kimnen. Ein Beispiel
ist die Seidel’sche Funetion

9

lim 2. 0/ 4) (r = Va*+p°),

S e o ot i
welehe iiberall Null ist und nur fiir |/ a®+ y> =1 von Null verschiedene Werthe annimmt.

§ 46. [Eine in einem Gebiet T stetige Function f(x, y) besitzt in demsellen ein Maxwimum wund ein
Minimum, d. h. es giebl mindestens ein Werthepaar von x und y. fiir welches die obere Grenze und unitere
Girenze erveicht wird.

Dies zu beweisen, zerlegen wir das Gebiet 7 in viele kleine Quadrate, deren Ecken die Zahlen sind

&=+ 0eaef...u, yo= 0 Qalpl ... K1

worin @, b ganze positive oder negative Zahlen sind, o, j,... ¢, o, §/,... ¢ aber Decimalstellen. Von
den kleinen Quadraten, die am Rande liegen, kommen nur die Theile in Betracht, welche ins Innere dieser
kleinen Quadrate fallen,

In irgend einem der kleinen Quadrate muss nun die obere Grenze & dieselbe sein als im ganzen
Gehiete 7. Dies sei in dem Quadrate der Fall, dessen Eecken die Coordinaten

o = a0l ... oy = a 00 L ops Xl =0+ Diatds =)
Xy = &+ 0af ... (p+1); v 22, 0

haben. Dann theile man dies Quadrat in hondert Quadrate mit den Ecken a - 0O, .m0, a'-0,a'8... 'y,
g0 mus: in mindestens einem derselben die obere Grenze & sein. Ein solches theile man wieder in hundert

Theile u.s. w. Auf diese Weise gelangt man (§ 2) zn einem Zahlenpaare

gy — @00 ... gvo . .y FI— T S U o T T R
und filtr & = ay, 4 = ¥y erveicht f(x, ) seine obere Grenze.
Wiire nimlich /fay, 1) = &—4, bliebe also um I unter &, so kénnte man ein kleines Quadrat
um @y, beschreiben, so dass absolut genommen /Tey-+§hk, yy+ k) — f (%, o) < +4 ist, wobei % eine ganz

bestimmte Zahl bedeutet. In diesem Quadrate ist offenbar die obere Grenze ¢ und es muss also /(¥ y) >
G—*%/ sein. Also miisste einerseits f(xy, #y) < G—*%4 andererseits > G—1/ sein (vergl. § 8), was nicht
miglich ist. Also muss [lg, o) = G sein.  Fillt &,y anf den Rand von 7, so sind nur geringe Modi-
ficationen nithig.

Der Beweis filr die untere Grenze ist ganz ebenso.

§ 47.. Diese Siitze kinnen unmittelbar auf beliebig viele Variabeln ausgedehnt werden.

Jede Funefion von # Verinderlichen ¢y z ¢... hat in einem beliehig begrenzten Gehiete, in wel-
chem sie eine iiberall bestimmte endliche Funetion dieser Veriinderlichen ist, eine obere und eine unfere Grenze.

Jede in einem Gebiete stetige Funetion von # Verinderlichen nimmt filr irgend eéin Werth-
system dieser Veriinderlichen ihre obere und fiir ein anderes System ihre untere Grenze an.

§ 48. Eine stetige Funection /(x, ¥) von zwei Verinderlichen nimmf in einem zusammenhingenden
Gebiete 7 jeden Werth zwischen der obern und unfern Grenze unendlieh oft an. Denn auf jeder Curve,
welche die Punkte @y, 7y, wo sie die untere Grenze g, und &'y’, wo sie die obere Grenze & erreicht, nimmg
sie jeden Werth zwischen ¢ und @ mindestens einmal an. Denn man kann sie lings dieser Curve als
Funetion einer Verinderlichen ansehen, z. B. als Function der Linge der Curve, und dann folgt der Satz
aus § 9.

§ 49. Ist /(=, y) cine in einem Gebiete 7' stetige Fumetion, so lisst sich fir alle Punkte ein ein-
ziges h angeben, so dass absolut genommen, f(x-+&h, y+nh) — f(x, y) = o ist, wie klein auch ¢ vor-
gegeben ist. 1, n2=1).

Beweis. [iir irgend einen Werth von A ist

A = [f(x+E&h, y+nh) — f(x, y)]?
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eine stetige Function von &, y, §, #, so lange x4 &k, ¥+ 7k im Gebiete 7' bleiben und £ = |, =1
ist. Hierdurch ist ein Gebiet ¢ fiir die vier Verinderlichen &y ¥y & 7 bestimmt, in welchem 4 eine stetigo
Funetion derselben ist. In demselben hat aber A eine obere Grenze, (und nimmt sie auch an). Diese obere
Grenze ist eine stetige Function von h, weil /4 selbst eine stetige Function von hy @, y ist, und sie ver-
schwindet mit & Also muss die obere (m-[u,t- fiir irgend einen Werth von / einen Llunert :n Werth als o?
annehmen, und dieser ist der Werth von 4, fiir welchen in allen Punkten von 7' absolut genommen
f@+&h, y+qh)—fla,y) < 6

ist. )

§ 50. Definition des Doppel-Integrales. Zerlegt man ein Gebict 7, welches aus einem oder
mehreren Stiicken bestehen kann, in # kleine Theile (Flichenelemente) 7,, 7, ... Tny welche der Bedingung
unterworfen sind, in allen ihren Ausdehnungen und also auch ihrem Flicheninhalte nach kleiner und kleiner
zu werden, und ist die obere Grenze einer in 7' gegebenen Funetion [(x, y) in T, gleich G, die untere Fus
und ist “rz eine zwischen Null und Eins gelegene Zahl, so versteht man unter dem iiber das Gebiet 7' aus-
gedehnten Integrale

S, yyar

den Grenzwerth 7

B = (G
,.-[ ) e [.U.u -+ Su ({’_u '_'S')'_u)]r

den man erhdlt, wenn die T der Grenze Null zustreben.
Dieser Gl‘:m:&wel'ih hat aber dann einen Sinn, wenn die kritische Summe

n
2,

(1) T.u (.'t:lu _."Vlu)
1

mit abnehmenden 7 der Grenze Null zustrebt,
Der Beweis ist genaun so, wie beim einfachen Integrale. Theilt man erst auf eine bestimmte Art

7" in die Theile T, r", S0 T 00 dann diese Theilflichen in neue T T_l,: e T'!'ﬂ, so dass die ersten Kle-

mente immer eine ganze Auza]ll der zweiten enthalten, und hihrt s0 fort diese wiederum zu theilen in

(3 Ty ees Tpsy ele r':‘, ri', S !.'”,,1 und setzt

Ap = 2'115 TT: G::: By = I .5'.:::
s0 bilden die A, eine abnehmende, die £, c¢ine zunehmende Zahlenreihe, und niihern sieh beide einer und
derselben Girenze, wenn lim An— Bn = X, r,:{r,’,'—q::); also die kritische Summe der Grenze Null
zustrebt, .

Auch der Beweis, dass Dbei verschiedenen Arten der Theilung derselbe Grenzwerth erhalten wird,
ist genan wie der im § 18. Man legt zwei verschiedene Arten von Theilungen iitbereinander, und erhilt so
ein neues Netz, welches als eine weitere Theilung sowohl des ersten Netzes, als auch des zweiten angesehen
werden kann. Der Werth der Summe fiir diese nene Theilung unterscheidet sich sowohl von dem ersten,
als auch von dem zweiten beliebig wenig, wenn nur beide Theilungen schon weit genug getrieben waren,
und also miissen beide Theilungen zu demselben Grenzwerth fihren.

§ 51, Die kritische Summe ist Null, und das iiber 7 erstreckte Integral /f(.!, y) AT hat einen
Sinn,

erstens, wenn f(x, y) stetig ist. Denn dann werden die Schwankungen G, —g, wit T, unend-
lich klein;

zweitens, wenn /(x, y) nur in einzelnen Punkten und Linien unstetig wird;

drittens, wenn f(x,y) zwar unendlich oft unstetig wird, wenn aber dic Summe der Flichen-
elemente 7, in denen G,—g, = 0 ist, wie klein auch ¢ vorgegt.h(,n sein mag, dadurch beliebig klein
gemacht werden kann, dass man die Elemente 7 klein genug nimmt. Beweis wie in § 19.

*) Statt dessen kinnte man auch die Methode des § 6 anwenden. Einen andern Beweis hat Herr Liiroth
in den Leipziger Annalen Band 6 pag. 313 gegeben.

Thomae, Einl. in d. Theorle d. best. Integrale. 3
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§ 52. Mittelwerthsatz, Ist @(x,y) in einem Gebiet I" iiberall mit demselben Zeichen bebaftet

oder Null, so ist ) ;

S 1@ e n)dl = [g+E(6—o)] ) ol y) dT,
wenn das Integral iiber 7 erstreckt wird, und & die obere, ¢ die untere Gremze von f(x,y) in 7 und §
gine zwischen Null und Eins gelegene Zahl bedeutet.

Beweis wie in § 13,

§ 53. Das hauptsichlichste Mittel zur Auswerthung bestimmter Doppelintegrale ist die Zuriick-
fihrung derselben auf zwei hintereinander folgende Integrationen.

Zerlegt man das Gebiet 7' durch eine Sechaar der x-Achse, und eine andere der y-Achse paralleler
Geraden in Rechtecke, so konnen diese Rechtecke, die nur am Rande eine abweichende Gestalt haben, als
Elemente T angesehen werden.

Wir zerlegen nun zuerst das Stick 7' in solehe Theile 7 7h ..., dass in jedes Stiek sowohl die
Schaar der der a-Achse, als der der y-Achse parallelen Geraden nur einmal eintritt und nur einmal aus-
tritt, und betrachten ein solches Stilick. Das Integral iiber 7' ist die Summe der Integrale iiber fETRY £l
Deshalb nehmen wir gleich an, dass die Begrenzung von 7 von jedem Individuum der beiden Schaaren nur
zweimal geschnitten werde.

Das Doppelintegral kann dann geschrieben werden

lim "l‘lft G "'.Jr) (Ypr1— .‘."J-)f‘('*';u Uy)s
wenn 2, Y, die Ieke irgend eines kleinen Rechteckes in 7'ist.  Statt eines beliebigen Mittelwerthes der Fune-
tion f(x, ¥) in dem Rechteck &, , 4,5 @yt gy Y3 Tuy Yot1s Lugts Yot ist der Werth der Funetion in der

Ecke x,,, #, gewihlt. Dieser Ausdruck kann nun geschrieben werden

2
i | Y LA |
lim — ("'_u+1 T IH} J,.f £, y) dy + "1.u |

Y

wenn die Gerade =, bei y =y, in T ein und bei y = y', heraustritf. Denkt man sich aber den
Grenziibergang in Bezug auf y,.{—¥, ausgefithrt, so ist 4, = 0 und es ist nur noch

) ¥4
7 e : 1 . . B oo
j/(f’; f{) d7 = lim ‘\-'_n (Ll‘ln-l—l —";1) ;/ /(“' 22 ."Jr} d”!
a
v,
y; und y', hingen nun offenbar von &, ab und man kann daber y;, = G’(J'_g): Y= i,l"(«‘l_,() setzen und
so ergiebt sich, wenn x; das kleinste in 7 vorkommende x, »* das grisste bedeutet,
s e L g ap(x) :
S (e, y)dT = e ‘/ [, y)dy.
= T, @ ()
Tritt die Gerade y = ¥, bei a in T ein, bei @v, ans 7 herans und ist o) = y(y,), @', = o(y,) wnd ¥y,
das Kkleinste in 7 vorkommende 7, y* das grosste, so ist nach derselben Schlussweise

‘ff(.-:', y)adTl = (/.y fe’yl/‘w[m{{.e‘, y) da.
Yo 2
Ist das Gebiet 7' ein Rechteck, so ist g(a) = g, w(x) = ¢, 7(¥) = h, o(y) = F und also
J('f.{"':' y)dl = Jhg r’z‘yj”rF da [z, 1) — J'h ({J-.f” dy [ (x, y),
g A h q
oder in einem Doppelintegrale mit constanten Grenzen kann die Integrationsreihenfolge ohne Weiteres ver-
tauscht werden.
§ 54. Einfithrung neuer Veriinderlichen. Die Elemente v kénnen auf unendlich viele ver-
gchiedene Arten gewiihlt werdeu.

Sind durch die Gleichungen & = (%, »), ¥ = w(u, v) zwei Schaaren von Curven gegeben, durch
deren Schnittpunkte das Ebenenstiick 7" im Elemente 7 getheilt wird, so sind die Schnitipunkte der Curven
ou,v) = x, wlgv) = y; @lutdy,v) = x, Pputdy,v) = y;
oluy v+dv) = x5, W, v+dv) = 123 @lutdu,vtdr) = a3, W(utdu vt+dv) = y,

und der Flicheninhalt des hierdurch bestimmten kleinen Parallelogrammes ist




e

dp o dp oy  dg dp o o dx oy
+ 10—y —e| = 1+ r\_f = dudy = -+ ?‘{ =t = dudy = 4 [ 'n! e nj e dv.
i ou  ov ~ \Ndu op oy du )/ \on gy oy oM,
ap o
My =—, Wa —1, ——
L5 Yy Ha ¥ fu v

Dieser Ausdruck ftritt an die Stelle des Llementes d7.

st z. B. ® =recosqg, y = rsing,
dax £ ox e dy : bl
E—?- = Cco8(, E = ==FBI, a = B, (':??,‘ﬁ = reysty,
80 st dT*) = rdrdey.

Ist das vorgegebene Gebiet 7' ein Viereck, so kann man leicht constante Grenzen erhalten, Legt
man ndmlich durch die beiden iusseren Ecken je eine Schaar Gerader, x—x; — E(y—m) und Ly
= n(y—1w), /A _I’“) + 5% % e (=)o USTZS UL und entsprechen die Sei-

E—n n—§

ten des Vierecks, welche durch x; y gehen, den Werthen § =@, § = 3, und die [beiden andern Seiten

den Werthen % = ¢, 5 =¥, so werden «, § die Grenzen der Integration in Bezug auf &, «, 3 die

{ |
in Bezug auf .

» Er : 4 : - ot g/l ! g

§ 90, Das Product zweier bestimmter Integrale f [(a) !r’.t‘.lj @(y) dy kann gleich einem Doppel-

@ o
2 ] S - il T ‘7 Fn :
integrale gesetzt werden, nimlich gleich / ;I..-J dy|f(#)e(y)], und umgekehrt, ist in einem Doppel
(73 &’

integrale mit constanten Grenzen /(x, ¥) = @(x).9(y), so kann dasselbe in das Product zweier einfachen
Integrale zerlegt werden.

Folgt unmittelbar aus der Definition,

Mit Zuhilfenahme der Einfihrung neuer Variabeln gestattet dieser Satz oft Anwendungen zur Um-
formung einfacher Integrale.

§ 9b. Wird die Function /(x, ) in einem Punkte oder einer Linie des Gebietes 7" unendlich. so

2 ]

versteht man unter dem Integrale den Grenzwerth, gegen welchen das Integral convergirt (wenn es con-
vergirt), wenn man ein kleines Flichenstick um diese Stelle ausscheidet, und dann, die Begrenzung der-
selben willkirlich lassend, das ausgeschiedene Stiick kleiner und kleiner maelit,

Wird sie fir # =a, y=>0 unendlich, so folgt dureh Einfibrung von Polarcoordinaten » —
V(x—a)* 4 (y—0b)P, x—a=rsging, y—b=rcosgq,

.f/{-r, ar = J _ff(.r'uns o, rsing)rdrdyp,

und es kann, wenn die Funetion nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, das Integral keinen Sinn
gebung des Punktes
ab  [f(xy) > ¢, so misste nach dem Mittelwerthsatze des § 52 das iiber einen Ring, der den Punkt a b

haben, wenn nieht /(= y)r? versehwindet. Denn wire in einer irgendwie kleinen Un

T 2T T p[q V27 A I
umgiebt, ansgedehnte Integral _.f/ ar > :'_f / S e <'./ (lgr—Ilgp)dp sein, und dieser Aus-
) i (1]

druek wiichst mit abnehmendem g iiber alle Grenzen.

Dieselbe Methode zeigt aber, dass das Integral einen Sinn hat, wenn /(x, y) 7 fiir ein ¢ kleiner
als 2 mit r gegen Null convergirt.

Wird aber die Funetion /(w, y) lings einer Linie unendlich, so hat das Integral dann noch einen
Sinn, wenn /(x, y).|p(x, y)|* fir ein & welches kleiner als Eins ist, endlich bleibt, wenn @ (x, y) = 0 die
Gleichung der Linie ist.

Auf schiirfere Kriterien soll hier nicht eingegangen werden.

§ 57. Wenn sich das Gebiet 7 ins Unendliche erstreckt, sei es in einer, sei es in melreren Rich-
tungen, so versteht man unter dem Integral J.fd}" den Grenzwerth, wenn ein solcher existirt, gegen wel-

*) Die Bezeichnung da dy = 7 dr dy ist ungenau.




st OB

chen dieser Ausdruck strebt, wenn man von dem Gebiete ¥ ein grosses Stick abschneidet, und dann das-
selbe grosser und grosser werden lisst, wihrend die Begrenzung, so weit sie nicht durch die Begrenzung
von T bestimmt ist, willkiirlich bleibt. Bestimmt man die Punkte von 7 durch Polarcoordinaten, so ist das
Integral ./Ifa'i" = J:f./r dr dp. Wird nun / mit wachsendem » unendlich klein, so dass /7% in 7' end-
lich bleibt, so hat das Integral einen Sinn, wemn « > 1 ist, es hat aber keinen Sinn, wenn / nicht unend-
lich viele Maxima und Minima hat, wenn ¢ < 1 genommen werden muss,

2 1 :
Mittels der Transformation durch reciproke Radii vectores (r - ;) kann der Fall auf den

zuriickgefithrt werden, in welchem das Gebiet endlich ist, aber die zu integrirende Function in einem Punkte
im Innern oder am Rande des Integrationsgebietes unendlich wird.

Man kann, wie unmittelbar einlenchtet, auch bei unendlich grossem 7' willkiirliche Coordinaten
nehmen, wenn man das Integral auf zwei hintereinander folgende Integrationen zuriickfihren will, und, wenn
gich dabei constante Grenzen ergeben, die Reihenfolge vertanschen.

§ 58. Singuliire Doppel-Integrale. Wenn ein Integral J'/‘nf?' nur dadureh convergirt, dass
/ unendlich viele Maxima und Minima hat, also wenn / in einer hohern als der zweiten Ordnung in einem
Punkie, oder in einer hihern als der ersten Ordnung lings einer Linie, unendlich gross wird, oder wenn
7 unendlich wird, so kénnen sich oft verschiedene Werthe des Integrals ergeben bei verschiedener Wahl
der Coordinaten, welche die Punkte von 7" bestimmen. Es kann zuweilen nur bei bestimmter Wahl der-
gelben, bei bestimmter Reihenfolge der Integration ein brauchbares Resultat erzielt werden. Solche singulire
Integrale sind wichtig (z. B. die Fourier'schen Integrale), hier soll jedoch nicht darauf eingegangen werden.
Der Satz ist unmittelbar klar, dass die Integrationsreihenfolge, oder tiberhaupt die Wahl der Coordinaten
willkiirlich ist, sobald das Integral ‘/(/'){.;'T einen Sinn hat, wenn (j) den absoluten Betrag von / bedeutet.

Integration zweigliedriger Differentialien.

§ 59. Wenn sich der Augdruck
w (x4 heosg, y + hsing)—mw(zx, y)
h
mit abnehmendem % e¢inem bestimmten Grenzwerthe nihert, so wollen wir denselben den in der Richiung
¢ genommenen Differentialquotienten von = (x, ) nennen. Ist w(w+4h, y+4%) in die Taylor'sche Reihe so
weit entwickelbar, dass

Ei.ﬂ' F-'TU
w(x+h, y+k) = w(z,y) + =8k -{EA + H

gesetzt werden kann und # durch '[j?:-' + 4% dividirt mit abnehmenden % und % noech zur Grenze Null
strebt, so ist

lim w(@+heosg, y+ ksing) —n(z,y)  ow(z, y) G E‘w:&r, ) .
Tanl) k o dy
i sk i) - Gwid gy o g : ;
§ 60. Die Grissen ! P die wir hiufig aueh mit my (@, y) bez. ws(x, y) bezeichnen,

heissen die nach @ bez. y genommenen partiellen Differentialquotienten von » (x, y), sie sind die beiden
Specialfillle der allgemeinen Differentiation, wenn einmal ¢ = 0, das andere Mal @ = tx gesetzt wird.
Bei der Differentiation nach # ist y, bei der nach y ist & als constant anzusehen. Aber aus der Existenz
dieser partiellen Differentialquotienten folgt noch nicht, dass

w(x+ heosw, y+ hsing) —n(z, y) _ow dmw .
7 -— gegen e cos @ + Em sin @

convergire. In der Function z. B. : 8
w(x, y) = /a4 y? sin2gp,

welche filr @ = 0, y = 0 den Werth 0 haben soll, und in welcher @ = are tg% ist, ist (0, 0) = 0,




w(0, 0) = 0, hingegen der in der Richtung ¢ genommene Difterentialquotient ist nicht fiir alle ¢ Null,
sondern gleich sin 2, nimmt also im ersten (uadranten alle Werthe zwischen 0 und 1 zweimal an, und ist
fiir ¢ =tz gleich Eins.

§ 61. Wenn sich fiir alle Werthe von ¢ cin einziger bestimmter Werth von # so angeben
lisst, dass
w (x4 heosg, ¥+ hsing)
h o
ist, und d fiir dieses & und jedes ¢ dem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig klein vorgegebene

= wy(x, y)cos g + ws (2, y)sing + o

Grosse ¢ ist, 80 sagt man, die Funetion (%, ) besitze ein vollstindiges (erstes) Differential und schreibt
dnw(z, y) = (—J'Ji-é;:_’—'ﬁrf.r |- -{ir(?;?;-’—y:!ﬂ’y = dx + w, dy.

Zur Existenz eines vollstindigen ersten Differentials reicht es nicht ans, dass in jeder Richtung der
Differentialquotient von w(z, y) gleich m,cosg + wising ist, sondern es muss ein von Null verschiedenes
Minimum filr % geben, so dags

w(r 4 heos g, y+ hsing)—w(x, i)
G i e :
ist, wie klein auch ¢ vorgegeben ist, und was auch ¢ sein mag.

In einer Funetion m(x, y) L B., welehe im Innern und am Rande eines durch die Gleichung
&%+ y* = 2k v gegebenen Kreises A Null ist, und ebenso ausserhalb und am Rande eines durch die Gleichung
w*+y* = 2kyx gegebenen grosseren Kreises Ky (ky > k) gleich Null ist, kann man noch die Werthe in
dem Gebiete zwischen A} und A willkiirlich withlen. Aber wie sie auch gewihlt werden mdgen, immer ist

w (heosp, hsin ) — (0, 0)

h

denn wie sehr sich auch @ dem Werthe - i niihert, es lisst sich doch ein so kleines & angeben, dass
w(heos@, hsing) =0 ist. Fir ¢ = 4 +x aber findet dies fur jedes 7 statt. Es giebt aber bei passender
Wahl der Werthe von (2, y¥) zwischen A, und A% kein Minimum fiir fi, wenn ¢ alle Werthe annehmen
kann, sondern % muss sich, wenn ¢ sich 44 nihert, immer mehr dem Werthe Null niihern (ohne diesen
Werth zu erreichen), wenn % der Gleichung gemiiss [w (% cos g, hsing) —w(0, 0)] : 2 =6 bestimmt wird.
Also besitzt die Funetion w(x, y) an der Stelle & = 0, y = 0 kein vollstindiges Differential, kann sogar
daselbst unstetig sein.

$ 62. Ist w(x, y) eine in dem Gebiete 7' stetige Funetion von x und y, und ist iiberall in 7'

@y _ ) omam)
ox ’ dy

= wyeosq | wysing - S (&

0, (2 =0, W, — n)

¥
8o ist in 7
w(x, y) = Const.
Das Gebiet 7' sei zunichst, x, y als rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt, ein Rechteck mit den
Ecken g, yo; @y, ¥'; @, yg; @' ¥/, so ist fiir jedes angebbare y zwischen ¥, und y
ow(x, v)
. =0 w(ny) = ww,y) = 1),
d. h. es ist w(z, y) fir jedes angebbare y von & unabhiingig. Da w(x, y) stetig ist, so ist auch n(x, y 4 0)
= mw(z,y) = /(y), also auch bei Anniherung von y an bestimmte Werthe, kann #(x, y) nicht von
dw(x, 1 d /(1 3 . : .
abhiingen. Da nun aber auch g’; Y) == i{gj) = U ist fiir alle ¥ zwischen gy, und ¥‘, so ist @ auch
von y unabhiingig, also w(x, y) = Const. = m (g, yo) = w(x’, y).

Ist aber das Gebiet 7 kein Rechteck, so kann man doch (siche die Figur auf folg. Seite) in 7
Rechtecke einschreiben, welche 7' so weit erschopfen, dass nur am Rande Stiicke von 7' iibrig bleiben,
deren Summe beliebig klein gemacht werden kann. In jedem einzelnen Rechtecke und am Rande derselben
hat die Function w(z, y) denselben Werth, also, da immer der Rand des einen zugleich ein Rand eines
andern ist, hat sie in allen Rechtecken denselben comstanten Werth, also in einem Gebiete, welches 7 so

weit man will, erschopft. Da mithin » (x, ) bis zu jeder beliehigen Nihe des Randes constant ist, da ferner
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w(x, y) der Voraussetzung pach stetig ist, so muss 2(x, y) in ganz s \}\ !
T und am Rande consiant sein. e |
§ 63. Wenn eine Function m(w, %) in einem Gebiete T /r‘ ' X3 fl
in welchem sie stetig ist, die partiellen Differentialgleichungen he- 1 I\
friedigt T
dw(x, y) anw(x, y) \
———t == P, W), —_— = X |
o / ( L -I). oy a"(. 3 .f}.- & ol I
go ist sie in diesem Gebiete hiz auf eine additive Constante villig \5 { !
bestimmt. A
Beweis. Wire /(x, y) eine andere Function von dersel l\!\ i 7
b gt A i ! 15 =
ben Beschaffenheit, so wire @(x, ) = f(x, y)—w(x, y) eine ste- "‘\l S - ¥ .
2 AT L R : S ; : da —
tige Function in 7, deren partielle Differentialguotienten — = 0,
: pe
Fl.-)

i 0 wiiren. Also miisste @(x, y) = Const., /(x, ) = w (2, y) -+ Const. sein, w.z.b. w.
dy 3 S\ Y .

§ 64, Eine in einem Gebiete 7' stetige Function a(x, ), deren partielle Differentialquotienten
omw(xyy) o on (i, y) :
ox 3 IU("I .'z")} i‘:_’a‘;-"_— = q(%, !r-"')
sind, nennt man das Integral des Differentials p (a, y)dx + ¢ (o, ) dy und schreibt
- Ny
w (@, y)—m (@, vo) = J ¥ p (e, v)de + 4 (2, y) dy,
&a, Yo
worin die untere Grenze 5,1, und die obere Grenze z, y Punkten im Gebiete 7" angehdren. Ob dann
auch wirklich dw = pdx - qdy geschrieben werden kann, d.h. ob pdr-¢dy ein vollstindiges '
Differential sei im Sinne des § 62, soll weiter unten entschieden werden, und ebenso die Frage, ob
oder wann eine Function w (x, ) existirt, deren partielle Differentialquotienten p und ¢ sind. i
§ 65, Liegen die Punkte @y, 455 @1y Y15 -« - &y Yu in cinem Gebiete 7, in welchem die partiellen
Differentialquotienten der stetigen Funection = gleich p und ¢ sind, so ist
Ly -’)’n -.-351‘.5‘1 AP Yo .'t'r.n;yu |
,{' 2 pla, y) de 4+ ¢ (x, y)dy = f pdx+ qgdy + J pax -+ qdy + .. _/ p x4 g dy.
&Ly Yo Ly Mo Ly Y Ly ’ Y
Denn es ist |
w(ier, 1) —w (g, o) + (@, ) —w (@, Y1) + oo+ 2 (X, Yn) — 2 (T Yn1) = w(&ny Ya)— 2 (o, Yo)- -
Ebenso beweist man die Gleichung
& Y Lo, Y
J @ ) a+q(mp)dy = — ) (@, v) de 4 a(w y) dy.
Loy Mo gt
§ 66. Hieraus ergeben sich Integrationsmethoden. Ist zmerst das Gebiet T ein Rechteck, oder ldsst
gich in 7" ein Rechteck mit den Eeken @y, 45 @y, 45 @', 4o @, ' vollstindig einschreiben, so ist nach dem
Batze des vorigen Paragraphen
2, oyt B ol T
/ pde+ gdy = f .p de -+ gdy + f P x4 g dy
Ly Ho Lo Wo L'y ifa

— w(aty yo) — ity o)+ wlaty y)— (e, 30)
vl Wy
= J P, ) de J g (', y) dy.

Lo Yo .
Eine analoge Schlussweise liefert den Satz
it ' : 3 !
./ pla, y)de + glx, y) dy = 1/ g (g, ) dy + _/ p(x, y)de
Ly, Mo o Ly
immer unter Voraussetzung der Existenz der Function w» (x, #). !

Wir wollen im ersten Falle die Geraden ay, #y bis &, yy und ', i, bis @', y’ den Integrations-
weg, im zweiten xy, ¥ bis &y, ¥ und ay, ¥’ bis &', y' den Integrationsweg nennen.
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§ 67. Ist aber zweitens 7 ein beliebiges Gebiet, in welehes das Rechteck oy Yo5 To, 5 XY X Yy
nicht eingeschrieben werden kann, so liefert die Methode des vorigen Paragraphen doch das Integral, wenn
man nur durch Einschalten von Punkten .y, 4

Eoy Ya5 e o§ Tniy Yur zwischen g, ¥y und 2/, 4

die Integration in mehrere zerlegt. In neben- el _i-'g ..,If, \
stehender Figur z. B. liefert die Einschaltong von e NI SR
zwei Punkfen das Integral. Man selireibt also | ,/
ST pax+ qdy % g
Loy Mo o e
wy , Wy Wby, Ya
=/ pdx+ qdy + f pdx | g dy
Loy Ho Ly, Uy
Y /
-/ pdr A qdy, /
Lay Yo 4

und wendet nun aunf die einzelnen Integrale diese
Methode an.

Liegen die Punkte @y, 1y: 2/, y* beide oder e¢iner von ihnen am Hande von T, so liisst sich nicht
immer die Integration iiber Rechtecke anwenden, aber jedenfalls kann diese Methode auf Integrationen bis
zu Punkten angewendet werden, die dem Rande belicbig nahe liegen, und da w eine stetige Funetion ist,
so kann in jedem Falle die Integration auf diese Weise bis zn jedem beliebigen Grade von Genanigkeit
ausgefiihrt werden.

§ 68. Die Methode des § 66 liefert unter der Voraussetzung der Existenz der Fumetion ()
ein Mittel zur Darstellung des Integrals _/:,'m'.f' 4 ¢ dy durch einen Grenzwerth oder durch eine Quadratur.

Ziehen wir von &y, ¥y zum Punkte @/, ' eine beliebige nur nicht unendlich oft unstetig gekriimmte
Curve s in 7, und wiihlen auf ihr Punkte &, #,; @, Y25 ...} Tu_1, Va1 S0 nahe an einander, dass alle
Rechtecke, deren gegeniiberliegende Ecken &, ¥,; ®,14, Yu+41 8ind, ins Innere von 7 fallen, und lassen
die Distanzen von Eyr Yu bis Tpa1s Yy sdmmtlich kleiner werden als eine beliebig klein vorgegebene
Grosse d, so haben wir

=1
Fil Tl B R T R TR |

/ pde+ gdy = :d(#} t/ ; : pdr+-qdy

Los Yo 0 Ty Yy

n—1 Erid n—I1 Y
| Loyt ¥ Sy o b | v T

= ) .f plx, y,)dr + l{;g)tl P,y y)dy.

0 Ly 1} Y

Bezeichnen wir die Strecke zwischen @, ¥, und oy Yty mit 8,4 1—s,, und den Winkel, den sie mit
der positiven a-Achse macht, mit ¢,, und sind p, ¢ stetige Functionen in 7 (anf welchen Fall wir uns
zuniichst beschrinken wollen) und liegen &,, %, zwischen Null und Eins, so ist

J

Ly

Ly 41

P, fﬂu] dr = Py, + :Eln L1 _""',u?ffﬁf}ws P15
= P(Ty,; Yu) cO8 G,y 1—5) + &, Su1—3),

Yyt CI4TR e
./ k G &y, Ydy = @1y Yu + T Yusa — ¥,,) sin q)gc("‘:ﬂ-{—l —s,)
Y
Yy

0 "7["5,!4) Yy) Sin @, (“}cJ—l_"""uJ + ""r,u E"'I{t—{r-l_'s,rc}}
worin %, /,, mit abnehmendem d gegen Null convergiren. (ieht man mit 4 zur Grenze Null iiber, so ist
auch X (%, + #,)(s,,+.1—s,) Null, wenn die Curve eine endliche Linge s'—s, hat. Sonst aber kommen
in dem Grenzwerthe

i

hes

Lo, Yo

T
pdxr+ ¢dy = lim Z[pf.’rw Yy) cos @, -+ ‘?[T,m Y4) 8in @”] [.\'#+ 15
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nur Werthe von p und 4 in Betracht, die auf der Curve s liegen. Man kann also plx, y) = =(s),
gle, ) = x(s) setzen und hat so
n—I1

e N S, Wil
/ pdr+qdy = lim ‘ﬁ\ ':.l‘ll‘)[-?'”{-"-nr)"""i Py + 2 )8in g, | (s,44—5,)
Lo, Yo 0 i } ; : .

+ 5

= / [Jff.\‘]ﬂi'r.‘iff f x(.\:j,-ai||fr:lff.f.

"III
wobei nur zu beachten ist, dass ¢ eine Function von s, und zwar eine im Allgemeinen stetige Function von
5 ist. Die Curve s wird der Imtegrationsweg zenannt.

Fillt die Curve s entweder theilweise oder ganz auf den Rand von I, so bleibt der Satz aueh noch
bestchen, denn man kann die Curve ¢ beliebig nabe an den Rand legen. Ist nun (unter Bezeichnuug des
Integrationsweges durch eine Marke)

w (@, y)—mw (o, uy) = [pda + qdy,
()
g0 muss auch .f,rf dr + ¢gdy denselben Werth haben, wenn p und ¢ stetig sind, denn da ¢ beliebig nahe an
(£)
den Rand gebracht werden kann, so miissen die beiden Integrale sich um weniger unterscheiden als jede
noch so kleine vorgegebene Griisse. Also sind sie gleich.

e, i Ly . .

§ 69. Man darf die Darstelling des Integrales Jf pdr+ gdy durch eine Quadratur, die unter

Xoy Yo
der Voraussetzung der Existenz desselben gemacht wurde, nicht umgekehrt als einen Beweis fiir die Existenz
« der Function m ansehen. Denn man sieht leicht ein, dass bei willkiirlichen p und ¢ auf jedem andern
Integrationswege zwischen &, , #* #' im Allgemeinen ein anderer Werth des Integrals erhalten wird, dass
dasselbe also als eine Function der Grenzen nicht angesehen werden kann.

Es sei z. B. p=a4a, ¢= gz, Tp =0 Ho=0 & =1 y =1,
80 ist
/l]_l vl 1
T adax -+ xdy =] adr + 'o/ dy = a+1,
- *1 I1 . . 3 - . - .
aber auch gleich / ody + ./ ady = a. Hier sind die Integrationswege einmal die o-Achse von 0 bis

I und von dort die der y-Achse pavallele Gerade bis zum Punkte 1, 1. Das zweite Mal die y-Achse wvon
0 bis 1 und von dort die der x-Achse parallele Gerade bis zum Punkt 1, 1. Nehmen wir noch als Inte-

grationsweg die Diagonale dieses Rechtecks, so ist die Linge dieser Geraden |/2, x ist auf ihr gleich s/,

y = si/4 (cosgp = |/§ = sing) und also
vl 1 '!IIQ /
S Tadetaxdy = [ (af/E +4s)ds = a+ L.
I't_.l‘- 0
Man erhilt also auf drei verschiedenen Wegen drei verschiedene Werthe. Eine Function ». deren par-
; 5 3 - on o 2, i
tielle Differentialquotienten — = a, A= - wiren, existirt demnach nieht.
or o v

§ 70. Damit die Function w, deren partielle Differentialquotienten w, == p, w, == ¢ sind, in
einem Rechteck mit den Ecken g yy:ag, v’ a',yy; %y’ existive, ist nothwendig, dass
X ¥ iy
F = .j plx, yo)de + _f gla, y) dy
Lo Yo
diese particllen Differentialquotienten besitze. Dass diese Function stetig sei, erkennt man leicht. Es ist

néimlich

w4+ h / +k o g,
J‘ plx, yo)de + J( / q(x 4+ hy) dy — / pla, yy) dr — '/ y i (2, y) dy
Ly Ya Ly Yo
w4 h 4k .
=" @ + ST a@+hmdy + S o+ b —a(@, )] dy
x y Yo

= hp(x+ g‘h, Vo) + kgl kv + k) + (v —w).&,




v, &

worin §,7 kleiner als Eins sind, & aber einen Mittelwerth der Funetion ¢ (x4 A,y)—q(x, ¥) im Intervalle von
ys bis y bei festem @, also eine Grisse bedeutet, die wegen der vorausgesetzfen Stetigkeit von p und g,
was aneh & sein mag, dadurch kleiner als jede noch so klein vorgegebene Zahl dem absoluten Betrage nach
gemacht werden kann, dass man A klein genug nimmt. Dieselbe Eigenschaft besitzen offenbar die Ausdriicke
hp(x + Ehy wo), kglx - hy y 45k) so lange &, y; @-+h, ik im Innern des Rechtecks liegen. Also ist diese
Funetion stetig und zwar im Sinne des § 45. Differenziren wir diese Funetion nach ¥, so folgt

oF a py

— = px, ) + = / 4 (x, y) dy.

ox ox
Kann man nun die Aunfeinanderfolge der Differentiation und Integration vertausehen, was nach § 31 jeden-

oy (e, 1)

falls dann zuliissig ist, wenn ~— == gine stetige Function von » und y ist, auf welchen Fall wir uns bhe-
or

schriinken wollen *) so folgt weiter

ar o gla, w)dy
= playy) + ) =,
o o o
und dieser Ausdruek soll gleich p(x, #) sein. Differenziren wir nochmals nach y, so folgt
o OF
< " - - ”
or aple, y) o N dy e, i) adglr, i)
— = L= : / 'r, — dy :_‘f.,__...
cy ol oYy, oxr or
Es ergiebt sich also, dass
aplax, y) ogla, )
oy ox

gein muss, im ganzen Gebiete, und dass diese Ausdriicke, wenigstens vorliufig, stetig sein milssen. Die Be-
dingung ist aber anch ausreichend, denn umgekehrt folgt aus ihr durch Integration nach y von y, bis

y, dass

38 d g, y)dy ofF
plx, y) — pla, yy) = : y alBg 2L, )
-.”" [ ox
gel. Die Symmetrie gestattet die Ersparung des Beweises, dass auch — gl(xz,y) unter denselben Be-
L oy :

dingungen ist.

In diesem Rechtecke existirt also eine stetige Funection w(x, ) und es ist demnach das Integral
von @y y; bis @y iy, suf beliebigen Wegen in diesem Rechtecke erstreckt, eine einzige bestimmie Grisse,
und das Integral iber cine geschlossene Contonr gleich Null. Aus denselben Griinden ist das Integral iiber
die vier Seiten des zanzen Rechtecks in derselben Richtung erstreckt gleich Null, denn es ist ja ein Weg,
der den Punkt ., y, mit ihm selbst verbindet.

§ 71. Is das Integral .j.llfr dx + ¢ dy tiber die ganze Begrenzung s, eines Ebenenstiickes 7} erstreckt
gleich 0, und das Integral iiber die ganze Begrenzung s, ecines Stilckes 7) erstreckt ebenfalls Null und
haben die Begrenzungen $;, s; e¢in continuirliches Stilek ! gemein, so ist auch das Integral iiber die Be-
grenzung s des Stilckes 7= T} | 7, erstreckt, welches aus § -+ $s—/ besteht, gleich Null. Denn integrirt
man fiber s und s in derselben Riehtung (man pflegt diejenige Richtung die positive zu nennen, bei wel-
cher das begrenzte Stick zur Linken bleibt), so hat man ganz tiber s und tiber die Linie / zweimal in ent-
gegengesetzter Richtung integrirt. Diese Integrationen aber zerstiren sich gegenseitiz und liefern also Null.

Sind nun p und ¢ in einem beliebig begrenzten Gebiete 7 stetige Funetionen und ist darin
{—E; == (T-:i und sind auch diese Grossen stetig, so ist das Integral iiber eine geschlossene in 7' verlanfende
5

*) Dadurch wird :1Iir-r-1ir:g.- die Integration zweigliedriger Differentialien mehr als nithig eingeschrinke; jedoch
ein Theil der Fille, in welchen t;ﬁ = :f- in Punkten oder Linien ist, oder in denen diese Ausdriicke unstetig sind,

diy ox
erledigt sich spiiter von selbst.

Thomae, Binl. in d, Theorie d. best. Integrale. i




]
|
i
|

42

Linie gleich Null, wenn in dem von dieser Linie allein begrenzten Stiicke die Bedingungen wie in I erfiillt
sind. Das begrenste Stiick sei 2, die Begrenzung ¢. Man kann dann in > Rechtecke einschreiben, dass
3 wie im § 62 so weit durch dieselben erschopft wird, als man es erschipfen will. Das Integral iiber
die Begrenzung jedes dieser Rechtecke ist Null. Nimmt man das Integral fiber zwei aneinanderstossende
Rechtecke, die ein Begrenzungsstiick gemein haben, so ist das Integral iiber die nicht gemeinsame Begren-
zung Null. Der Rest dieser Begrenzung besteht dann wieder aus einem Stiick, Figen wir ein neues
Reckteck hinzu, welches mit dem vorhergehenden ein Stiick der Begrenzung gemein hat, so ist das Integral
{iber die nicht gemeinsame Begrenzung Null. Diese Begrenzung besteht dann wieder aus einem ununter-
brochenen Wege, und im Inmern sind die Bedingungen wie in 7 erfilllt. So kann man dureh Hinzufiigen
von neuen und neuen Rechtecksseiten der Begrenzung ¢ von > beliebig nahe kommen und dann die Inte-
gration iiber die Reehtecksseiten nach der Definition des § 68 durch die iiher die Linie ¢ ersetzen.

Spiitere Rechtecke kinnen mit fritheren anch nichtzusammenhiingende Stiicke gemein haben, wovon
man sich iiberzengt, wenn man in ein ringformiges Gebiet Rechtecke einschreibt. Tilgt man dann sé#mmt-
liche gemeinsamen Stiicke als Integrationsweg, s0 behilt der Satz noch immer seine Richtigkeit, obgleich
die Begrenzung nicht aus einem Zuge besteht. Es ist aber festzuhalten, dass dann das Integral iber die
ganze Begrenzung in derselben Richtung (d. . so, dass das begrenzte Stiick immer auf derselben Seite
bleibt) zn erstrecken ist. Das Integral von einem Punkte der Begrenzung bis zu einem andern iiber die
beiden sie verbindenden Sticke braucht dann nicht denselben Werth zu haben, weil diese beiden Stiicke
nicht die ganze Begrenzung eines Ebenenstiickes bilden, in dessen Inneren die Bedingungen der Integra-
bilitit erfilllt sind.

Besteht aber die Begrenzung von 7' aus einem einzigen geschlossenen Wege *), so begrenzen auch
swei in T verlaufende Wege zwischen zwei Punkten dieses Stilcks stets vollstindig ein Gebiet, in welchem
die Bedingungen wie in 7' erfillt sind, und das Integral ist nnabhingig vom Integrationswege. Um dasselbe
auch in einem ringférmigen Stiicke vom Wege unabhiingig zu machen, muss man das Stiick durch einen die
peiden Begrenzungsstiicke verbindenden Querschnitt in ein ginfach zusammenhingendes Gebiet, d. h. in ein
Gebiet verwandeln, welches mit Hinzunahme der beiden Ufer des Querschnitts durch einen einzigen Zug
begrenzt ist. In einem solchen Gebiete ist man berechfigt, das Integral

T T
s )( pdx+ qdy
Tolo
als eine Function der oberen und unteren Grenze anzusehen.

§ 72. Diese Sitze und ihre Beweise lassen sich auf mehrgliedrige Differentialien ausdehnen, hierauf
wollen wir jedoch verzichten, und noch den Riemann’schen Beweis des Hauptisatzes des vorigen Paragraphen,
der ans der Theorie der complexen Functionen unter dem Namen des Cauchy'schen Satzes bekannt
ist, hinzufiigen.

s soll also bewiesen werden, dass das iber die ganze Begrenzung s eines Gebietes 7, in dessen

Innern
ap  og
oy o

ist, und diese Ausdriicke, wenn auch nieht stetig, so doch integrabel sind, erstreckte Integral Null ist.
Da aber im Gebiete T '

ap ot
hL75E _.;"_ = ()
ay ox

ist, so ist auch das iiber alle Elemente dx.dy des Stiickes 7 (im gewdhnlichen Sinne eines Flichenintegrals)

erstreckte Doppelintegral
v o (0 d .
_f'/ (;\E —ggjdy.d;r — S
dy ox
*) Bei ebenen Gebietsstiicken ist der Riemann’sche Begriff ,einfach zusammenhingend* einerlei mit
dem Begrenztsein durch einen einzigen continuirlichen Zug ohue Doppelpunkte.
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Um das Integral jf-,—i dydx zu transformiren, zerlegen wir das Flichenstick 7' durch ein Sy-
J By
stem der x-Achse paralleler Linien in Elementarstreifen von der Breite da. Der Beitrag eines unbestimmten
: & v
: M o r t e op . . JLif7) :
dieser Flichenstreifen zu dem Werthe won f/r;;rfqut wird dann offenbar d.c.fr—ida;, wenn die
iR P B g

Integration iiber eine der y-Achse parallele Gerade erstreckt wird, welche dem Flichenstreifen angehirt.
Tritt nun (in der Richtung der wachsenden y) diese Linie bei 0, in die Fliche S ein, bei 0 aus derselben
herans, bei 0,, wieder ein, bei 0 aus u. s w. bei 0,,, 0% ..., und sind die Werthe von p dort bez. p,, p,

Pory P Doy 0"y o oo, und bezeichnen wir mit ds,, ds’, ds,,, ds”, ete. die Stiicke der Begrenzung s, welche
der Dbetrachtete Elementarstreifen aus ihr herausschneidet, und die Winkel, welche diese mit der y-Achse
machen, mit ¢, ¢, ¢,, 9", ..., wobei s immer in derjenigen Richtung zu nehmen ist, bei der das be-
grenzte Stiick 7' zur Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkel im ersten und vierten Quadranten bei
Oy Oy Opypyov oy im zweiten und dritten bei 07, 07, 0, ..., so dass die positive Grosse
dr = cos@'ds, = cos@, ds;, = Co8Q,,; 05, = ...
= —cospp'ds’ = —cosqgp'ds! = —cosgp!ds’! = ...
ist. Ferner ist
v /
./ By gy = Pt Put Pt
* == e s
und also
(f.t'..j-;—i:dg; - — -‘.H cos @ ds,

worin sich die Summation anf alle Begrenzungselemente bezieht, welche von dem betrachteten Elementar-

streifen aus s ausgeschnitten werden. Durch die Integration ilber simmtliche Elementarstreifen wird nun
T : ety Sy A .

das Integral ff.':f dydx erhalten, und die rechte Seite der -erlangten Gleichung verwandelt sich in

shik S o O

—‘/ peosgds, worin die Integration iiber die ganze Begrenzungslinie s zu erstrecken ist.

Dureh ganz idhnliche Schliisse findet man

» p8g
l/t/ E_:irdy = gsingd ,
und folglich
» nfdp  0Og . ;
LD ardy = — [(peosy + gsing)ds = 0.
b (FW ) dvdy = —[(pcosg + gsing)ds = 0

Und demnach endlich

‘f(_p cos @ + gsing) ds = quﬂt'—i— gdy = 0,

(%)

Ww. 2. b w.

§ 73. Wenn eine Funetion a(x,y) in einem Gebiete 7 die partiellen Differentialquotienten

an o ! : k : : ot p
— = p, i ¢ besitzt, und wenn-p und ¢ stetige Functionen von = und y in 7 sind, so ist
ax y

pdx 4 gdy
ein vollstindiges Differential im Sinne des § 61.

Die Existenzfrage der Function

ST Y
w(a, y) — w(a, ¥0) = J play)de+ ¢(x, y)dy
Lo Yo
fillt hier fort. Es ist aber dann,
1 (X - . ) y8in o) — 0 (o Ay +hcose Ao+ h sin g
w(xy+heosp, yu—l;‘?rsm 9)—n (%, Yo) _  kaee oo e Jya N b o it
&Ly Yo

= p(xy+ Ehecosq, ys) cosp + q(xg + heosg, yy -+ nhsing)sing
= p (g, yo) cosp + Ecosg + gy, ¥p)sin @ + Hsin g,
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worin § und # kleiner als Eins sind, und
= p(@ + §heosp, yo) — (%o, o), H = q(xy+ heosg, yo+7nhsing) — ¢z, o)
Da aber p und ¢ als stetig vorausgesetzt werden, so kann man fiir alle ¢ ein einziges & angeben,
so dass =, H, oder dass 5 cos ¢ + Hsin ¢ kleiner als eine beliebig klein vorgegebene Zahl ¢ wird. Also
gind die Forderungen des § 61 erfiillt.

o

Il[ iy

§ 74. Sind p(x, y) und ¢(x, y) Functionen eines Parameters ¢, so wird der nach « genommene
Differentialquotient des iiber eine Linie s erstreckten Integrals

S p (@, ) de+ o, v)ay
)

L.
s d , v ) ) oy ..
durch Differenziren der Funectionen p und ¢ unter dem Integralzeichen gefunden, wenn ;i und =— lings
o H e o 8

s stetige Functionen von &, #, « sind. Dies erhellt soforf, wenn man die Linge der Curve s als Integrations-
variabele einfithrt, wodurch die Integration in eine mit einer Verinderlichen verwandelt wird. Es ist also
unter dieser Bedingung

[al
dp

s a
—ﬂ—/ pde -+ gdy = / dx + _.—?dy.
§ o

oa 5 aet

§ 75. Wird eine der Functionen p und ¢ in einem Punkte des Gebietes 7' unendlich gross, so

k:!,]]n anf ]||t(ﬂ_g]-;[[.i|mgw(-,gen zwischen denselben GI‘!.’-I!ZL‘]‘]_‘ welehe diesen Punkt @illa‘i.’]llit‘.rﬁ.r_ﬂ!:l, das lntvgral
I/p dx + g dy verschiedene Werthe erlangen. Ist z. B.

Tl B4 L
S ﬁ,: =
g0 sind in der ganzen Ebene die Integrationsbedingungen erfiillt, abgesehen davon, dass fir =0, y =0
p und ¢ unendlich werden.
Integrirt man aber von x =1, y = 0 bis &= —1, y = 0 einmal iber einen Halbkreis, weleher

den Punki 0,0 zur Linken lisst, und dann iiber den Halbkreis, weleher diesen Punkt-zur Rechten lisst, so
o5 : - ! . . :
wichst im ersten Falle das Integral are tg Y um 7, im zweiten um — 2, so dass man einen um 27 ver-
3 =

schiedenen Werth je nach dem Integrationswege erhiilt.

Werden aber die Functionen p und ¢ in einem Punkte @, b des Gebietes 7' in einer niedern als

der ersten Ordnung unendlich, so dass p|/(x—a)?+ (y—0)*, ¢/ (x—a)*+ (y—0b)* verschwinden, wenn
@, y sich den Werthen @, b bez. nihern, so ist das Integral L/,u da -+ ¢ dy ither jede geschlossene Curve in
7 Null, wenn sie auch diesen Punkt mit einschliesst.

Zieht man ndmlich um den Punkt mit dem Radius ¢ einen beliebig kleinen Kreis, so ist das Integral
fiber die geschlossene Curve gleich dem Integral itber den kleinen, beliebig kleinen Kreis, weil zwischen
ihnen die Bedingungen der Integrabilitit erfilllt sind. Das letzte Integral ist aber nach Einfithrung des

27
Bogens jenes kleinen Kreises gleich f J(p cos + ¢sing)odp und dieser Ausdruck jist kleiner als jede
;i
noch so klein vorgegebene Grisse, we.]il ¢ beliebig klein gemacht werden kann, und nach der Voraussetzung
po und ¢o mit o verschwinden. Also ist das Infegral Null

Liegt ein soleher Punkt am Rande von 7', so ist das iiber denselben erstreckte Integral ebenfalls
Null, sofern es fiberhaupt einen Sinn hat

Dieselben Siitze finden statt, wenn p und ¢ in einem oder einigen Punkfen unstetig werden, indem
gich diese Funetionen bei Anniiherung an diese Punkte in verschiedenen Richtungen verschiedenen Werthen
nihern, oder wemn sie in diesen Punkten einen um eine endliche Grosse von den Werthen der Umgebung

verschiedenen Werth besitzen, wenn nur die Ausdriicke p|/(c—a)* + (y—25)*, ¢V/ (e —a)t + (y—b)* ver-
sehwinden.

J i i sehi x . . ; s op ¢
Unter derselben Bedingung kann auch in beliebig vielen Punkten die Differentialgleichung ; = é-t_{
: i) i

picht erfiillt sein. Diese braucht sogar lings Linien nicht erfiillt zu sein, wenn p und ¢ dort stetig sind.
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§ 76. Die Integration zweigliedriger Differentialien findet vorziigliche Anwendung auf die Inte-
gration von Funectionen einer Verinderlichen zwischen complexen Grenzen.

Jede complexe Function »(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) kann als Funetion der complexen Veriinder-
lichen z= x4 yi angesehen werden. Denn wenn z gegeben ist, so ist sowohl x als anch y gegeben,

wenn also zu jedem Werthepaare @, y ein Werth von u und von v gehort, so gehort zu jedem z ebenfalls
ein # und ein », also ein w, und damit ist dem Functionsbegrifie Geniige gethan.

Allein der Sprachgebranch hat sich dahin entschieden, nur solehe Functionen  (x, ¥) in einem Ge-
biete 7' Functionen der complexen Veriinderlichen z = x-+yi zu nennen, welche abgesehen
von einzelnen Punkten die partielle Differentialgleichung befriedigen

iow(x,y)  én(x,y)

i} ?
da ol

worin die partiellen Differentialquotienten im Allgemeinen stetige Functionen sind. Dieser Differentialgleichung
genligen alle Potenzen 2% — (x4 yi)* ausser, wenn der reelle Theil von « kleiner als 1 oder negativ ist,
im Punkte 0, und alle Potenzreihen

Ay + A4 (z—a)+ H(z—a) +... + 4(z—a)* + ...

im ganzen Convergenzgebiete.

. o2 _ vyt . 4
§ 77, Hat man ein Integral !,f pder+ ¢gdy auszufithren, so kann man dasselbe auch
Ly Yo

J pdx+ gdy schreiben, denn wenn zp = g+ ypi, 2/ = a’ +y'i gegeben ist, so sind @, vy, @' Yy’ ge-
Zo

geben. Bind aber p und ¢ selbst complexe Funectionen, p = u - Vi, § = wy—+vyi, so hat man das Integral

i o a "
: : 3 o ou o
in zwei zu zerlegen, ‘/ udi -y dy - H‘f vde+v;dy und es muss also sowohl = ,—_' - als
2o iy o
av (r«i'l
auch +— = —— gsein. Indessen ist die partielle Differentialgleichung
oy dx ;
ap dutvi dy duy+wpi ou 8 ('rr. + i,
e e BT S i BT St BB L e Tt e
ol oy o ox oy t"‘i_)‘ ox
mit den beiden partiellen Differentialgleichungen gleichbedeutend, und es wird also auch, wenn p und
: i) Ao A S ap 04 S S
complex sind, gleichsam nur die eine Differentialgleichung — = —= als Bedingung der Integrabilitit
: oo ox
erfordert.
o (x, y ) ; : :
Wenn nun E—) —( so wollen wir w(x, y) = o(z) = w(x + yi) setzen. Dann
l'.'f’f L ¢

ist in einem einfach begrenzien (1-11sz1('11 zus.'lmi1|8!1h:"l11g=-n{iL:I|} Gebiete 7', in welchem die partielle Differential-
gleichung erfiillt ist, und die Differentialquotienten stetig sind,

SLo@atio@d = [T @) +id) = J7 o)

20 g
eine Function der Grenzen allein, und vom Integrationswege nach § 71 unabhiingig, Das Integral iber die
ganze Begrenzung eines Gebietes 7, in dessen Innern dieselben Bedingungen erfiillt sind, ist Null.

Wenn die Funetion (z) im Innern eines einfach zusammenhiingenden Gebietes 7 iiberall die par-
tielle Differentialgleichung erfiillt, so sagt man sie habe dort den Charakter einer ganzen Function.
§ T8. Hat die Funetion ru(:) in einem Gebiete 7, dessen Begrenzung & aus einem continuirlichen
Zuge besteht, den Charakter einer ganzen Funection, so hat auch @(2):(z—z,) denselben Charakter, aus-
genommen im Punkte z,. Zieht man um denselben einen kleinen Kreis & mit dem Radius ¢, so ist das
iiber s erstreckte luu-grul dieser Function gleieh dem tiber den Kreis £ erstreckten Integrale (nach § 71),
weil zwischen & und s die Function w(z ) (z—zy) den Charakter eciner ganzen Function besitzt, also ist
‘w(z)dz T fu(:jd; 5t ‘w(z} (cos g + 2sin @) dog

z— % z2—2z 0 (cos & + isin ¥) :
L2 (.S‘J U L] ﬂ' L2 ;‘
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worin ¢ der Winkel des Bogenelementes (§ 68) ¢ mit der positiven 2-Achse, # der Winkel des Radius
¢ mit der positiven a-Achse ist. Es ist folglich ¢ = & + 27 und also

e 2 N 27
o(z)dz _ /‘T’(ﬁ:_}_{‘f“ i ;] Tru[zn + o (cos & + isin$)] di

z z Z—2Zy

Z=2y
5 K

2 v 27
= i) o(z)dt+ if :m [z0 + 0 (cos & +isin®)]|—w (_?a): dg,
0 1] |

wie klein auch o renommen werden mag. Da nun w(z) als stetig vorausgesetzt ist (denn die partiellen
05 o B = ¢

Differentialquotienten sollen stetig sein), so muss das zweite Integral kleiner als jede noch so klein vor-
1 g g J

gegebene Grosse sein, weil e[z, ¢(cosd + isin #)]— @ (zy) beliebig klein (sowohl im reellen Theile, als

auch im imaginiren l"im[ii gemacht werden kann, also ist das letzte Integral Null und folglich

‘o)z _ ;(,,{;n)./"' a9 —
0

Qxiw(zy).

Aus dieser Gleichung, welche nach z, differenzirt werden kann, werden in der Theorie der com-
plexen Functionen die Eigenschaften der Functionen einer complexen Verinderlichen hergeleitet. Sie ge-
stattet die Werthe der Function @(z) im Innern von 7 aus den Werthen am Rande zu bestimmen. Sie ist
aber auch zugleich ein ausgiebiges Hilfsmittel zur Herleitung bestimmter Integrale, wofiir ein Beispiel ge-

geben werden soll.

L

o

§ 79. Um das Integral / rf-—h.i dx auszuwerthen, in welehem @ und & positiv reell sind, kann
D ]

man das Integral von —m bis +m und von da iiber einen Halbkreis erstrecken, welcher die Linie von

—m bis 4+m zum Durchmesser hat, und #i im Innern enthilt. Wie gross auch m sein mag, im Innern

dieger Begremzung (s) hat e den Charakter einer ganzen Funetion, denn es kann in eine convergente

Potenzreihe entwickelt werden. Also ist nach § 78

v g 5 T : 'l S G
pazi g, T P it T 8#:Jnﬂ.{cn._ &+ isin ) .m(cos & + i sin &) 4
= —dx i
z—bi xr—>hi m(cosd +isinP)—0bi
el 3 *m 0
+m  axi W —amsin$ iamcos & gq
= 2mie™ = dx i .
x— bi e .
2 A e e (sin & —icos &)
Das letzte Integral aber convergirt mit wachsendem m, wenn @ positiv ist gegen Null, und man
hat also
00 et x . . .
(o iz P p— cos ax + ¢sin a:rd x cos ax — bsin ax + i (xsin ax b cusu.r.')d,_)_
~-(X = == e #)
x—hi z—bi x4 b* :
® @ Y _w
(s o oo y
& C08 a4 — hsm e xsin ax + beos ax 3
~ - der = 0, = = dy = 2me ™,
a2+ b2 Al
Tl an .—\,"
on
& Bin & + b eosax o
e = e,
2!+ b2
0
wobei & und b als positiv vorausgesetzt sind.
or
¢ : bdx k4 \ ol 34 3
Fir ¢ = 0 ist das Integral ———= = -, es ist also unstetig in Bezug auf a.
xi4 bt 2
il
an i
e
Ist in dem Integral -——bzd: a4 negativ, so ist das Integral iiber eine Linie von —m bis
—an

+m, und von da iiber einen Halbkreis, der diese Linie zum Durchmesser hat und bi ausschliesst, gleich
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Null, weil im Innern derselben &% : (z—¥&) den Umm}\tu einer ganzen Function hat. Daraus ergiebt sich

» W
’ Apeald Frad " COB X — i 8in ax E .t‘ cos e -+ b gin ax |- J}J((’l)\t‘tt — a8in u.x) 0
x—b x—bi i x? 4 b2 ;
. Vo |
L 15 o) .
b eos ax — x 8in ax
Also —_—— —— dz = .
x4 bt
L 0
Oder das Integral
00 i
Zsin dx } b cos ax
— dx
a? - J":-
0
hat fiir negative @ den Werth Null.
Dureh Addition erhilt man fiir positive «
L Ie's ot g Ir <) .
xsinax 4 b eos ax & sin ax—b cosax g
Y dr - - dr = S
x| p? x* | b*
L 0 L 0
Liisst man hierin & stetig gegen O abnehmen, so erhiijt man
L1 #)
81in 12 . b : i . ey T
—— dx = ixm fiir positive, = — iz fiir negative ¢ und gleich 0 fiir @ = 0.
x f '
=0
§ 80. Eine andere Anwendung des Cauch y'schen Satzes ist die folgende.
L 1v s
; : - E _ . da
Ist ¢ eine complexe nicht rein reelle Zahl und 1 > # > —1, so hat das Integl'ﬂl/ (2 )
at (x2—g?
L]

einen Sinn. Wir nehmen bei der Auswerthung desselben an, dass der imaginiire Theil von @ positiv gei,
wodureh die Allgemeinheit nicht beschriinkt wird, weil der Werth des Integrals offenbar ungeiindert bleibt,
wenn @ in —a verwandelt wird. Die Curve s bestehe aus der mit der Achse des Reellen von — & bis
+£ zusammenfallenden geraden Linie und einem mit dem Radius 2 um den Nullpunkt geschlagenen Halb-

kreise, der im ]"Ll]li\'[(‘ & = R beginnt und tiher @ = 4 iR geht endigt. Dann ist nach dem
Satze (§ 78) / fF.'-'.' = 2miw(xy), wenn man wix) = 1:a"(x+t4a), 7y = o, 4= pe'f'i setat,
s T—
/.I. .l (.'!'-{'- ”"} : /GH- S : /t!.' " /‘,.1 H(,"!H{H).
— dr — - : — —
T Fir n2 .20 2 .2¢
o, rz—a g, A a} s r”(t 1 @) R e B2 e*Vt — ple=$)
s i dr L = dar iz i ' ()
e*"‘”( rY (r2—a?) r(ri—aq? } R+ @* 2(p—9)i
e p / L L2 1—-—!_,-_‘!(_.
a R » x
dr i . dit i
(1 FM IE._M””)/ H( __". -I_ FU‘I'I q i T 14+p 5
# % i 4 F,U + )4 h(l { E[q’—.}}l) e

Geht man in der lefzten Gleichung mit R zur Grenze oc ilber, ersetst » durch x, und beachtet,
dass die Grenze des absoluten Betrages von el!tT@¥ 1 (p2. R2) 29— gleich Eins ist, so findet
man endlich:

& da b ) g2t
T ; miE e e ey 1
‘ aH(pt—a) a*t1(1 4 o) 2a' TH cos dun
0
und wenn man |/x als Verinderliche einfithrt, ¥ — 21—1 und o = « setat,

L1 = 17

dax o

x* (x— a) *sin Ax

L
{1
Setzt man weiter « =i, @ = —1, 8o folgt
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& -Q’.r: A e
(1+2)a*  sindx
el |

dx ) g 2
und wenn man 14+ @ = —, dy= — " setat, so ergiebt sich weiter
¥ ¥ .

o ay 5
o | ,’f(; e I-]L 0

welche Relation auch divect mit demselben Cauchy'schen Satze bewiesen werden kann.

L]

{i‘i'_'!(l-—-ff) ‘i'f."_rj L 1.-_

sindmw

§ 81. Integration durch Reihen. Bei Auswerthung bestimmter Integrale ist man oft gentthigt,
die zu integrirende Function in unendliche Reihen aufzuldsen, deren einzelne Terme die Integration leicht
zulassen. Ist /(2) = ¢o + 9+ @2 + .. in dem ganzen Integrationsintervalle, und lisst sich eine Zahl A
angeben, so dass dem absoluten Betrage nach

f—Pi—Pr— . —Pxr < 0
ist, wie klein duch ¢ vorgegeben sei, und weleche Werthe des Integrationsintervalles (oder, bei eomplexen
Intesrationen) auf dem Integrationswege, & auch annchmen mag, s0 ist offenbar absolut genommen |
././'ff\i.‘—'/‘ff,-, rJ‘.?r——./'rﬁ dr— .. -—_/If{_.\'-‘f-" < _,f'i;fj.r'

und da dieser Ausdruek beliebig klein gemacht werden kann,

‘fr'fh“.l‘ - ,jﬂf{,.ﬂ‘.i' —--_/‘f;t dr+ .... +J"t,r,; dr <= ... in infinitum.

Fine Reihe, welche die angegebene Eigenschaft besitzt, nennt man gleichmiissig convergent,
und man kann mit Einfiihrung dieses Wortes den Satz aussprechen:

Das Integral einer unendlichen Reihe, weiche im Integrationsintervalle, oder auf dem Iniegra-
tionswege gleichmiissig convergent ist, wird durch Integration der Glieder erhalten.

Kine Potenzreihe ist im Innern ihres Convergenzkreises immer gleichmissiz convergent, und eine
Integration derselben kann daher ohne Weiteres gliedweise ansgefithrt werden, so lange der Integrationsweg
im Innern des Convergenzkreises verliuft. Erstreckt sich aber ein Theil des Integrationsweges iiber den Rand,
wo die Potenzreilie in eine trigonometrische Reihe (Fourier'sche Reihe) itbergeht, so kann dieselbe dort leicht
in allen Punkten convergiren und eine integrabele Function darstellen ohne gleichmissig convergent zu seinm.
Die Integration ist dann nicht ohne Weiteres zuldssig, und es ist kein Kriterinm fiir die Anwendbarkeit
gliedweiser Integration, dass die dadurch erhaltene Reibe wieder convergirt.

Nachtrag. Nachdem der grisste Theil der vorliegenden Bogen schon gedruckt war, erhielt ich
von Herrn Du Bois Reymond seine in den Ablandlungen der bayrischen Akademie Bd. XII veriffentlichte
Abhandlung iiber die Fouriersche Reihe. In einem Anhange derselben befindet sich der Beweis des Batzes
der in § 23 dieser Schrift enthalten ist. Sodann giebt Herr Du Bois Reymond im Art. 12 der citirten
Abhandlung eine Erweiterung der partiellen Integration, welche hemerkenswerth ist.

Derselbe zeigt niimlich, dass die Gleichung:

,I.b} o () _/ﬂa px)dr : dy = ./ L!_!"{‘i'j dr ../J)ff () dox — '/‘b ; nfs(‘:')./"i'¢i.r'] dr idtrr
{ P c fL: : a

[ (4]

: 5 ; . : ; 3 d px _ df(x)
welche mit der Formel fiir partielle Integration dann identisch ist, wenn rf)( W(x) de = Plx) = =
(e

gesetzt werden kann, weiter keine Beschrinkung erfordert, als dass ¢ und ¥ integrabel seien. Fiir den
Fall, dass ¢ und w endliche Functionen sind, lisst sich dieser Satz mit denselben Mitteln als der aweite
Mittelwerthsatz in § 27 beweisen, und dann auf Fille des Unendlichwerdens in einzelnen Punkten ausdehnen.

Halle. Druck von E. Karras.
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