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Schon seit bald zwei Jabren beschiftigt mich die
Aufgabe, die Gesetze, welche die Analysis fiir reclle Zah-
len begriindet hat, in Beziehung auf complexe Zahlen
zu untersuchen, und hiebei geometrische Evidenz in Fu-
klideischer Weise anzustreben. So sebr ich es nun auch
bedaure, dass meine Arbeiten in dieser Richtung mich
erst bis zur Untersuchung des Restes der Taylor'schen
Reihe mit complexen Variabeln fiihrten, ebenso schr freue
ick- mich der erlangten geometrischen Einsicht in die Ana-
lysis der complexen Zahlen, deren Behandlung in den
Lebrbiichern noch immer so Vieles zu wiinschen ibrig
lisst. Der Gang dieser Arbeiten war folgender: Vorerst
betrachtete ich die Gesetze der Verbindung complexer
Zahlen durch Addition, Multiplication und den zugeho-
rigen inversen Operationen. In Beziechung auf diesen
Abschnitt will ich, da die Resulltate bekannt sind, die
Entwicklung dieser Resultate aber allein schon den Raum
einer Abhandlung fordert, nur Folgendes mittheilen:

1. Suchte ich die Erklirung der Addition und Mul-
tiplikation so zu geben, dass diese die bekannten Erkla-
rungen fir reelle Zahlen als besondere Fille enthielten.

2. Hielt ich es fiir unerlisslich, die Richtigkeit der
Ansicht von Gauss nachzuweisen, dass nimlich, wenn die
Bilder der reellen Zahlen in einer und derselben Geraden
gedacht werden, die Bilder der Seilenzahlen nothwendig
in Perpendikeln auf diese Gerade liegen mussen.

3. Gelang es mir, die Begriindung der Gesetze in
diesem Abschnitt nur sehr einfachen geomeltrischen Be-
trachlungen zu entnehmen.
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Nach Beendigung dieses Abschnitles zog ich dann
die Gesetze dsr Verbindung complexer Zahlen durch Po-
tenzirung und den zugehirigen inversen Operalionen in
Betracht und gelangte hiebei zu folgenden Sitzen:

§. 1. Erklédrungen.

1. Bedeutet p irgend eine relle Zahl, so bezeichne
ich mit p den Quotienten aus p durch - den absoluten
Werth von p. Ist p = o, so verstehe ich in diesem
Falle unter p durchaus nichls anderes als die absolute
Einheit, so dass durch diese Annahme das p immer eine

bestimmte Bedeutung hat und nur eindeutig ist.
m
2. Durch ,Ya, wo a eine absolute Zahl und m eine

posilive oder negalive ganze Zahl, deute ich die abso-
late Zahl an, die mit m potlenzirt a gibt. Diese Jezeich-
nung ist, wie die Folge zeigen wird, nur ein beson-
derer Fall einer allgemeinern von mir angenommenen
Bezeichnungsweise.

3. Arg.(p + qi), wo p und q reell, bezeichnel
q

St — uﬂd d(‘,sscn CU'
o/ p? + q2

jeden Bogen, dessen Sinus =

5 p

sinus — T
besondern Werth von Arg (p + qi) dar, der entweder
= 7= oder zwischen m und — = liegt. Das Bild von
arg (p + qi) in der Zahlebene ist der Kreisbogen, des-
sen Mittelpunkt der Nullpunkt, der einerseits von de
positiven Zahllinie und anderseits von dem Gauss'schen
Zahlort der Complexen p + qi begrenzt ist, und der,
wenn q = o und p negativ ist, auf derjenigen Seite von
der reellen Zahllinie liegt, wo sich die Bilder der positi-
ven Seilenzahlen befinden. Mod. (p + qi) bezeichnet die

; arg (p + qij aber stelll denjenigen



absolute Zahl, die gquadrirt p2 4 q2 gibt; das Bild die-
ses Modulus in der Zahlebene ist die Gerade aus dem
Nullpunkt nach dem Zahlort von p 4 qi.

4. are. sin p, wo p reell und p2 = 1, bedeutet
den cinzigen Bogen, dessen Sinus = p und dessen ab-

b 4 . = . .
soluter Werth 5 nicht ibersteigt; arc.cos p bezeich-

net den einzigen x nicht iibersteigenden positiven Bo-
gen, dessen Cosinus = p; arc.tangp und arc.col.p,
wo p reell, bedeutet den Bogen, dessen Tangente

oder Cotangente — p und dessen absoluter Werth %

nicht ibersteigt. Soll jeder Bogen, dessen Sinus, Cos,
lang., cot. — p vorgestellt werden, so schreibe ich Arc.
anstall arc.

§. 2. Lehrsitze.

Bezeichnen a und b reelle Zahlen, so ist
1) Arg (a + bi) = 2yz + arg (a + bi)
wo y sowohl o, als auch jede pos. und jede neg. ganze
Zahl darstellt.

E
2) arg (a + bi) = b [1 — a] —Z——I— arc. Izmg—_:—
3) b [1 ] T ek in =
= A A AT EIn
u[ == 0 — o a2 b2
4 I _4..,
) = b arc. cos Voo

§. 3. Erklirungen und Lehrsitze.

1) Mit Ex, wo x irgend eine complexe Zahl, be-

2 3
zeichne ich die Exponentialreibe: 1 + X + ;x—z otz 1__"*57
4+ . ..., mithin nicht die Potenz e*, die im Allgemei-
nen vieldeutig ist. Da die Reihe E* fiir jeden angebbaren




complexen Werth von x convergirt, so wird E* immer
eine bestimmte angebbare Complexe sein.

2) la, wo a eine absolute Zahl, bezeichne die
einzige absolule Zahl, mit der e oder die irrationale
Zahl 2,71828 ... . potenzirt, a gibt.

Log (p + qi) aber, wo p und q reell, bezeichnet
jede Zahl, die in E* fiir x gesetzt, diesem E* den Werth
p + qi gibt.

3) Bezeichnet y die Null, so wie auch jede posi-
live und jede negative Zahl, p und q reelle Zahlen, so
hat man die Gleichung

log (p + qi) = % 1p? + q%) + 2= + arg(p + qi)li
4) Mit Jog (p + qi) bezeichne ich den speciellen
Werth i.z Ip? + q%) + [2tm + arg (p + qi)]i. Diese
eindeutige Grosse ,Jog (p + qi) vermag ubrigens, inso-
fern man noch far = die Null und jede positive oder

negative ganze Zahl annehmen kann, jeden Werth von
log (p + qi) auszudriicken.

§. 4. Lehrsitze und Erklirungen.

1) Unter (p + qi), wo n und m absolute ganze Zah-
len, verstehe ich die n'** Potenz jeder Zahl, deren m' Po-
tenz p + qi ist. 'Diese Potenz ist daher im Allgemei-
nen von dem keineswegs gleichbedeutenden Ausdruck

m

Y{p + q)° wohl zu unterscheiden. Die Gleichung
n 1
Pogh) i my T,
(p + qi)m
stellt die Erklirung der Polenzirung irgend einer Zahl
mil einem negativen Bruche dar.



Den Quotienten aus einer eindeutigen Potenz, und
wenn die Potenz vieldeutig ist, aus irgend einem be-
stimmlen besondern Werthe einer Polenz durch sich selbst
werde ich auch durch die o** Potenz desselben Dignan-
den ausdriicken, so dass (p + qi° stets eindeulig ge-
nommen ist, nnd wenn p 4 qi nicht o, die Einheit be-
deutet. Der Fall, da auch p + qi = o, muss in der
Rechnung stets besonders untersucht werden.

2) Bezeichnen wieder p, q und g pos. oder neg.
reellc Zahlen, y eine unendlich vieldeutige Zahl, welche
o, sowie auch jede posilive und jede negalive ganze
Zahl zu ihren Werthen hat, endlich n und m positive oder
negative ganze Zahlen, deren absolute Werthe zu ein-
ander relative Primzahlen sind, so ist die Gleichung

n n
(0 + q)® = Em log Pt Tl e S B O s

[cos [% [2yx + arg (p + qi)]| +isin L—:— (2yx + arg (p + qi))|]
oo
b 45 5. L s
eine vollkommene, d. h. eine solche, in welcher die
Werthe von irgend einem der 4 Theile auch zugleich
die Werthe von jedem der iibrigen Theile sind; und je-
der dieser 4 Theile hat nicht mehr und nicht weniger
als m verschiedene Werlhe.
In Beziehung auf den Beweis dieses Lehrsatzes nur

folgende Andeutungen: Wer sich den Zahlort von p 4+ qi,
1

ferner die Bedeutung von {p + qi)™, wo m vorerst po-
sitiv sein soll und die Erklirang von der Multiplikation
klar denkt, der wird gewiss sogleich finden, dass die

Zahlorte von m verschiedenen Werthen der Potenz
i

(p +qi)" in einem und demselben Kreisumfang liegen,




der in der Zahlebene um den Nullpunkt als Mittelpunkt
m
besclirieben ist und dessen Radius — ¢. .¥¥iog (p- + qi) =
.1_ |(p2 -+ q?)
spam » Wo & die die absolute Einheit in der
Zahlebene vorstellende Gerade ist; und dass die Argu-
mente dieser Zahlorte folgende sind:
arg (p + qi) 2z + arg (p + qi) 2 27 + arg (p + qi)
m 2 ARE SR delllix D5 L
2 (m ,_‘T_'),’L',*Tirg_(PJZ,qi_)
m

- Ferner kiime man bei der Annahme, die Zahl der ver-
1

schiedenen Werthe von (p 4 qi)™ sei grosser als m, sehr
leicht ‘auf den Schluss, dass es entweder verschiedene
Bogen gibe, die m mal genommen arg (p + qi) aus-
machten, oder dann ein Bogen existirte, der mit m multi-
plizirt eine solche ganze Anzahl von ganzen Peripherieen
. gabe, die zwischen 2 nur um eine Einheit verschiede-
nen ganzen Zahlen lige. Von jetzt an konnte der Be-
weis mit Zuzichung eines bekannten Satzes aus der Theo-
rie der Primzahlen leicht veryollstindigt werden.

Fiir den Fall, da m = 1, hat der Beweis gar keine
Schwierigkeiten.

§. 5. Erklirungen und Lehrsitze.

I. Bezeichnen «, 8, p und q reelle Zahlen, so
nchmen wir nach dem Vorgange Ohm's fiir den Fall, dass
f# nicht o, die Gleichung

r + q)® + Bi _ gle + Bi) log (p + qi)

die dann, wenn § = o, entweder die bereits gegebene
Erklirung von (p + qi)°, oder dann den Lehrsatz in




§. 4 ausdriickt, als Darstellung der Erklirung von der
Potenzirung irgend einer Zahl mit einer Complexen an.

1. Den speciellen Werth E(®+fi)zlog (p + ai) yop
p + qi)“.‘l‘ﬁi bezeichne ich mit ,(p qi)c 0 wel-
cher Ausdruck offenbar noch jeden der speciellen Werthe
von (p + qi)* P vorstellen kann.

II. Wenn arg (p + qi) = ¢, Mod. (p 4 qi) = m,
und y eine unendlich vieldeutige Zahl bezeichnet, die o
und jede positive, sowie auch negative ganze Zahl zu
ihren Werthen hat, so ist die Gleichung

1) (p+a)* + pi _ gelm —f(2yz + @) + [flm + « (277 + @)1
= i —Pi3y= ) [cos [BIm + @ (27 + o]
+ isin [Blm + « @z + )]
eine vollkommene, und ebenso die Gleichung
1
(p + qi)
woraus aber nicht geschlossen werden darf, dass
(- g Sy 8 AL SR
sei, da diese Gleichung offenbar eine unvollkommene

wire. Uebrigens erkennt man schon bei dem einfachen
1

ad
43
Werth 1, sondern auch den Werth — 1 hat.

IV. Simmtliche Werthelder Potenz (p + qi
werden auch erbalten, wenn man irgend einen speciellen
Werth von (p + qi)® T A, 2. B. ,(p + pi)® TP mit al-
len Werthen von 1% 1 fi — E(@+ fillog 1 _ R2ai (e+fi)
multiplizirt, und es ist daher

2) ¢ a7 = g

Logt A , :
Produkt 42 .4 2 oder , dass dieses nicht bloss den

o+ fi




1) (|1+qi)°'+ﬁi— (;H-qi)"“'_'ﬁl'-1°'”1_ﬁi

T
eine vollkommene Gleichung, da offenbar
2yzi + clog(p + qi) = log(p + qi)
Diese letztere Gleichung findet aber auch nach Weglas-
sung des 7 statt, und es ist daher auch

2) @+ @) T e gy FA L e FA

§. 6. Lehrsatz.

Entwickelt man nach dem binomischen Lehrsalz die
Potenz [1 + (p + qi)]* TP, so driickt die dadurch er-
haltene Reibe in allen den Fillen ibhrer Convergenz den
speziellen Werlh

ot +p+aq)* P von (1 + p4q)* Tt F aus.

Ich habe den Beweis dieses Lchrsalzes wiederholt
und so genau mit Riicksicht auf jede Einzelnheit geprift,
dass ich in der That nicht einseben kann, was Ohm in
seinem »Geist der mathem. Analysis. 1842 pag. 143« in
folgendem Satze behauptet: »die binomische Reihe driickt
natiirlich nur einen der Werthe von (1 + p + qi)* T+ A
aus, aber man misste erst in jedem Falle noch unter-
suchen, welcher der Werthe es ist, und man darf daher
nicht so geradezu behaupten, dass man den einfachsten
Werth dieser Potenz habe. Wenn aber ¢ = 8 = o,
dann ist es keinem Zweifel unterworfen, dass der Werth
dieser Binomialreihe der einfachste (nimlich der reelle)
Werth von (1 4+ p)e ist.“ Es scheint hierans die An-
sicht von Obm hervorzugehen, dass, wenn q und § nicht
Nullen sind, die binomische Reihe nicht immer den Werlh
ot + p + qi)* TP oder nach seiner Terminologic den
einfachsten Werth gebe, was nach meinen Untersuchun-
gen, deren Mittheilung jetzt zu viel Raum forderte, un-
richtig wire.
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§. 7. Erklirungen und Lehrsitze.

I. Irgend eine Zahl (p + qi), sei sie reell oder
complex, mit einer 2t" Zahl (¢ + pi) derselben Art de-
potenziren, heisst alle die Zahlen bestimmen, die mit der
2ten potenzirt, Werthe geben, von welchen einer mit der
ersten jener 2 Zahlen coincidirt. Das im Allgemeinen un-
endlich vieldeutige Ergebniss dieser Depotenzirung be-

@ i
zeichne ich mit _:;Eﬁ-g-—q.

II. Lehrsatz. Bezeichnen p und q, « und f reelle
Zahlen, y die unendlich vieldeatige Zahl, die o und jede
positive oder negative ganze Zahl zu ibren Werthen hat,
ist endlich ¢ = arg (p + qi) und m = Mod. (p + qi),
so hat man folgende vollkommene Gleichung:

a + fi _Lﬁ

1 Yo+ a) = (p + q)* T F
a1m+ﬂ(2yn+rp)+ — flm + ¢ 2y + @) |
—E o + 2 o + B2 :

d. h. mit Riicksicht auf die 2 ersten Theile dieser Glei-

chung: Jede complexe Zahl, deren (¢ -+ pi)*® Potenz

P + gi zu einem Werthe hat, ist unter den Werthen
1

von (p + qi)*+ P enthalten, und jeder Werth von
t

(p+qi)* TP ist einc Zahl, deren (a« 4 Bi)* Potenz
(p + qi) zu einem Werthe hat.
Aus 1) darf man aber nicht schliessen, dass

1
[(p + qije+Fi]*+A — p 4+ qi, welche Gleichung
moglichst unvollkommen wire.
Ferner ist auch folgende Gleichung eine vollkommene:
o + i : e
2) Vip +a) 1" +F = @+ g)* T &




und aus dieser kann man jetzt auf die vollkommene Glei-
chung schliessen:
1
3) (¢ +ogiysa® L [ipo# qi)% T AiJe A
1
)a -+ fi

1. Den speziellen Werth _(p + qi
t2+ﬂi a+ﬁi
¥p + qi stellen wir durch ,¥p 5 qi dar, welcher Aus-
druck offenbar noch jeden Werth jenes Radikals vorzu-
slellen geeignel isl.

Nach dieser Bezeichnung ist Vi = o,V b= — 9,44V
= 2.

yon

§. 8. Erklirungen und Lehrsétze.

1) Irgend eine Zahl ps + q4i durch eine 2* (p + qi)
logarithmiren heisst, jede Zahl bestimmen, mit welcher
p + qi potenzirt eine Potenz gibt, die py + qii zu ei-
nem Werthe hat. Das Ergebniss der Logarithmation

+ qi
wird durch l(l),g (;1 + qqi) bezeichnet.
2) Die Gleichung

8 o T log -+ i
log (p1 +qul = Wlog ((ppl TS ((l]'l))

ist eine vollkommene. Hieraus aber folgt keineswegs,
log (p1 + qui)

dass auch (p + qi)f°8 P+ a) _ p, 4 qiJeine voll-
kommene Gleichung ist, obschon p -+ qi mit jedem Werthe
log (p1 + aii)
log (p + qi)
deren Werthen sich auch (p; + qii) befindet. Hingegen
ist die Gleichung

von potenzirt eine Polenz erzeugt, unter

log (p1 + qui)
dAp + )78 P8 — b o g
cine vollkommene.
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\ : log i - g :
3) Den Quotienten Jog 0+ 1) bezeichne ich mit
= log (p + qi)

P + qi
log (p1 + qii), so dass dieser Ausdruck jede Zahl dar-
stellt, mit welcher p + qi potenzirl immer p; + q;i gibt,
insofern bei dieser Potenzirung stels nur derjenige spe-
cielle Werth heraus gehoben wird, der dem Index 7 der
Polenz angehort.
4) Die Gleichung

i fbsad log i
nlug (pl Iz {]'lf) =Ly oL Lssin ql)
zlog (p + qi)

stelit die Erklirung des ersten Theils derselben dar.
P + dqi

Diese eindeutige Grosse ,log (py + qqi), welche ubri-

gens so lange fir = und 7y nicht beslimmte Zahlen ge-
P+ ai

selzt sind, noch jeden Werth von log (py + q4i) auszu-

driicken vermag, ist offenbar das, womil p + qi polen-

zirt, py + qui gibt, wenn nimlicb ¢ der Index des Er-

gebnisses jener Potenzirung ist, d. h. man hatl:

P +qi

o -+ qqi) k
P+ a) act W) = by i

5) Wenden wir diese Erklirungen und Lehrsitze
aul die Logarithmen mit der Basis e oder 2,71828 ..,
an, so gelangen wir zu folgenden Gleichungen, in wel-
chen my — Mod. (py + qqi) und @y = arg (p1 + qii).

2 = log (p1 + qii
log (pr + qui) = ———(liul_ji)
log (p1 + aii)

Dabei ist: e P = p1 + qu




14 —

z€ ;
: log
68 Cp1. + qui) == 1B €prrki g (:Egt 91i)
T
B ; 74108 (p1 + qui)
74108 (p1 + qii) = ‘l—_tf(.'»g—e— =
_Am 4+ 2z Rua + 1) P 2 + ¢ — 2rxlmy
1 1 4 (drz)° t + (2z2)

6) Wir sehen hieraus, dass jeder Logarilhmus eine
Function des Logarithmanden, der Basis und zweier von
einander unabhingigen Unbestimmten ist, und der friiher
betrachtete nur von einer Unbestimmten abhingende log
(p + qi) nicht jeden Werth vorstellt, mit dem e poten-
zirt eine Poteoz erzeugt, unter deren Werthen sich
p + qi befindet; wie diess iibrigens auch leicht schon
aus dem Umstande erhellet, dass Ex eben nicht — ex,
sondern, wenn x eindeutig, lediglich nur den einzigen

Werth von e* ausdriickt, den die Exponentialreihe 1 + x
2

1

{1 l—"§ + .... gibt. So ist z. B. —,¥e oder — ,e2
1

ein Werth von e2?, mithin % ein besonderer Werth des

Logarithmus von —.Ve in Bezichung auf die Basis e.

1r=s b . e
Aber - ist nicht ein Werth von log— Ve oder von

1 : = < =
g+ @+ 1) =, wohl aber eih Werth von log — Ve .
Es ist namlich

14-27,© 1
7,108 —ofe = '—

2

§. 9. Lehrsitze,

Die Begriindung der in den folgenden Paragraphen
enthaltenen Resullate meiner Arbeiten liess mich 2 Siitze
finden, die ich hier eben um des Folgenden willen mit-
theile:
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1) Bezeichnen a, b, ¢, d. ... eindeutige posilive
oder negative ganze Zahlen
¢ eine ganze Zahl dber 1, die zum
grossten gemeinschaftlichen Faktor
n der absoluten Werthe (a, b, c,
d....) eine relative Primzahl ist.
¥, V1, 72, ¥3.... jede derselben
eine unendlich vieldentige Zahl,
die ausser der Null jede positive
und jede negative ganze Zahl zu
ibren Werthen hat:
so ist der Quotient

_-'Iy + by1 + C"/.?_j— dy; R
&

eine Summe aus 2 Summanden, von welchen der eine
unendlich vieldeutig, aber immer eine posilive oder ne-
gative ganze Zahl oder o ist, der 2t Summand aber nur

¢ deutig ist, und folgende ¢ Werthe enthiilt:
05 - i, 803 e—1
<€ & 13 & €

2) Bezeichnel a eine positive ganze Zahl,
b eine n deutige reelle Zahl mit den
Werthen by, by, by ... b,,
y eine unendlich vieldeutige Zahl, die
o und jede positive oder negalive
ganze Zahl zu ihren Werthen hat:
so ist die Exponentialreihe

(2; + b) 2z

b

(£ +b) 2ai

i ist immer woll zu unterscheiden von der Po-
(L + b) 27i
tenz e * , die in diesem Falle unendlich vieldeutlig wire.
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(ag) deutig, wo g eine positive n nicht iibersteigende
ganze Zahl bezeichnel.

§. 10.

-Wenn man bei der Rechnung wit unendlich viel-
deutigen Grossen stets vollkommene Gleichungen anstrebt,
wie sich diess zar Erzielung richtiger Resultate oft durch-
aus nicht vermeiden lisst; so wird man bald finden, welche
grosse Vorsicht die Rechnung verlangt, und wie unend-
lich verschieden diese von der Rechnung mit eindeutigen
Grossen ist. Bezeichnen z. B. y und y, vieldeutige, hin-
gegen & und & eindeutige Grossen, so darf man offen-

bar fiir ¥ — p nicht o, fiir 2y — p nicht y, fiir f nicht

ey 2 . 2 3
i, fur :% nicht 3 U S f. setzen: man darf ferner aus

der vollkommenen Gleichung
N = nicht aufé=y144y
f =y » »n &=ypyu s f schliessen.
Dieser Umstand brachte mich auf den Gedanken.,
die Rechnung mit vieldeutigen Gréssen auf eine solche
mit eindeutigen zu reduciren. Die Realisirung dieses
Gedankens fiihrte mich dann zur Beantwortung der Frage:
Wenn man irgend eine vollkommene Gleichung zwischen
vieldeutigen Grossen hat, z. B.
Arc. cos (p + qi) + Are. cos (p1 + qui)
= Are. cos [ (p + qi) (p1+ qui)—V [T — (p + ¢ [T — (p1 -+ qui)?]|
wie lisst sich dann jeder specielle Werth des einen Theils
der Gleichung mit der ndthigen Bestimmtheit heraushe-
ben, und wie kann der herausgehobene Werth dem an-
dern Theil der Gleichung entnommen werden? Solche
Gleichungen, welche die vollstindige Antwort auf diese
Frage geben, will ich gesonderte Gleichungen heissen.




§. 11. Lehrsitze.

I. Bezeichnen p, q, « und f§ reelle Zahlen aiber-
haupt, hingegen z und 7; nur posilive oder negative ganze
Zahlen, o nicht ausgeschlossen, so hat man die geson-
derte Gleichung:

a~+ i oy + Py

1) =(p + qi) z(p +ai)

LY, Ir(p_'_qi)ne~i~.Bi+cr:—l--ﬁ;i_”_r,cr+ﬁi

2) AR e
=op +d)* . p + q)a A

Die Gleichung 1) zeigt, dass jeder Werth von

(P + qi)* TP (p + qi)1 TP gugleich ein Werth von
(p + qie tPi+ertpu, qe+pi. ypd umgekehrt, jeder
Werth des letztern Ausdruckes zugleich ein Werth vom
erstern ist, woraus natiirlich folgt, dass

3) (n SanE g gt T O
= (p+qi)“ +fi+ o+ fii o -+ fi

eine vollkommene Gleichung ist. Obschon nun 1) eine
Gleichung zwischen eindeutigen Grossen ist, so lehrt sie
doch dasselbe, was die Gleichung 3) zwischen unendlich
vieldeutigen Grissen; aber ausserdem zeigt sie, wie die
Werthe des ersten Theils von 3) mit Bestimmtheit ge-
sondert werden konnen, und wie jeder Werth des er-
sten Theils von 3) dem 2t" Theil derselben entnommen
werden kann. Ferner kann man auf 1) alle Umformungs-
gesetze fir eindeutige Grossen anwenden, wihrend diess
bei 2) nicht moglich ist. Leichte Folgerungen von 1)
sind die Gleichungen:

%) r‘a+ﬁl 'tllw+ﬂ' =r+t11a+ﬁ'

2
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a -+ fi

5" Fdrrtapmerapnt B

z(P i qlg: i;'l Ll qi)a-l—ﬁi—fm-l-ﬁﬂl j r_rlwﬁ-{ili
? oo+ apath

=Pt qf)a w b +'{jli)t - n1a+ t
> -+ fi
7) b+ gt A= (ot @ Bitap,
i T S\ = 1 M I § B UG T ST
g TP

und hieraus wieder die vollkommene Gleichung:

(p+qi) + Pl

o =+ PBi— (o + 1) 1 + Bii
(p + qi)uthii

8) = (p + q)

= (p + qi)a —+ i — (@1 +fai) | 1re+p’i

Anstatt der Gleichungen 3) und 8) gibt Obm in seinem
System der Math. VIIL p. 8 folgende:

a-l—{)‘l oq ~+fai

(p =k ql (p - ql}
= (p + qi)f!—f-ﬁi-i-mﬁ-ﬁl egnl[ﬂro‘+ﬁi’+}ff€t:+;i1i.j

(p 4+ qi)a—i—{i'i D (p + qi)c<1+ﬁji

et (post- (li)a+ﬁi—(a1+ﬁ1i1 e'Z:zij'.um-i—[Ei»-i-yralﬂ:‘p'liuj

deren Richtigkeit aber nicht aufgehoben wird, wenn man
von den 2 unendlich vieldeutigen Zahlen g und y, deren
Werthe o und jede pos. oder neg. ganze Zahl sind, ir-
gend eine derselben = o setzt, wodurch die Formeln in
die von mir Berechneten iibergehen.

11. Bezeichnet a eine complexe Zahl,

p und q pos. oder neg. ganze Zah-
len, deren absol. Werthe p; und
q relative Primzahlen sind,

r und s pos. oder neg. ganze Zab-



s o

len, deren absol. Werthe r; und
sy relative Primzahlen sind,
r den grossten gemeinschaftlichen
Faktor far q; und s,
rry den grossten gemeinschaftlichen
Faktor fiir die absol. Werthe von
ps + qr und qs,
so hat man folgende Relationen:
1) Die Zahl der verschiedenen Werthe
ol i
von al % a®

2) Die Zahl der verschiedenen Werthe

prror
VoS R T gk o, A
T
p r
. . o P
3) Die Zabl der den Ausdriicken [a% " a®] und
Lil_ . . s
a9 ® gemeinsamen Werthe ist — 315
T?1
p r P r
EA2 T X s 'q—:t_?
4) Es ist nur dann a . a%;= a 2
wenn 74 = 1,

wenn demnach der grosste gemeinschaftliche Faktor von
q1 und s; gleich demjenigen der absoluten Werthe von
(ps & qr) und qs ist.

Es ist wobl kaum nothwendig zu bemerken, dass hier
entweder durchgehends nur die obern Operationszeichen,
oder dann nur die untern zau nehmen sind.

Anmerkung. Ohm behauptet in seinem »Geist
der mathem. Analysis 1842 p. 133¢, die Gleichung in 4)
bediirfe dann schon einer Correction, wenn 7 nicht 1 ist.
Diess ist nach den obigen Behauplungen nicht richtig,
wie ubrigens schon die Gleichung




1
a%l.a* = a'

zeigt, die ohne Correction eine vollkommene ist.

§. 12. Lehrsiitze.

I. Wenn g die Bedeutung der o, oder einer posi-
tiven oder negativen ganzen Zahl hat und zugleich so
bestimmt wird, dass [2um + arg(p + qi) + arg(ps + q1i)]
zu einem Bogen wird, der entweder — = ist oder dann

zwischen # und — = liegt, wenn also
2ux + arg.(p + qi) + arg.(p1 + qi) = (v od.z2w. 7u. — ) (1
50 ist

o+ a)* T+ g T @

= viry—pl(p + @) (s + @))* TP

Spitere Untersuchungen zwangen mich, Gleichungen
von der Beschaffenheit der 1) aufzulosen. Man findet
bloss aus der Vorstellung von arg(p + qi) und arg(ps + qii)
in der Zahlebene, dass in jedem Falle:

1
fc:—i—6[3+(11][l—gq1jx (3
[[: — =(pPg?—p’a®)’] [1 — pPla’ — i@’ +

[f + = — Pa)] [ —q] -

gla+al [1—pl [t —pd

II. Wenn y eine pos. oder neg. Zahl oder o, und
297 + arg.(p + qi) — arg.(pr + qui) = (z od.zw. zu. — 7) (1
5o ist

P+ qi)“ﬂﬁ @

3 i iy 0 i
(p + qi)” S z(P1+ q1i)” ;= t—n—?(lh ~+ qi
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1
y = —osig —a] [t = ppil X (3
[[1 el {5, o o ] o )t ]

[i A2 SQRApIs PRyl s R g

__;—5[1—21] [[g—(p] Ll e [1+ —q—aq] [i+E]]

III. Aus den Gleichungen 1. 2) und II. 2) ergeben

sich unmittelbar die vollkommenen Gleichungen:
e+ (p1 + qii)nc-i—ﬁi (

o+ fi

(p + qi)
= [(p + qi) (p1 + qii)]

(p1 - qli)o‘_i'ﬁi P1 -+ qQui 5

Anmerkung. Ohm hat in seinem » Geist der math.
Analysis 1842 pag 122« fiir die Rechnung mit den ein-
fachsten Werthen der Potenzen (d. h. nach meiner einge-
fuhrten Bezeichnung solchen Potenzen, deren Index = o
ist) die Gleichungen aufgestellt:

at=ht —=Ha - h)~ und ‘;—i = (E)x

Diese beiden Gleichungen sind nach den Lebrsiitzen 1.
und II. im Allgemeinen unrichtig, was iibrigens schon

1 ;

aus folgendem Beispiel erhellet: Es ist o(— 1)2 = + i
1 .

und o(+ 1)2 = + 1). Es miisste also nach der ersten jener

2 Gleichungen ,(— 1)%. s 1)';' oder i = ,[(— 1) (— 1)]%
1

o12 1 1
= + 1 und nach der zweiten - ; oder e (il—)ﬂ
of— 1)2 =

= 1 sein, Die Lehrsitze I. und 1I. geben fur diesen




B |-

nl

; 1 L i
Fall: o(— 1)2 - o[— 1)2 = 412 = — 1 und
of— 1)2
1 ; . .
= _4(— 1)2 = — i, wie es sein soll.

Die beiden Ohm’schen Gleichungen sind in dem Falle,
da x eine positlive oder negative ganze Zahl oder o ist,
stets richtig, in jedem andern Falle aber durchaus nur
dano zulissig, wenn fir die erste [arg.a + arg.b] ent-

weder — 7z oder dann zwischen # und — =z liegt, und
in Bezichung auf die zweite Gleichung arg a —— arg.b

ebenfalls ein solcher Bogen ist, wie aus I. und II. so-
gleich klar wird.

§:. 13. Lehrsitze.
I. Wenn m = Mod.(p + qi) und ¢ = arg.(p + qi),
wenn ferner
y reell, aber nicht gebrochen und zugleich
r 4 Blm + a2tz + @) = (& od. zw. 7 u. —x) (1
so hat man die gesonderte Gleichung:

ole (0 + aiye+petl 2

L A a.: f .
=ga(p 4 qi)lrc-rpnfcxﬁ—ﬁlu , ?+rlirq—r;iu

woraus sich sogleich die vollkommene Gleichung:
[(P 5 qi)“"'ﬁi]al_‘rﬁji =<k qj)(d+{3ijf£¥1+[31i} : 1(£1+i'jli. 3

ergibt.
I1. Bezeichnet a irgend eine complexe Zahl,

p und q pos. oder neg. ganze Zah-
len, deren abs. Werthe p; und gy
relalive Primzahlen sind,

r und s pos. oder neg. ganze Zah-
len, deren abs. Werthe p; und g

relative Primzablen sind,
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m den ‘grossten gemeinschaftlichen
Faktor fir ry und qq,
mym den grossten gemeinschaftlichen
Faktor fir piyry und qq5;, mithin
m; denjenigen fir p; und s;,
so hat man folgende Beziehungen:
1) Die Zahl der verschiedenen Werthe
pr

von (aa); ist = q::?

2) Die Zahl der verschiedenen Werthe
pr

== 18
von a%. jst — &
mmy
pr pr

3) Die Zahl der den beiden Polenzen (aq)sund a9

. 3 s
gemeinsamen Werthe ist — Jo-
Inimy
pr *pr
4) Es ist pur dann: (aq)S — a?®, wenn my = 1.

wenn mithin die absoluten Werthe von p und s relalive
Primzahlen sind.

Anmerkung. Obm behauptet in seinem j Geist der
mathem. Anal. pag. 122«, wenn wir unsere Zeichen ge-
brauchen, dass

J[otp + qyerpietll = o 4 gj)@ POt

Diess ist im Allgemeinen nach dem Lehrsatze I. unrich-
tig, was ibrigens auch schon folgendes Beispiel zeigt:
Es ist
1
T R sy R e B
mithin wire nach der Ohm’schen Gleichung

, 1
J(— 1)2‘]% saor ToEs et feEi s kayg,
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Der Lehrsatz I. giebt in diesem Falle y — — 1, und
mithin die Gleichung

: 1 2.1 1
J(—E=(=1""2 . _¥=1.
Die Ohm’sche Gleichung ist durchaus nur dann rich-
tig, wenn fiir y aus der Gleichung

2yxr + Blm + ap = (z oder zwischen = und — 7)

der Werth o, oder, wenn ; — o, ein solcher Werth
fir y gezogen wird, der mit «; multiplicirt, eine pos.
oder neg. ganze Zahl oder o als Produkt erzeugt, welch’
letzterer Fall z. B. immer eintritt, wenn ; nicht gebro-
chen, und eben B; = o ist.

Ohm sagt in derselben Schrift pag. 134: » Die Glei-
= e

chung (a“)? = a™ ist eine vollkommen richtige und
bedarf keiner Correction in allen den besondern Fiillen,
in denen die Briiche % und % in den kleinsten Zahlen

ausgedriickt sind, und zu gleicher Zeit m und y, des-
gleichen n und w keinen gemeinschaftlichen Theiler mehr
baben.¢ Hieriiber mochten wir nur bemerken, dass es
in dieser Frage nach II. 4) nicht auf die Beschaffenheit
von n und p ankéommt. So sind z. B.
13 12 1
(a3)f =a  und (a2)8 = a2
vollkommene Gleichungen, obschon hier n und g den ge-
meinschaftlichen Theiler 3 oder 2 haben.

§- 14. Lehrsatze.

I. Wenn m = Mod(p + qi) und ¢ = arg(p + qi),
wenn ferner
71 und y reell, aber nicht gebrochen, und
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2y + Bilm + ay(2zx + @) = (= oder zw. 7 und —7x)
2Zyz + Blm + a(2zz + @) = (x oder zw. # und —x)

so hat man die gesonderte Gleichung:

n[r(P + Cli)"‘_'_'Si]m'+-‘gli - gl i

Gt —Y1+ro[’(p g qi)ul+ﬁ1i]a+ﬁ] 3 Y+311“1+B‘i

L@ + qierA]etA
ot —Yi[z(P T qi)“1+ﬁii]a+ﬁi : y+r11a1+ﬁ’i
und hieraus die vollkommene Gleichung
[(p -+ gt BT P o pp
— [+ ] e

I1) Bezeichnet a eine complexe Zahl
p und q pos. oder neg. ganze Zah-
len, deren abs. Werthe py und gy
rel. Primzahlen sind,
r und s pos. oder neg. ganze Zah-
len, deren abs. Werthe ry und s,
rel. Primzahlen sind,
m den grossten gemeinschaftlichen
Faktor fir q; und ry,
m, den grissten gemeinschaftlichen
Faktor fir p; und sy,
wo mithin m und my rel. Primzahlen sind, und mm; der
grosste gemeinschaftliche Faktor fir psry und qgs; ist,
so findet folgendes Statt:
1) Die Zahl der verschiedenen Werthe
pr rp

vo:l(aq)5 T e % und von (as)‘l =

st
ms1




P
2) Die Zahl der den beiden Potenzen (a)

S und
rp
= : - qi51
S1q s
(a )9 gemeinsamen Werthe ist = —
3) Die Zahl der verschiedenen Werthe sowohl von

Bty P Al
(aq)s . 19, als auch von (as]q .15 = q84

A L)

4) Es ist nur dann (aq)*‘ = (a%)%, wenn m = my,
mithin m = my = 1, wenn also nicht bloss q; und ry,
sondern auch p; und s; relative Primzahlen sind.

plir r p r

5) Es ist nur dann (a‘l)s = (a")a : I;', wenn m — 1.

6) Wenn m > 1, so gibt es keine Potenz, mit

pr
der(a)

dukt gibe.

w |-
=

multiplicirt ein mit (a‘l)s gleichbedeutendes Pro-

1=
i

7) Es ist in jedem Falle: (aqjs o5 i (a")‘] iy b
§. 15. Aufgabe.
Die Gleichung:
h[y([’ a qi)r‘+ﬁi]ﬁi+ﬁli B e (1
= y1+£1[}'+5(p T qi)“+ﬁi]ﬂl+ﬁji s 501“-6—;3'
nach &, & und & in ganzen Zablen aufzuldsen.

Auflosung.

Man lose die Gleichungen

2ur + 2o0ex = (7 oder zw. x und —=x) (2
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Qe + BIr + a(2yx + @) = (v od. zw. = 0. —=x) (3

2u, + p1 + ¢ + as)r + Blir + a(2yz + @) = (4
= (= od. zw. # 0. —x),

wo r = Mod.(p 4 qi) und @ = arg.(p + qi), nach g, w
und g, in ganzen Zahlen auf, subslituire dann die ge-
fundenen Werthe in die Gleichungen

Beo + Biler + w,) + (1B + af1)e = — Biu (6]
aco + ar(er + @) + (ay — BB)e = — asp — ¢ (6

und lose endlich diese 2 letztern Gleichungen nach &, &,
g und g in ganzen Zahlen auf. Die Auflosungen dieser
Gleichungen sind dann die Auflosungen der gegebenen
Gleichungen, und umgekehrt.

Setzt man z. B. in die gegebene Gleichung 2 fiir
v, dann 5 fiir g, 30 fir ¢ und — 36 fiir &, so hat
man eine identische Gleichung. .

Die Aufgabe kann im Allgemeinen nur dann gelost
werden, wenn p, q, @, f, e, py und 7 in beslimmten
Zahlen gegeben sind, dagegen koénnen p; und gy belie-
big gegeben sein, und es sind von y; und y, die Zah-
len &, & und g ganz unabhingig.

Die Auflosung dieser Aufgabe involvirt mehrere in-
teressante Lehrsiilze als Specialititen.

§. 16. Aufgaben.
I. Die Gleichung

® + a)* Tl = @ + q)* TP ¢
nach p + qi, und die Gleichung
A+ a)* TP = | (p 4 @) (2

nach p 4 qi und = aufzulosen.
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Aufldésung.
Die Gleichung I. wird nur dann identisch, wenn man
log 1 _L

3) p+ qi=(p1 + qi) -E*+ A = (p + qui) . 1= +pi
selzt.

Bezeichnet g irgend eine pos. oder neg. ganze Zahl
oder o, so wird die Gleichung 2) nur dann identisch,
wenn man

glog 1
¥) p -+ i = (p1 + qi) - E«+Fi  und
3) T=17 — )
setzt, wo p aus folgender Gleichung zu ziehen ist:
6) 2z + arg.(p1 + qui) + 6% = (= od.zw. 7 u. —7)
woraus ohne Schwierigkeit folgt, dass:

2fem

7 Mod.(p + qi) = E®® + f* . Mod. (p1 + qui)

8) arg.(p + qi) = arg.(p1 + qui) + ——— + 2(z1 — )=

Py 3
wenn nimlich 7, oder, wenn man 7 = 7z; anniahme, die
¢ so bestimmt wird, dass der zweite Theil der Gleichung
8) zu einem Bogen wird, der entweder = =z ist, oder
dann zwischen = und — = liegt.

Man bat z. B. folgende identische Gleichungen:

[13 |77(cos = ® + i sm e 1)]
1

= “[ﬂ(cos:—i x + i sin 8 7)]
3

[':'(cos1 m <+ i sin -lw-r)]E = 4(— T)¢
6 5 3 3

II. Bezeichnen « und 8, wie oben, eindeutige Gris-
sen, und hat man die vollkommene Gleichung

1+ 3i

{ + 30
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x+y)* T =P + o
so muss nothwendig
P4 Qi= (P + Qi).1°FH

und
1

X + yi= (P 4 Qi)x + @i
HI. Die Gleichung
x4+ W) A —p 4 0

wo o, B, P und Q eindeutige Zahlen bezeichnen, nach
x + yi und 7 aufzulésen.

Auflosung.
Es ist immer
ulog® + Qi) 1
x4+ yi=E @+ = (P + Q)2 +Fi

Zur Ermittlung des = nehme man nun g beliebig reell,
nur nicht gebrochen an, bestimme hierauf py in ganzen
Zahlen so, dass
afgas sorarg (R S OD] = SMon (Bt Of) -
a2 + B2 =
= (x oder zw. = und —=)

2ur +

und lose endlich die Gleichungen

Bus + 7z) = o

alps + 7) = ¢
nach = und g in ganzen Zahlen auf. Jeder der auf diese
Weise fiar = erhaltenen Werthe gehort den fiir z verlang-
ten Werthen an, und umgekehrt.

§. 17. Lehrsatz.
Die Gleichung

(Pt qi)u_i_ﬁi == n(p 1= qi)“l+ﬁli




identisch , wenn

P+qi P tai
a + Bi = (a1 + g‘i‘)rllog(p -+ qi) + ;lnr_r |

wird nur dann

gesetzt wird, wo ¢ beliebig reell, jedoch nicht gebrochen,
angenommen werden darf.

§. 18. Aufgaben.
I. Welche besondere Werthe der (¢ + fi)**" Potenz
a+fi 1 e
von LV(p + qi) - ¢ 19+Fi coincidiren mit (p + qi) . 17 +fiq
Auflosung
Es sci
«tpi o |
[ V (p + _qi) - rllf“*“f-ﬁ] = (p + qi) ~.u!c"_’_ﬁ'
Zur Berechnung der Werthe von 7o lése man nun von
den 2 Gleichungen

2) 277 + 2ure + arg.(p 4+ qi) = (z od. zw. x u. —x)

3) + 21 + [‘.’ﬁ(z + z,) + arg.(p + qi) + :Zar;z] -

o
a? 'U’.?

a2+ Iz [l Mod. (p + qi) — ",f‘;‘rlz] ='(x od. zw. # w. —7x)
die 2) nach 7,, dann die 3) nach 3 in ganzen Zahlen
auf, selze dann den fir 73 gefundenen Werth in die

Gleichungen
i) B(z1 ~+ 12, + 13) =
3) a(zs + 72 + T3) = au + ¢

und lose endlich diese 2 letztern Gleichungen nach 7y
und g in ganzen Zahlen auf. Dic fir 73 auf diese Weise
erhaltenen Werthe sind die Auflosungen der Gleichung

1) nach 73, und umgekehrt.
. : i :
Setzt man 2. B. =5 =p =0, a=7, p=16
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so wird nach den ohigen Gleichungen z; — 4 und
79 = 4 (1 4~ g), woraus natiirlich folgt, dass nur dann

l/;

nlrilﬁ@]v’* = 16, wenn 7o enlweder o oder eine reelle
ganze Zahl ist, die 4 als Faktor enthilt. Diess Beispiel
zeigt zugleich, wie nothwendig die Beibehaltung des g
in der Gleichung &) ist.
Il. Die Gleichung
G S B s
) H@ + i) o 1e B = yp + qi)e +Fi

nach p aufzulosen.

Auflésung.
Man bestimme zuerst z,, das nicht gebrochen sein
darf, so, dass
2z,% + arg.(p + qi) + 2uryr = (7 od. zw. 7 u. —7)
wird, und l6se hierauf die Gleichungen
B(z + %) = Bu
e a(z + %,)

o2 - !:')‘2 T o2 <+ '32

+ g
nach g und g in ganzen Zahlen auf. Dadurch gelangt

man nur zu den simmtlichen verlangten Werthen von g.

§. 19. Lehrsitze.

I. Wenn p reell, aber nicht gebrochen, und so be-
stimmt ist, dass

s

1) 2ux + arg.(p + qi) + arg.(p1 + qii) = (7 od. zw. z u, — 7)
so hat man folgende gesonderte Gleichungen:
2) log[(p + qi) {px + @mi)] = loglp + qi) + glog(ps + qai)
3) t;+ru-,u10g[(P ~+ gi) (pr + qui)]

= plog(p + qi) 4+ glog(pr + qui)




= g8 —

und hieraus die vollkommene Gleichung:

&) log[(p + qi) (p + @] = log(p + qi) + log(ps + i)
II. Wenn p reell, aber nicht gebrochen und so

bestimmt ist, dass

5) 2yx + arg.(p + qi) — arg.(p1 + qui) = (z od. zw. 7 u. — 7)

so hat man die gesonderten Gleichungen

; p+ g - .
6) z1o T = Jog(p + qi) — —,log(ps + qii)
g

) ri-n—9108 5 s = mlog® + 4i) — g Jo&(Pr + i)

und hieraus die vollkommene Gleichung

p+ qi

S o ek s g5 doglpwthodi)

8) log
Anmerkung 1. Obm hat in seinem ,Geist der
math. Anal. 1842, pag. 117¢ wenn wir unsere Bezeich-
nung beibehalten, das Stattfinden folgender Gleichungen
behauptet :
Jog[(p + qi) (P + aqii)] = Jlog(p + i) + ,log(pr + qui)
T LB qi
“p1+ @i
Diese beiden Gleichungen sind aber nach 1. und Il
unrichtig, wie diess’ iibrigens auch schon folgendes ein-
fache Beispiel zeigt: Es ist Jog — 1 = i und log + 1
— 0. Setzt man nun in den Ohm'schen Gleichungen
q=¢ =ound p=p = — 1, so findet sich:

Jdog[(— 1) (— 1)] oder o = og(—1) +  log(— 1) oder 2xi

= ,log(p + qi) — Jlog(pr + qii)

0

1
7 oder i = ,Jog1 — Jlog(— 1) oder — =i

+
Jlog

Die obigen Lehrsitze I. und II. aber geben in diesem
Falle ¢ = — 1 und y = + 1, mithin:



Jdogli— 1) (— 1)] = Jog(— 1) + Jog— 1 + _qlogt
= 2 — 2ai

1
e £ == logt — Jog— 1 4 log 1 = — ai + 2ai

Von den Obm’schen Gleichungen ist die erste durchaus
nur dann richtig, wenn arg(p + qi) + arg(p, + q,i) ein
Bogen ist, der entweder — = oder dann zwischen z und
— = liegt, und die 2t, wenn arg(p + qi) — arg(py + q,i)
ebenfalls ein solcher Bogen ist.

Anmerkung 2. So wenig man aus der Gleichung
8) schliessen darf, dass im Falle p + qi = p, 4 q,i die
Gleichung Statt finde: log 1 = o; eben so wenig geht
aus 4) die Gleichung log(p + qi)2 = 2 log (p + qi) hervor.
Die simmtlichen Werthe des 2t Theils dieser Gleichung
sind zwar auch Werthe des ersten Theils, aber nicht um-
gekehrt. So ist z. B., wenn p eine unendlich vieldeutige
Zahl darstellt, die o und jede pos. oder neg. ganze Zahl
zu ihren Werthen hat, jeder der unendlich vielen Werthe
des Ausdrucks 4yzi ein Werth von log(— 1)2 aber auch
nicht einen einzigen von allen diesen Werthen vermag
2 log(— 1) zu geben.

§. 20. Lehrsitze.
I. Wenn y reell, aber nicht gebrochen, und so be-
stimmt wird, dass
1) 2um + BIMod.(p + qi) + o[2uz + arg.(p + qi)]
= (z oder zw. 7 u. — )
so hat man die gesonderten Gleichungen :

o+ i

2) clogy(p + qi) = (& + Bi)glog(p + gi) + .4 logt

(@ + Bi)ylog(p + gi) = _#logn(p + qi)ﬂ' + fi (3
3




Aus der 2) folgt dann die vollkommene Gleichung:
$  logp + ) TP = (« + i log(p + qi) + log1

1. Aus L ergeben sich folgende bemerkenswerthe
Specialititen: wenn

1
1) 2wmw + E[Qrm + arg.(p + qi)] = (= od. z2w. 7 u. — 7)
wo m aber nur eine pos. oder neg. ganze Zahl bedeuten
darf; so ist:
m o = 1
—_— tl+ryl—§-r1m|°=(P -5 (]1]
2) dogoY o +a) =~ ;@
und hieraus bei derselben Bedeutung von m
- 1
3 logl (p + qi) = ——log(p + qi)
Wenn ferner
1 :
&) 2u.m + T [27a7 + arg.(p + qi)™] = (= od. zw. 7 u. — 7)

wo wieder m nur eine pos. oder neg. ganze Zahl be-

deutet; so ist:
m

5) £y +-mipg+o10g(P + G)” = melogg, ¥ (p + 4™

und hieraus

m
[

6) log(p + qi)™ = mlogV'(p + qi)

So ist z. B. log3? — 2log)/32 = 2log(+ 3) und nicht
— 2log3, da simmtliche in dem Ausdruck 19 4 2(2y + 1)z
enthaltenen Werthe nur Werthe von log 32, nicht auch
zugleich von 2log3 sind.

In dem besondern Falle, da « ein positiver oder
negativer ichter Bruch, findet immer auch die Gleichung
Statt:

7) Jogo(p + qi)% = a.log(p + ai)




Apmerkung. In ,Obm’s Geist der math. Anal.
1842, p. 122¢ findet sich, wenn wir unsere Bezeichnungs-
weise gebrauchen, die Gleichung behauptet

ogy(p + qi)* T = (a + Bi) Jlog(p + ai)

Diess ist unrichtig. Setzen wir z. B. p = — ¢
=— 2718..., q=f =0, ¢ = 2; so findet man aus
dieser Gleichung

Jog(— e)? oder 2 = 2 log(— e) = 2(1 + =zi)
Die obige Gleichung I. 1) aber gibt in diesem Falle p — — 1,
und hernach die Gleichung I. 2)

Jog(— e)? = 2 log(— e) + _ylog1 = 2(1 4 =i) — 2mi
Die Ohm’sche Gleichung ist durchaus nur dann richtig,
wenn 8 IMod(p + qi) + « arg(p + qi) entweder = =,
oder dann zwischen # und — = liegt.

§. 21. Lehrsatze.
I. Wenn
P+ yP+qi
1) 71108(p1 + qui) = y,log(p1 + qui)
so muss nolhwendig
2) 7 — y1 __ IMod.(p1 + qui) __ 2n7 + arg.(p1 + i)
t—y  IMod(p + qi) 2tz + arg.(p + qi)
In dem besondern Falle, da 7, = 7 = arg(p; + q;i) = o
IMod(ps + qii)
IMod(p + qi) = y
hier die Bedingungen aus, unter welchen die beiden Indi-
ces eines Logaritlhmus bei constantem Werthe desselben
eine Aenderung verstatten.
I) Wenn P eine reelle Zabl bezeichnet, so ist von
den 2 Gleichungen

muss sein. Die Gleichung 2) druckt

yPtai
1) yalog(pr + qui) = P




N a

I_Mmi_.(_m + qui) _ 2y + arg(pr + qui)
IMod.(p + qi)  2yz + arg.(p + qi)

jede eine Folge der andern.

2) piE

Il1. Von den 3 Gleichungen:

yptai
1) yilog(pl + qi) = P + Qi
PIMod.(p + qi) — IMod.(p1 + qui) — Qarg.(p + qi)
9 Y o 220} ST
3) Y=
(P2 4+ Q2) IMod.(p + qi) — IMod.(py + q1) — Qarg.(p1 + i)

22()
ist die erste eine Folge der 2 iibrigen, und umgekehrt.
Anmerkung. Mit Hilfe der 2 letztern Lehrsitze
kann leicht untersucht werden, ob eine gegebene Zahl
ein Werth von einem durch den Logarithmanden und
die Basis gegebenen Logarithmus ist. So findet man
z. B., dass 0,0247 .. — 0,155 . . i zwar nicht ein Werth

e
von log e, wohl aber von log e, und zwar der specielle

1e
Werth log e ist.

§. 22. Lebhrsitze.
1. Wenn g reell, aber nicht gebrochen, und so
bestimmt wird, dass
1) 2ux 4 arg.(py + qi) + arg.(pz + qei) = (7 0d. zw. 7 u. — 7)

so hat man die gesonderten Gleichungen:

rp+qi 3 !
2) alog[(pr + qui) (p2 + qzi)]
P +di P+qi

= glog(pr + qi) + glog(pz + qei)



— 8=

yPtqi
3) 14y - plo2[(pr + @) - (p2 + qi)] +
P+ qi yP-ai 7P+-qi yPai
rglog(p1 + qi) - _rloai = gplog(pr + qii) + ., log(pz + i)
zP+qi
4) z1+y1 - plogl(ps + qui) (p2 + qui)]
P+ qi Pqi

= z1l08(p1 + qi) + 4 log(p: + goi)
und aus dieser letztern die vollkommene Gleichung :
zP+qi zP+qi 7P +di
°) logl(ps + qii) (pe + qoi)] = log(ps + qui) + log(pz + i)
II. Wenn ¢ reell, aber nicht gebrochen ist, und so
bestimmt wird, dass
1) 257 + arg.(p1 + qui) — arg.(pe + qoi) = (7 od. zw. 7 u. — 7)
s0 hat man die gesonderten Gleichungen:

"pf‘_‘;, = P+ai wtai
2) o e Pge 7108(p1 + @i) — _ glog(pe + qoi)
T?)Ti'_ Qi zP+qi ; yp+di
3 7 =g1 = £108 ——= + zlog(pr + qui) - y_logt
) 7= £108 by g
P qi yP+qi
= zlog(p1 + @) — ,log(pz + goi)
zi’:’gl o pqi : P+qi :
4) zj_yl_glog p—-——g or = zllog(pl + qui) — wlog(pg + qzi)
und hieraus die vollkommene Gleichung:
’r’,j'f}_' i ePta p+gi
2) '05-'5;_,_—3” log(ps + q1i) — log(p: + qzi)

Zusatz. Die Weglassung des = aus den Gleichun-
gen L. 5) und Tl. 5) wiirde diese Gleichungen in unvoll-
kommene verwandeln; die Ausdriicke rechts vom Gleich-
heitszeichen hitten danp unendlichmal mehr Werthe als




e e e

die links. Eine brauchbare vollkommene Gleichung zwi-
(] C C
schen log (ab) oder log% und den beiden Zahlen log a

c
und log b wird wohl kaum existiren.
Anmerkung. In Obm’s »Geist der math. Anal
1842 pag. 126« findet man 2 Lehrsiitze, die in unsern
Zeichen sich durch folgende Gleichungen darstellen lassen:

oP+qi \ ! optai g P .
Jog[(p1 + qii) (pz + q2i)] = Llog(pr + @i) + Jlog(pz + qai)
o‘;’_:_?il- qii Jpqi % up7|-qi :
logm = Jog(ps + qi) — ,log(pz + qei)

Fiir den Fall, da p + qi = ¢ = 2,718 . . ., fanden wir
diese Gleichungen schon im §. 19 im Allgemeinen un-
richtig. Richtig wird die erste nur in dem besondern
Falle, da arg(p + qi) + arg(p; + q,i) ein Bogen ist, der
entweder gleich = oder dann zwischen & und — = liegt,
und die 2t jener zwei Gleichungen nur dann, wenn
arg(p; + q,i) — arg(pz + qzi) ein Bogen von derselben
Beschaffenheit ist.
§. Lehrsitze.

1. Wenn g reell, aber nicht gebrochen und so be-
stimmt wird, dass
1)  2ux + BIMod.(py + i) + «[2yx + arg(pr + qi)] =

(z od. zw. # u. — @)

so hat man die gesonderten Gleichungen:

P+qi . 7P-+4qi P+qi
dogy(pr + qi)* T A = (a+ gy log(ps + qii) + g4 glogt (2

7P+qi zP+di

(@ + Bi)ylogpe + qui) = _glogy(pr + qii)
Die erste dieser 2 Gleichungen gibt sofort die vollkom-
mene Gleichung :

-+ fi (3



A ]
P +qi ; ZP+qi P Tdi
4 tog(pr + a0 TP = (@ + 6i) log(ps + qi) + log 1
II. Folgerungen von I. sind folgende Siitze:
Wenn
2 - —I:T [2yz + arg(pr + qi)] = (x od z2w. 7 u. —7) (1

wo m aber nur eine positive oder negalive ganze Zahl
bedeuten darf; so ist
p+qi :
%y P+

_,— 1 .
2) glogyl’(pj + qi1) = = },_l_mfg_'_.u“log(pj + qui)

und hieraus bei derselben Bedeutung von m:

- pigi
m

s e { phai
3) logV(p1 + qui) = — « log(pr + qii)
Wenn ferner
Qux + :T [2y2 + arg (p1 + @i)™] = (x od. zw. x u. -—x) (4

wo wieder m nur eine pos. oder neg. ganze Zahl be-
deutet, so ist:

-+qi
pHai zpm | g
5) ytmE+log@r + ai)” = mgog,V(ps+aqi)™
und hieraus:
p+ai
p-+qi o i
6) log(pr + qui)™ = mlog ¥V (ps.+ i)

In dem besondern Falle, da « ein positiver oder
negativer #achter Bruch ist, findet stets auch folgende
Gleichung Statt:

7P+qi P+ai
Jog,(p + qi)¥ = alog(p + qi)

Anmerkung 1. Wenn in 1. 4 die = weggelassen

wiirden, so erhielte man eine Gleichung, bei der zwar




—_ =

sammtliche Werthe des ersten Theils auch zugleich Werthe
des 2t Theils wiren, hingegen unendlich viele Werthe
des 2ten Theils sich alsdann nicht unter den Werthen des
ersten Theils befinden.

Anmerkung 2. In Ohm's » Geist der math. Anal.
1842, pag. 126¢ findet sich, wenn wir unsere Zeichen
beibehalten:

P
olog,(p1 + qui)
Diese Gleichung ist durchaus nur in dem besondern Falle
richtig, da [ 1Mod (p; + q4i) + arg(p, + q,i)] entweder
= m, oder dann zwischen z und — =z liegt. Uebrigens
haben wir fiir den Fall, da p +~qi=e¢ = 2,718 . . ., die
Unrichtigkeit dieser Gleichung schon im §. 20 bemerkt.

oP-qi

@B _ (@ + 8i) Jog(p + qi)

§. 24.
R 5 . . . 1 o
Die logarithmische Reibe (p + qi) — 5 (p + qi}?
1 = . : 2 . .
+3 P+ —. ... gibt in den simmtlichen Fillen

ihrer Convergenz den speziellen Werth og(l + p + qi)
von log(1 + p + gi), was leicht daraus gefolgert werden
kann, dass die binomische Reihe fur (1 + p + qi)e+§i, so
oft sie convergirt, den besondern Werth (1 4 p -+ qije+fi
und die Exponentialreihe EP * 9 den speziellen Werth
0P+ ai yop eP + 4 ausdriickt.

Die Fortsetzung dieser Mittheilungen, welche der
Raum dieser Blitter nicht gestattet, muss ich ciner spi-
tern Gelegenheit vorbehalten.

Kisnach, den 11. Miarz 1855

s
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