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Vorrede

Apollonias (um 247 v.Chr.) ist der ilteste mathema-
tische Schriftsteller, welcher die Aufgabe, Kreise zu be-
schreiben, von welchen drej gegebene Kreise (Gerade oder
Punkte) zugleich beriihrt werden, in einer besonderen, zwei
Biicher umfassenden Schrift ausfithrlich behandelt hat. Wenn
diese Arbeit leider verloren gegangen ist, so hal man sie
doch nach Anleitung der Angaben, welche Pappus (zu Ende
des vierten Jahrh. n, Chr.) in Betrefl' der dabei von Apollo-
nius benutzien Siitze uns aufbewahrte, wieder herzustellen
versucht, zuerst Vieta (1540—1603) in seinem Apollonius
Gallus.  Durch diese Untersuchungen ist es wahrscheinlich
geworden, dass Apollonius von der Betrachtung der beson-
deren Fille, in welchen einer oder mehrere Kreise der
allgemeinen Aufgabe, die drei Kreise vorausselzl, durch Ge-
rade oder Punkle erselzt werden, zur Erirterung des all-
gemeinen Falles fortschritt, Die Entwickelungen der neue-
ren Geometrie selzen uns in den Stand, sofort fir den
allgemeinen Fall Losungen zu finden, welche, vorzugsweise
il‘uf' die Eigenschaften ellicher fir die Kreislehre sehr wich-
l“i{‘”' geomeltrischer Oerter gegriindet, an Eleganz Nichls zu
wiinschen ibrig lassen. Die Schrifisteller scheinen indess
einen Fall unberiicksichtigt gelassen zu haben, der gleich-
?mhl eine besondere Beriicksichtigung verdient, nimlich den,
m welchem die Mittelpunkte der gegebenen Kreise derselben
Geraden angehdren. Um eine auch fiir diesen Fall giiltige




Auflésung hinzustellen, wird es nothig, die Theorie der so-
genannten Polenzlinie zu erweitern. Beide Liicken will die
vorliegende Schrift ausfillen. Zu dem Ende ist in die vor-
bereitenden Betrachtungen neben den Theorien der oben
angedeuteten geometrischen Oerter diejenige des ,zweiten
Potenzortes, welchem in Grupert’s Archiv unter der
Bezeichnung ,,Linie dquidifferenter Potenzen® ein Aufsatz von
Dr. Kosters gewidmet ist, aufgenommen und mit der des
sersten Potenzortes® (Potenzlinie) verkniipft worden.
Zur passenden Bezeichnung und Unterscheidung dieser bei-
den Oerter habe ich mir die eben angefiihrien Benennungen
anzuwenden erlaubt, weil sic von den bisherigen nicht we-
sentlich abweichen und fiir jenen Ort einen kiirzeren Namen
gewihren. An die Herleitung der Auflisungen der allge-
meinen Aufgabe, fir alle Lagen der gegebenen Kreise, sind
sodann, um dieselben auch auf solche Fille anwenden zu
konnen, in welchen von den gegebenen Kreisen einer oder
mehrere durch Gerade oder Punkte erselzt werden, Grenz-
hetrachtungen iber die zur Construction nothwendigen Ele-
mente angeschlossen worden, welche ganz abgesehen von
den aus ihnen resultirenden Ergebnissen wohl geeignet sein
mochten, dem Anfinger den Weg zu zeigen, welcher bei
anderen ahnlichen Untersuchungen einzuschlagen ist. Den
Schluss bildet die Bestimmung derjenigen sechs Kreise, von
welchen jeder vier von den acht Berihrungskreisen der drei
gegebenen Kreise beriihrt, eine Betrachtung, welche theils
zu lehrreichen Recapitulationen Veranlassung giebt, theils
eine interessante Anwendung der ersten von den mitge-
theilten Auflosungen des Problems darbietet.

Erfurt, im Februar 1856.

Der Verfassers



§. 1.

Die Potenzirter.

Wenn zwei Kreise, wie M, und M, in Fig. 1., in zwei Punk-
ten By und B, sich schneiden, so geht durch diese hindurch ihye
gemeinschaftliche Selne B;B,, auf welcher ihre Centrale M M,,
wie sich durch Congruenz der Dreiecke leicht nachweisen lisst, in
D, dem Durchschnittspunkt beider, senkrecht steht: und zugleich
ist dieser Durchschnitt D der Halbirungspunkt der Sehne B, B,.

Zieht man nun die Geraden B, M, und BiM,, so ist:

B\D*= MB,* —M,D* = M,B,*— M,D? (pythag. Lehrs.)
oder, wenn man M, D? und M,B,? transponirt :
MyB*—M,B* = M,D*— M,D?,
d.h. wenn M, B, und M,B, beziiglich mit R, und R, bezeichnet
werden : (1) MD*—M,D*= R,*—R,2.

Diese Gleichung lisst sich auch, wenn man die Differenz der
Quadrate auf der einen, wie auf der anderen Seite durch das
Product der Summe und Differenz der Seiten erselzt und beriick-
sichtigl, dass MD+M,D = M, M, ist, in folgende Form bringen :

@) MMy, (M, D— M, D) = (R, +R,). R, —R,).

Die hierin enthaltene Bezichung kann man benutzen zur an-
derweitigen Construction des Punktes D. Zieht man nimlich durel,
M, den Durchmessep E\E, || BjM; und durch B, die Gerade
BiF || MyM; und bezeichnet durch H den Durchschnitt vop E,\E,
mit B,F, so bestehen folgende Beziehungen:

EyH = M\E, 4 Myl — M, 5, + M, B, =R, +R,,
EH=ME, —MH — ME,—M,B, =R, — R,,
HB, =M, M, ;

Hellwig, Probiem. 1
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ferner hat man nach einem bekannten Satze der Kreislehre :
E,H . E.H—= HBy . HF,
d. h. wegen der vorstehenden Werthe:
(3) (R,+R,).(R,—R,)=MM, HF,
eine Relation, deren Vergleichung mit (2) zu der Folgerung liihrt,
HF = M;D— M,D sein muss.
Ausserdem ist ersichtlich, dass, wenn man von M, auf B,F
das Loth MK fillt, dieses die Sehme By Fin K halbirt wnd FK=MD
macht. Man konnte also durch Abtragung der Linge FK von M,
aus nach M, hin den Punkt D finden.
Wenn auch die eben angestellte Betrachtung milssig ersc heint,
That fiir den vorliegenden Fall weitliufig und ziem-

dass

wie sie in der
lich nutzlos ist, so hat sie doch des Folgenden wegen entschiedene
Wichtigkeit.

Vorlaufig aber verweilen wir noch einen Augenblick bei der
gemeinschaltlichen Sehne By B,.

In der Gleichung (1) ist enthalten:

Lehrsatz 1. Die gemeinschaftliche Selne zweier sich schnei-
denden Kreise theilt die Centrale so in zwei Abschnitte, dass die Dif-
ferens der Quadrale derselben der Differenz der Quadrate der Radien
gleich ist.

Durch Verlingerung der Sehne ByB, erhilt man in der un-
begrenzlen Geraden GG,y die gemeinschaftliche Sekante der beiden
Kreise M, und M,3; wenn man aufl dieser einen beliebigen Punkt
durch P bezeichnet und denselben mit My und M, verbindet, so
hat man: PD? = M, P2— M D*=M,P*—M, D*
und folglich auch: M, P—-—:?fiP-h,!f,DIHBF D2,
wodurch wir in Verbindung mit Gl. (1) zu

(4) M P*— M,P* = R,*—R,* gelangen.

Diese Gleichung giebt:

Lehrsatz 2. Jeder Punkt auf der gemeinschaftlichen Sekante
zweier sich schneidenden Kreise hal die Eigenschaft, dass die Diffe-
renz der Quadrate seiner Verbindungsgeraden mit den Mittelpunkien
der Kreise gleich ist der Differens der Quadrale cer Radien.

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung zweier Kreise M,
und M,, welehe sich nicht schneiden, wie in Fig. 2. und 3.,
existirt auch bei ihnen trotz des Mangels an Durchschnitten eine
Gerade, welche mit der im obigen Lehrsatz ausgesprochenen Eigen-
schaft ausgestattet ist. Um dieselbe aufzufinden, bedienen wir uns
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der Construction, welche wir oben auf Gl. (2) fussend angegeben
haben, indem wir sie der verinderten Lage angemessen modifi-
ciren. Dann stellt sie sich folgendermassen dar.  Wir ziehen die
Centrale M, M, und darauf senkrecht die Radien ME, (verlingert
bis E,) und M, Ey, die mithin auch zu einander parallel sind,
und legen, da hier die Endpunkte der Radien E, und By ver-
schiedenen Kreisen angehdren, einen Kreis durch Ey, E, und E,
(friiher auf dem Kreise My liegend). Dies geschieht durch Ver-
bindung von E, mit E, Halbirung von E.E; in L und Errichtung
des Lothes LM auf E, Ey in L; dann ist M der Mittelpunkt dieses
Kreises, Beschreibt man denselben mit ME, , zieht E,F| M,M,,
EiE, in H schneidend, Fillt MK_L EyF, verbindet M, mit F und
zieht noch KD I| My, so ist D der Punkt, in welchem die oben
angedeutete Gerade Gy, aul My M, senkrecht steht.
Das Stattfinden der GL (3) beweist man aus dieser Con-

struction ganz wie frither; nach ihr ist also:

MM, .HF = (R, +R,) . (R, — R,).
Ferner ist: HF = FK— HK = MyD— HK = M; D — M, M; ausser-
dem uberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Glei-
chungen : MD = FK, FK = EK, By K = M, M,
woraus sich ergiebt:

() MyD=M,M oder M,M— M,D.
Hierdurch verwandelt sich der obige Werth von HF in M, D — M,D
und die Einsetzung desselben in die Productengleichung bringt
genau die GL (2) hervor, die selbst nur eine Umformung von (1)
ist. Die GL (1) und in Folge dessen auch die Gl (4) bestehen
folglich fir die eben construirte Gerade (ry Gy bei zwei sich nicht
schueidenden Kreisen M, und M, ebenfalls, Der gegebene Beweis
weicht in Fig, 3. nur dadurch ab, dass die Centrale MM, =
MDD —M,D dagegen HF = FK+ HK ist.
Aus der ehen vollendeten Betrachtung konnen wir ibrigens
einfachere Construction des Punktes D entnehmen; denn so-
M gefunden ist, darf nur noch MyD = M;M gemacht werden,
Der Uuhurgzmg aus der Lage der Kreige in Fig. 1., wo sie
sich schneiden, z, der in Fig. 2., wo sie ausser einandep liegen,
geschieht dadurch, dass wir den Kr. My allmihlich nach rechts
fortriicken lassen; hierhe stellt sich als eine bhemerkenswerthe
Zwischenlage diejenige heraus, in welcher die Kreise sieh (von
aussen) beriihren (vergl, Fig. 4.). Dann ist die gemeinschaftliche

1*

eine
bald




Sekante in die gemeinschaltliche Tangente iibergegangen, welche
augenscheinlich die in Lehrsatz 1. und 2. ausgesprochenen Eigen-
schaften ebenfalls besitzt. Will man aber aus der Lage der Kreise
in Fig. 1. zu der in Fig. 3., wo der Kr. M, innerhalb des Kr. M,
liegt, tibergehen, so muss man den Kr. My nach links fortschiehen
und auch hier den Grenzfall iiberschreiten, in welchem die Kreise
sich berithren (aber von innen).  Auch alsdann ist die gemein-
schaltliche Sekante in die Tangente verwandelt, wiederum mit Bei-
behaltung der schon oft erwihnten Eigenschalten.

Da folglich die Gerade GG, bei allen nur moglichen Lagen
der beiden Kreise M, und M, sich mit der in Lehrs. 2. niederge-
legten Eigenschaft ausgestattel zeigt, so wollen wir ibr fir alle
Fille den Namen erster Potenzort der beiden Kreise
beilegen (Potenzlinie, Linie der gleichen Potenzen, Chordale, axe
radical). Derselbe befindet sich, wie man leicht aus der GL (1)
folgert, wenn die Kreise ausser einander liegen, zwischen densel-
ben und zwar dem Mittelpunkt des kleineren, so wie der Peripherie
des grisseren niher; wenn von den Kreisen aber einer vom andern
eingeschlossen wird, ausserhalb derselben auf derjenigen Seite vom
Mittelpunkt des grosseren, aul welcher der des kleineren sich befindet.

Wie bei zwei parallelen Geraden der Durchschnift derselben
dem Bereich des Endlichen entriickt ist, so fillt auch der erste
Potenzorl zweier Kreise in das Gebiet der Unendlichkeit, sobald
ibre Peripherien parallel, d. h. die Kreise concentrisch sind.  Dies
zeigt auch unsere Construction, auf diesen Fall angewandt, dadurch
an, dass sie verlangt, durch drei in einer Geraden liegende Punkte
einen Kreis zu legen, als welcher nur die Gerade selbst angesehen
werden kann. In der That, denken wir uns in Fig. 3. den Kreis
M, nach links allmihlig fortgeriickt, bis “sein Mittelpunkt mit M,
zusammenfillt, so entfernt sich der erste Potenzort immer mehr,
da M;D—M,D immer kleiner, MyD+4M,D aber immer grosser
wird, Im Moment des Zusammenfallens von M, mit M, ist GG,
im Unendlichen und erscheint, sobald M, noch iber M; hinaus
nach links weiter geht, auf der anderen Seite der Kreise wieder
im Endlichen, wie denn ein solches Hiniiberspringen eines Gebildes
von einer Seile zur anderen stets durch die Unendlichkeit vermit-
telt wird.

Die in Lehrsatz 2. enthaltene Ligenschaft konnen wir jetzt so
ausdriicken :
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Lehrsatz 3. Die Differens der Quadrate der Verbindungs-
geraden irgend eines Punkies auf dem ersten Polenzorte sweicr Kreise
mit den Mitlelpunkten derselben ist gleich der Differenz der Quadrate
der Radien,

Wir wollen jetzt den bei der Construction des Punktes D in
Fig. 2. und 3. benutzten Punkt M noch niher in Betracht zielien.
Selzt man niimlich die in (5) stehenden Werthe in Gleichung (1)
ein, so ergiebt sich:

MyM*— M M*= R,®>— R,?, oder auch:
(6) M M*— MyM? = — (R,*—R,%) = R,*—R,*.
drvichtet man wun in Fig. 5. in M auf M, M, eine Gerade
919s senkrecht, so wird man, wenn man einen beliebigen Punkt
P derselben mit My und M, verbindet, auf dieselbe Weise, wie
oben von Gleichung (1) zu (4) fortgeschritten wurde, von (6)
ibergehen konnen zu:
(T) pM*—pMy®=—(Ry2— Ry?) oder pMy2—pM,*= R,>—R,?.
Diese Gleichung ist der Gl. (3) ganz analog und enthilt eine durch
die Radien der Kreise M, und M, ausgedriickte Eigenschaft einer
Geraden, welcher wir dieser Analogie wegen den Namen zweiler
Potenzort der Kreise M, und M, geben (Linie dquidifferenter
Potenzen in Grunert’s Archiv Thi. XIX.). Vermige dieser Fest-
stellung erhalten wir:

Lehrsatz 4, Die Differenz der Quadrate der Verbindungs-
geraden irgend eines Punktes auf dem zweilen Polensorte zweier Kreise
mit den Mittelpunkten derselben ist gleich der negativen Differens der
Quadrate der Radien.

Was die Lage dieser Geraden zu den Kreisen betrifft. so ist
dieselbe in Fig. 5. Sekante des Kreises My rickt man aber den
Kr. M, aus seiner Lage nach rechls fort, so nihert sie sich der
Peripherie des ersteren und wind Tangente an denselben, sobald
der Abstand X¥ der nichsten Durchschnittspunkte der Peripherieen
mit der Centrale den Werth

‘_.’-H,"- —R,*— R, annimmt.
Denn liegt, wie iy Fig. 6., M auf der Peripherie des Kreises M,,
so hat man ME, — ME;, wenn E, und E; die [riihere Bedeutung
behalten; ferner ist: MM2 = E,M2—E,My?, also auch:
MM, — E M —R,2,
d. h. weil E,M?*= M,M2 +M E 2 =2R? isl,
MM, = 2R * —R,2.
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Beriicksichtigt man nun, dass MY = MM, — YM; = MM, — R, isl
so ergiebt sich der obenstehende Werth:
(8) MY = 2R,*—R,®*—R,.

Beschreibt man daher iiber ME; einen Halbkreis, so ist die
Sehne MZ = E;Z der Hillte desselben dem ‘Halbmesser R, gleich
und man kann also, wenn der Kreis M, und der Punkt M gegeben
ist, leicht den Halbmesser R, des Kreises My finden; man darl nur
M,E; L. MM, zichen, M mit E; verbinden, tiher ME; einen Halh-
kreis beschreiben, denselben in Z halbiren und MZ ziehen, so isl
MZ der gesuchte Halbmesser.

Riickt man den Kr. My weiter nach rechts, so schneidet der
zweite Polenzort den Kreis M; nicht mehr, sondern entfernt sich
von ihm weiter und weiter (vergl. Fig. 7.).

Jetzt moge der Kr. M, aus seiner Lage in Fig. 5. nach links
wandern; dasselbe thut dann auch der zweile Potenzort. Er geht
durch den Mittelpunkt des Kr. M;, sobald die gemeinschaftliche
Sehne der nunmehr sich schuneidenden Kreise den Mittelpunkt M,
trifft (vergl. Fig.8.); hierauf rickt er weiter nach links. Fallen
endlich die Mittelpunkte der Kreise zusammen, so ist, wie der
erste, auch der zweite Potenzort im Unendlichen verschwunden,
beide jedoch auf verschiedenen Seiten. Bei einer gewissen Lage der
Kreise ist vor seinem Verschwinden im Unendlichen der zweite Po-
tenzort Tangente des Kreises My im Punkte M (Fig. 9.) gewesen,
nimlich damals, als das Stiick MY wieder den in (8) enthaltenen
Werth hatte, wie eine der oben milgetheilien entsprechende Be-
trachtung an Fig. 9. sofort ergicht.

Die gegenseitige Lage beider Potenzirvter ist durch Gl (3)
festgestelll; diese Bestimmung lisst sich indess noch etwas anders
ausdriicken..

Bezeichnet namlich (Fig. 2.) O die Mitte von MM,, so folgt
aus (d), dass auch (9) OM= 0D sein muss,

Nennt man also D den Hauptpunkt des ersten und M den
Hauptpunkt des zweiten Polenzortes, so hal man:

KLehrsatz 5. Der Hauplpunkt des ersien Potenzortes ist vom
Mittelpunkt des einen Kreises ebenso weil ealfernt, als der Huupl-
punkt des zweiten Potenzortes vom Mittelpunkt des anderen Kreises;
oder auch:

Die Hauptpunkte des ersten und zweiten Potenzorles sind vom
Halbirungspunkt der Centrale gleich weil enlfernt,



§. 2.
Eigenschaften der Potenzirter.

Von jedem Punkt auf dem ersten Potenzort zweier sich
nicht  schneidenden Kreise kann man an jeden derselben eine
Tangente ziehen; bei zwei sich schneidenden Kreisen geht dies nicht
an von den aul ihrer gemeingchaftlichen Sehne hefindlichen Punk-
len aus. Sind nun (Fig. 1. 2. 3.) PI, und PTy zwei solche und
man verbindet 7y mit M; und Ty mit M,, so hat man:

PT? = MyP*— M,T,* und PT,* = M,P*— M,T,* oder:
PT,*= M, P*— Ry* und
M, P*— R, = PT,?,
woraus durch Addition hervorgeht:
PT, 34 My P*— R, = PT,*+ M, P — Ry? oder
PT,*+ R,® —R,*= PT.*+ M, P*— M,P*.
Vermiige der Gl (4) folgt aber hieraus, dass
PIsd=PT>? oder
(10) PI; .=Pl;sty d. b

Lehrsatz 6. Jeder Punkt awf dem ersten Polensorle zweier
Kreise, von welchem sich iiberhaupt Tangenten an dieselben ziehen
lassen, hat die Eigenschaft, dass die Tangenten von ihm an die
Kreise gleich sind.

Wir fragen hier, ob nicht etwas Aehuliches von den aul der
gemeinschaftlichen Sehne zweier sich sclmeidenden Kreise liegenden
Punkten gesagt werden kamn. Ist beispielsweise P’ in Fig. 10. ein
soleher Punkt und man zieht P'My und P'M,, so besteht nach (4)
die Gleichung: M P*— M,P? = R,*—R,2

Errichtet man nun P'S; L P'M; und P'S, L. P'M; und zieht
Sy M, sowie S,M,, so hat man weiter:

P'S,* = M;§*— M, P* und P'S,2= M,S,*— MyP"* oder
PS2=R2—-MP?* und
R,2— M,P2 — P'S,_!.
Die Addition der heiden letzten Gleichungen giebt:
P'S; 24 Ry — M, P? = P'S,*+R*— M, P oder
P'Si* 4 M p2— y,p* = P'S,*+R*—R,?,
woraus man mit Hile dep vorher angefibrten Relation schliesst, dass
P'S 2= P'Sy* oder
(11) Ps, = P'S, ist.
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Die in dieser Gleichung stehenden Geraden sind aber offen-
bar die Hilften derjenigen Kreissehnen, auf welchen M P’ und M, P’
senkrecht stehen, d. h. der kiirzesten Sehnen, welche in jedem der
Kreise M; und M, durch P’ gezogen werden konnen: Inl'-luh lau-
tet die dem Lehrsatz 6. analoge Eigenschaft:

Lehrsatz 7. Jeder auf dem ersten Polenzorte sweier Kreise,
die sich schneiden, innerhald derselben licgende Punkt hat die Eigen-
schaft, dass die durch ihn gehenden Kiirsesten Sehnen beider Kreise
gleich sind.

Denkt man sich jetzt in Fig. 1. 2. 8, um P mit PT, einen
Kreis beschrieben, so ist der Radius desselben T langente an den
Kr. My und umgekehrt der Radius M Ty des Kreisess M; an den
Kr. P; da man in diesem Falle von den beiden Kr. M; und P
sagl, dass sie sich rechtwinklig schneiden und dieselbe Bez richung
wegen PT, = PT; offenbar zwischen den Kreisen P und M, be-
steht, so erhilt man:

Lehrsatz 8.  Jeder Punkt auf dem ersten Polenzorle zweier
Kreise, ausserhalb derselben befindlich, ist Mittelpunkt eines Kreises,
welcher die ersteren rechtwinklig schneidet.

Ferner triflt ein Kreis, aus P’ in Fig. 10. mit P'S; beschrie-
ben, auf dem Kr. M; noch ecinen zweiten Punkt §' und auf dem
Kr. M, einen Punkt 8 so, dass 8,8 und $,8” Durchmesser des
Kreises P’ sind. Weil man nun von zwei solchen Kreisen sagl,
dass der eine M; oder M, den anderen P’ im Durchmesser
schneidet, so fihrt dies zu

Lehrsatz 9. Jeder Punkt auf dem ersien Polenzorle sweier
sich schneidenden Kreise, innerhalb derselben gelegen, ist Mittelpunkt
eines Kreises, welcher von jedem der ersteren im Durchmesser ge-
schnillen wird.

Wir wollen jetzt die den eben vom ersten Potenzorte ange-
fiihrten Eigenschaften entsprechenden fiir den zweiten Potenzort
aufsuchen. Hat man in Fig. 11. auf die gewohnliche Weise den
Punkt M und somit g,g, gefunden und beschreibt aus ihm den
Kreis mit ME, = ME;, so geht dieser auch durch die Punkte By und
Ey aul den Verlingerungen der Radien M,E, und MyE,.  Dieser
Kreis schneidet also die gegebenen My und M, im Durchmesser,
Triflt. nun derselbe die Centrale M, M, in €, und Cy und man ver-
bindet einen beliehigen Punkt p auf gyg» mit €; und C,, so ist
pC, = pC,, da MCy = MC, ist, und man kann daher aus P einen
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durch €, und Cy gehenden Kreis beschreiben; derselbe moge den
Kreis M, in Vi und ¥, schneiden. Dann hat man, wenn p und
My wit Vi und ¥, verbunden werden:
PV, = pG,,
PCy* = Mp*+ MG, 2, MC, = ME; und
ME? = M E, 2+ M, M? = M,M?4R,2,
Woraus durch Substitution sich ergiebt:
PV = Mp*+M, M2+ R,?, d. h. weil
Mp* = Myp* — M, M* ist,
pVit= Mp*+R,2= M p*+ MV, 2
Die letzte Beziehung lehrt, dass £ pM,V, ein rechter Win-
kel ist, und ga dasselbe ebenso von £ pM, ¥V, sich zeigen lisst,
S0 erhellt, dagg Vi, V, eine Gerade, also ¥, ¥, ein Durchmesser
des Kreises My ist. Weil aber in Bezug auf den Kreis M, offen-
bar derselhe Beweis gefiihrt werden kann, so folgt hieraus: _
Lehrsatz 10,  Jeoder Punkt auf dem zweiten Potenzorte
fweier Kreise ist Mittelpunkt eines Kreises, welcher Jeme im Durch-
messer schneidet,

Ohne Schwierigkeit kann man nachweisen, dass die in den
Lehrsitzen 3—10 ausgesprochenen Eigenschaften von keinem an-
deren Punkte ausserhall des jedesmaligen Potenzortes getheilt wer-
den; deshalb miissen auch die Umkehrungen jener Sitze richtig
sein.  Wir heben von solchen nur folgende hervor:

Lehrsatz 1.  puy ein Punkt in Besug auf zwei Kreise
die Eigenschaft, dass sich aus ihm ein Kreis beschreiben ldsst , wel-
cher die gegebenen entweder rechiwinklig schneidet, oder von ihnen
im Durchmesser geschnitten wird, so liegt er auf dem ersten Potenz-
orle der beiden Kreise (Umkehrung von Lehrsatz 8. und 9.).

Lehrsatz 12, ju ein  Punkt dn Bezug auf zwei Kreise
die Ec’gensclmﬂ, dass sich aus ihm ein Kreis beschreiben lisst, wel-
cher die gegebenen im  Durchmesser schneidet, so liegt er auf dem
sweilen Potenzore oy gegebenen Kreise (Umkehrung von Lehys. 10.).

Denkt map sich nun mehrere Kreise Py, Py, Py u.s.w. be-
schrieben, welche (e Kr.

My und M, rechtwinklig schoeiden, aus
Punkten des ersten p

otenzortes der letzteren, so schneidet umge-
kehrt auch der Kreis My alle Kreise Py, P, Py w. s w. recht-
winklig und liegt folglich Nach Lehrsatz 11. auf dem ersten Potenz-

orte der Kreise Py, Py, P, u, s w. Dasselbe gilt von My ; mithin
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haben die rechtwinklig schneidenden Kreise Py, Py, Py u.s. w. die
beliebig verlingerte Centrale M, M, zum ersten Polenzorte. Also:

Lehrsatz 13. Schueiden mehrere Kreise swei andere rechl-
winklig, so haben sie eine und dieselbe Gerade zwm ersten Potenz-
orte, welche durch Verlingerung der Centrale der geschnitlenen Kreise
sich ergiebl; schneiden sich swei der rechtwinklig schneidenden Kreise,
so gehen alle iibrigen dieser Kreise ebenfalls durch diese Schnittpunkte.

Denkt man sich aber aus Punkten des ersten Polenzortes
gweier sich schneidenden Kreise M, und M, solche Kreise F*, P*,
P w.s. w. gezogen, welche von den ersten im Durchmesser ge-
schuitten werden, so liegt My, weil der Kreis M alle Kreise P,
P, P u.s.w. im Durchmesser schneidet, auf dem zweiten Po-
tenzorte der Kreise P, P/, P u.s. w. und, da dasselbe von M,
gesagl werden kann, so folgt:

Lehrsatz 14. Werden mehrere Kreise von zwei anderen im
Durchmesser geschnitten, so haben sie eine und dieselbe Gerade zum
zweiten Polensort, ndmlich die (beliebig verlingerte) Centrale der
beiden schneidenden Kreise.

Hat man (Fig. 12.) aus P; auf dem ersten Potenzorte der in
B, und B, sich schneidenden Kreise M, und My mit der Tangente
P,T, einen rechtwinklig schneidenden Kreis beschrieben, ferner aus
P auf derselben Geraden GG, mit der halben kleinsten Sehne P'S
einen im Durchmesser geschnittenen Kreis und endlich aus einem
beliebigen Punkt m auf MM, einen Kreis durch B, und B; ge-
zogen, so hat erstens der Kr. M, mit m denselben ersten Po-
tenzort G,G,, wie M, mit M,, und zweitens bleiben die Radien
P,T; und P'S; der Kreise P, und P' unverindert, wenn man fiir
M, den Kreis m substituirt. Folglich schneidet der Kreis m den
Kreis P, rechtwinklig und den Kreis P im Durchmesser; dabei ha-
ben alle Kreise Py, Py, Py u.s. w. die Gerade M, M, zum ersien,
alle Kreise P, P“, P" u.s. w. dieselbe zum zweiten Potenzort.
Daraus ergiebt sich folgender

Lehrsatz 15.  Hal man swei Kreisreihen und eine Gerade,
welche in Bezug auf die erste Kreisreihe erster und in Bezug auf
die zweite zweiter Polenzort ist, und Dbeschreibl einen Kreis aus
einem Punkt dieser Geraden entweder mit der Tangente am einen
Kreis der ersten Reihe, oder mit derjenigen Linge, die man erhall,
wenn man den Punkt mit dem Mittelpunki eines Kreises der zweilen
Reihe verbindet, auf dieser Verbindungsgeraden in diesem Kreise einen
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senkrechten Durchmesser zieht und einen Endpunkt desselben mit dem
Punkt der Geraden verbindet, so schneidet dieser Kreis alle Kreise
der ersten Reihe rechiwinklig, alle Kreise der zweiten Reihe hin-
gegen im Durchmesser, !

§. 3.
Die pULCIllelllllilc.

Wenn drej Kreise My, My, My gegeben sind, so gehiren zu
jedem Paare, welches man aus ibnen bilden kann, zwei Potenz-
orter; wir bezeichnen die beiden zu den Kreisen M; und M, ge-
hérigen durch 1 und 1, sa dass I der erste and 1 der zweite ist,
ehenso die zu den Kreisen My und My gehdrigen durch I und 2
und die der Kroise M, und My durch [l und 3.

Liegen nun die drei Mittelpunkte nicht in einer einzigen Ge-
raden, so miissen die Potenzorter Durchschnitte mit einander bils
den; mennt man P den von I mit 11, so hat man nach Gl (4),
Wenn R; den Radius des Kr. M, bezeichnet;

M P* —M,P* = R,* — R,*, weil P aul | liegt, und
M, P* — M, P* = R*—R,* , weil P aul Il liegt.

Hieraus folgt aber durch Subtraction der ersten von der zwei-
ten Gleichung :

M, P — M, P2 = R, — R,3,

Das Stattfinden dieser Relation Jisst nach der Umkehrung ven
Lehrs. 3. schliessen, dass P sich auch auf I, dem ersten Potenz-
orte der Kr. M, und M;, befinden muss. Da nun aul dieselbe
Weise gezeigl werden kann, dass die Potenzérter 1, 2, 3 sich
ebenfalls in demselben Punkte p schneiden, so hat man:

Lehrsatz 16.  Sowohl die drei ersten, als auch die drei
sweiten Potenzérier dreier Kreise schneiden sich in einem und dem-
selben Punkie.

Wir nennen diesen Punkt fiir die ersten Potenzorter den
ersten Potenzpunkt (bei Anderen Potenzpunkt, Chordalpunkt)
der drei Kreise, gy kann innerhalb und ausserhalb liegen, wenn
sich die Kreise schneiden, liegt hingegen stels ausserhalb, wenn
nur zwei der Kreise sich nicht schneiden.

Aus Lehrs. 8. und 9. tolgt nun sofort:

Kehrsatz 17. Der epste Potenzpunkt drejer Kreise ist Mit-
telpunkt eines Kreises, weloher entweder alle drei rechtwinklig schnei-
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del, oder von allen dreien im Durchmesser geschnillen wird, je
nachdem er ausserhalb oder innerhalb der Kreise liegl.

Dieser Satz giebt ein Mittel an die Hand, den ersten Potenz-
ort zweier Kreise, welche sich nicht schneiden, durch gemein-
schaftliche Sekanten zu construiren; wire derselbe etwa fir die
Kr. My und M, in Fig. 14. zu bestimmen, so darf man nur beide
mittelst eines Kreises My schneiden und den Durchschnitt P der
Sekanten By B, und ByB, construiren, ferner die Kr. M, und M,
durch einen Kr., M’ schneiden und P durch By'By’ und BB’y be-
stimmen; dann muss sowohl P, als auch P auf dem ersten Po-
tenzorle der Kr. My und M, liegen, dieser selbst also durch Ver-
bindung von P mit P’ gefunden werden.

Nennt man p den zweiten Potenzpunkt der Kr. My,
M,, My, so folgt fir ihn aus Lehrs. 10:

Lehrsatz 18. Der zweite Polenzpunki dreier Kreise ist Mit-
telpunkt eines Kreises, welcher jene im Durchmesser schneidet.

Ausserdem schneiden sich die sechs Potenzirter der drei
Kreise noch in sechs Punkten, deren jeden wir vermige der Ge-
raden, welche sich in ihm treflfen, bezeichnen. Man sieht nun aus
Fig. 13. sofort, dass die Punkte (I,2), P, (1, Il),p; ferner (1, 3), P,
(1, D), p; endlich (II, 3), P, (2, 1II), p jedesmal die Ecken eines
Parallelogramms bilden; weil diese Parallelogramme aber eine ge-
meinschaftliche Diagonale Pp haben, so kreuzen sich die drei iibri-
gen Diagonalen in dem Halbirungspunkte dieser, so dass also die
durch die Punkte (I, 2) und (1, 1I),

(1, 3) und (1, I,
(I, 3) und (2, 1D

gehenden Geraden sich in der Mitte von Pp schneiden. Zugleich
sieht man ein, dass der Durchschnitt dieser Geraden der Mittel-
punkt desjenigen Kreises ist, welcher durch die Punkte M, , M,,
M; sich legen lisst, wenn man bedenkt, dass die Polenzirter auf
den Centralen senkrecht stehen und zwei zu einer Centrale gehi-
rige von deren Halbirungspunkte gleichweit entfernt sind (Lehrs. 3.).
Hieraus ergiebt sich

Lehrsatz 19. Die beiden Polenzpunkte dreier Kreise liegen
mit dem Mittelpunkte des durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise
gehenden Kreises in einer und derselben Geraden und swar so, dass
der erwdhnte Mitlelpunkt die Enifernung der Potenspunkte halbirt,
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Die Beriihrungskreise zweier gegebenen Kreise.

Wir wollen von dem Punkte P in Fig.15., welcher auf deim
ersten Potenzorte 6,6, der Kreise M, und M, liegt, an diese die
Tangenten PTy wnd PT, ziehen, M, mit T,, sowie M, mit Ty ver-
binden, ferner MTy mit MyT, zum Durchschnitt bringen, und den
Punkt my, welchen wir auf diese Weise erhalten, mit P verbinden.
Dann ist PT, =PT, (Lehrs. 6.), Pmy = Pmy und £ PTymy = £_PTym,
als rechte Winkel, folglich A PT my 22 A PTamy und deshalb m, T,
= myTs; mithin kann man aus my einen Kreis mit m, T, beschrei-
ben, welcher den Kreis M; in Ty und M, in T, beriihrt. Also:

Lehrsatz 20. Der Durchschnitt der Radien, welche die
Mittelpunkie fweier Kreise mit den Beriihrungspunkten zweier vonm
einem Punkie auf dem ersten Potenzorte der Kreise mach denselben
gezogenen Tangenten verbinden, ist Mittelpunkt eines Kreises, welcher
Jeden der ersteren beriihrt.

Zwei Kreise konnen nun von einem dritten erstens beide
Yon aussen, oder beide von innen, oder zweilens der eine von aus-
sen und der andere von innen beriihrt werden; im ersten Falle
beriihrt der dritte Kreis die beiden anderen gleichartig, im
anderen ungleichartig. So berihrt in Fig. 15. der Kreis m die
beiden Kreise M, und My von aussen, my beide von innen, m,
hingegen den Kreis M, von aussen, M, von innen, my endlich den
Kreis M, .von innen und M, von aussen; daher berithren die Kreise
m und my die gegebenen gleichartig, my und my aber ungleich-
artig. Tmmer aber besteht der

Lehrsatz 21. Wenn ein Kreis zwei andere beriihrt, so
lreflen sich die gemeinschaftlichen Tangenten, welche er mit ihnen
bildet, auf ihrem ersten Potenszorte (vergl. Lehrs. 16.).

§. 9.
Die Aehnlichkeitspunkte.
Ist P in Fig. 16. ein Punkt auf dem ersten Potenzorte Gy Gy

der Kreise M, und My, s lisst sich aus ihm mit PT,=PT, ein
rechtwinklig schueidender Kreis beschreiben (Lehrs. 8.); die Sehne
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T;T, desselben mige die Centrale MyM, in A treffen. Verbindet
man M; mit T; und M, mit T,, so ist

LM T, P=L M, T,P als Rechte und L T, T, P= L 1,1, P,

da PT, = PT,. '

Hieraus folgt durch Subtraction, dass auch £ My T, Ty = L. M,T,T,
sein muss; schneidet nun T, T, die Kreise M; und M, zum zwei-
ten Male in Uy und U, so hat man weiter, wenn My U; und Myl
gezogen werden:

LMNTU, = LMUT and LM T, U, = LMy UT,,
wodurch man wegen der eben bewiesenen Gleichheit erhall:

LMUT = LM,T,T; und

LM T, = LMU,T,.
Folglich ist MUy || MyT, und M, Ty || MyU,, weshalb der Punkt 4
auch mittelst paralleler Radien sich bestimmen lasst.  Man bekommt
nimlich durch jeden rechtwinklig schneidenden Kreis denselben
Punkt 4 auf der Centrale, da sich verhilt:

(12) Myd: MydA = MTy: MyU, d.h. = Ry : Ry

und diese Proportion von den Bestimmungselementen des recht-
winklig schneidenden Kreises ganz unabhingig ist. Namentlich gilt
dies auch von den andern Durchschnitten Ty' und T,' des Kreises
P mit den Kreisen M; und M,, deren Verbindungsgerade also
ebenfalls durch A4 geht. Erinnert man sich nun aus §.4., dass in
T, und T,, so wie in T,’ und 7y’ ein Kreis die gegebenen M; und
M, gleichartig berithren kann, so lisst sich das Vorige fassen in
den

Lehrsatz 22. Die Berithrungssehnen aller Kreise, welche
dieselben beiden gleichartig beriihren, (reffen sammilich in einem
. Punkte der Centrale der gegelenen Kreise zusammen; die Absidnde
dieses Punkles von den gegebenen Millelpunklen stehen im Verhdill-
niss der gegebenen Radien; in demselben schneiden sich auch die
Verbindungsgeraden der Endpunkte gleich gerichteter paralleler Ra-
dien der gegebenen Kreise,

Man hat den Punkt 4 den fiusseren Aehnlichkeits-
punkt der Kreise My und M, genannt; durch denselben missen
offenbar auch die fiusseren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise
M, und M, gehen, da die zu ihnen gehorigen Radien parallel sind.

In alnlicher Weise, wie vorhin, hat man:

L PT,M, = L-PTy'My = R oder
LPT My = L-PTyTy + L MyTy'Fy,



wenn ¥y den zweiten Durchschnitt von 73Ty’ mit M, bezeichnet;
subtrahirt man hieryon
L Py Ty = L PT,'T;, so kommt;
LMy = LMT,V,.
Dabei ist ferner, wenn man ¥y, den zweiten Durchschnitt yon I, T,
mit dem Kreise M, nemnt:
LMT,V, = LM,V,T, und
f—-:l!lT:‘V: = L_le':?'] , lfolglich auch:
LM VT, = L MTy'Vy oder LMV, T, = L M,T,'V, und
LM Ty = LM,V,T,.

Diese Winkelbeziehungen lehren, dass M, ¥, || M,T," und
M, Ty || MoV, ist. Triffit jetat Ty 7y" die Centrale M, M, in J, z0
verhilt sich :

(13) MyJ: MyJ = M.V, : MyTy' = R, : R,
Folglich werden sich in J alle solche Gerade, wie T,T,’ kreuzen,
Weil aber in I,1,' die Kreise M; und M, ungleichartig beriihrt
werden kdnnen, so hat man

Lehrsatz 23. Die Berihrungssehnen aller Kreise, welche
dieselben beiden ungleichartig beriihren, schneiden sich sdmmilich in
demselben Punkt der Centrale der gegebemen Kreise; die Entfernungen
dieses Punkles von den gegebenen Mittelpunkien verhallen sich wie
die gegebemen Radien; in demselben treffen auch die Verbindungs-
geraden der Endpunkte entgegen gerichleier paralleler Radien der
gegebenen Kreise zusammen. ( Construction des Punktes durch
solche Radien,)

Den Punkt J nennt man den inneren Aehnlichkeits-
punkt der Kreise M, und My 5 in demselben miissen sich offen~
bar auch die inneren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise M,
und M, begegnen, da die zu ihnen gehérigen Radien die im
Lehrs. 23. angegebene Beschaffenheit besitzen.

Durch Umkehrung ergiebt sich aus Lehrs, 22. und 23.:

Kehrsatz 24. Zicht man durch den dusseren ( inueren )
Aehnlichkeitspuniy sweier Kreise eine Transversale durch dieselben,
so kann in den Durchsehnitten der Transversale, welche nicht u
parallelen Radien gehiren, ein Kreis die gegebenen gleicharlig (un-
gleichartig) beriihren,

Riickt man den Mittelpunkt des Kreises M, allmihlig nach
links fort, so diberzeugt man sich von der Lage der Aehnlichkeits-

Punkle bei verschiedenen Lagen der Kreise, Wiilrend bei ausser
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einander liegenden Kreisen der innere Aehnlichkeitspunkt zwischen
denselben, der dussere ausserhalb auf der Seite des kleineren Krei-
ses sich befand, so fallt der innere bei dusserer Berithrung, sowie
der dussere bei innerer Beriihrung der Kreise in den Beriihrungs-
punkt und bei ganz in einander liegenden Kreisen befinden sich
beide Aehnlichkeitspunkte innerhalb derselben.

Die Aehnlichkeitsgeraden.

Bei drei Kreisen M,, My, My in Fig. 17. giebt es drei dus-
sere und drei innere Aehnlichkeitspunkte ; heissen die Radien der
Kreise Ry, R,, Ry, die dusseren Aehnlichkeitspunkte 4,, 4,, 4; und
die inneren I, I,, I, so dass 4; und I; zu den Kreisen M; und
M,, 4, wnd I, za M; und M;, endlich A; und I3 zu My und M,
gehiren, so ist:

(14) M4, : MyA, = R, : R,
(15) M4y : M4, = Ry: Ry | nach Lehrs. 13.
(16) MyAy: Myd; = Ry: Ry |

Hieraus folgt durch Zusammensetzung:

(17) M A, . MgA; . MyAy = Mydy . MyAy . My Ay,

Nimmt man nun an, dass MyM,; die Verbindungsgerade von
A, mit 4, in A’ schneidet, und zieht My N || MyM;, so verhilt sich

M, N:M,A' = M4, : M4, und
M A': MiN = M;A, : M A,.
Diese Proportionen liefern zusammengeselzl die neue:
M A': MyA* = MyAy . MyAy : Mydy . MyA,
und daraus ergiebt sich:
(18) MAy .MyA, . MyA' = MyA; . MyAy . M A

Die Verbindung von Gl (17) und (18) fihrt jetzt zu der

Proportion :

My Ay: MyA' = MyAy: MyA' oder

A'dy: Mydy = A'4; : M4,
welche nur bestehen kann entweder bei der Gleichheit von M,d,
und M;A; oder so, dass A’Ay der Null gleich ist; weil aber das
Erstere nicht stattfindet, sobald M, von M, verschieden ist, wie
wir voraussetzen, so muss das Letatere der Fall sein, d.h. 4 muss
mit A; zusammenfallen. Hierdurch haben wir bewiesen, dass 4,
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Ay und Ay einer einzigen Geraden angehoren, eine Eigenschaft, die
als Ergebniss der Beziehung (17) erscheint®). Nun hat man nach
Lehrs, 23, noch folgende Proportionen :

(19) M1, : M,I, = R, :R,,

(20) MyI, : M;I, = Ry: R, und

@Yy My :M.I; = R4R,

Durch Zusammensetzung folgt aus Prop. (14), (20), (@1),

aus (13), (19), (21) und aus (16), (19), (20):

(22) My 4, . ML, . MyI, = MyA, . M1, . M1,

(23) Mydy . M1, . MyIy, = M, Ay . Mol . M1, und

(24) M,4, ML MI, = M A, ML . ML,
Woraus man ganz wie oben schliessen kann, dass 4,, I, I, fer-
ner dy, Iy, I, und Ay, Iy, I, auf je einer Geraden liegen miissen.
Also ;

Lehrsatz 25. Von den sechs Achulichkeitspunkten dreier
Kreise liegen viermal drei in einer Geraden, ndamlich erslens die
drei Gusseren und qusserdem der dussere irgend sweier Kreise mit
den beiden inneren, welche der dritte Kreis mil ihnen bildet.

Man nennt die vorstehend bezeichneten Geraden die vier
-'\lthnlichkeilsgerudcn der Kreise M, , My, My und zwar die
durch die iusseren Achnlichkeitspunkte gehende die iussere, die
drei. ibrigen die inneren; letztere kann man wieder dadurch
unlerscheiden, dass man die eine als die innere Aehnlichkeitsgerade

des dusseren Achnlichkeitspunktes der Kreise M, und M, u.s, f.
bezeichnet,

Setzt man die Proportionen (19), (20) und (21) zusammen,
S0 entsteht die Gleichung ;
(25) ML Mdy . ML, = By,  Myly . Myly.
Wemn man nup den Durchschnitt von Ii M, und LMy mit
W1 bezeichnet , durch M, eine Parallele mit M,M, zieht, M.l in
X und MI, iny schneidend, und den Durchschnitt von M Wy mit
MM, vorlaufig 1 iennt, so finden folgende Proportionen Statt:

*) Die obige

Betrachtung enthalt den Beweis fir die Umkehrung des allge-
meinen Salzes aus

der Transversalentheorie: Eine Gerade, welche die drei Seiten
idet, bestimmt auf diesen sechs solche Abschnitte, dass das Pro-
duet aus drej solchen, welche keinen Endpunkt gemein haben, gleich ist dem Pro-
ducte aus den drei ubrigen Abschnitten (Menelavs um 80 n, Chr.).
He“wiy,PrDblﬂm. <

eines Dreiecks schne
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ML MLy = MX : MyM,,

ML M1, = MyMy: M, Y,

M Wil' = M\Y : M{ Wy und

Wil Mgl = MyWy: MX.

Aus diesen leitet man durch Zusammensetzung ab:
(26) Myl MyI, . Myl = DMLy . Myly . M1
und aus (25) und (26) folgt jetzt die Proportion:
Moly: My I' = Mgy : M, I,

die offenbar falsch ist, da Mgl < Mgl' sein muss, wihrend M,/
> M,l' ist, so lange I' von I; verschieden gedacht wird, sich aber
als richtig erweist, wenn I' nach I; fallt. ~ Hiermit hat man also
den Beweis dafiir geliefert, dass die Verbindungsgeraden Mly,
M,I, und Mgl sich in dem ndmlichen Punkte W) kreuzen, was
als eine Folge der Relation (23) erscheint.®)

Da nun durch Zusammensetzung ferner aus (14), (15), (21),
sodann aus (14), (16), (20) und endlich aus (15), (16), (19) die
Beziehungen :

(27) M4y . MydAg . MoIy = MaAy  MyAs . My,

(28) M4y . MoA; . Myly = MaAy . M4, . Myl; und

(29) Mgdy . Mady . My Iy = MyAy . My Ay . M3l
sich ableiten lassen, so ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass M[;,
Mads, Mz4A,, zweitens Midg, Mqly, M4y und Mid;, Mqd., M1
sich in je einem Punkte durchschneiden werden. Also:

Lehrsatz 26.  Von den sechs Verbindungsgeraden, deren
jede einen der sechs Aehnlichkeitspunkte dreier Kreise mil dem mnicht
zu ilin gehirigen Mittelpunkie verbindet, durchschneiden sich viermal
drei in einem Punkle, ndmlich die der drei inneren Aehnlichkeils-
punkte und die des inneren trgend sweier Kreise mit denen derjeni-
gen beiden dusseren, welche der drite Kveis mit ihmen bildel.

*). Das Obige bildet den Beweis [ir die Umkehrung des allgemeinen Satzes :
Zieht man von den Ecken eines Dreiecks nach einem belichigen Punkte drei Gerade,
so bestimmen diese mittelst ihrer Durchschnitte mit den Dreiecksseiten auf diesen
sechs solche Abschnitte, dass das Product aus drei solchen, welche keinen Endpunkl
gemein haben, gleich ist dem Producte aus den drei abrigen Abschnitten (Johaun

Bernoulli 1667—1748).
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§. 1.

Die Transversalen durch die Aehnlichkeitspunkte und die
Potenzkreise.

Ist 4 in Fig. 18. der iussere Achnlichkeitspunkt der Kreise
M, und M, und man zieht die Transversale ATy, auf welcher
noch die Durchschnitte Ty, t1, ty liegen, so weiss man, da
M Ty | Myty und My, || M,T, ist, dass sich verhilt:
ATy : Aty = Ry : Ry und
AT!:A3|=B5,:R15
Woraus man folgert ;
(30) AT, . AT, = At . 4t,.
Weise wird man bei einer zweiten Transversale ATy
Kreise noch in 7, ', #’ tiflt, haben:
(31) ATy . AT, = Aty . Aty .
Nun bestehen aber nach einem bekannten Satze der Kreislehre die
Beziehungen : ATy . Aty = ATy . Ay’ und
Aty . ATy = Aty' . AT,
deren Multiplication giebt:
AT\ . AT, . Aty Aty = ATy . AT, . Aty Aty
Setzt man hierin die Werthe aus (30) und (31) ein, so ergiebt sich"
AT\ . AT, = AT, 1. AT, oder
(32) AT, AT, =T, . AT,
Aul gleiche Weise ist:
@3) Aty . Aty = Ay 4y,
Aus (30) und (32) folgt noch:
(34) 4. Aiy = AT\’ . AT,".
und aus (30) und (33):
(35) AT, . AT, = At . Aty
Da offenbar das Gesagte
punkt Anwendung findet
(30) bhis

fassen :

Lehrsatz 27, Eine durch den (dusseren oder inneren) Aehn-
lichkempunkz sweier Kreise gezogene Transversale wird durch diese

S0 getheilt, dass das Produeg derjenigen beiden Abschnitte,
Swischen dem Aehnlichkeitspuniy

aber nijch s parallelen

In gleicher
welche die

auch auf den inneren Aehnlichkeits-
» 50 lassen sich die in den l‘.leu‘.llungen
(33) enthaltenen Wahrheiten folgendermassen in Worte

welche
und swei zu verschiedenen Kreisen,

Radien gehirigen Durchschnittspunkien lie-

9%
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gen, gleich dem Product der beiden anderen ist. Die bezeichneten
Producte haben bei allen durch denselben Aehnlichkeilspunkt gezoge-
nen Transversalen denselben Werth, Diesen constanten Werth hat
auch das Product der Tangenten vom jedesmaligen Aehnlichkeilspunkt
an die Kreise (vorausgeselzt, dass sich solche ziehen lassen).

Aus der Gleichung (32) folgt ferner, dass 1), T., Ty, T,
aus (33), dass ¢y, ta, t,', &2, aus (34), dass ¢, , ¢y, T}/, Ty’ und
aus (33), dass Ty, Ty, 4% t,’ je in einem Kreise liegen; der erste
dieser Kreise bildet mit dem Kreise M, die Sehne T, 7;" und mit
M, die Sehne 7,T,', welche als erste Potenzirter aulfgefasst sich
auf dem ersten Potenzorte der Kreise My, und M, schneiden miis-
sen (Lehrs. 16.). Ebenso miissen sich auch ¢¢;' und .8, ferner
6T, und t, 7', endlich 7y¢," und Tyf," auf dem ersten Potenzorte
der Kreise, deren Aehnlichkeitspunkt 4 ist, durchkreuzen und man
hat also, da fiir den inneren Aehnlichkeitspunkt Analoges gilt, den

Lehrsatz 28,  Zieht man durch einen der beiden Aehnlich-
keitspunkte zweier Kreise swei Transversalen wnd verbindel zwei nicht
zu einem Kreise und nicht zu parallelen Radien gehirige Durch-
schnittspunkie der einen mil zwei solchen der anderen durch Sehnen
der gegebenen Kreise, so treffen sich diese (ndthigenfalls verldngert)
auf dem ersten Polenzorle der Kreise,

Durch Umkehrung folgt hieraus:

Lehrsatz 20,  Verbindet man einen Punkt auf dem ersten
Potenzorte zweier Kreise. mil swei nicht zu demselben Kreise und
nicht su parallelen Radien gehdrigen Durchschiilispunkien einer durch
einen der Achnlichkellspunlfe gezogenen Tramsversale mil den Krei-
sen, so bestimmen die Ferbindungsgeraden auf den Kreisen zwei
neue Durchschniltspunkle, welche mit dem Aehnlichkeitspunkt in einer
Geraden sich befinden,

Da der dussere Aehnlichkeilspunkt 4 (Fig 16.) der Kreise M,
und M, die Eigenschaft hat, dass das Product AT). ATy einen
constanten Werth besilzt, so wollen wir diesen uns in ein Qua-
drat verwandeln, oder zwischen ATy und AT, die mittlere Pro-
portionale, durch R(4) bezeichnet, bestimmen. Den aus- A mit
R(A) beschriebenen Kreis nenmen wir den idusseren Polenz-
kreis der Kreise M; und M,. Entsprechend legen wir dem mit
R(I), der mittleren Proportionale zwischen 1Ty und IT," aus I be-
schriechenen Kreise den Namen innerer Potenzkreis der
Kreise My und M, bei, Weil nan in 77 und I3 der Kreis P die
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gegebenen (rechtwinklig) schneidet, so ist die Tangente von 4 an
diesen mittlere Proportionale zwischen A7y und ATy, d. h. gleich
R(4), mithin schneidet der Potenzkreis 4 den Kreis P
rechtwinklig; folglich schneiden hier die drei Kreise 4, My, M,
den Kreis P rechtwinklig. Da dies aber von jedem die beiden ge-
{;'r:hcnvn rechtwinklig schneidenden Kreise gilt, so haben die drei
hArf'isv 4, My, M, die Gerade GG, zum gemeinschafl-
lichen ersten Potenzort (Lehrs. 13.).

Will man das Product I7y .17, in Bezug auf den Kreis P in
ein Quadrat verwandeln, so muss man die durch I gehende kleinste
St'hﬂ": des Kreises P construiren, weil 7 innerhalb des Kreises P
""-St-_ Daraus folgt, dass in diesem Falle der innere Potenz-
kreis, der mit der Hilfte dieser kleinsten Sehne za heschreiben ist,
von ¢|.«'n| Kreise Pim Durchmesser geschnitten wird,
- Das eben Gesagte gill fir die Lage der Kreise, wie sie in
Fig. 16. ist. Untersucht man die Sache bei anderen Lagen, so fin-
det man, wie oben verfahrend, Folgendes: Bei sich schnei-
denden Kreisen My, und M, gehen beide Potenzkreise
df”""]l die Schnittpunkte derselben und werden von
ﬂ'lll em die gegebenen rechtwinklig schneidenden
h-T'f"lSt'. ebenfalls rechtwinklig geschnitten; bei in
tinander liegenden Kreisen aber wird der dussere Po-
tenzkreis im Durchmesser, der innere rechtwinklig
geschnitten von einem Kreise, welcher die gegebe-
ren rechtwinklig schneidet. Also: '

Lehrsatz 30, Von den swel gegebene rechiwinklig schnei-

denden * Kreisen wird irgend ein  Potenzkreis der gegebenen je nach
der Lage der letsteren entweder rechtwinklig oder im Durchmesser
geschnitten ; im ersten Falle hat der Potenzkreis mit den gegebenen
den ersten Potenzort gemein; schneiden sich die gegebenen Kreise, so
gehen :'hrf: beiden Potenzkreise durch ihre Schnittpunkte.
;rrlig.‘::m]]‘ E:lllirll i:: Ty und 7'2_ ein !{rl-is die gegebenen gleich-
.o 1 und Ty aber ungleichartig berithren kann, so haben
‘l'“_ respectiven Potenzkreise zu' den entsprechenden  Berihrungs-
kreisen ganz - dieselben Beziehungen, wie zu den die gvgvlmﬂvn
rechtwinklig schneidenden, iy fassen dies in folgender Weise zu-
sammen :

Lehrsatz 31,  fy zwei ausser einander liegenden (sich

schnei m, in e . e i i o
neidenden, in einander licgenden) Kreisen schneidet ein  Beriih-
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rungskreis mit gleichartiger Beriihrung den dusseren Potenzkreis rechi-
winklig (rechtwinklig, im Durchmesser), ein Beriithrungskreis mit un-
gleichartiger Beriihrung aber den inneren Polenskreis im  Durch-
messer (rechtwinklig).

§. 8.

Pol und Polare.

Hat man auf einem Radius MB (Fig. 19.) eines Kreises M
innerhalb desselben den Punkt @ und man zieht durch Q die
kleinste Sehne §;8,, in §; und S, aber Tangenten an den Kreis,
so treffen sich diese auf der Verlingerung von MB in einem
Punkte P. Errichtet man noch aufl MP in P und Q senkrechte
Gerade, LjL, und L'L", so nennt man P und Q conjugirte
Pole, P den Pol der Geraden L'L’, die Gerade L'L" die Po-
lare des Punktes P, Q den Pol von LiL, und LL, die Polare
von Q — in Bezug auf den Kreis M.

Aus P lisst sich ein Kreis durch Sy und S, legen, welcher
den Kreis M rechtwinklig schneidet, und zugleich haben beide L'L“
zum ersten Potenzort. Aus einem zweiten Punkt P’ auf LyL, kann
man ferner mit der Tangente P‘T’ einen Kreis beschreiben, der
den Kreis M ebenfalls rechtwinklig schneidet; er bildet mit ihm
die gemeinschaftliche Sekante (den ersten Potenzort) I'T", Weil
nun umgekehrt der Kreis M sowohl den Kreis P, als auch P
rechtwinklig schneidet, so liegt der Mittelpunkt M desselben auf
dem ersten Potenzorte der Kreise P und P' (Lehrs. 11.); dieser
ist folglich MP selbst. Auf ihm miissen sich die beiden anderen
ersten Potenzorvler L'LY und T'T" schueiden (Lehrs. 16.); mithin
geht T'T” durch Q. Dies findet Statt fir jeden solchen Kreis,
wie P, Was aber fiw LiL, und Q gilt, ist auch fir L‘LY und P
richtig, nur dass bei Z'L" yon denjenigen Punkten abgeschen wer-
den muss, welche zwischen §; und S, liegen, indem fiir sie recht-
winklig schneidende Kreise nicht existiren. Also:

Lehrsatz 32. Die gemeinschaftlichen Sehnen, welche durch
die aus den verschiedenen Punkien einer Geraden beschriebenen, einen
gegebenen Kreis rechlwinklig schneidenden Kreise mil diesem bestimmi
werden, schneiden sich (ndthigenfalls verlingert) in dem Pol der
Geraden,
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§ 9.

Construction der Mittelpunkte von Beriihrungskreisen  fiir
zwei gegebene Kreise.

Hat man den aus m beschriebenen, zwei gegebene Kreise
My und M, in 7, und T, gleichartig berihrenden Kreis in Fig. 20.,
so geht die Verbindungsgerade 7T, durch den &usseren Aehnlich-
keitspunkt 4 der Kreise M, und M; nach Lehrsatz 22. und die
Tangenten Ty und T, schneiden sich in P auf dem ersten Potenz-
orte 616y der Kreise M, und M, nach Lehrs, 21.  Die Polare eines
belichigen Punktes P auf GG, in Bezug auf My moge LL° und in
Bezug auf M, die Gerade L,L" sein, ferner soll LL' mit P'T, den
Durchschnitt Uj, sowie L,L" mit P'T, den Durchschmitt U, bilden.
Da U;Ty Tangente an M, ist, so lisst sich aus Uy mit Uy ein
den Kreis My rechtwinklig schneidender Kreis beschreiben, dessen
Sehne 7, ¥, wmil M, durch den Pol P von L;L' gehen muss nach
Lehrs. 32.; ebenso muss die von einem aus Uy mit Uy Ty beschivie-
henen Kreise, welcher den Kreis M, rvechtwinklig ‘schneidet,; mit
M, gebildete Sehne T,V, ebenfalls den Punkt P treffen, weil P
Pol von L,L" in Bezug aul M,ist. Die Verbindungsgerade ¥, ¥, geht
""'l'li—"]%it‘l‘t durch den Punkt A nach Lehrs. 29. Aus P kann man
mit P'Ty = P'T, einen Kreis schlagen, welcher die Kreise U; und
Up in Ty und Ty berihrt, weshalb auf Ty 1, ein Achnlichkeits-
p'un.kl ‘_le" Kreise Uy und 0, liegt, und weil in ¥y und ¥, ein
Kreis ‘die gegebenen rechtwinklig schneiden kann (da ¥jFa durch
4 géht), dieser aber die My und M, heziiglich rechtwinklig schnei-
flendl'.n Kreise Uy und U, in ¥y und ¥ beriibren muss, so befin-
det sich dieser Achnlichkeitspunkt der Kr. ¢y und Uy auch auf
1F2. . Hieraus ergiebt sich, dass der eine Aehnlichkeits-
punkt der Kreise Uy und Uy der Durehschnitt von 777,
und y.!V'l- also nichts Anderes, als der Punkt 4 ist; da
alTer die A‘fll“liﬂllseilspunlelv- aul der Centrale ilrer Kreise liegen, so
bilden die Punkye Uy, Uy, 4 eine Gerade.
i De}' Punkt P endlich ist erster Potenzpunkt, nicht nur der
l\f‘eisc 01‘, M. My, sondern auch der Kreise Uy, My, Myund ge-
:fsfai?]hul:::i ~:lr|m~:r1;?uql:| ‘l"sl)‘muzurle‘dm' lil'ei:‘u:ll':luml Uy an; auf
o Tan“em-;:“ -1,; ‘;“l‘fh.b‘:sf.llllclll' TyM, ltlld T,M, i m treffen, d'a

g @ » Breige Uy und Uy darstellen in' Punkten 7
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und Ty, in welchen ein Kreis P’ sie beriihrt. Mithin repri-
sentirt mP den ersten Potenzort der Kreise U; und U,
und steht als solcher aufder Centrale U4U; senkreecht.

Aus den soeben errterten Eigenschaften unserer Figur lisst
sich nun leicht eine Construction des Punktes m auf folgende Weise
zusammensetzen.

Sind die Kreise M; und M, gegeben, so bestimme man ihren
ersten Potenzort G6y umtl ihren iusseren Aechnlichkeitspunkt A,
ziehe durch A die belichige Gerade 4Z, fille sodann von dem be-
liebigen Punkte P des ersten Potenzortes GG, auf 4Z das Loth
PK, construire zu P die Polare LiL' in Bezug auf My, ziehe vom
Durchschnitt €y von L' mit AZ an M, die Tangente U;T; ver-
binde 7, mit M, und bringe PK mit I,M, zum Durcsehnitt in m.
Dann ist m Mittelpunkt eines Kreises, welcher M, und M, gleich-
artig beriihrt und mT; sein Radius.

Fir den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise M; und M,
und einen ungleichartig bertihrenden Kreis gilt die vorstehende Be-
trachtung und Construction gleichfalls, wie man sich durch Ansicht
der Fig. 21. leicht iiberzeugt.

§. 10.

Construction der Mittelpunkte von den Kreisen, welche
drei gegebene beriihren,

Sind in Fig. 22. drei Kreise My, My, M; gegeben und man
will andere beschreiben, welche die gegebenen alle drei zugleich
beriihren, so bestimme man zunichst den ersten Potenzpunkt P
und die vier Aehnlichkeitsgeraden AyA,4,, Ayl Iy, Ayhly, A Ll
derselben. Nichstdem fille man von P auf A 4,4; das Loth PKj,
construire zu P die Polare LiL' in Bezug auf My und ziehe vom
Durchsehnitt Uy zwischen LiL' und 4y 4,4, an den Kreis My die
Tangenten U;Ty und OyT'. Verbindet man jetzt Ty mit My, so
giebt der Durchschnilt my von T M; mit P&, den Mittelpunkt
eines Kreises, welcher die Kreise My, M,, M, gleichartig berithrt ;
sein Radius ist my 7y. Der Kreuzungspunkt m’.von I'My mit PK;
liefert den Mittelpunkt eines zweilen Kreises, der ebenfalls die ge-
gebenen gleichartig berithrt; sein Radius ist m'T".

Die Richtigkeit dieser Conmstruction folgt aus §. 9. und aus
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de BemPrkmlg, dass P ‘auf den ersten Potenzbrtern d?‘ Lfl'(‘-‘l :f{:l-l
gebenen Kreise zugleich liegt und die (]ura(In_AlA,-‘i; die dusse
Aehnlichkeitspunkte derselben gleiclizeitig '-'"'[‘"1'" fbineifibiad
Die Mittelpunkte der ungleichartig beriihrenden Kreise fi
a rie folat,
i ;I‘(::l 111';']?: von P aul’ A4ylyl; das Loth PK,, lf.l.l'.llt! 1'nlll'llut:{-h_
sehinitt 17, dop Polave LyL‘ wit A Jsls an den Hl.ms.Ml J{Iu- "l an-
genten U;Ta und U7, verbinde Ty it M'.' 50\\-’]!:__1" 1:1:1. My
mnd bringe TsMy mit- PKy in me und T“M; mit PJ"(g in u-n fum-
Durchschnitt. Dann ist sowoll my, als' auch m” )lnl.n.-lpunl\l emes
Kreises, welcher die Kreise M, und M, gleichartig, M, ?m,d M“,
aber, ‘Sowie My und M, ungleichartig  berithrt; der Radius des
ersten ist maTy, dop des zweiten wm“T".
Eine

. : ) " die Gerade
entsprechende Constraction in Bezug auf die Ge
;131],' g

ieht zwe Mittelpunkte m; und "' fiir Kreise, mhl{w rllf;
Kreise My unq M; gleichartig, M; und .1!3' :|llwr, S(l‘i\\li_ M, u.mr
M, mlglnich.'u'rig beriiliven und ein analoges Vm-rahr:'l‘] mn “f‘?.ll{;‘g-rlll
A3kl endlich liefort 7wei' Mittelpunkte mg und m™ von -
welche die Kreiso My und M, gleichartig, My und M, aber, sowie
My und M, ungleichartig beriihren. . :
Aus dem Gesagten geht hervor, f[u%s m Allge-
meinen fir drej Kreise acht andere existiren, “'e“.:hp
jene drej zugleich beriihren. Diese Anzahl kann sich
aber auf Grundg der

ok . : e
gegenseitigen Lage der gegebe
nen Kreise mehp ode

r weniger bedeutend reduciren.
Um nur ein Beispiel anzufiiliren .

gebenen Kreise vom aweiten, dieser aber vom dritten \\1edel'llfll
vollstindig eingeschlossen werden, fin welchen Fall auch nlcht_ hel:l
einziger Kreis  denkhar i8l, welcher alle drei Kreise zugleich berithrt.

§. 11.
Grenzfille der Potenzdrter.

Wir fragen, was aus den Potenzdrtern zweier Kreise wird,
weun einer von letzteren oder beide in einen Punkt zusamnI}en—
schrumpfen oder in" eine Gerade sich ausstrecken, um die mitge-
theilte Aufldsung unserer Berahrungsaufgabe auch dann anwenden

zu kinnen, weny unter den gegebenen Gebilden (bisher nur Kreise)
Punkte und Gepade vorkommen.

so kann der erste der ge-
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Ist in Fig. 23. ein Kreis My und statt: des zweilen ein Punkt
Magegeben, so darf man nur die in §.'1. mitgetheilte allgemeine
Construction der Potenzorter fir zwei Kreise mit den nothigen Modi-
ficationen auf den gegenwirtigen Fall anwenden, um diejenigen fir
Punkt und Kreis zu ermitteln. Die Construction gestaltet sich fol-
gendermassen,

Man ziehe MMy, darauf senkrecht MyE;, verbinde E; mit
My, halbire E;M, in L und errichte LM _L E\My; macht man jetzt
MsD = MM (vergl. (5)) und errichtet GGy L MMy in D, sowie
g19a L. MyMy in M, dann ist GGy der erste und ¢199 der zweile
Potenzort des Kreises M; und des Punktes M,

Die Stelle der Tangenten von ' einem Punkt P auf GiGs an
den Kreis Ms, welche wir frither oft erwihnt haben, vertritt offen-
bar jetzt die einfache Verbindungsgerade des Punktes P mit dem
Punkte My; daher lautet dem Lehrs. 6. entsprechend folgender

Lehrsatz 33.  Jeder Punkt auf dem ersten Potenzorl eines
Punktes und eines Kreises hat die Eigenschaft, dass die Tangente
von ihm nach dem Kreise gleich seiner Verbindungsgeraden mil dem
Punkte ist.

Umgekehrt :

Lehrsatz 34. Hat ein Punkt die Eigenschaft, dass die
Tangente von ihm an einen Kreis gleich seiner Verbindungsgeraden
mit einem zweiten Punkite ist, so gehirt derselbe dem ersten Polens-
orte des letzteren Punlktes und des Kreises an.

Reducirt sich anch der Kreis M, aufl einen Punkt, so fallt
die Gerade E, M. mit MM, und der Punkt L mit M zusammen,
so dass M sowohl, als auch P in der Mitte von MM; liegen.
Folglich muss als erster, wie auch als zweiter Po-
tenzort zweier Punkte die Gerade angesehen werden,
welche auf ihrer Verbindungsgeraden in der Mitte
senkrecht steht

Um den ersten Potenzort fiir eine Gerade Gifs und einen
Kreis My zu ermilteln, lassen wir in Fig. 24. den Mittelpunkt eines
Kreises M,, welcher die Gerade in demjenigen Punkte Fy beriihrt,
in welchem dieselbe von dem Lothe aus M, aul G,G: gelroflen
wird, allmihlig nach rechts auf der Centrale MM, in grossere und
grossere Entfernung riicken, endlich im Unendlichen verschwinden
sein Radius R, wird dabei unendlich gross, er selbst geht in die Ge-
rade G,G, iiber. Trifft nun der erste Potenzort der Kreise My und Ms
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bei einer hestimmten Grosse von M, die Centrale in D und schnei-
det M, die Centrale in Fi, so hat man:
M,D® —MD? = R,— R,?, ferner
M.D = Ry 4+ F,D und M,D = M,F.,—F.D.
Durch Einsetzung dieser Werthe verwandelt sich die erste Glei-
flll{"g nach Weglassung etlicher Glieder, welche sich auf Null re-
duciren, und Transponirung eines Gliedes in folgende:
2R, .F.D + 2M,F, . F,.D = M.F.*—R,? oder
2(Rs + M\F,) . F,D = (R, +MF,) . FF,
Folglich erhélt man :
R, +M, F,
_ ‘Ro M, Fy
Dieser l_llﬂichung kann man die Form geben:

2‘6‘_},_01___R| +J‘!1F2

(36) F,D = {FF,

F:Fz-_R,-}-ﬁL_F_g; dabei ist FuD = F.F; — F, D, sowie
Bl - .'”l Fz = R-_) + .Ule'—(Rz"—Rl)'.
mithin QF?B. Lo ghiD
Folyn v Folia
R+ M, F, Ry —-R
und peeTen DIMEG TNy oua Y aher ergiebt sich:
Ry - M.F, = Re 4 5 Daher ergiebt sich:
o1 D Ry—R 2R, + M, F,—R
e T e i S R s it : ,
FIF,. +R, + .’”|F! ﬂ:‘i‘ -”IFE o
5
(37) F[D = F,F—l . : W t-
. R MiF,
- HZ
Die auf der rechten Seite in den Formeln (36) und (37)
vorkomme

\'Erandpm:lnllf-rl]’.(;r_fi‘ss.'.-n Imh:allvn_mil Ausnahme von Ry bei der
o e‘l‘ mﬁ.f: Lh‘.‘]‘\lelt‘-i!s M, lw:lsi:m(hge \_\m'llw. da lll‘rﬁ_f_‘lh": wie
iy (3’3)““ d, slils &Gy in F, Iwrnhrf'n MuUss. \\7"' werden
sine b wptl;ld (_31) dadurch, l]“ss. wir If- lillﬂ““!“" gross
e Dl d;"'z il,l:lln_e \:m FD and _FID finden lllll' den Fall, dass
e cno uc: Gerade 6,6, iibergeht. “_vnu aber der Nen-
- > Druches diber alle Grengen hinaus wichst, withrend sein
Zihler seinen endlichen Wepth behilt, wie dies bei dem in (36)

vorkomme ue . : -
menden Bruche und bei den in (37) stehenden. namlich
F\F, ;

an— und /L R ;
2R, P Statt findet, so nihert sich gleichzeitig der Werth
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des ganzen Bruches der Null. Vermoge dieser Bemerkung erhélt
man aus (36):
F;D = 0 und aus (37): ;D = FF,.

Die auf solche Weise gelundenen Werthe lehren, dass der
Punkt D nach F, riickt, wihrend der Kreis M, sich in die Gerade
GG, verwandelt, und folglich muss man als den ersten Po-
tenzort einer Geraden und eines Kreises die Gerade
selbst nehmen.

Dies bleibt offenbar auch richtig, wenn der Kreis M sich
auf seinen Mittelpunkt reducirt, mithin wird auch bei einem
Punkt und einer Geraden die Gerade selbst als erster
Potenzort gelten miissen.

Ja, es kann selbst dann sich nicht dndern, wenn der Kreis
M; durch unbegrenzte Zunahme seines Radius in eine zweite Ge-
rade iibergeht, weil auf die Grosse des Radius von M; gar Nichts
ankommt; daher denn bei zwei Geraden die eine dersel-
ben fiir den ersten Potenzort beider zu halten isL

Bedienen wir uns zur Bestimmung  des zweiten Potenzortes
in dem Falle, dass einer oder jeder der beiden Kreise in' eine Ge-
rade sich verwandelt, des in Gleichung (3) enthaltenen Geselzes,
so ist klar, da der Mittelpunkt M, im Unendlichen liegt, M;F. aber
eine endliche Grisse hat, dass der zweite Potenzort einer
Geraden und eines Kreises im Unendlichen sich be-
findet; und dasselbe findel natiirlich Statt, wenn
ein Punkt und eine Gerade oder zwei Gerade gege-
ben sind.

§. 12.

Grenzfille der Aehnlichkeitspunkte und der Potenzkreise.

Fiir den ausseren Achnlichkeitspunkt 4 zweier Kreise M, und
M, in Fig. 16 besteht die Proportion:

MyA : M A = Ry :R; oder

M,A : M\M,+M,A = R,:R,, also auch

MM, : M A = R,—R, : R,, woraus sich ergiebt :
R,

. -_ M — ;‘1 1 o, AEm——
(38) M4 M, v 9
Fiir den inneren Aehnlichkeitspunkt I hat man:
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M, I M1 = Ry : R,y oder
Myl i : MMy—~Mod = R, : R,, daher ‘
MM, My = Ri4Ry: Ry, und daraus folgt :
2 -
(39) M,I = .-W,M,.Rl_l_m.

Da sich nun - die Ausdriicke in (38) und (39) fir R =0 in
MA= M, =0 verwandeln, so fallen beide Aehnlichkeitspunkte im
Punkte M, zusammen. Folglich gilt fiir einen Punkt und
eéineu Kreis der Punkt selbst sowohl als dusserer, als
“uch als innerver Aehnlichkei tspunkt,

Stellt man sich unter Ry den grosseren Radius vor, so lisst
sich die Proportion fir den dusseren Aehnlichkeitspunkt darstellen
m der' Fopm :

Mid4M:My: Mid = Ry: Ry, vergl Fig.24, daber
MMy : MA = R,—R,:Ry:
Woraus man, da MM, — R, 4+ M,F, ist, erhilt:

| 4 MF,
R +JfF g B-!

(40) M4 = R.._;?;_I‘hhfh —;_—H
Ry

Wenn man die

Proportion fiir den innern Aehnlichkeitspunkt
dem entsprechend be

handelt, so gelangt man zu:

| 4 MR,
2% R, +M!£: =R ____.R'

(41) M'I—"H"-I_I;__;TR, = I, 1+R’
R

1
5 k . y W oleche ihn in
den Kreis M, in eine Gerade, welche ilu

» 80 hat man R, in (40) und (41) unend-
lich gross anzunehmen ;

Lisst man Jetzt

Fy beriihrt, tbergehen

.”:Fz
unter dieser Annahme werden R,
Bl / ohe
- i der Null gleich und die Werthe von (40) und (41) gehen
2
folglich iiber jp:

MA = M,I = R.. : :

man, dass die Aehnlichkeitspunkte
einer Geraden und eines Kreises in den Durch-
schunittspunkten des yom Mittelpunkt des Kreises

auf die Gerade gelillten Lothes mit dem Kreise
liegen,

Hieraus siely




Sind zwei Punkte gegeben, so hat man einen besonderen
Fall desjenigen, bei welchem ein Punkt und ein Kreis gegeben war
und der gegenwirtige geht aus demselben dadurch hervor, dass
der Kreis in seinen Mittelpunkt zusammenfillt; weil aber die Grisse
des Radius hierbei auf die Lage der Aehnlichkeitspunkte keinen
Kinfluss hat, so folgt, dass bei zwei Punkten in dem einen
von beiden der dussere und innere Aehnlichkeits-
punkt sich befinden.

Die moch iibrigen Fille lassen sich aus demjenigen ableiten,
in welchem eine Gerade und ein Kreis gegeben sind.  Redueirt
sich der Kreis aul seinen Mittelpunkt, so fallen auch alle Punkte
seines Umfanges in diesen, also auch die beiden Aehnlichkeits-
punkte, daher bei einem Punkt und einer Geraden beide
Aehnlichkeitspunkte in dem Punkte selbst befind-
lich gedacht werden miissen. Verwandell sich endlich der
Kreis in eine zweite Gerade dadurch, dass sein Mittelpunkt in das
Unendliche riickt, so geht gleichzeitig die Gerade, auf welcher die
Aehnlichkeitspunkte liegen, in das Gebiet der Unendlichkeit dber,
und folglich gehdren die beiden Aehnlichkeitspunkte
zweier Geraden dem Unendlichen an.

Bezeichnet man, wie friher, durch R(4) den Radius des
ausseren Potenzkreises der Kreise M, und M, in Fig. 16. und man
nennt F; und F; die Durchschnitte des Kreises M; mit der Cen-
trale MM, , sowie F, und F; die von M, mit dieser Geraden, so
kann ein Kreis die gegebenen in F, und F, gleichartig berihren
und man hat deshalb:

R(A)* = AF,.AF, (vergl, §.7.).

Setzt man hierin MMy 4+ M, A+ R, fix AF, und MyA— Ry fiw

AF,, s0 bekommt man:
(42) R(A)? = (MiMy 4+ MyA 4 R)) . (My4A— R,);
setzt man aber nach Fig, 24. M4 4 R, fir AF, und M, F, 4 M, A
fiir AF,, so bekommt man:
(43) R(4)* = (Ri 4+ M A) . (MyFy 4 Myd).
Auf dieselbe Weise [indet man fiir den Radius R(J) des inneren
Potenzkreises aus der Gleichung:
R(I?* = IFy.IF,
folgende Werthe :
(44) R(1)* = (MyMy— Myl — Ry) . (MyI 4+ Ry) nach Fig. 16. und
(45) R(I)*= (R4 M) . (M\Fy— M, I) nach Fig. 24.
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Weil nun fir Ry = 0 der Werth von My4 und Myl sich auf Null
reducirt, wie oben bewiesen worden ist, so erhilt ‘man aus (42)
und (44)
R(4d)="R(1) = 0, d.h.
Sowohl der dussere. als auch der innere Potenzkreis
fireinen Punky und einen Kreis fdllt in den Punkt
Zusammen,
Wird aber R, unendlich gross gedacht, so hat man
Mid =M 1.= R
wodurch sich ays (43) und (43) folgende Werthe ergehen:
(46) R(4)* = 2R,.(M,F, + R,) und
(47) R(I)* = 2R, .(M,Fy— Ry).
Will man 4
den Radiys
$0 suche

dem Dype}

aher fir einen Kreis und eine Gerade
des dusseren Potenzkreises bestimmen,
Man die mittlere Proportionale zwischen
Imesser des Kreises und der Summe seines
MitLolpunkls:ll:stumlvs von der Geraden und seines
R"“““S; Will man aber den Radius des inneren Po-

l('nzkl'ﬂises finden, 8o suchel man die mittlere Pro-
Portionale zw

Kreises und
des von der

ischen dem Durchmesser des gegebenen
der Differenz des Mittelpunktsabstan-
Geraden und des Radius.

Hieraus zieht man endlich leicht die Folgerungen, dass die
Potenzkrnisv fir einen Punkt und eine Gerade in den
Punk Zusammenfallen, die Radien derselben hin-
ge€gen uney dlich gross werden fiir zwei Gerade.

e o
Veriinderte C

-onstruction fiir die Mittelpunkte derjenigen
Kreise, welche drei gegebene beriihren.

_hl Manchen Fillen kann uns die in §. 10. mitgetheilte Con-
struction im- Sticly lassen, was namentlich dann geschieht, wenn
c!er erste Potenzpuny der drei gegebenen Kreise nicht im End-
lichen liegt; dieser Fall trigy ein, wenn die Mittelpunkte deyp gege-
benen Kreige aul eineyp Geraden sich befinden, Will man eine
AUHGS""{% haben, die aych dann noch ausfithrbar ist, so muss man
erstens die Centralen PKy u.s.w. der Berihrungskreise und
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zweitens die Pole Uy u. s. w. der Berithrungssehmen unabhingig
vom ersten Potenzpunkt P der gegebenen Kreise zu construiren
suchen. Dies wollen wir im Folgenden thun.

Die Kreise my und m‘, sowie my und m* in Fig. 22. berih-
ren die gegebenen M; und M, gleichartig; der Potenzkreis, welcher
aus A,, dem dusseren Aehnlichkeitspunkte der Kreise M; und M,,
beschrieben werden kann, wird also von jenen vier Berithrungs-
kreisen entweder rechtwinklig oder im Durchmesser geschnitten
(Lehrs. 31). Dasselbe gilt von den Kreisen m,, m', my, m" in
Bezug anf den Potenzkreis 4, (der Kreise M; und M;), sowie von
my, m', my, m'“ in Bezug auf den Potenzkreis Ay (der Kreise M,
und My). Nun muss bei jeder beliebigen Lage der gegebenen
Kreise wenigstens zwei Potenzkreisen dasselbe widerfahren von Sei-
ten der zu ihnen gehdrigen Beriihrungskreise (vergl. Lehrs. 31.).
Es konnen also etwa die beiden Potenzkreise 4, und 4s von ihren
respectiven Beriihrungskreisen - rechtwinklig geschnitten werden ;
dann miissen, wie aus der vorstehenden Gruppirung der Beriih-
rungskreise in Bezug auf die Potenzkreise hervorgeht, die Kreise
my und m' gleichzeitig die’ Kreise 4, und As rechtwinklig schnei-
den. Daher schneiden auch umgekehrt diese Potenzkreise die
Kreise m; und m’ rechiwinklig und haben folglich die Cen-
trale dieser Beriithrungskreise zum ersten Potenzort
(Lehrs.13.) Werden aber die Potenzkreise 4, und As (oder zwei
andere) von ihren respectiven Beriihrungskreisen, also von m, und
m’ gleichzeitig, im Durchmesser gesclmitten, so haben sie die
Centrale dieser Beriihrungskreise zu ihrem zweiten
Potenzort (Lehrs.14.). In beiden Fillen kann diese Centrale
als durch die Potenzkreise bestimmt angesehen werden. Ganz
dasselbe gilt aber offenbar von den ibrigen Potenzkreisen und
Centralen.

Nennt man jetzt denjenigen Kreis, welcher aus U, aul AiAd:ds
mit der Tangente U;Ty = U,T' beschrichen werden kann, den
iausseren Polkreis, die aus Us, Uy, Uy respective mit U,Ts
= U, T, UTy = U;T“, UTy = U,T"“ beschriebenen beziiglich
den ersten, zweiten, dritten inneren Polkreis des
Kreises M, und giebt den entsprechenden Kreisen fiir My, Ms
analoge Namen, so folgt aus der in §. 9. angestellten Betrachtung
dass die drei dusseren Polkreise der drei gegebenen die Centrale
PK, oder mym’, die drei ersten inneren die Centrale mgm*, die
1
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drel aweiten .inneren mgm' und die drei dritten inneren mym'
jedesmal zum ersten Potenzort haben und dass alle Polkreise die
beziiglichen Beriihrungskreise rechtwinklig schneiden.

Wenn also zuerst von den beiden oben angefiihrten Fillen
lil-l‘jl_‘lligt' eintritt, in welchem zwei Potenzkreise (elwa die beiden
dusseren A, und 42) die Kreise m; und m/ rechtwinklig schneiden,
soiliaben sie mit den iusseren Polkreisen die Cen-
trale mym’ zum gemeinschaftlichen erstenPolenzort.

Gesetzt nun, die Potenzkreise schneiden sich, so gehen die
ausseren Polkreise durch ihre Kreuzungspunkte; wenn dann einer
dieser Punkte mit p bezeichnet wird, so miissen UyD, U,T, und
U,T‘ als ]{ildiun d
qa aber U,7, und U; T Tangenten an den Kreis M, sind, so
liegt U, ayf dem ersten Potenzort des Punktes D und des Kreises
ﬁf" (vergl. Lehrs. 33.). Bestimmt man daher diesen Potenzort, so
giebt dep Durchschnitt desselben mit 44,4, den Punkt U,.

Schneiden sich aber die die Beriihrungskreise m, und m
l‘echt\\'iuklig schneidenden fusseren Potenzkreise (4, undyd,) nicht,
Y I‘."'i-j'! Man von irgend ecinem Punkte X auf der Centrale mym’
ARt ‘€inen von ihmen eine Tangente und beschreibe mit ihr um je-
Nen Punkt X einen Kreis; dies
als

es dusseren Polkreises U; einander gleich sein:

dieser schneidet sowohl die Potenzkreise,
auch die Polkreise rechtwinklig (Lehrs.8.). Mithin schneidet
auch umgekehrt jeder der p
lig und weil @7
schneidet, g

olkreise, z. B. U;, denselben rechtwink-
1 ausserdem den Kreis M; ebenfalls rechtwinklig
Kre: gehort der Punkl U; dem ersten Potenzorte der
reise ; ; £ s i
p [“ X und a1, an (Lehrs. 11.).  Construirt man folglich diesen
OLeNZOTt < lus i 1 : : :
nzort, so ist im Durchschnitt. desselben mit 4, 4,4, der Punkt
U . 1°9°°8
1 gefunden,
Sollten endlich dje B

e erithrungskreise m; und m’ die Potenz-
Peise im Durchme

Bezug auf ey, Sser li‘l,'fltll.‘il]t’ll. 80 ldass die Centrale mym’ in
SOkt ass Zlere zweiter Potenzort ist (Lehrs. 14.), und man
:-t,:.‘]l:::.l:.":iem:i,[:::;r:.:,i::lliilﬂhigml..hlmk‘tf’ .1][.-1" (lu?llrl‘ulc ‘(‘illl‘-lf l\'r_uis_j,
. o se im Durchmesser schneidet, so schneidet
dieser die Polkreige rechtwinklic (Lehrs. 15.) und das unmittelbar
\-ul'llul'-i;l’s.'lgln lindet gy, (lun; Anwendung.
]“"crm‘l'];.’i::j:::]_dﬂmli;‘ﬁ;‘,lm.‘u"’I.“." gl‘lh'lf unbeschrinkt .'jlu'h fiir I:liif
: 7 olkreise; das Verhalten der HPI'Il]l]‘llllgkl'r’,‘lsu
gegen die Potenzkreise kann ausserdem jedesmal aus der Lage der
gegebenen Kreige beurtheil werden (Lehrs. 31.); somit aben wir
Hellwig, Probiem, 3
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im Vorhergehenden die Aufgabe, Mittelpunkte von Kreisen zu fin~
den, welche drei gegebene berithren, ‘mit Ungehung des ersten
Potenzpunktes vollstindig gelést, indem das weitere Verfahren,
welches nach Auffindung der Miltelpunkte der Polkreise zu den
Mittelpunkten der Beriihrungskreise selbst fihrt, dasselbe bleibt,
wie in §.10.

Wir wollen diese Auflosung aufl den Fall anwenden, welcher
in Fig. 2. dargestelll ist, bei welchem die Mittelpunkte M, , M,,
M; der gegebenen Kreise in einer Geraden liegen, so zwar, dass
die Kreise M, und M, von M, eingeschlossen werden, sich selbst
aber schmeiden.

Da hier die Kreise M, und M; zu M, dieselbe Lage, unter
einander aber eine davon abweichende haben, so bestimme man
die Aehnlichkeitspunkte A, und 4s wnd die zu ihnen gehorigen
Potenzkreise, indem man R(4,) und R(43) beziiglich als mitilere
Proportionalen zwischen A4; F, und A4, F; und zwischen Ay F; und
A Fy bestimmt.  Weil die Kreise My und My von M, eingeschlos-
sen werden, so zeichne man zu diesen Potenzkreisen den zweiten
Potenzort gigs, welcher MoMy in K triflt, beschreibe um K einen
Kreis so, dass er die Kreise 4, und 4, im Durchmesser schnei-
det und construire. den ersten Polenzort G, Gy dieses Kreises und
des Kreises My, Trifft dieser 4,4: in U,, so ziehe man von Uj
an den Kreis My die Tangenten U7, und U, 7' und bringe M, Ty
und My T' mit gige in my und m' zum Durchschnitt. Dann  hat
man in diesen Punklen die Mittelpunkte derjenigen Kreise gefunden,
welche die Kreise M,, My, M, gleichartig berithren.

Will man in diesem Falle Mittelpunkte solcher Kreise finden,
welche M, und M, gleichartig, nimlich von aussen, M, aber von
innen berihren, so suche man die Aelnlichkeitspunkte Agiod,, Iy
hier verhalten sich die Berihrungskreise ganz gleich gegen die
Potenzkreise Ay, I,, I,, sie schneiden dieselben namlich alle recht-
winklig (Lehrs. 31.).  Man construive also, wie in Fig. 26., zwei
von ibmen, etwa I, und I, indem man die mittlere Proportionale
zwischen I, F, und I, Fy, sowie zwischen I,F, und I,F, bestimmt;
da sich diese Kreise in D sclmeiden, so zeichne man den ersten
Potenzort G'G“ des Punktes D und des' Kreises M, , bringe
GG wmit 1,1, in U, zam Durchschnitt, ziehe von U, an M,
die Tangenten U,T, und U,I* und verbinde M, mit T und mit
I“, so schoeiden diese Geraden den ersten Potenzort @6
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der Potenzkreise in m, und m” als den beiden gesuchten Mittel-
punkten der “l-rii|||‘||[|g-;|{1'.lig.-_

s Andere als die vier construirten Beriihrungskreise existiven
bei der angenommenen Lage der gegebenen Kreise nicht.

§. 14,

B"r“I'""“Hﬁﬂllfgnlmn, bei welchen Kreise, Gerade und Punkte

gegeben sind.

I der Aufgabe, deren Losung wir in §. 9. und § 13. mt-
getheilt haben kann jeder von den drei gegebenen Kreisen ent-
weder durch eine Gerade. oder durch einen Punkt erselzt und auf
solche Weise cine Reihe neuer Aufgaben gebildet werden, in wel-
chen die Beschreibung von Kreisen gefordert wird, welche die ge-
gebenen drej Gebilde zu gleicher Zeit berithren. Die hierdurch
entspringenden Aufgaben lassen sich nach der Beschaffenheit ihrer
gegebenen Gebilde folgendermassen zusammenstellen. Es sind ge-
geben ¥

wer Eraica 1) eine Gerade,

L Zwei Kreise und ’ 2) ein Punkt;

3) zwei Gerade,

I[I. Ein Kreis und 4) eine Gerade und ein Punkt,
5) zwei Punkte;

HI. Zwei Gerade und ‘ e ":m |'I.I!l|i|.
7) eine Gerade;

R) eine Gerade,

9) ein Punkt.

So lange in einer solchen Aufgabe nur eins von den gege-
benen Gebilde

IV. Zwei Punkte und ;

SONgol: o g“g“ill Kreis ist, lassen '::il'[! tllll'. ::llga:nu'im-u Auflo-
o o0 468 8.9 und §. 13, auf den jedesmaligen Fall anwenden,
wie wir dies ap folgendem Beispiele nachweisen wollen.

Aufgane, Einen Kveis su beschreiben, welcher einen gege-
o eine gegebene Gerade berithrt und durch einen ge-
gebenen "P“"k" geht (ung einen gegebenen Punki beriihrt).

Wir nehmen zuepgt an, dass die Gerade auf der Verbindungs-
geraden des Punktes i dem Mittelpunkt des Kreises nicht senk-
:;Chl steht. It also in Fig. 27, der Kreis M, die Gerade FF, und

°r Punkt & gegeben, so bestimme man zundchst den ersten Po-

B
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tenzpunkt P der drei Gebilde als Durchschnilt ihrer ersten Potenz-
orter (§.11.). Derselbe liegt im Durchkreuzungspunkt des ersten
Potenzortes GG, fiiv den Punkt H und den Kreis M mit der Ge-
raden FF,. Um die Aehnlichkeitsgeraden zu construiven, fille
man von M auf FF, ein Loth, welches (verlingert) den Kreis in
A und I trifft, und verbinde H mit 4 und mit J; dann sind HA
und HI diese Geraden (§. 12.). Fallt man jetzt von P auf HA das
Loth PK,, bestimmt die Polare LL, von P in Bezug auf den Kreis
M und deren Durchschnitt U, mit HA, legt von U, an M die
Tangenten U,7, und U, 7" und bringt endlich die Radien MT,
und MT' mit PK; zam Durchschuitt in m, und @', so hat man
in diesen Punkten zwei Mittelpunkte solcher Kreise gefunden, wie
sie die Aufgabe verlangt.

Zwei andere m, und m” findet man mittelst der Aehnlich-
keitsgeraden HI.

Wenn aber die Gerade auf der Verbindungsgeraden des
Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises senkrecht steht, so ver-
fahre man nach §.13., wie folgt. Wenn der Punkt H, wie in
Fig. 28., ausserhalb des Kreises M und auf der Seite der Geraden
FF, sich befindet, auf welcher auch der Mittelpunkt M liegt, so
ist man berechtigt, die Sache so aufzufassen, als ligen alle drei
gegebene Gebilde ausser cinander. Man beschreibe tiber AD einen
Halbkreis (D ist der Durchschnitt von MH mit FF,), errichte
IB L. MH, wodurch AB, die mitllere Proportionale zwischen A und
AD, als Radius des iusseren, und IB, die mittlere Proportionale
zwischen IA und ID, als Radius des inneren Potenzkreises der
Geraden FF, und des Kreises M gefunden wird (§. 12.), bestimme
den ersten Potenzort GG, des Punktes H, in welchem die iibrigen
Potenzkreise zusammenfallen (§.12.), und des Polenzkreises 4, der
mit AB beschrieben ist, ziehe aus dem Durchschnitt X von GG,
mit MH einen Kreis durch # und suche zu diesem und dem Kreis
M den ersten Polenzorl, respective dessen Durchschnitt U, mit
MH, der Aehnlichkeitsgeraden. Die Tangenten U,T, und U,T*
von Uy an den Kreis M bestimmen jetzt die Punkte T, und TI%
deren Verhindungsgerade mil M auf GG, zwei Miltelpunkte m, und
m' solcher Kreise geben, welche den Kreis ‘M (von aussen) und
die Gerade FF, berilhren und durch den Punkt H gehen.

Zieht man aus I den inneren Potenzkreis mit /B, sucht zu
ihm und dem Punkte H den zweilen Potenzort gg,, beschreibt
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aus dessen Durchschnitt ¥ mit MH einen Kreis mit YB, welcher
den Potenzkreis I im Durchmesser schneidet, ermittelt zu ihm und
dem Kreis M den ersten Potenzort, respective dessen Durchschnitt
f{.z mit MH und ziebt von U, an M die Tangenten U,T, und
U, T, s0 bestimmen MT, und MT" auf gg, die Mittelpunkte im,
“?"‘ m“ von zwei Kreisen, welche den Kreis M (von innen) und
die Gerade FF, berithren und durch H gehen.

: Bei solchen Aufgaben , welche unter den gegebenen Gebilden
keinen Kreis zihlen, werden gewisse Bestimmungsstiicke der all-
gemeinen Aullfisung fiir die (I[ﬁlsn'lurliuu unmdglich, weil gewisse
Punkte oder Gerade dem Unendlichen anheimfallen: sie lassen sich
Ell{er dennoch nach den bisher aufgestelllen Grundsitzen losen, wie
Wi im- Folgenden zeigen werden,

Behandeln wir zuvirderst die
e Aufgabe, Einen Kreis su beschreiben, welcher swei gegebene
Gerade beriibrt wnd durch cinen gegebenen Punkt geht.
Die gegebenen Geraden EE, und FF, in Fig. 29. migen sich
n N schneiden und der gegebene Punkt sein. Der erste Po-
"f"“!"!llkl der drei Gebilde ist hier offenbar N, da EE, und FF,
(he‘. ersten Potenzirter darstellen (§.11.). Da ferner die Aehnlich-
kells]ll}ukln von H in Bezug auf jede der Geraden in H selbst lie-
gen, die der Geraden unter einander aber im Unendlichen (§. 12.),
SO geht daraus Nichts iiber die Lage der Aehnlichkeitsgeraden in
;:5:’:;11;"1;}‘:uﬁlllll\ul lh'_nk[ m;mﬂ sich aber tlllll n :-ineu Kreis mit
dod imr— - leu.b beschrieben, fallt von H auf EE, dns' I...f_]l]l. IIF
A4y das Loth Hf, von denen das erste den Kreis in i,
das zweite ip T, triff,

3 und verbindet ¢ mit 7, , so stellt ¥, eine
Aclullwhkeilsgm-;"]

i e ch.-s l\'rf_‘is_m H und llr-rblmilflf'n gegebenen Ge-
die and;r-(s-l)lz-‘): eine zweile aa, ];'inl'l. mit {ll(.‘b.it'l" parallel (hl-]‘{.'ll
S d:: l‘l.ll.r.hscllmltf{ der Lothe mit dem [\l'f']..ii‘- Schneidet
i 1_“[_ re"l‘ade EE, in e, und FF, in f,, so ist
A=l und L fif, = Ll i, sowie £ Hity = LHii,
mithin auch L_e,-e! ol [—flff, 1
= ‘:.;:L.ahﬁr die Winkel bei e und f rechte Winkel sind, so
. AWy ass man hat -
Derku b Bervrs e T 201
» dass dje Aehnlichkeitsgerade 7, mit den ge-

ebenen Ger; 'i i [ : . -
Eu : Geraden ein gll'-lchschenlillg"s Dreieck bildet, was natiirlich
¢ von aa, gelten muss,
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Verkleinert man jetzt den Radius des Kreises H, so behalten
die Aehnlichkeitsgeraden fiic jeden Werth des Radius die erwilnte
Eigenschaft und nibern sich dem Mittelpunkte und somit auch
emander selbst um so mehr, je kleiner der Radius angenommen
wird, Im Grenzfalle, in welchem der Kreis in den Punkt H ein-
schrumpft, wmuss folglich die einzige Aehnlichkeitsgerade
durch H gehen und mit den gegebenen Geraden ein
gleichschenkliges Dreieck bedingen, das Dreieck NAL

Daher liegen die Mittelpunkte der Kreise, welche der Aufgabe
gentigen sollen, aul dem Lothe NK von N anf Al; dieses halbirt
den von den gegebenen Geraden gebildeten Winkel ENF. Dass
iibrigens auf NK die Mittelpunkte aller Kreise sich befinden, welche
EE, und FF, zugleich beriihren, ist sehr bekannt und wir haben
die vorstehende Begriindung dieser Wahrheit nur deswegen aus-
gefihrl, um sie in Zusammenhang mit unseren Betrachtungen zu
bringen. Konnten wir nun zwar auch die Polare von N in Bezng
auf H oder eine der Geraden vielleicht durch Grenzbetrachtungen
ermitteln, so wiirde doch das Ziehen von begrenzien Tangenten,
welches die allgemeine Auflisung fordert , unmoglich werden und
es trilt daher die Nothwendigkeit ein, einen anderen, freilich durch
die friheren Entwickelungen ebenfalls bedingten, Weg einzuschlagen.

Beschreibt man ndmlich wm  einen beliebigen Punkt M aul

NK mit dem Lothe MQ auf EE, einen Kreis, so beriihrt dieser die
gegebenen Gevaden, wie der gesuchte es ebenfalls soll; man hat
also zwei Kreise, fir welche EE, und FF, die iusseren gemein-
schaftlichen Tangenten sind. Folglich stellt der Durchsehnitt N
von EE, und FF, den iusseren Aehnlichkeitspunkt der beiden
Kreise dar. Wenn man nun NH ziebt und dies schneidel den
Kreis M in &, so giebt Mk einen Radius, mit welehem im gesuch-
ten Kreise durch H ein Radius parallel hindurchgehen muss 5 mil-
hin liefert eme Parallele durch H mit AM in ihrem Durchschnitt m
mit NK den Mittelpunkt des gesuchten Kreises; sein Radius ist mMH.
Der zweite Durchschmitt des Hilfskreises M mit der Transversale
NAH fiibrt zu einem zweiten Mittelpunkt, aus welchem sich eben-
falls ein der Aufgabe geniigender Kreis heschreiben lisst.

Wenn die gegebenen Geraden EE, wnd FF, parallel sind, so
andert sich dadurch nichts Wesentliches an der vorstehenden Ent-
wickelung; man hat nur den Durchschnitt der Geraden im Unend-
lichen befindlich zu denken.
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Sind drei Gerade gegeben, die von einem Kreise beriihrt wer-
']l.'li sollen, so wird der Mittelpunkt desselben nach dem Vorigen
leicht mittelst zweier von den drei Halbirungsgeraden bestimml,
welche die von den Geraden gebildeten Winkel halbiren.

Wir stellen ferner unserer Eintheilung gemiss die

ix,
HY

Aufgabe. Finen Kreis u beschreiben, welcher eine gegebene
Gerade berirt und durch zwei gegebene Punkte geht.
3 Hat man aunsser :!vr Geraden EE, in Fig. 30. die beiden
_"”"[‘-' H, und H,, so liegt der erste Potenzort der drei Gebilde
in dem Durchschnitt P der aul der Verbindungsgeraden H, H, in
”.““3'_' Mitte K senkrecht ervichteten Geraden mit EE, (§.11.). Die
einzige Aehnlichkeitsgerade wird von H, 1, selbst repriisentirt (§.12.);
lllll]lll'l 1:11{!;:’311 PK die Mittelpunkte aller durch M, und H, gehen-
den Kreise (wie auch sonst bekannt), also auch die der gesuchten,
Beschreilyt man jetzt um K darch H, und H, einen Kreis und
!‘:B’t an - diesen vom Durchschnitt F zwischen H H, und EE, eine
Tangente FT, so hat man in dieser dic Linge der Tangenten von
Fan den gesuchten Kreis gefunden. Es ist nimlich, da der ge-
suchte Kreis durch Hy und H, gehen soll, wie dies der Kreis K
ehenfalls thut , H H, der erste Potenzort beider Kreise, die Tan-
gvi!lezll von jedem Punkte auf H,H, (verlingert) an die Kreise also
5*'_["-'“'[% z.B. die von F. Weil nun EE, den gesuchten Kreis be-
vithren soll, so muss FT, = FT die Linge der Tangente von F
:::1 'tz:'hg'-':(l:l‘.:ll‘e‘n. Kreis ‘scin. .lil‘rivlnlvl man daher auf EE, in T,
v Krui:;pb- 1';h't'lmnll lllilb- aul PK den Mittelpunkt m l!l‘ﬁ‘gi'Slll,fll-
F' aus 'mI: I‘L ""81 man die Linge FT nach der anderen Seite von

N wly ab,
Stiickes auf gleiche
telpunkt eines Kre
erfiille.,

S0 gelangl man durch den Endpunkt dieses
! Weise, wie durch den Punkt 7y, zu dem Mit-
15es, der die Forderungen der Aufgabe gleichfalls

gtgehj:::L(;‘hi i"".’ri:i.ndlulgagvru:ic der gegebenen Punkte aul der
jevigen Kreisp‘“-“.bm.ﬂ“w“h .d. h. ill'g’l'll die '.\hnr'lp‘unl'\'lu der-
atan kel lit‘.nk(.a:: I(::.lb “i‘lt.‘-ht'l-I wir mfs die gt'g{!'ll:!]!.‘ll (.!L’}'Jlllil' .vul-
Wioumitlichas ; nen, : auf einer Geraden, so dndert dies nichts
o v "I“‘{{EI‘ Construction.
iindull;::;lllle:::tl'll’:htls:: :ﬁl‘?is e '.Imj Bunkdte. gelegt “‘0'_“9“‘ an
Mbgaides UU:‘Ll‘hsulmiu,l-,“gn“ l_lf!{! .\huu]'punnm desselben leicht ver-
gebenen: Punk " e de.r auf (IL.-u Verbindungsgeraden der ge-
unkle in ibren Mitten errichteten Lothe,
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§. 15.
Die sechs Kreise, von welchen die acht Beriibrungskreise
dreier gegebenen quaternionsweise berithrt werden.

Die acht Berithrungskreise dreier gegebenen bilden vier Paare,
indem zwei solche, deren Mittelpunkte demselben Lothe vom ersten
Potenzpunkte auf eine Aehnlichkeitsgerade angehdren, als ein Paar
bildend angesehen werden kdnnen; diese Paare sind also (Fig. 22.):

Erstes Paar: my und m',
Zweiles ,, : my und m*,
Drittes ,, : my und m'",
Viertes ,, : my und m'.

Man kann ferner Quaternionen aus den acht Beriihrungskrei-
sen dergestalt formiren, dass jede Quaternion aus zweien der so
eben aufgefiithrten Paare besteht; thut man dies auf alle nur mag-
liche verschiedene Arten, so erhilt man folgende sechs Quater-
nionen:

il

erste Qualernion: my, m', my, m',

zweile Ly gy iy, Y
dritte 23 $omy, m, o myg m'Y
vierte ” 1My, MY, my, m',
fiinfte 73 Doy, MY, g mi
sechste 5 g, Mm% myg; Y.

In §. 13. ist als Folgerung aus Lehrs. 31. die Behauptung
ausgesprochen, dass die Kreise m; und m’, sowie my und m* den
Potenzkreis 4; der Kreise M; und M, entweder rechtwinklig oder
im Durchmesser schneiden; dieser Kreis wird also umgekehrt jene
Beriihirungskreise entweder rechiwinklig schneiden, oder selbst von
ihnen im Durchmesser geschnitten. Mithin ist der Punkt 4, als
der erste Potenzpunkt der Kreise my, m’, m,, m* anzusehen (Um-
kehrung von Lehrs. 17.).  Die Verbindungsgerade T,7" ist ferner
gemeinschaftliche Sehne des Polkreises U, und des Kreises My,
welche sich rechtwinklig schneiden; sie muss daher durch P, den
Pol von L, L, woraul U, liegt, hindurchgehen (Lehrs. 32.). Weil
nun die Centrale mym‘ ebenfalls den Punkt P enthdlt wnd die
Kreise my und m’ in T, und 7 von dem Kreise M; ungleichartig
beriibrt werden, so ist P innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise my
und m’ (Lehrs, 23.); durch ihn muss also eine innere Achnlichkeits=
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gerade sowohl der drei Kreise my, m’, my, als auch der Kreise
M; my m* hindurchgehen.

Fillt. man jetzt aufl die eben angedeutete Aehnlichkeitsgerade
von my, m'. my ein Loth vom ersten Potenzpunkt 4;, so enthilt
s Mittelpunkte o Beriihrungskreisen, welche my; und m’
ungleichartig beriilren (vergl. §.9.). Da aber M ein solcher Kreis
£ ¥ ] man dadurch, dass man 4; mit M, verbindet und
von P ein Loth auf A M, fillt, in diesem Lothe die hesprochene
;\u'ht|Iichkvilsg|-|‘ntle finden, aul welcher ausserdem der mnere Aehu-
lichkeitspunkt yop, m, und m, und der dussere von m’ und my
liegen werden; indem Jene beiden Kreise ungleichartig, diese aber
gleichartig von M; berithrt werden. Weil nun 4, auch erster Po-
tenzpunkt der Ky
P auf A My auch éine’ innere Aehnlichkeitsgerade dieser drei Kreise
sein und noch den Husseren Aehnlichkeitspunkt von m, und m”
und den inper

1
ise my, m', m" ist, so muss dasselbe Loth von

en von m' und m* enthalten,

Die Polare von 4, in Bezug aul den Kreis m, willt die
eben erwilinte Aehnlichkeitsgerade in einem Punkte, von dem aus
°ie Tangente an m, einen Berihrungspunkt geben muss, der mit
™1 Verbunden auf 4, M, den Punkt M; bestimmen wird. Der Be-
]'ul"‘l"’gslllulkl. der Tangente ist folglich der von den Kreisen m,
und gebildete und die Polare wird daher die Aehnlichkeitsge-
rade in demselben Punkte U treffen, wie die Tangente in diesem
Bm'ﬂhrungspunkl.

50 dass U ohne die Polare nur vermige der er-
wihnten T

angente bestimmt werden kann.

Zieht man von U an m, die zweite Tangente Ut, verbindet
m, mit ¢ upd bringt myt zum Durchschnitt mit A,M; in M,
1St nach der ausgefithrten Construction My’ Mittelpunkt eines Krei-
Ses, der die (rei K
Struction fijy die
der Kreig M,
cher Zeijt,

S0

reise m,, m/’, m, berithrt; weil aber diese Con-
Kreise m,, m', m unverindert bleibt, so beriihrt
die vier ]ir'l'fllu'lllIgsii!'t'isv my, m'y my, m“ zu glei-

Der vorstehenden, die erste Quaternion von Beriihrungskreisen
betreffenden, Beu'i't'hllmg analoge finden Anwendung auch auf jede
der iibrigen Quaterniopey, und liefern noch fiinf neue Mittelpunkte
Yon Kreisen, von welghep die Berithrungskreise quaternionsweise
berihrr werden, Fiir die zweite Quaternion ergiebt sich ein Mit-
telpunkt M, auf der durch 4, und M, gehenden Geraden; fiir die
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dritte ein solcher M,’ anl A, M,, fir die vierte M, auf I,M,, fir
die finfte M, auf I,M, und fiiv die sechste My auf I M;. Also:

Lehrsatz 35. Die drei gegebene Kreise beriihrenden achi
Kreise haben eine solche Lage, dass sechs andere sich beschreiben
lassen, welche je vier von den Berdihrungskreisen zugleich beriihren.

Ueber die bezeichneten sechs Kreise wollen wir noch einige
Bemerkungen hinzufiigen. Die Kreise mit den Mittelpunkten M.,
M,', My werden von m, und m’ gleichzeitig beriihrt und zwar das
Paar M, M,' gleichartig, die beiden anderen Paare ungleichartig;
aus der Construction in §. 10. folgert man deswegen sofort, dass
die Centrale m,m‘ durch den ersten Potenzpunkt der drei beriihr-
ten Kreise gehen und auf einer von ihren inneren Aehnlichkeits-
geraden senkrecht stehen muss, Weil wir aber wissen, dass mm’
ein Loth auf 4,4,4, ist, so liegt also nicht nur der erste Potenz-
punkt von M, M,', M;" auf m m‘, sondern diejenige ihrer inneren
Aehnlichkeitsgeraden, auf welcher der #ussere Aehnlichkeitspunkt
von M,* und M, sich hefindet, muss auch mit 4,4,4, entweder
zusammenfallen oder parallel sein.

Bei der Untersuchung dieses Paragraphen ist gezeigl worden,
dass A4, ein Punkt des ersten Potenzortes der Kreise m;, und m’
ist; dies gilt auf gleiche Weise von 4, und 4;, woraus sich er-
giebt, dass 4, 4,4, der erste Potenzort der Kreise m;, und m’ sein
muss.  Auf diesem missen sich die gemeinschaftliche Tangente
zwischen M," und m, und die zwischen M,’ und m’ begegnen, der
Schnittpunkt aber muss zugleich auf der Polare des ersten Potenz-
punktes der Kreise M,’, M,', M, in Bezug auf M,’ liegen. Deshalb
geht die Berithrungssehne der eben erwibnten gemeinschaftlichen
Tangenten durch diesen ersten Potenzpunkt als den Pol der Polare,
andrerseits aber triflt diese, da in ihren Endpunkten die Kreise m,
und m’ ungleichartig beriihrt werden, den inneren Aehnlichkeitspunkt
der letzteren Kreise, als welchen wir bereits P kennen gelernt ha-
ben. Hieraus ergiebt sich, dass P der erste Potenzpunkt und 4, 4,4,
eine von den inneren Aehnlichkeitsgeraden derjenigen Ternion von
Kreisen ist, welche von M., M,, M’ gebildet wird. Das Merkmal
dieser Ternion besteht darin, dass die Kreise derselben zugleich
von den Kreisen m, und m’ beriihrt werden; solcher Ternionen,
deren Kreise von zweien der acht Berihrungskreise zugleich be-
rithrt werden, kann man folgende vier bilden:

e lats s A
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erste Ternion: M, My, M, berihrt von m, und m’,

Zweite |, My, ‘M, M, 7 »w  my und mY,
dritte . ML MY, M g3 w My und Y,
vierte R AL R 6 w My und m,

Jede dieser Ternionen hat P zam ersten Potenzpunkt und
eine der Aehnlichkeitsgeraden der gegebenen Kreise My, My, My zu
émer ihrer Aehnlichkeitsgeraden, nimlich die erste Ternion 4,4,4

3
Zu dorj.-"ig,.

n inneren, auf welcher der dussere Aehnlichkeitspunkt
Yon M, ung My liegt, die zweite 4,I3l; zur dusseren, die dritte
Az’;’, Zu 1I|'|'jvni;.-;vn inneren, aul welcher der dussere Aechnlich-
ki'il‘spunk[ von M, und My liegt, und die vierte Ay, 1, zu der-
Jenigen immn-n, auf welcher der dussere Aehnlichkeitspunkt von
My yng My liegt.

Die Mittelpunkte der die Beriiirungskreise bertihrenden Kreise
estimmen mig e Mittelpunkten der gegebenen vier Ternionen
Yon \‘erbiud||ngsgm‘;ulm1, nimlich :

erste Ternion: M, My, MyMy', MM,
zweite w8 MMy, M M,", MgM,‘,
dritte o T MM, .-”,_1'”2“, MyM,",
vierte o - MyM", M.My', MyM,'.
Die Geraden jeder Ternion begegnen sich in einem und dem-

selben Pypkie (Lehrs, 26.).
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