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Vorrede .

Apollonias ( um 247 v . Chr. ) ist der älteste mathema¬
tische Schriftsteller , welcher die Aufgabe , Kreise zu be¬
schreiben , von welchen drei gegebene Kreise (Gerade oder
Punkte) zugleich berührt werden , in einer besonderen, zwei
Bücher umfassenden Schrill ausführlich behandelt hat . Wenn
diese Arbeit leider verloren gegangen ist , so hat man sie
doch nach Anleitung der Angaben, welche Pappus (zu Ende
des vierten Jahrh . n . Chr.) in Betreff der dabei von Apollo -
nius benutzten Sätze uns aufbewabrle , wieder herzustellen
versucht, zuerst Vieta ( 1540— 1603 ) in seinem ApolloniusGallus. Durch diese Untersuchungen ist es wahrscheinlich
geworden, dass Apollonius von der Betrachtung der beson¬
deren Fälle , in welchen einer oder mehrere Kreise der
allgemeinen Aufgabe , die drei Kreise voraussetzt, durch Ge¬
rade oder Punkte ersetzt werden , zur Erörterung des all¬
gemeinen Falles Fortschritt. Die Entwickelungen der neue¬ren Geometrie setzen uns in den Stand , sofort für den
allgemeinen Fall Lösungen zu linden, welche, vorzugsweiseauf die Eigenschaften etlicher für die Kreislehrc sehr wich¬
tiger geometrischer Oerter gegründet, an Eleganz Nichts zuwünschen übrig lassen. Die Schriftsteller scheinen indesseinen Fall unberücksichtigt gelassen zu haben, der gleich¬wohl eine besondere Berücksichtigung verdient, nämlich den ,in welchem die Mittelpunkte der gegebenen Kreise derselbenGeraden angeboren. Um eine auch lür diesen Fall gültige
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Auflösung hinzuslellen, wird es nöthig, die Theorie der so¬

genannten Polenzlinie zu erweitern. Beide Lücken will die

vorliegende Schrift ausfüllen . Zu dem Ende ist in die vor¬
bereitenden Betrachtungen neben den Theorien der oben

angedeuteten geometrischen Oerter diejenige des „ zweiten
Potenzortes, “ welchem in Grunert's Archiv unter der

Bezeichnung „Linie äquidifierenler Potenzen“ ein Aufsatz von
Dr. Rösters gewidmet ist , aufgenommen und mit der des

„ ersten Potenzortes “ (Potenzlinie) verknüpft worden.
Zur passenden Bezeichnung und Unterscheidung dieser bei¬
den Oerter habe ich mir die eben angeführten Benennungen
anzuwenden erlaubt, weil sie von den bisherigen nicht we¬
sentlich abweichen und für jenen Ort einen kürzeren Namen

gewähren. An die Ilerleitung der Auflösungen der allge¬
meinen Aufgabe , für alle Lagen der gegebenen Kreise, sind
sodann , um dieselben auch auf solche Fälle amvenden zu
können, in welchen von den gegebenen Kreisen einer oder
mehrere durch Gerade oder Punkte ersetzt werden , Grenz -

belrachtungen über die zur Construction nothwendigen Ele¬
mente angeschlossen worden , welche ganz abgesehen von
den aus ihnen resultirenden Ergebnissen wohl geeignet sein
möchten , dem Anfänger den Weg zu zeigen , welcher bei
anderen ähnlichen Untersuchungen einzuschlagen ist. Den
Schluss bildet die Bestimmung derjenigen sechs Kreise, von
welchen jeder vier von den acht Berührungskreisen der drei

gegebenen Kreise berührt , eine Betrachtung , welche theils

zu lehrreichen Recapitulationen Veranlassung giebt , theils
eine interessante Anwendung der ersten von den mitge-

theillen Auflösungen des Problems darbietet.

Erfurt , im Februar 1S56 .
Der Verfasser.
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D ie P otenz Örter .

Wenn zwei Kreise , wie und M2 in Fig. 1in zwei Punk¬
ten Bt und B2 sicli schneiden, so geht durch diese hindurch ihre
gemeinschaftliche Seime By B2 , auf welcher ihre Centrale Mt M2,wie sich durch Congruenz der Dreiecke leicht nachweisen lässt, in
D , dem Durchschnittspunkt beider , senkrecht steht ; und zugleichist dieser Durchschnitt D der Ilalbirungspunkt der Sehne Bt B2 .

Zieht man nun die Geraden Bt Mt und Bt M2 , so ist :
= = MtBS — MiD* (pythag. Lehrs.)oder , wenn man Mt D2 und M2 Bt

3 transponirt :
Ml Bi 2 — M2 By

2 = MyD 2 — MtD2,d . h . wenn Mt Rt und M2 Bl bezüglich mit Bt und R2 bezeichnetwerden : ( 1) Ml Di — M2 D* = Ry
2— Rt 2.

Diese Gleichung lässt sich auch , wenn man die Differenz der
Quadrate auf der einen , wie auf der anderen Seite durch das
Product der Summe und Differenz der Seiten ersetzt und berück¬
sichtigt , dass Mt D + M2 D = My M2 ist, in folgende Form bringen :

(2 ) M t M 2 . ( M 1 D — M 2 D ) - ( il , + B 2) . R 1 — R 2 ) .
Die hierin enthaltene Beziehung kann man benutzen zur an¬derweitigen Construction des Punktes D. Zieht man nämlich durchMx den Durchmesser E,E t | | B,M2 und durch B, die GeradeBy F \\ M2Mi und bezeichnet durch II den Durchschnitt von Et E2mit ByF , so bestehen folgende Beziehungen :

E2H = MlE2 + Mi H =: Ml E2 + M2 Bl = Ri -f fl 2 ,EJt = MiEi — MJI ^ M& — M2 Bt = Ä, —
UBl = Ml Mi ;

UtUtaig, Problem. 1



ferner hat, man nach einem bekannten Satze der Kreislehre :
E2 lI . Ei H = HB{ . HF,

d . h . wegen der vorstehenden Werlhe :
( 3) {R l + R .i ) . (Rt — R i ) = Ml M2 . HF ,

eine Relation , deren Vergleichung mit (2 ) zu der Folgerung führt,
dass //F = Mi D — M 2 D sein muss.

Ausserdem ist ersichtlich, dass , wenn man von Mt auf ß,F
das Loth M t K fallt, dieses die Sehne ß 4 F in K halhirt und FF = /WjD
macht. Man könnte also durch Abtragung der Länge FK von

aus nach M 2 hin den Punkt D linden .
Wenn auch die eben angestellte Betrachtung miissig erscheint,

wie sie in der That für den vorliegenden Fall weitläufig und ziem¬

lich nutzlos ist , so hat sie doch des Folgenden wegen entschiedene

Wichtigkeit .
Vorläufig aber verweilen wir noch einen Augenblick bei der

gemeinschaftlichen Sehne ßjß 2 .
In der Gleichung ( 1 ) ist enthalten:
Lehrsatz 1 . Die gemeinschaftliche Sehne zweier sich schnei¬

denden Kreise Iheill die Centrale so in zwei Abschnitte, dass die Dif¬

ferenz der Quadrate derselben der Differenz der Quadrate der Radien

gleich ist.
Durch Verlängerung der Sehne ßiß 2 erhält man in der un¬

begrenzten Geraden G,G 2 die gemeinschaftliche Sekante der beiden

Kreise und M 2 ; wenn man auf dieser einen beliebigen Punkt

durch P bezeichnet und denselben mit M, und M t verbindet , so

hat man : PD2 = M,P 2 - Mi D2 ~ M 2 P2 — M 2 D 2

und folglich auch : Mt P2 — M2 P2 = Mi D 1 — M2 D2 ,
wodurch wir in Verbindung mit Gl . ( I ) zu

(4) Mt P2 — M2 P2 — R l 2 — flj 2 gelangen .
Diese Gleichung giebl :
Lehrsatz 2 . Jeder Punkt auf der gemeinschaftlichenSekante

zweier sich schneidenden Kreise hat die Eigenschaft , dass die Diffe¬
renz der Quadrate seiner Verbindungsgeraden mit den Mittelpunkten
der Kreise gleich ist der Differenz der Quadrate der Radien .

Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung zweier Kreise Mt
und M2 , welche sich nicht schneiden , wie in Fig. 2 . und 3 . , so

existirt auch bei ihnen trotz des Mangels an Durchschnitten eine

Gerade , welche mit der im obigen Lehrsatz ausgesprochenen Eigen¬
schaft ausgeslattet ist . Um dieselbe aufzulinden , bedienen wir uns
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•ler Construction , welche wir oben auf Gl . (2) fassend angegebenhaben , indem wir sie der veränderten Lage angemessen modili -
ciren . Dann stellt sie sieh iblgendermassen dar. Wir ziehen die
Centrale Mt M 2 und darauf senkrecht die Iladien Mi El (verlängertbis E2 ) und M 2 E3 , die mithin auch zu einander parallel sind,und legen , da hier die Endpunkte der Radien Et und E3 ver¬
schiedenen Kreisen angehören, einen Kreis durch 2?t , E2 und E3
(früher auf dem Kreise Mt liegend ) . Dies geschieht durch Ver¬
bindung von E{ mit E3 , llalhirung von El E3 in L und Errichtungdes Lothes LM auf E,E a in £ ; dann ist M der Mittelpunkt dieses
Kreises . Beschreibt man denselben mit MEt , zieht E3 F \\ M2 Mt ,Et E2 in H schneidend , lallt MKA. E3 F , verbindet Mi mit F und
zieht noch KD || FMt , so ist D der Punkt , in welchem die oben
angedeutete Gerade Gi G 1 auf Mi M i senkrecht steht.

Das Stattlinden der Gl . (3 ) beweist man aus dieser Con¬
struction ganz wie früher ; nach ihr ist also :

M, Mt . IIF »=. ( Rt + R 2 ) . (Jf , — R 2 ) .
Ferner ist : IIF = FK— HK = Ml D — HK = Mt D — M,M ; ausser¬
dem überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit folgender Glei¬
chungen: MXD — FK , FK = E3 K , E3 K = M2 M,
woraus sich ergiebt :

(5) M,D = M2 M oder Mt M— M2 Ü.
Hierdurch verwandelt sich der obige Werth von HF in Mt D — M2 D
und die Einsetzung desselben in die Productengleichung bringt
genau die Gl . ( 2) hervor , die selbst nur eine Umformung von ( 1 )ist . Die Gl . ( 1 ) und in Folge dessen auch die Gl . (4 ) bestehen
folglich für die eben construirte Gerade Gt G2 bei zwei sich nicht
schneidenden Kreisen AIt und M2 ebenfalls . Der gegebene Beweis
weicht in Fig. 3 . nur dadurch ab , dass die Centrale MtM2 =
MtD — M2 D , dagegen IIF = FK + HK ist.

Aus der eben vollendeten Betrachtung können wir übrigenseine einfachere Construction des Punktes D entnehmen; denn so¬bald M gefunden ist, darf nur noch M2 D — Mt M gemacht werden.Der Uebergang aus der Lage der Kreise in Fig . 1 . , wo siesich schneiden , zu der jn ],’jgi 2 . , wo sie ausser einander liegen ,geschieht dadurch , dass wir den Kr. Mt allmählich nach rechtsfortrücken lassen ; hierbei stellt sich als eine bemerkenswerthe
Zwischenlage diejenige heraus , in welcher die Kreise sich (vonaussen) berühren (vergl . Fig. 4.) . Dann ist die gemeinschaftliche

1 *
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Sekante in die gemeinschaftliche Tangente übergegangen, welche
augenscheinlich die in Lehrsatz 1 . und 2 . ausgesprochenen Eigen¬
schaften ebenfalls besitzt. Will man aber aus der Lage der Kreise
in Fig . J . zu der in Fig . 3 . , wo der Kr. M2 innerhalb des Kr . Mt
liegt , übergehen, so muss man den Kr. M2 nach links fortschieben
und auch hier den Grenzfall überschreiten , in welchem die Kreise
sich berühren ( aber von innen) . Auch alsdann ist die gemein¬
schaftliche Sekante in die Tangente verwandelt, wiederum mit Bei¬
behaltung der schon oft erwähnten Eigenschaften.

Da folglich die Gerade Gl G2 bei allen nur möglichen Lagen
der beiden Kreise Mt und M2 sich mit der in Lehrs . 2 . niederge¬
legten Eigenschaft ausgestattet zeigt , so wollen wir ihr für alle
Fälle den Namen erster Potenzort der beiden Kreise

beilegen (Potenzlinie, Linie der gleichen Potenzen , Chordale , axe
radical ) . Derselbe belindet sich , wie man leicht aus der Gl . ( 1 )
folgert , wenn die Kreise ausser einander liegen , zwischen densel¬
ben und zwar dem Mittelpunkt des kleineren, so wie der Peripherie
des grösseren näher ; wenn von den Kreisen aber einer vom andern

eingeschlossen wird , ausserhalb derselben auf derjenigen Seite vom

Mittelpunkt des grösseren, auf welcher der des kleineren sich belindet.
Wie bei zwei parallelen Geraden der Durchschnitt derselben

dem Bereich des Endlichen entrückt ist , so fällt auch der erste
Potenzort zweier Kreise in das Gebiet der Unendlichkeit , sobald
ihre Peripherien parallel , d . h . die Kreise concentrisch sind . Dies

zeigt auch unsere Construction, auf diesen Fall angewandt , dadurch
an , dass sie verlangt, durch drei in einer Geraden liegende Punkte
einen Kreis zu legen , als welcher nur die Gerade selbst angesehen
werden kann . In der That , denken wir uns in Fig. 3 . den Kreis
M2 nach links allmählig fortgoriiekt, bis ' sein Mittelpunkt mit
zusammenfällt , so entfernt sich der erste Potenzort immer mehr,
da il/jö — M2 D immer kleiner , l) -\- M2 D aber immer grösser
wird . Im Moment des Zusammcnfallens von Mt mit ist Gt Gt
im Unendlichen mul erscheint , sobald M2 noch über Ml hinaus
nach links weiter geht , auf der anderen Seite der Kreise wieder
im Endlichen, wie denn ein solches Hinüberspringen eines Gebildes
von einer Seite zur anderen stets durch die Unendlichkeit vermit¬
telt wird.

Die in Lehrsatz 2 . enthaltene Eigenschaft können wir jetzt so
ausdrücken :
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Lehrsatz 3 . Die Differenz der Quadrate der Verbindungs¬
geraden irgend eines Punktes auf dem ersten Polenzorle zweier Kreise
mit den Mittelpunkten derselben ist gleich der Differenz der Quadrate
der Radien .

Wir wollen jetzt den Lei der Conslruction des Punktes D in
Fig. 2 . und 3 . benutzten Punkt M noch näher in Betracht ziehen .
Setzt man nämlich die in (5) stehenden Werthe in Gleichung ( 1)
ein , so ergiebt sich :

M2 M 2 — M1 M z = R i
‘> — R2

2 , oder auch :
( 6) Mt Mz — Mt M * = — (i? t 2 — ü , 2) = JR*

* — B t
2-

Errichtet man nun in Fig. 5 . in M aui ' MyM2 eine Gerade
9t9i senkrecht , so wird man , wenn man einen beliebigen Punkt
P derselben mit Mi und M2 verbindet , auf dieselbe Weise , wie
üben von Gleichung ( 1 ) zu ( 4) fortgeschritten wurde , von (6)
übergehen können zu :
(7) pMi i —pM1

2 = — (R i
‘l — R1

'1) oder pM2
2 —pMi i = Ri i - Ri

't.
Diese Gleichung ist der Gl . ( 3) ganz analog und enthält eine durch
die Radien der Kreise M, und M2 aasgedrückte Eigenschaft einer
Geraden , welcher wir dieser Analogie wegen den Namen zweiter
Potenzort der Kreise M2 und M2 geben (Linie äquidifl

'erenter
Potenzen in Grunert’s Archiv Tld. XIX.) . Vermöge dieser Fest¬
stellung erhalten wir :

Lehrsatz 4 . Die Differenz der Quadrate der Verbindungs¬
geraden irgend eines Punktes auf dem zweiten Potenzorte zweier Kreise
mit den Mittelpunkten derselben ist gleich der negativen Differenz der
Quadrate der Radien .

Was die Lage dieser Geraden zu den Kreisen betrifft , so ist
dieselbe in Fig. 5 . Sekante des Kreises My ; rückt man aber den
Kr. IM, aus seiner Lage nach rechts fort , so nähert sie sich der
Peripherie des ersteren und wird Tangente an denselben, sobald
der Abstand XY der nächsten Durchschnittspunkte der Pcripherieenmit der Centrale den Werth

^ 2Aj 2 — R 2
2 — R 2 annimmt.

Denn liegt , wie in Fig . 6 . , M auf der Peripherie des Kreises 31
so hat man MEl ~ MEt , wenn Ex und E3 die frühere Bedeutungbehalten ; ferner ist : mm2

* = Et M n~ — E^ h *
, also auch :

— V ,
d . h . weil EiM2 = Mt M '- + ^ £,2 = 2Ry

2 ist ,
M/ » 2 = . 2/fj 2 — W2

2 .

I



Berücksichtigt man nun , dass MY = MMt — YMi = MMi — R2 ist
so ergiebt sich der obenstehende Werth :

(8) MY = >/2V — V — Rf
Beschreibt man daher über ME t einen Halbkreis , so ist die

Sehne MZ = E,Z der Hüllte desselben dein Halbmesser Ä, gleich
und man kann also , wenn der Kreis Mt und der Punkt M gegeben
ist, leicht den Halbmesser R 1 des Kreises Mt linden ; man darf nur
Mi Et _L MMt ziehen , M mit Ez verbinden, über MEt einen Halb¬
kreis beschreiben , denselben in Z halbircn und MZ ziehen , so ist
MZ der gesuchte Halbmesser.

ltückt man den Kr . Mt weiter nach rechts , so schneidet der
zweite Polenzort den Kreis Mt nicht mehr , sondern entfernt sich
von ihm weiter und weiter ( vergl . Fig . 7 .) .

Jetzt möge der Kr . Mi aus seiner Lage in Fig. 5 . nach Hnks
wandern; dasselbe thut dann auch der zweite Potenzort . Er geht
durch den Mittelpunkt des Kr . , sobald die gemeinschaftliclie
Sehne der nunmehr sich schneidenden Kreise den Mittelpunkt Mt
trifft (vergl . Fig. 8 . ) ; hierauf rückt er weiter nach links . Fallen
endlich die Mittelpunkte der Kreise zusammen , so ist , wie der
erste , auch der zweite Potenzort im Unendlichen verschwunden,
beide jedoch auf verschiedenen Seiten . Bei einer gewissen Lage der
Kreise ist vor seinem Verschwinden im Unendlichen der zweito Po¬
tenzort Tangente des Kreises Mt im Punkte M (Fig . 9 . ) gewesen ,
nämlich damals , als das Stück MY wieder den in ( 8) enthaltenen
Werth hatte , wie eine der oben mitgetheiltcn entsprechende Be¬
trachtung an Fig. 9 . sofort ergiebt.

Hie gegenseitige Lage beider Potenzörter ist durch Gl . ( 5 )
festgestellt; diese Bestimmung lässt sich indess noch etwas anders
ausdrücken. .

Bezeichnet nämlich (Fig . 2 .) 0 die Mitte von Mt Mt , so folgt
aus (5 ) , dass auch ( 9 ) OM = OD sein muss.

Nennt man also D den Hauptpunkt des ersten und M den
Hauptpunkt des zweiten Polenzortes , so hat man :

Lehrsatz ä . Der Hauptpunkt des ersten Polentortes ist vom
Mittelpunkt des einen Kreises ebenso weil entfernt , als der Haupt¬
punkt des tweiten Polenzortes vom Mittelpunkt des anderen Kreises ;
oder auch :

Die Hauptpunkte des ersten und xweilen Polenzortes sind vom
Halbirungspunkt der Centrale gleich weit entfernt .
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Eigenschaften der Potenzörter .

Von jedem Punkt auf dem ersten Potenzort zweier sich
nicht schneidenden Kreise kann man an jeden derselben eine
Tangente ziehen ; hei zwei sich schneidenden Kreisen geht dies nicht
an von den aut' ihrer gemeinschaftlichen Sehne befindlichen Punk¬
ten aus . Sind nun (Fig . 1 . 2 . 3 .) Pl \ und PT„ zwei solche und
mau verbindet mit Mt und 1\ mit M2 , so hat man :

PTl i = Mt Pt — Mi Ti t und PP, 8 = M2P2 — M2 T2
2 oder :

PTy 1 = Mi P 2 — Hi 1 und
M,P2 - fl , 1 = PT2

2 ,
woraus durch Addition hervorgeht :

FT, 2 + MtP* — i ?2
2 = PTS + MtP1 — RS oder

PV + V — «2
1 = PT, 2 + Wi P' - MiP 1-

Vermöge der Gl . (4) folgt aber hieraus , dass
PT^ - ptS oder

( 10 ) PTi - PT2 ist , d . h . :
Lehrsatz 6 . Jeder Punkt auf dem ersten Polenzortc zweier

Kreise , von welchem sich überhaupt Tangenten an dieselben ziehen
lassen , hat die Eigenschaft , dass die Tangenten von ihm an die
Kreise gleich sind .

Wir fragen hier , ob nicht etwas Aehnlichcs von den auf der
gemeinschaftlichen Sehne zweier sich schneidenden Kreise liegenden
Punkten gesagt werden kann. Ist beispielsweise P ' in Fig . 10 . ein
solcher Punkt und man zieht P '

My und P ‘M2 , so besteht nach (4)
die Gleichung : MiP ' 1 — M2P 1 = 7?1

2 — R 2
2.

Errichtet man nun P 'S, _L P '.Vt und P 'S2 _L P ‘M2 und zieht
SiMt , sowie S2 M2 , so hat man weiter :

FSi 7 = MiSi 1 — A/,F 2 und P '5, 1 = — ^ P ' 2 oder
P 'Sj * = B , 2 — Mt P12 und

Ri 1 ~ M1 P‘2 = P 'S, 2 .
Die Addition der beiden letzten Gleichungen giebt :

p 'V + ßi 2 — M1 P' i =sFS 2
* + R l 2 — MiP‘i oder

woraus man mit Hülfe der vorher angeluhrten Delation schliesst, dass
FSy 1 = P'S2

2 oder
( 11 ) P -St = P 'S, ist.



Die in dieser Gleichung stehenden Geraden sind aber offen¬
bar die Hälften derjenigen Kreissehnen, auf welchen MXP ' und MtP‘
senkrecht stehen , d . h . der kürzesten Sehnen, welche in jedem der
Kreise df, und Mt durch P ‘ gezogen werden können ; folglich lau¬
tet die dem Lehrsatz 6 . analoge Eigenschaft:

Lehraatz 7 . Jeder auf dem ersten Polsnzorle zweier Kreise,
die sich schneiden , innerhalb derselben liegende Punkt hat die Eigen¬
schaft , dass die durch ihn gehenden kürzesten Sehnen beider Kreise
gleich sind .

Denkt man sich jetzt in Fig. 1 . 2 . 3 . um P mit PP, einen
Kreis beschrieben , so ist der Radius desselben Tangente an den
Kr . Mi und umgekehrt der Radius M, Tt des Kreises M{ an den
Kr . P ; da man in diesem Falle von den beiden Kr . jff, und P
sagt , dass sie sich rechtwinklig schneiden und dieselbe Beziehung
wegen PTt = PTt offenbar zwischen den Kreisen P und M2 be¬
steht , so erhält man :

Lehrsatz 8 . Jeder Punkt auf dem ersten Potenzorte zweier
Kreise , ausserhalb derselben befindlich , ist Mittelpunkt eines Kreises ,
welcher die ersteren rechtwinklig schneidet .

Ferner trifft ein Kreis , aus P ' in Fig . 10 . mit PS , beschrie¬
ben , auf dem Kr . Mt noch einen zweiten Punkt S‘ und auf dem
Kr. Mt einen Punkt S" so , dass S,S ‘ und S2S" Durchmesser des
Kreises P ' sind . Weil man nun von zwei solchen Kreisen sagt,
dass der eine Mt oder M2 den anderen P' im Durchmesser
schneidet , so führt dies zu

Lehrsatz 9 . Jeder Punkt auf dem ersten Polenzorle zweier
sich schneidenden Kreise , innerhalb derselben gelegen, ist Mittelpunkt
eines Kreises , welcher von jedem der ersteren im Durchmesser ge¬
schnitten wird .

Wir wollen jetzt die den eben vom ersten Potenzorte ange¬
führten Eigenschaften entsprechenden für den zweiten Potenzort
aufsuchen . Hat man in Fig . II . auf die gewöhnliche Weise den
Punkt M und somit <ji <j 2 gefunden und beschreibt aus ihm den
Kreis mit MEt — ME3 , so geht dieser auch durch die Punkte E2 und
Et auf den Verlängerungen der Radien .!/ , El und M2Et . Dieser
Kreis schneidet also die gegebenen Mt und üf2 im Durchmesser.
Trifft nun derselbe die Centrale M{ M2 in C, und C2 und man ver¬
bindet einen beliebigen Punkt p auf gt g2 mit Cj und C2 , so ist
pCt = pC2 , da MCt = MCt ist , und man kann daher aus p einen



durch Cx und C, gehenden Kreis beschreiben-, derselbe möge denKreis Mx in V, und Vx schneiden. Dann hat man , wenn p undMx mit F, und F, verbunden werden ;
pVi = PQ ,

pCl
't = Mp ' + MCS , MC\ = MB, und

MEt
1 = M, B, 1 + MxMi = M,M 2 + V ,woraus durch Substitution sich ergiebt :

p F, 2 = Mp* + Mt M2 + Rt
* , d . h. weil

Mp1 = Mt p i — Mt Ml ist ,
pF ,

l = Mxp * + Rx
* = M,p* + MiVx

*
Die letzte Beziehung lehrt , dass £_ pMt Vx ein rechter Win¬kel ist , und da dasselbe ebenso von L. pMt Vx sich zeigen lässt,so erhellt , dass Vl Ml Vt eine Gerade , also F,F S ein Durchmesserdes Kreises Mx ist. Weil aber in Bezug auf den Kreis offen¬bar derselbe Beweis geführt werden kann, so folgt hieraus ;
üehrsatz 10 . Jeder Punkt auf dem zweiten Polenzorlezweier Kreise ist Mittelpunkt eines Kreises , welcher jene im Durch¬messer schneidet.
Ohne Schwierigkeitkann man naclnveisen, dass die in denLehrsätzen 3— 10 ausgesprochenen Eigenschaften von keinem an¬deren Punkte ausserhalb des jedesmaligen Potenzorles getheilt wer¬den ; deshalb müssen auch die Umkehrungen jener Sätze richtigsein . Wir heben von solchen nur folgende hervor :

Xjehrsntz 11 . Hat ein Punkt in Bezug auf zwei Kreisedie Eigenschaft , dass sich aus ihm ein Kreis beschreiben, lässt , wel¬cher die gegebenen entweder rechtwinklig schneidet , oder von ihnenim Durchmesser geschnitten wird , so liegt er auf dem ersten Potcnz-orle der beiden Kreise (Umkehrung von Lehrsatz 8 . und 9 .) .
Lehrsatz 12. Hat ein Punkt in Bezug auf zwei Kreisedie Eigenschaft , dass sich aus ihm ein Kreis beschreiben lässt , wel¬cher die gegebenen im Durchmesser schneidet , so liegt er auf demzweiten Polenzorle der gegebenen Kreise (Umkehrung voll Lelirs . 10 .) .Denkt man sich nun mehrere Kreise Pt , Pj > P» u . s . w . be¬schrieben, welche die Kr. Mx und Mi rechtwinklig schneiden, ausPunkten des ersten Potenzortes der letzteren , so schneidet umge¬kehrt auch der Kreis Mx alle Kreise P, , P» , P3 u . s. w. recht¬winklig und liegt folglich nach Lehrsatz 11 . auf dem ersten Potenz¬orte der Kreise Px , Px , P3 u . s . w. Dasselbe gilt von Mx ; mitliin
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haben die rechtwinklig schneidenden Kreise Pt , P2 , P, u . s . w . die

beliebig verlängerte Centrale Mi Mi zum ersten Potenzortc. Also :
Lehrsatz 13 . Schneiden mehrere Kreise zwei andere recht¬

winklig , <o haben sie eine und dieselbe Gerade zum ersten Polenz -

orle , welche durch Verlängerung der Centrale der geschnittenen Kreise

sich ergiebt ; schneiden sich zwei der rechtwinklig schneidenden Kreise ,
so gehen alle übrigen dieser Kreise ebenfalls durch diese Schnittpunkte .

Denkt man sich aber aus Punkten des ersten Potenzorles
zweier sich schneidenden Kreise Mt und M2 solche Kreise P '

, P",
P '" u . s . w . gezogen , welche von den ersten im Durchmesser ge¬
schnitten werden , so liegt Mt , weil der Kreis Mt alle Kreise P\
F ‘

, P"‘ u . s . w . im Durchmesser schneidet , au! dem zweiten Po¬

tenzorte der Kreise P ', P", P '" u . s. w. und , da dasselbe von M2
gesagt werden kann , so folgt :

Lehrsatz 14 . Werden mehrere Kreise von zwei anderen im
Durchmesser geschnitten , so haben sie eine und dieselbe Gerade zum

zweiten Polenzorl , nämlich die (beliebig verlängerte ) Centrale der

beiden schneidenden Kreise .
Hat man (Fig . 12 .) aus P2 auf dem ersten Potenzorte der in

Bi und B2 sich schneidenden Kreise Ml und M% mit der Tangente

PjZi einen rechtwinklig schneidenden Kreis beschrieben, ferner aus
P ' auf derselben Geraden GjGj mit der halben kleinsten Sehne PS t
einen im Durchmesser geschnittenen Kreis und endlich aus einem

beliebigen Punkt m auf Mt M, einen Kreis durch Bt und B2 ge¬
zogen , so hat erstens der Kr . M{ mit m denselben ersten Po¬
tenzort G,Gj , wie )/ , mit Ml , und zweitens bleiben die Radien

P,Ti und P 'Si der Kreise P, und P ' unverändert , wenn man für

Mi den Kreis m substituirt . Folglich schneidet der Kreis m den

Kreis Pt rechtwinklig und den Kreis P ' im Durchmesser ; dabei ha¬
ben alle Kreise P, , P2 , P, u . s . w. die Gerade Mt M2 zum ersten,
alle Kreise P\ P"

, P '" u . s . w . dieselbe zum zweiten Potenzort.
Daraus ergiebt sich folgender

Lehrsatz 15 . Hat man zwei Kreisreihen und eine Gerade ,
welche in Bezug auf die erste Kreisreihe erster und in Bezug auf
die zweite zweiter Polenzorl ist , und beschreibt einen Kreis aus

einem Punkt dieser Geraden entweder mit der Tangente an einen

Kreis der ersten Reihe , oder mit derjenigen Länge , die man erhält ,
wenn man den Punkt mit dem Mittelpunkt eines Kreises der zweiten

Reihe verbindet , auf dieser Verbindtmgsgeraden in diesem Kreise einen
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senkrechten Durchmesser sieht, und einen Endpunkt desselben mit dem
Punkt der Geraden verbindet , so schneidet dieser Kreis alle Kreise
der ersten Reihe rechtwinklig , alle Kreise der zweiten Reihe hin¬
gegen im Durchmesser ,

>1, -

*. 3.
Die Polenzpunkle .

Wenn drei Kreise M, , A/2 , A/3 gegeben sind , so gelieren zu
jedem Paare , welches man aus ihnen bilden kann , zwei Potenz-
Örter ; wir bezeichnen die beiden zu den Kreisen Mt und M2 ge¬
hörigen durch 1 und 1 , so dass 1 der erste und 1 der zweite ist,ebenso die zu den Kreisen Alt und M3 gehörigen durch 11 und 2
und die der Kreise A/2 und JMS durch 111 und 3 .

Liegen nun die drei Mittelpunkte nicht in einer einzigen Ge¬
raden , so müssen die Potenzörter Durchschnitte mit einander bil-
dep-

,
'nennt man P den von 1 mit II , so hat man nach Gl . (4),wenn R3 den Radius des Kr . M3 bezeichnet:

Af,Ps — A/2 PS = RJ
2 — «2 \ weil P auf I liegt , und

A/,/» — A/ a PJ = R3 \ weil P auf II Hegt .
Hieraus folgt alter durch Sublraclion der ersten von der zwei¬

ten Gleichung :
A/2 PJ — AIjP2 = RS — fij 1 .

Das Stattfinden dieser Relation lasst nach der Umkehrung vonLehrs . 3 . scliliessen , dass P sich auch auf III, dem ersten Potenz¬orte der Kr . Af2 und M3 , befinden muss. Da nun auf dieselbe
Weise gezeigt werden kann , dass die Potenzörter 1,2 , 3 sich
ebenfalls in demselben Punkte p schneiden, so hat man :

Lehrsatz 16 . Sowohl die drei ersten , als auch die drei
zweiten Potenzörter dreier Kreise schneiden sich in einem und dem¬
selben Punkte .

Wir nennen diesen Punkt für die ersten Potenzörter denersten Potenzpunkt (bei Anderen Potenzpunkt, Chordalpunkt)der drei Kreise . Er kann innerhalb und ausserhalb liegen , wennsich die Kreise schneiden, liegt hingegen stets ausserhalb, wennnur zwei der Kreise sich nicht schneiden.
Aus Lehrs. 8 . und 9 . folgt nun sofort :
Lehrsatz 17 . Der erste Potentpunkl dreier Kreise ist Mit¬

telpunkt eines Kreises , welcher entweder alle drei rechtwinklig schnei-
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det , oder von allen dreien im Durchmesser geschnitten wird , je
nachdem er ausserhalb oder innerhalb der Kreise liegt.

Dieser Satz giebt ein Mittel an die Hand , den ersten Potenz¬
ort zweier Krfeise , welche sich nicht schneiden, durch gemein¬
schaftliche Sekanten zu construiren ; wäre derselbe etwa für die
Kr . Ml und M2 in Fig. 14 . zu bestimmen , so darf man nur beide
mittelst eines Kreises Ms schneiden und den Durchschnitt P der
Sekanten Bt ß2 und B3 Bt construiren , ferner die Kr. und M2
durch einen Kr . M‘ schneiden und P‘ durch Bt ‘B2 und B‘

3 B\ be¬
stimmen ; dann muss sowohl P , als auch P1 auf dem ersten Po¬
tenzorte der Kr . Mt und M2 liegen , dieser selbst also durch Ver¬
bindung von P mit P' gefunden werden.

Nennt man p den zweiten Potenzpunkt der Kr . Mt ,
M2 , M3 , so folgt für ihn aus Lehrs. 10 :

Lehrsatz 18 . Der zweite Potenzpunkl dreier Kreise ist Mit¬
telpunkt eines Kreises , welcher jene im Durchmesser schneidet .

Ausserdem schneiden sich die sechs Potenzörter der drei
Kreise noch in sechs Punkten , deren jeden wir vermöge der Ge¬
raden, welche sich in ihm treffen , bezeichnen. Man sieht nun aus
Fig . 13 . sofort, dass die Punkte (1,2) , P, ( 1 , II ),p ; ferner ( 1,3),/ *,
( 1 , IH) , p ; endlich ( 11,3 ) , P , (2 , III ) , p jedesmal die Ecken eines
Parallelogramms bilden ; weil diese Parallelogramme aber eine ge¬
meinschaftliche Diagonale Pp haben, so kreuzen sich die drei übri¬
gen Diagonalen in dem Halbirungspunkte dieser , so dass also die
durch die Punkte ( I, 2) und ( 1 , II),

( 1, 3 ) und ( 1 , III),
(11,3) und (2, III)

gehenden Geraden sich in der Mitte von Pp schneiden. Zugleich
sieht man ein , dass der Durchschnitt dieser Geraden der Mittel¬
punkt desjenigen Kreises ist , welcher durch die Punkte Mt , M2 ,
M3 sich legen lässt , wenn man bedenkt , dass die Potenzörter auf
den Centralen senkrecht stehen und zwei zu einer Centrale gehö¬
rige von deren Halbirungspunkte gleichweit entfernt sind ( Lehrs. 5 .) .
Hieraus ergiebt sich

Lehrsatz 19 . Die beiden Polenzpunkle dreier Kreise liegen
mit dem Mittelpunkte des durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise
gehenden Kreises in einer und derselben Geraden und zwar so , dass
der erwähnte Mittelpunkt die Entfernung der Polenzpunkle halbirl.
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. Die Berülirungskreise zweier gegebenen Kreise.

Wir wollen von dem Punkte P in Fig. 15 -, welcher auf dem
ersten Potenzorte G,G2 der Kreise M, und M2 liegt , an diese die
Tangenten . PTi und PT2 ziehen , M, mit T, , sowie M2 mit T2 ver¬
binden, ferner M, T, mit M2T2 zum Durchschnitt bringen, und den
Punkt m, , welchen wir auf diese Weise erhalten, mit P verbinden.
Dann ist PT, = PT2 (Lehrs. 6 .), Ptn, = Pm, und JL PT,m, = L. PTtm ,
als rechte Winkel , folglich APT,m, & A PT2m , und deshalb m,T,
— msJ 2 \ mithin kann man aus w , einen Kreis mit m,T, beschrei¬
ben , welcher den Kreis M, in T, und M2 in T2 berflbrt. Also :

Lehrsatz 20 . Der Durchschnitt der Radien , welche die
Mittelpunkte zweier Kreise mit den Berührungspunkten zweier von
einem Punkte auf dem ersten Potenzorie der Kreise nach denselben
gezogenen Tangenten verbinden , ist Mittelpunkt eines Kreises , welcher
jeden der ersleren berührt .

Zwei Kreise können nun von einem dritten erstens beide
von aussen , oder beide von innen, oder zweitens der eine von aus¬
sen und der andere von innen berührt werden ; im ersten Falle
berührt der dritte Kreis die beiden anderen gleichartig , im
anderen ungleichartig . So berührt in Fig. 15 . der Kreis m die
beiden Kreise M, und M2 von aussen , m , beide von innen , m2
hingegen den Kreis M, von aussen, M, von innen, m3 endlich den
Kreis M, von innen und M2 von aussen ; daher berühren die Kreise
m und m, die gegebenen gleichartig , m2 und m3 aber ungleich¬
artig. Immer aber besteht der

Lehrsatz 21 . Wenn ein Kreis zwei andere berührt , so
treffen sich die gemeinschaftlichen Tangenten , welche er mit ihnen
bildet , auf ihrem ersten Potenzorie (vergl . Lehrs . 16 .) .

§ . 5.
Die Aehnlichkeitspunkte .

Ist P in Fig. 16. ein Punkt auf dem ersten Potenzorte G, G,der Kreise M, und M2 , so lässt sich aus ihm mit PT, = PT2 ein
rechtwinklig schneidender Kreis beschreiben (Lehrs . 8 .) ; die Sehne
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2'jTj desselben möge die Centrale M,M t in A treffen . Verbindet
man Af, mit Tt und Mx mit Tv so ist

£- Mt Ti P = /L- Mi T1 P als Rechte und ZL T2 TiP = ^- 1\ 1\ P,
da PTt = Pl \ .

Hieraus folgt durch Subtraction , dass auch ALMt Tt Tt — Z_ A/2 r 2 r ,
sein muss ; schneidet nun Tt Tt die Kreise Aft und Af, zum zwei¬
ten Male in (J, und f/2 , so hat man weiter, wenn M, Ut und M1 Ut
gezogen werden :

AL. Mt Tt Ut = A- MiUJt und Z- A/2 r 2 £/2 = Z_ A/2 £/2 X2 ,
wodurch man wegen der eben bewiesenen Gleichheit erhält :

Z—M, Uj == Z t/j l j Tj und
Z- M, 1\ 7j = Z_ Af2 l/2 X2 .

Folglich ist M, U, | | A/2 X2 und A/j T, | | A/2 62 , weshalb der Punkt A
auch mittelst paralleler Radien sich bestimmen lässt. Man bekommt
nämlich durch jeden rechtwinklig schneidenden Kreis denselben
Punkt A auf der Centrale , da sich verhält :

( 12) A/jA : Mt A = A/,r , : Mt Ut d . h . = flj : fl2
und diese Proportion von den Restinnnungselementen des recht¬
winklig schneidenden Kreises ganz unabhängig ist . Namentlich gilt
dies auch von den andern Durchschnitten Tt ‘ und Tt ‘ des Kreises
P mit den Kreisen Mi und A/ 2 , deren Verhindungsgerade also
ebenfalls durch A geht. Erinnert man sich nun aus § . 4., dass in
T, und r 2 , so wie in 2) ' und Tt ‘ ein Kreis die gegebenen M, und
Mt gleichartig berühren kann , so lässt sich das Vorige fassen in
den

Lehrsatz 22 . Die Berührungssehnen aller Kreise , welche
dieselben beiden gleichartig berühren , treffen sämmtlich in einem

• Punkte der Centrale der gegebenen Kreise zusammen ; die Abstände
dieses Punktes von den gegebenen Mittelpunkten stehen im Verhält¬
niss der gegebenen Radien ; in demselben schneiden sich auch die
Verbindungsgeraden der Endpunkte gleich gerichteter paralleler Ra¬
dien der gegebenen Kreise .

Man hat den Punkt A den äusseren Aehnlichkeits -

punkt der Kreise A/j und A/ 2 genannt ; durch denselben müssen
offenbar auch die äusseren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise
Afj und Mi gehen , da die zu ihnen gehörigen Radien parallel sind .

In ähnlicher Weise , wie vorhin , hat man :
£- PT,My = Z- PiyA / 2 = R oder
A- PTtMt = / - Ply ?) + Z_ A/ 22VFj ,
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wenn Fs den zweiten Durchschnitt von 1\ T% mit i /t bezeichnet;
subtraliirt man liiervon:

Z_ Pl '
i ?V = L- PT^ Ti , so kommt:

L. MJ XTJ ~
Dabei ist ferner, wenn man f\ , den zweiten Durchschnitt von 1 t Tt ‘
mit dem Kreise Mi nennt :

2) V, = J- MJJy und
^- ÄfjFjT, , folglich auch:

= JLiiJVVi oder £ - Jf,r,2V = und
A/, r , 2j ' = L. Mt FjT, .
Diese Winkelbeziehungen lehren , dass A/( F, II A/ä P\ und

Mx 1\ || M2 Fj ist . Trifft jetzt 3 '
, 2y die Centrale Af,M, in J , so

verhält sich :
(13 ) = iW,Ft : JRt 2y = Kj : Br

Folglich werden sich in J alle solche Gerade , wie 2’
, 1', ' kreuzen.

Weil aber in 2’
, 2’

, ' die Kreise t / , und i/ , ungleichartig berührt
werden können , so hat man i :

Lehrsatz 23 . Die Berührungssehnen aller Kreise , welche
dieselben beiden ungleichartig berühren , schneiden sich sämmlhch in
demselben Punkt der Centrale der gegebenen Kreise ; die Entfernungen
dieses Punktes von den gegebenen Mittelpunkten verhalten sich wie
die gegebenen Radien ; in demselben treffen auch die Verbindungs¬
geraden der Endpunkte entgegen gerichteter paralleler Radien der
gegebenen Kreise zusammen . ( Construction des Punktes durch
solche Radien.)

Den Punkt J nennt man den inneren Aehnlichkeits -
punkt der Kreise Mt und M2 ; in demselben müssen sich offen¬
bar auch die inneren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise Mtund Mt begegnen, da die zu ihnen gehörigen Radien die im
Lelirs. 23 . angegebene Beschaffenheit besitzen.

Durch Umkehrung ergiebt sich aus Lehrs. 22 . und 23 . :
Lehrsatz 24. Zieht man durch den äusseren ( inneren )Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise eine Transversale durch dieselben,so kann in den Durchschnitten der Transversale , welche nicht zu

parallelen Radien gehören , ein Kreis die gegebenen gleichartig ( un¬
gleichartig ) berühren .

Rückt mau den Mittelpunkt des Kreises Mt allmählig nachlinks fort, so überzeugt man sich von der Lage der Aelmlichkeits -
punkte bei verschiedenen Lagen der Kreise , Während bei ausser
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einander liegenden Kreisen der innere Aehnlichkeitspunkt zwischen
denselben , der äussere ausserhalb auf der Seite des kleineren Krei¬
ses sich befand , so lallt der innere hei äusserer Berührung, sowie
der äussere bei innerer Berührung der Kreise in den Berührungs¬
punkt und bei ganz in einander liegenden Kreisen befinden sieb
beide Aehnlichkeitspunkte innerhalb derselben.

§. «.
Die Aelinliclikeitsgeraden .

Bei drei Kreisen IW, , 1W9 , Mt in Fig. 17 . giebt es drei äus¬
sere und drei innere Aehnlichkeitspunkte; heissen die Badien der
Kreise fij , Jf2 , R3 , die äusseren AehnlichkeitspunkteA , , A 3 und
die inneren / , , 12 , / „ so dass A t und / , zu den Kreisen JW, und
M2 , A 3 und /2 zu JW, und M3 , endlich A 3 und I3 zu ilf2 und Mt
gehören , so ist :

( 14) MiAt : Mt A , = it, : fl2 )
( 15 ) M3 A 3 : iW,A 2 — R2 : R, | nach Lehrs . 13 .
(16) M3 A 3 : MtA3 = it, : fls )

Hieraus folgt durch Zusammensetzung:
( 17 ) Mt Ai . M3 A 3 . M3 A 3 = M3 Ai . M,At . M3 A 3 .

Nimmt man nun an , dass M3M3 die Verbindungsgerade von
Ai mit At in A‘ schneidet , und zieht Mt N | | M3 M3 , so verhält sich

Mt N : MtA ‘ = Mi Ai : M3 A t und
M3 A ‘ : Mt N = M3A3 \ MiA3.

Diese Proportionen liefern zusammengesetzt die neue :
M3 A‘ : M3 A ‘ = Mi A t . M3 A3 : M2 At . Mt A3

und daraus ergiebt sich :
(18) MiAi . M3 A 2 . M3 A ' = M3 Ai . MiA3 . M3 A ‘.

Die Verbindung von Gl . ( 17 ) und ( 18 ) fülirt jetzt zu der
Proportion :

M3 A3 : M3A‘ = Mt A3 : MtA ‘ oder
A'A 3 : M3 A3 = A'A x : M3 At ,

welche nur bestehen kann entweder bei der Gleichheit von M3 A 3
und Mt A t oder so , dass A'A 3 der Null gleich ist ; weil aber das
Erstere nicht stattlindet , sobald M2 von Mt verschieden ist , wie
wir voraussetzen, so muss das Letztere der Fall sein , d . h . A‘ muss
mit At zusammenfallen . Hierdurch haben wir bewiesen , dass At ,



-4» und At einer einzigen Geraden angehören, eine Eigenschaft, die
als Ergehniss der Beziehung ( 17) erscheint*) . Nun hat man nach
Leins . 23 . noch folgende Proportionen :

(19) Mt I t : Mt It = Ri : R„
(20) Ma f2 : M,J, = und
(21 ) MtI3 : Mt I, = Ri : « *•

Durch Zusammensetzung folgt aus Prop . (14) , (20 ) , (21),aus (15 ), ( 19 ), (,21 ) und aus (16 ) , (19), (20) :
(22 ) Ml Al . Mt lt . g = MiAa . MJt . Ms/„ w
(23) Mt Ai . Mt I t . Milt = Ma At . MJt . MJ t und
(24) MXAX . MJi . MJt = Mt At . M^ t . MJt ,

woraus man ganz wie oben schlossen kann, dass 4, , / *, h , fer¬ne«“ 4„ / t , It „nd 4 3, l u 4 auf je einer Geraden hegen müssen.Also :

Lehrsatz 25 . Von den secht Aehnlichkeitspunkten dreierkreise liegen viermal drei in einer Geraden , nämlich erstens diedrei äusseren und ausserdem der äussere irgend zweier Kreise mit
den beiden inneren , welche der drille Kreis mit ihnen bildet .

Man nennt die vorstehend bezeichneten Geraden die vier
Aehnlichkeitsgeraden der Kreise Ma , Mt , Mt und zwar diedurch die äusseren Aehnlichkeitspunkte gehende die äussere , diedrei übrigen die inneren ; letztere kann man wieder dadurchunterscheiden, dass man die eine als die innere Aehnlichkeitsgeradedes äusseren Aehnlichkeitspunktes der Kreise M, und M% u . s. f.bezeichnet.

Setzt man die Proportionen (19), (20) und (21) zusammen,so entsteht die Gleichung :
(25) MiU . Mt k • * Mih . Mih . MJ t .

Wenn man nun den Durchschnilt von 1\ M% und / jdA mitIPt bezeichnet, durch My eine Parallele mit M, Ms zieht , Ma I i inX und M1/1 in Y sclmeidend , und den Durchschnitt von M\ 11) mitMt Mi vorläulig p nennt , so finden folgende Proportionen Statt :

*) Die obige Betrachlung enthält den Beweis für die Umkehrung des allge¬meinen Satzes aus der Transversalentheorie: Eine Gerade , welche die drei Seiteneines Dreiecks schneidet, bestimmt auf diesen sechs solche Abschnitte , dass das Pro¬duct aus drei so ' chen , welche keinen Endpunkt gemein haben, gleich ist dem Pro-ducle aus den drei übrigen Abschnitten ( Meuelaus um SO n . Chr.) .
Heilwig , Problem. ^
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•" !> JVi . . u Mih : M2I t = MtX : Mt Mt ,
‘ -m

| ( *i . : 1 ' ! Mih : ^ i/ , = M3 M3 : MiY,
M2V : WJ‘ = M,y : M, 1^ und
Wil ‘ : Mtr =

l
Ml Wl : MlX .

Aus diesen leitet man durch Zusammensetzung ah :
(26) Mih . M3 I2 . M2I ‘

'
= Mxh . Mth ■Mt V

und aus (25) und (26) folgt jetzt die Proportion :
Mä /, : M2 1‘ = M3 lt ■Mar ,

die offenbar falsch ist , da M3h < M3 1 ‘ sein muss , während M2 f3
> M2 1‘ ist, so lange 1 ‘ von I3 verscliiedcn gedacht wird , sich aber
als richtig erweist , wenn 1 ‘ nach I3 lallt . Hiermit hat man also
den Beweis dafür geliefert , dass die Verbindungsgeraden Mi/, ,
M2 I 2 und M3 1 \ sich in dem nämlichen Punkte IKi kreuzen , was
als eine Folge der Relation (25 ) erscheint. *)

Da nun durch Zusammensetzung ferner aus ( 14) , (15 ) , (21 ),
sodann aus ( 14) , ( 16) , (20) und endlich aus ( 15) , ( 16) , ( 19) die
Beziehungen :

(27 ) MiAi . M3 A 3 . M3It = JMi . MiA t . M3 I3 ,
( 28) MiAt . MiA t . Mth = M3Ai . M3 A 3 . M\ h und
(29) M3 A3 . M3 A3 . MJi — MiA 3 . M3 A 3 . Mth

sich ableiten lassen, so ergiebt sich auf dieselbe Weise , dass M\I3 ,
MiA 3 , M3 A3 , zweitens ilM, , Mth , M t A ( und M\A3 , M3At , M3 I \
sich in je einem Punkte durchschneiden werden. Also :

!
Iiehrsatz 26 . Fon den sechs Verbindungsgeraden , deren

jede einen der sechs Aehnlichkeilspunkle dreier Kreise mit dem nicht
tu ihm gehörigen Mittelpunkte verbindet , durchschneiden sich viermal
drei in einem Punkte , nämlich die der drei inneren Aehnlichkeils¬

punkle und die des inneren irgend zweier Kreise mit denen derjeni¬
gen beiden äusseren , welche der dritte Kreis mit ihnen bildet .

i _ . ii

*j Das Obige bildet den Beweis für die Umkehrung des allgemeinen Satzes :
Zieht man von den Erken eines Dreiecks nach einem beliebigen Punkte drei Gerade ,
so bestimmen diese mittelst ihrer Durchschnitte mit den Dreiecksseiten auf diesen
sechs solche Abschnitte , dass das Product aus drei solchen , welche keinen Endpunkt
gemein haben , gleich ist dem Producle aus den drei übrigen Abschnitten (Johann
Bernoulli 1667— 1748) .
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Die Transversalen durch die Aehnlichkeilspunkte und die
Potenzkreise .

Ist A in Fig. 18. der äussere Aehnlichkeitspunkt der KreiseM t und Mt und man zieht die Transversale AT\ , auf welchernoch die Durchschnitte r, , tx liegen , so weiss man , da
1| M,f, und Mit i | | M1T1 ist , dass sich verhält :

AT, : Atz = Ri : S2 und
ATX : A(, * S, : Ri >woraus man folgert :

(30 ) ATi . ATz = Ah . Atz -In gleicher Weise wird man bei einer zweiten Transversale AT\ ,welche die Kreise noch in ZV , t \ , t2
' trifft , haben:

(31 ) AT,' . AJ2
' = Ati ' . AtyNun bestehen aller nach einem bekannten Satze der Kreislelire di®

Beziehungen : AT\ . Ah = ATi . Aty und
Ah • ATz “ Atz '

* ATz *deren Multiplication giebt:
ATy . ATz - Ati . Atz = AT\ . ATt

‘
- Aty‘ . Atx

‘-Setzt man hierin die Werthe aus (30) und (31 ) ein , so ergiebt sich:
Ar, * . Ary = Ar, ' * . Ary oder

(32) Ar, . Ar, = Ar, ' . AryAuf gleiche Weise ist :
(33) Ah . Atz ~ Af, ' . Atz '.Aus (30) und (32) folgt noch:
(34) 4/ , . Ai , = ATt ‘

. ATz '.und aus (30) und (33) :
(35) ATy . ATz - Ah ' . Atz ' -Da offenbar das Gesagte auch auf den inneren Aehnlichkeits¬punkt Anwendung findet , so lassen sich die in den Gleichungen( 30 ) bis (33) enthaltenen Wahrheiten folgendermassen in Wortefassen :

Iiehrgatz 27. Eine durch den (äusseren oder inneren) Aehn-lichkeittpunkt notier Kreise gesogene Transversale wird durch dieseso getheilt , dass das Product derjenigen beiden Abschnitte , welcheswischen dem Aehnlichkeitspunkt und zwei zu verschiedenen Kreisen ,aber nicht zu parallelen Radien gehörigen Durchschniltspunkten lie-
2*
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gen , gleich dem Product der beiden anderen ist . Die bezeichnten
Producle haben bei allen durch denselben Aehnlichkeitspunkt gezoge¬
nen Transversalen denselben Werth, Diesen conslanten Werth hat
auch das Product der Tangenten vom jedesmaligen Aehnlichkeitspunkt
an die Kreise (vorausgesetzt , dass sich solche ziehen lassen) .

Aus der Gleichung ( 32 ) lolgt ferner , dass Tt , F2 , Tf ,
aus (33) , dass t, , f2 , f,

', t2
'
, aus ( 34) , dass t, , tt , T, \ Tt ‘ und

aus ( 35 ) , dass , 2’, , tt ‘
, ft

' je in einem Kreise liegen ; der erste
dieser Kreise bildet mit dem Kreise M, die Sehne 2 ’

, 2'
j ' und mit

Ml die Sehne 2 2 7 ’
2
'
, welche als erste Potenzörter aufgefasst sich

auf dem ersten Potenzorte der Kreise Mi und schneiden müs¬
sen (Lehrs . 16 .) . Ebenso müssen sich auch f,f, ' und f2 f2

'
, ferner

t,r, ' und tj I’
2
'
, endlich T, <,

' und 2’
2 t2

' auf dem ersten Potenzorte
der Kreise , deren Aehnlichkeitspunkt A ist, durchkreuzen und man
hat also , da für den inneren Aehnlichkeitspunkt Analoges gilt , den

Lehrsatz 29 . Zieht man durch einen der beiden Aehnlich-

keitspunkle zweier Kreise zwei Transversalen und verbindet zwei nicht
zu einem Kreise und nicht zu parallelen Radien gehörige Dureh-

schnillspunkle der einen mit ' zwei solchen der anderen durch Sehnen
der gegebenen Kreise , so treffen sich diese (nölhigcnfalls verlängert )
auf dem ersten Polenzorte der Kreise.

Durch Umkehrung folgt hieraus :
Lehrsatz 29 . Verbindet man einen Punkt auf dem ersten

Polenzorte ziceier Kreise mit zwei nicht zu demselben Kreise und
nicht zu parallelen Radien gehörigen Durchschniltspunkten einer durch
einen der Aehnlichkeilspunkfe gezogenen Transversale mit den Krei¬
sen , so bestimmen die Verbindungsgeraden auf den Kreisen zwei
neue Durchschniltspunkte , welche mit dem Aehnlichkeitspunkt in einer
Geraden sich befinden .

Da der äussere Aehnlichkeitspunkt A (Fig 16 . ) der Kreise Mt
und die Eigenschalt hat , dass das Product AT\ . ATt einen
constanten Werth besitzt , so wollen wir diesen uns in ein Qua¬
drat verwandeln, oder zwischen ATt und AJ\ die mittlere Pro¬
portionale , durch R( A ) bezeichnet, bestimmen. Den aus A mit
Ä (A) beschriebenen Kreis nennen wir den äusseren Potenz¬
kreis der Kreise Mi und Hf2 . Entsprechend legen wir dem mit
R ( l ) , der mittleren Proportionale zwischen H \ und 1T%

’ aus / be¬
schriebenen Kreise den Namen innerer Potenzkreis der
Kreise My und M1 hei . Weil nun in 2j und Tt der Kreis P die
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gegebenen (rechtwinklig) schneidet , so ist die Tangente von A an
diesen mittlere Proportionale zwischen A 1\ und AT% , d . h . gleich

mithin schneidet der Potenzkreis A den Kreis P
rechtwinklig; folglich schneiden hier die drei Kreise A , Mi , Mt
den Kreis P rechtwinklig. Da dies aber von jedem die beiden ge¬
gebenen rechtwinklig schneidenden Kreise gilt , so haben die drei
Kreise A,M h Mt die Gerade GiG2 zum gemeinseba ft -
lichen ersten Potenzort (Lehrs . 13.).

Will man das Product 11\ . 11'
2 in Bezug auf den Kreis P in

ein Quadrat verwandeln, so muss man die durch I gehende kleinste
Sehne des Kreises P construiren , weil 1 innerhalb des Kreises P
liegt . Daraus folgt , dass in diesem Falle der innere Potenz¬
kreis , der mit der Hälfte dieser kleinsten Sehne zu beschreiben ist,
von dem Kreise P im Durchmesser geschnitten wird .

Das eben Gesagte gilt für die Lage der Kreise, wie sie in
Fig. 16 . ist . Untersucht man die Sache bei anderen Lagen, so fin¬
det man , wie oben verfahrend , Folgendes : Bei sich schnei¬
denden Kreisen Mi und M2 gehen beide Potenzkreise
durch die Schnittpunkte derselben und werden von
einem die gegebenen rechtwinklig schneidenden
Kreise ebenfalls rechtwinklig geschnitten ; bei in
einander liegenden Kreisen aber wird der äusserePo -
tenzkreis im Durchmesser , der innere rechtwinklig
geschnitten von einem Kreise , welcher die gegebe¬nen rechtwinklig schneidet . Also :

Lehrsatz 30. Von den zwei gegebene rechtwinklig schnei¬
denden Kreisen wird irgend ein Polenskreis der gegebenen je nach
der Lage der letzteren entweder rechtwinklig oder im Durchmesser
geschnitten ; im ersten Falle hat der Polenzkreis mit den gegebenenden ersten Polenzort gemein ; schneiden sich die gegebenen Kreise , so
gehen ihre beiden Polenskreise durch ihre Schnittpunkte .

Weil endlich in 7’, und 7\ ein Kreis die gegebenen gleich-
artig , in Tt und 1\ ‘ aber ungleichartig berühren kann, so haben
die respectiveu Potenzkreise zu den entsprechenden Berührungs¬kreisen ganz dieselben Beziehungen , wie zu den die gegebenen
rechtwinklig schneidenden. Wir fassen dies in folgender Weise zu¬
sammen:

Lehrsatz 31 . Bei zwei ausser einander liegenden ( sich
schneidenden , in einander liegenden) Kreisen schneidet ein Beruh -
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rungskreis mit gleichartiger Berührung den äusseren Polenikreis recht¬
winklig (rechtwinklig , im Durchmesser ) , ein Berührungskreis mit un¬
gleichartiger Berührung aber den inneren Polenzkreis im Durch¬
messer (rechtwinklig) .

§ • 8.
Pol und Polare .

Hat man auf einem Radius MB (Fig . 19 .) eines Kreises M
innerhalb desselben den Punkt Q und man zieht durch Q die
kleinste Sehne Sl Si , in S% und St aber Tangenten an den Kreis ,
so treffen sich diese auf der Verlängerung von MB in einem
Punkte P . Errichtet man noch auf MP in P und Q senkrechte
Gerade , L\ Lt und L'L"

, so nennt man P und Q conjugirle
Pole , P den Pol der Geraden L'L"

, die Gerade L'L" die Po¬
lare des Punktes P, Q den Pol von L \ L2 und Ijlj die Polare
von Q — in Bezug auf den Kreis M.

Aus P lässt sich ein Kreis durch Si und S2 legen , welcher
den Kreis M rechtwinklig schneidet, und zugleich haben beide L'L"
zum ersten Potenzort . Aus einem zweiten Punkt P ' auf L\ L2 kann
man ferner mit der Tangente P' T einen Kreis beschreiben , der
den Kreis M ebenfalls rechtwinklig schneidet ; er bildet mit ihm
die gemeinschaftliche Sekante (den ersten Potenzort) T' T" . Weil
nun umgekehrt der Kreis M sowohl den Kreis P , als auch P'

rechtwinklig schneidet , so liegt der Mittelpunkt M desselben auf
dem ersten Potenzorte der Kreise P und P ' (Lehrs. 11 . ) ; dieser
ist folglich MP selbst. Aut ihm müssen sich die beiden anderen
ersten Potenzörter L ' L" und T' T" schneiden ( Lehrs . 16 . ) ; mithin
geht TT " durch Q . Dies findet Statt für jeden solchen Kreis ,
wie P ' . Was aber für L \ Lt und Q gilt , ist auch für L'L" und P
richtig, nur dass bei L'L" von denjenigen Punkten abgesehen wer¬
den muss, welche zwischen Si und S2 liegen , indem für sie recht¬
winklig schneidende Kreise nicht existiren. Also :

Iiehrsatz 32 . Die gemeinschaftlichen Sehnen , welche durch
die au« den verschiedenen Punkten einer Geraden beschriebenen , einen
gegebenen Kreis rechtwinklig schneidenden Kreise mit diesem bestimmt
werden , schneiden sich (nölhigenfalls verlängert ) in dem Pol der
Geraden .



Construction der Mittelpunkte von Berülirungskreisen für
zwei gegebene Kreise.

\ . | ) >' n - . i
_Hat man den aus m beschriebenen , zwei gegebene Kreise

Mx und M, in Tt und T, gleichartig berülirenden Kreis in Fig. 20 .,
so geht die Verbindungsgerade 1\ 1\ durth den äusseren Aehnlich -
keilspunkt A der Kreise Mi und M2 nach Lehrsatz 22 . und die
Tangenten T\ und Tt schneiden sich in P ‘ auf dem ersten Potenz¬
orte G,G2 der Kreise M, und M2 nach Lehrs. 21 . Die Polare eines
beliebigen Punktes P auf GxGt in Jlezug auf Mi möge L\ L ' und in
Bezug auf Mt die Gerade hJJ 1 sein , ferner soll l \ l ‘ mit PT , den
Durchschnitt 17, , sowie L,L " mit PT , den Durchschnitt £7, bilden .
Da UiTi Tangente an Mt ist , so lässt sich aus L\ mit 17,1 , ein
den Kreis Mx rechtwinklig schneidender Kreis beschreiben , dessen
Sehne T, F, mit Mt durch den Pol P von £,L ' gehen muss nach
Lehrs. 32. ; ebenso muss die von einem aus £/, mit £7,2 , beschrie¬
benen Kreise , welcher den Kreis M2 rechtwinklig schneidet , mit
-V, gebildete Sehne 2’,F , ebenfalls den Punkt P trellen , weil P
Pol von L,L" in Bezug auf M2 ist . Die VerbindungsgeradeF,F , geht
verlängert durch den Punkt A nach Lehrs . 29 . Aus P‘ kann man
mit PT , = PT , einen Kreis scldagen, welcher die Kreise Z7, und
£7, in 2’, und r 2 berührt , weshalb auf T\ ein Aehnlichkeits -
punkt der Kreise L\ und £7, liegt , und weil in F, und F, ein
Kreis die gegebenen rechtwinklig schneiden kann (da FiF, durch
A geht) , dieser aber die 1/ , und Mt bezüglich rechtwinklig schnei¬
denden Kreise Ui und U2 in F, und V2 berühren muss, so befin¬
det sich dieser Aehnlichkeitspunkt der Kr . U \ und £7, auch auf
FiF* . Hieraus ergiebt sich , dass der eine Aehnlichkeits¬
punkt der Kreise £7, und £7«, der Durchschnitt von 2,2 ’,und F,Fa , also nichts Anderes , als der Punkt A ist ; daaber die Aehnlichkeitspunldeauf der Centrale ihrer Kreise hegen , sobilden die Punkte £7, , £/, , A eine Gerade .

Der Punkt p endlich ist erster Potenzpunkt nicht nur der
Kreise £/, , Af, , M2 , sondern auch der Kreise . £7, , Mh A/,/und ge¬hört folglich dem ersten Potenzurte der Kreise L\ und £7, an ; auf
diesem müssen sich ausserdem TxMi und 1\ M2 in m treffen , da
sie Tangenten an die Kreise £7, und £7, darstellen in Punkten 2 ',
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und T, , in welchen ein Kreis P ‘ sie berührt . Mithin reprä -
sentirt mP den ersten Potenzort der Kreise U\ und t/2
und steht als solcher auf der Centrale (JiUt senkrecht .

Aus den soeben erörterten Eigenschaften unserer Figur lässt
sich nun leicht eine Construction des Punktes m auf folgende Weise
zusammensetzen.
. Sind die Kreise Mt und Mt gegeben , so bestimme man ihren
ersten Potenzort G\ Ga uritl ihren äusseren Aehnlichkeitspunkt A ,
ziehe durch A die beliebige Gerade AZ , lalle sodann von dem be¬
liebigen Punkte P des ersten Potenzortes G \ Gr auf AZ das Loth
PK , construire zu P die Polare L \ L ‘ in llezug auf M\ , ziehe vom
Durchschnitt U\ von L\ L‘ mit AZ an Mt die Tangente U\ Tt ver¬
binde Tt mit Mt und bringe PK mit 1\ M, zum Durcsclmitt in m .
Dann ist m Mittelpunkt eines Kreises , welcher Mt und Mt gleich¬
artig berülirt und ml\ sein Radius.

'
Für den inneren Aehnlichkeitspunkt der Kreise Mi und M2

und einen ungleichartig berührenden Kreis gilt die vorstehende Be¬
trachtung und Construction gleichfalls , wie man sich durch Ansicht
der Fig . 21 .

' leicht überzeugt.

§ 10 .

Construction der Mittelpunkte von den Kreisen , welche
drei gegebene berühren.

Sind in Fig . 22 . drei Kreise M\ , Mt , M% gegeben und man
will andere beschreiben , welche die gegebenen alle drei zugleich
berühren , so bestimme man zunächst den ersten Potenzpunkt P
und die vier Aehnlichkeitsgeraden A i A i Ai , A \J2I3 , A X1\ lt , A3 1\1i
derselben. Nächstdem fälle man von P auf AiA t A3 das Loth PK\ ,
construire zu P die Polare L \ L ‘ in Bezug auf M\ und ziehe vom
Durchschnitt U\ zwischen L \ L ‘ und AtAt Aa an den Kreis Afi die
Tangenten U\ T\ und V\ T‘

. Verbindet man jetzt T\ mit M\ , so
giebt der Durchschnitt tnj von T\ M\ mit PK% den Mittelpunkt
eines Kreises , welcher die Kreise M\ , Mt , Mt gleichartig berülirt ;
sein Radius ist « iJi . Der Kreuzungspunkt m ' >von T'M\ mit PK\
liefert den Mittelpunkt eines zweiten Kreises , der ebenfalls die ge¬
gebenen gleichartig berührt ; sein Radius ist m'T1.

Die Richtigkeit dieser Construction folgt aus § • 9 . und aus
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der Bemerkung, dass P auf den ersten Potenzörtern der drei ge¬
gebenen Kreise zugleich liegt und die Gerade A \ k1Ai die äusseren
Aehnlichkeitspunkte derselben gleichzeitig enthält. urum i ' l

Die Mittelpunkte der ungleichartig berührenden Kreise findet
man , wie folgt , u

Man fälle von P auf Afalg das Loth PA\ , ziehe vom Durch¬
schnitt f/j der Polare L\ L‘ mit AJih an den Kreis Mi die Tan¬
genten Ufa2 und Ufa 1

, verbinde 7j mit Mu sowie r 'l 'mit M\und bringe Tfaf\ mit PK-i in w« und T“M\ mit PKi in m" zum
Durchschnitt. Dann ist sowohl n»2 , als auch m'' Mittelpunkt eines
Kreises , welcher die Kreise M i und Mi gleichartig, M\ und M3aber , sowie JW2 und Mg ungleichartig berührt ; der Radius desersten ist mfai , der des zweiten m“T“ ." Eine entsprechende Gonstruction in Bezug auf die Gerade
Aihl t giebt zwei Mittelpunkte m3 und m“ ' für Kreise , welche die
Kreise Mt und Mz gleichartig , M\ und M> aber , sowie A/2 undMg ungleichartig berühren und ein analoges Verfahren in Bezug auf
Aglfag endlich liefert zwei Mittelpunkte und m“‘ von Kreisen,welche die Kreise Mi und Mt gleichartig , Mx und Mi aber , sowieM\ und Mt ungleichartig berühren.

Aus dem Gesagten geht hervor , dass im Allge¬meinen für drei Kreise acht andere existiren , welchejene drei zugleich berühren . Diese Anzahl kann sichaber aut Grund der gegenseitigen Lage der gegebe¬nen Kreise mehr oder weniger bedeutend reduciren .Um nur ein Beispiel anzufüliren , so kann der erste der ge¬gebenen Kreise vom zweiten , dieser aber vom dritten wiederum
vollständig eingeschlossen werden, für welchen Fall auch nicht eineinziger Kreis denkbar ist, welcher alle drei Kreise zugleich berührt .

§ 11 .
Grenz fälle der P 01enz örler .

Wir fragen , was aus den Polenzörtem zweier Kreise wird,weun einer von letzteren oder beide in einen Punkt zusammen¬schrumpfen oder in eine Gerade sich ausstrecken , um die mitge-theilte Auflösung unserer Berührungsaufgabe auch dann anwendenzu können, wenn unter den gegebenen Gebilden (bisher nur Kreise)Punkt« und Gerade Vorkommen . ' <
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Ist in Fig. 23 . ein Kreis M\ und statt des zweiten ein Punkt

Mi gegeben , so darf man nur die in § . 1 . mitgetlieilte allgemeine
Construction der Potenzörter für zwei Kreise mit den nöthigen Modi-
ficationen auf den gegenwärtigen Fall anwenden, um diejenigen für
Punkt und Kreis zu ermitteln. Die Construction gestaltet sich fol-

gendermassen.
Man ziehe M\Mi , darauf senkrecht M\E\ , verbinde Ei mit

Mi , kalbire E\Mi in L und errichte LM _L E\Mi ; macht man jetzt
MiD = M\M (vergl . (5 ) ) und errichtet G \GiJ - M\Mi in D , sowie

gij -i _L M \ Mi in M , dann ist GiG» der erste und g \gi der zweite
Potenzort des Kreises Jtfi und des Punktes Mi .

Die Stelle der Tangenten von einem Punkt P auf G\ Gi an
den Kreis Mi , welche wir früher oll erwähnt haben , vertritt olfen-
bar jetzt die einfache Verbindungsgerade des Punktes P mit dem
Punkte Mi ; daher lautet dem Lehrs. 6 . entsprechend folgender

Lehrsatz 33 . Jeder Punkt auf dem ersten Potenzor l eines
Punktes und eines Kreises hat die Eigenschaft , dass die Tangente
von ihm nach dem Kreise gleich seiner Verbindungsgeraden mit dem
Punkte ist.

Umgekehrt:
Lehrsatz 34 . Hat ein Punkt die Eigenschaft, dass die

Tangente von ihm an einen Kreis gleich seiner Verbindungsgeraden
mit einem zweiten Punkte ist , so gehört derselbe dem ersten Potenz*
orte des letzteren Punktes und des Kreises an.

Reducirt sich auch der Kreis M , auf einen Punkt , so fällt
die Gerade E, Mt mit M,Mi und der Punkt L mit M zusammen,
so dass M sowohl , als auch D in der Mitte von MtM* hegen .
Folglich muss als erster , wie auch als zweiter Po¬
tenzort zweierPunkte die Gerade angesehen werden ,
welche auf ihrer Verbindungsgeraden in der Mitte
senkrecht steht .

Um den ersten Potenzort für eine Gerade G,Gi und einen
Ki•eis M i zu ermitteln, lassen wir in Fig. 24 . den Mittelpunkt eines
Ki eises Mt , welcher die Gerade in demjenigen Punkte P\ berührt ,
in welchem dieselbe von dem Lothe aus Mi auf GiGt getroffen
wird, allinäldig nach rechts auf der Centrale MXM, in grössere und
grössere Entfernung rücken , endlich im Unendlichen verschwinden;
sein Radius wird dabei unendlich gross, er selbst geht in die Ge¬
rade GiGt über . Trifft nun der erste Potenzort der Kreise Mi und Mt
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bei einer bestimmten Grösse von M% die Centrale in D und schnei¬
det die Centrale in F, , so hat man :

M,D l — M,D* = Ä.* — Bi '1
, ferner •

MiD - Rt + Ft D und MiD = MJFi — F»D.
Durch Einsetzung dieser Werthe verwandelt sich die erste Glei¬
chung nach Weglassung etlicher Glieder , welche sich auf Null re-
duciren, und Transponirung eines Gliedes in folgende : ■>

2fii . F,D + 2Af,F» . Fa D = M.F, 1 — jR, ’ oder
2(B, + MiFj) . Fa D = ( Ri + Mt Fa

-
) . FiFt .

Folglich erhält man :
, * R , f n — 1F F Bl + MlF* "(36) Fs D - \ Fi F„ . + ^

Dieser Gleichung kann man die Form gehen:

= dabei ist F2 D = F1 Fi — F,D , sowie
h ii .

Rt -f- MiF2 — (R2 Fi ) ii ,
^FjD r ii >C

R l + MiFi '

Rt + Mi F2
mithin

und Rt + MtFj

2FtJl _ r
Fi Fj cninm^ - FiFj

= 1 i ?2 - Rl
Rt + MiF2

= 1 +
,/ lD

R2 Fj
fij - A | 2Äj -f ffl Fj

Daher ergiebt sich :

Rt

ui

FiF t fi , + W. F,

(37) F,D = FjFj

F , -f Jf.F,

2R ,

oder

1 +

1 +
Mik
Ri

Die auf der rechten Seite in den Formeln (36) und (3/ )vorkommenden Grössen behalten mit Ausnahme von bei der
Veränderung des Kreises M2 beständige Werthe , da derselbe , wiegross er auch wird , stets GiGt in F2 berühren muss . Wir werdenalso aus (36) und (37) dadurch , dass wir Ri unendlich grosssetzen , die Werthe von F <D und FVD linden für den Fall , dassder Kreis M2 in ,üe Gerade G,G2 übergeht. Wenn aber der Nen¬ner eines Bruches über alle Grenzen hinaus wächst, während seinZähler seinen endlichen Werth behält , wie dies bei dem in (36)vorkommenden Bruche und bei den in (37 ) stehenden , nämlichFF MFund - p— , Statt findet , so nähert sich gleichzeitig der Wertha i
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des ganzen Braches der Null. Vermöge dieser Bemerkung erhält
man aus ( 36 ) : :1 <

Ft B = 0 und aus ( 37 ) : Ft D = Ft Fy .
I *

Die auf solche Weise gefundenen Werthe lehren , dass der
Punkt D nach Ft rückt , während der Kreis My sich in die Gerade
GyGy verwandelt, und folglich muss man als den ersten Po¬
tenzort einer Geraden und eines Kreises die Gerade
selbst nehmen .

Dies bleibt offenbar auch richtig , wenn der Kreis My sich
auf seinen Mittelpunkt reducirt , mithin wird auch bei einem
Punkt und einer Geraden die Gerade selbst als erster
Potenzort gelten müssen .

Ja , es kann selbst dann sich nicht ändern , wenn der Kreis
My durch unbegrenzte Zunahme seines Radius in eine zweite Ge¬
rade übergeht, weil auf die Grösse des Radius von My gar Nichts
ankommt ; daher denn bei zwei Geraden die eine dersel¬
ben für den ersten Potenzort beider zu halten ist .

Bedienen wir uns zur Bestimmung des zweiten Potenzortes
in dem Falle , dass einer oder jeder der beiden Kreise in eine Ge¬
rade sich verwandelt , des in Gleichung ( 5 ) enthaltenen Gesetzes ,
so ist klar, da der Mittelpunkt My im Unendlichen liegt , MyFa aber
eine endliche Grösse hat , dass der zweite Potenzort einer
Geraden und eines Kreises im Unendlichen sich be¬
findet ; und dasselbe * findet natürlich Statt , wenn
ein Punkt und eine Gerade oder zwei Gerade gege¬
ben sind .

§ . 12. '
i »w

Grenzfälle der Aehulichkeitspunkte und der Potenzkreise .

Für den äusseren AehnlichkeitspunktA zweier Kreise und
My in Fig . 16 besteht die Proportion :

MyA : MyA — Ry '. Ry oder
MyA : MyMy+ MyA = R2 : Ry , also auch
MyMy -. MyA — Ry —Ry : Ry , wöraus sichergiebt :

(38 ) MyA = MyMy . jr^ r .
h Är —Rj „ _

Für den inneren Aehnlichkeitspunkt I hat man : r
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Mt l : MJ ' = fl2 : fl, oder ’ • "f l *«W
Af, / fl, : fl, , daher • 11 *» •- •*>
AftAf2 : Af2 f = fli + fl2 : fl2 , und daraus folgt : ‘ •<

(39) Mit
Da sich nun die Ausdrücke in (38) und (39 ) für ' ß , = 0iN

4f,A = Af,/ = 0 verwandeln, so fallen beide Aehnlichkeitspunkte imPunkte Af, zusammen. Folglich gilt für einen Punkt undeinen Kreis derPunkt selbst sowohl als äusserer , alsauch als innerer Aehnlichkeitspunkt . ' !■ »•
Stellt man sich unter fl, den grösseren Radius vor , so lässtsich die Proportion für den äusseren Aehnlichkeitspunkt darstellenin der Form : '

1 = ßs '• A ' > vergl. Fig. 24, daher
Af,Af» : AM = fl, — fli : Bi *, .woraus man , da Af,flf» = fl, + MjF2 ist, erhält .

^ ^ (*
1 (40)

Af,X * .
RiWenn man die Proportion für den innern Aehnlichkeitspunktdem entsprechend behandelt, so gelangt man zu :

MiF.
1 + - ' -*

(41) Af,/ = fl . + — h , _1 I> n 4I » •fl , + fli
1 +

fl ,
A«*• *Lässt man jetzt den Kreis Af, in eine Gerade , welche duF, berührt , übergehen , so hat man fl, in (40) und ( ) 11

^lieh gross anzunehmen; unter dieser Annahme werdei
und ~ der Null gleich und die Werthe von (40) uudt (4l ) gM
folglich über in :

AM = Af,f — H, .Hieraus sieht man , dass die Aehnlichkeitspunkteeiner Geraden und eines Kreises in den Durch¬schnittspunkten des vom Mittelpunkt des Kreisesauf die Gerade gefällten Lothes mit dem Kreiseliegen . ,
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Sind zwei Punkte gegeben , so hat man einen besonderen
Fall desjenigen , bei welchem ein Punkt und ein Kreis gegeben war
und der gegenwärtige geht aus demselben dadurch hervor , dass
der Kreis in seinen Mittelpunkt zusammenlTdlt ; weil aber die Grösse
des Radius hierbei auf die Lage der Aehnlichkeitspunkte keinen
Einfluss hat , so folgt , dass bei zwei Punkten in dem einen
von beiden der äussere und innere Aehnlichkeits -
punkt sich befinden .

Die noch übrigen Fälle lassen sich aus demjenigen ableiten ,
in welchem eine Gerade und ein Kreis gegeben sind . Reducirt
sich der Kreis auf seinen Mittelpunkt , so fallen auch alle Punkte
seines Umfanges in diesen , also auch die beiden Aehnlichkeits¬
punkte , daher bei einem Punkt und einer Geraden beide
Aehnlichkeitspunkte in dem Punkte selbst befind¬
lich gedacht werden müssen . Verwandelt sich endlich der
Kreis in eine zweite Gerade dadurch, dass sein Mittelpunkt in das j
Unendliche rückt , so geht gleichzeitig die Gerade , auf welcher die j
Aehnlichkeitspunkte liegen , in das Gebiet der Unendlichkeit über, (
und folglich gehören die beiden Aehnlichkeitspunkte
zweier Geraden dem Unendlichen an . I

Bezeichnet man , wie früher , durch R ( A) den Radius des
äusseren Potenzkreises der Kreise Mi und A/a in Fig . 16 . und man
nennt F t und Fa die Durchschnitte des Kreises Af, mit der Gen - j
trale MiM2 , sowie F2 und F4 die von Mt mit dieser Geraden , so j
kann ein Kreis die gegebenen in Fi und F2 gleichartig berühren ^
und man hat deshalb :

R ( A ) 1 = AFi . AF2 (vergl. § . 7 . ) .
Setzt man hierin MiM2 + M2 A -\- Ri für AFi und M2A — für
AFV so bekommt man :

(42 ) R(A) * = (MiM2 4- M2 A + R t ) . (M2 A - R2 ) -,
setzt man aber nach Fig . 24 . My A -f Ri für AFi und MtF2 + MiA
für AF2 , so bekommt man :

(43 ) ß (A )2 = ( Ri + MiA ) . (MiF2 + JM ) . s
Auf dieselbe Weise findet man für den Radius fi (7) des inneren (|
Potenzkreises aus der Gleichung : i "

jj
R(iy = 1Fs . 1F2

' '
b

folgende Werthe : \
(44) RH) 1 = (MiMt — M2I — Ri) . (M21 + ß, ) nach Fig . 16 . und e
( 45) R{1) 2 = {Ri + Mil ) . (MiFt — Mx l ) nach Fig . 24.
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Weil nun für R, = 0 der Werth von M2 A und Mtl auf Nullreducii't , wie oben bewiesen worden ist , so erhält man aus (42 )und (44 )
fl (A )= n ( l ) =S o, d . h,sowohl der äussere , als auch der innere Potenzkreisfür einen Punkt und einen Kreis fällt in den Punkt

zusammen .
Wird aber Rl »inendlich gross gedacht , so hat man

3M = Mil — Ri ,wodurch sich aus (43 ) und (45) folgende Werthe ergeben:
(46 ) R( A) J = 2R 1 . (df. F1 + R1) und »'■•
(47) Il(jy = 2Ri . iMiFi- Iti).Will man daher für einen Kreis und eine Geradeden Radius des äusseren Potenzkreises bestimmen ,so suche man die mittlere Proportionale zwischendem Durchmesser des Kreises und der Summe seines

Mittelpunktsabstandes von der Geraden und seinesRadius ; will man aber den Radius des inneren Po¬tenzkreises finden , so suche man die mittlere Pro¬portionale zwischen dem Durchmesser des gegebenenKreises und der Differenz des Mittelpunktsabstan¬des von der Geraden und des Radius .
Hieraus zieht man endlich leicht die Folgerungen , dass die

Potenzkreise für einen Punkt und eine Gerade in denPunkt
zusammenfallen , die Radien derselben hin¬gegen unendlich gross werden für zwei Gerade .

0

UA

ren

ud

§. W. •w .

Veränderte Construction für die Mittelpunkte derjenigenKreise , welche drei gegebene berühren.
ln manchen Fällen kann uns die in §. 10- milgetheilte Gon-struction im Stich lassen , was namentlich dann geschieht, wennder erste Potenzpunkt der drei gegebenen Kreise nicht im End¬lichen liegt; dieser Fall tritt ein, wenn die Mittelpunkte der gege¬benen Kreise auf einer Geraden sich befinden. Will man eme

1ZUIIUII A.V1 v»v»» V • *« W» uutwvtv —
#Auflösung haben, die auch dann noch ausführbai ist, so muss maerstens die Centralen PK, u. s . w. der Berülirungskreise u



zweitens die Pole Ut u . s . w . der Berührungssehnen unabhängig
vom ersten Potenzpunkt P der gegebenen Kreise zu construiren
suchen. Dies wollen wir im Folgenden tlmn.

Die Kreise mt und m‘, sowie mj und m" in Fig. 22 . berüh¬
ren die gegebenen Mt und M3 gleichartig; der Potenzkreis, welcher
aus Ai , dem äusseren Aehnlichkeitspunkte der Kreise M, und Af, ,
beschrieben werden kann , wird also von jenen vier Berührungs¬
kreisen entweder rechtwinklig oder im Durchmesser geschnitten
( Lehrs. 31 ) . Dasselbe gilt von den Kreisen m, , m'

, m3 , m“‘ in
Bezug auf den Potenzkreis A% ( der Kreise M, und Mt ) , sowie von
»ti , »»' , wt 4 , m"" in Bezug auf den Potenzkreis 4, (der Kreise
und M3 ) . Nun muss bei jeder beliebigen Lage der gegebenen
Kreise wenigstens zwei Polenzkreisen dasselbe widerfahren von Sei¬
ten der zu ihnen gehörigen Berührungskreise ( vergl . Lehrs . 31 . ).
Es können also etwa die beiden Potenzkreise Ai und 4 » von ihren
respectiven Berührungskreisen rechtwinklig geschnitten werden ;
dann müssen , wie aus der vorstehenden Gruppirung der Berüh¬
rungskreise in Bezug auf die Potenzkreise hervorgeht , die Kreise
»ii und m' gleichzeitig die Kreise 4 1 und Ai rechtwinklig schnei¬
den . Daher schneiden auch umgekehrt diese Potenzkreise die
Kreise mL und mt rechtwinklig und haben folglich die Cen¬
trale dieser Berührungskreise zum ersten Potenzort
(Lehrs. 13 . ) Werden aber die Potenzkreise A , und 4a ( oder zwei
andere) von ihren respectiven Berührungskreisen, also von tnx und
mt gleichzeitig , im Durchmesser geschnitten , so haben sie die
Centrale dieser Berührungskreise zu ihrem zweiten
Potenzort (Lehrs. 14 . ) . In beiden Fällen kann diese Centrale
als durch die Potenzkreise bestimmt angesehen werden. Ganz
dasselbe gilt aber offenbar von den übrigen Potenzkreisen und
Centralen.

Nennt man jetzt denjenigen Kreis , welcher aus Ut auf AiAiAt
mit der Tangente Ut Ti = (7, T beschrieben werden kann , den
äusseren Polkreis , die aus Ua , U3 , f/ 4 respeclive mit Ut Ti
= UiT“, Ua Tt — U3 T“\ UiTi = UAT“" beschriebenen bezüglich
den ersten , zweiten , dritten inneren Polkreis des
Kreises Mi und giebt den entsprechenden Kreisen für Mt , Mi
analoge Namen , so folgt aus der in $ . 9 . angestellten Betrachtung,
dass die drei äusseren Polkreise der drei gegebenen die Centrale
PKi oder »um'

, die drei ersten inneren die Centrale mt m“, die



drei zweiten inneren wi3m '" und die drei dritten inneren mtnjedesmal zum ersten Potenzort haben und dass alle Polkreise die
bezüglichen Berührungskreise rechtwinklig schneiden.

Wenn also zuerst von den beiden oben angeführten Fällen
derjenige eintritt , in welchem zwei Potenzkreise (etwa die beiden
äusseren d , und d 2 ) die Kreise mi und m ' rechtwinklig schneiden,so haben sie mit den äusseren Polkreisen die Cen¬
trale mxm‘ zum gemeinschaftlichen erstenPolenzort .

Gesetzt nun , die Potenzkreise schneiden sich , so gehen die
äusseren Polkreise durch ihre Kreuzungspunkte ; wenn dann einerdieser Punkte mit D bezeichnet wird , so müssen Ut D , Ui Tl undU^ T' als Radien des äusseren Polkreises U, einander gleich sein ;da aber t/ . T, und U,T ‘ Tangenten an den Kreis Mi sind , so
liegt Ui auf dem ersten Potenzorl des Punktes D und des Kreises
Mi (vergl . Leins . 33 .) . Bestimmt man daher diesen Potenzort , so
giebt der Durchschnitt desselben mit A l A 1 A 3 den Punkt </ t .

Schneiden sich aber die die Berührungskreise nu und m‘
rechtwinklig schneidenden äusseren Potenzkreise (d, undjdj ) nicht,so lege man von irgend einem Punkte X aul der Centrale »uwan einen von ihnen eine Tangente und beschreibe mit ihr um je¬nen Punkt X einen Kreis ; dieser schneidet sowohl die Potenzkreise,als auch die Polkreise rechtwinklig ( Lehrs . 8 . ) . Mithin schneidetauch umgekehrt jeder der Polkreise, z . B . f/i , denselben rechtwink¬
lig und weil Ut ausserdem den Kreis Mi ebenlalls rechtwinkligschneidet , so gehört der Punkt Ui dem ersten Potenzorte derKreise X und M, an (Lehrs . 11 .) . Construirt man folglich diesenPolenzort , so ist im Durchschnitt, desselben mit Al A%A3 der PunktUi gefunden.

Sollten endlich die Berührungskreise «h und >n ‘ die Potenz¬kreise im Durchmesser schneiden, so dass die Centrale num inbezug aul letztere zweiter Potenzort ist (Lehrs. 14. ) , und manconstruirt aus einem beliebigen Punkte der Centrale einen Kreis ,welcher die Potenzkreise im Durchmesser schneidet , so schneidetdieser die Polkreise rechtwinklig (Lehrs . 15.) und das unmittelbarvorher Gesagte findet auch dann Anwendung .Vorstehende Erörterungen gelten unbeschränkt auch für dieinneren Potenz - und Polkreise ; das Verhalten der Berührungkreisegegen die Potenzkreise kann ausserdem jedesmal aus der Lage dergegebenen Kreise beurtheilt werden (Lehrs . 31 .) ; somit haben wir
Hellwig , Problem. 3



im Vorhergehenden die Aufgabe , Mittelpunkte von Kreisen zu fin¬
den , welche drei gegebene berühren ,

‘mit Umgehung des ersten
Potenzpunkles vollständig gelöst , indem das weitere Verfahren ,
welches nach Aullindung der Mittelpunkte der Polkreise zu den
Mittelpunkten der Ilerührungskreise seihst führt , dasselbe bleibt ,
wie in § . 10 .

Wir wollen diese Aullösung auf den Fall anwenden , welcher
in Fig . 25 . dargeslellt ist , hei welchem die Mittelpunkte A/ ( , Afj ,
A/3 der gegebenen Kreise in einer Geraden liegen , so zwar, dass
die Kreise Af 2 und A/ ä von A/ 4 eingeschlossen werden , sich selbst
aber schneiden .

lla hier die Kreise A/ 2 und ,W 3 zu M , dieselbe Lage , unter
einander aber eine davon abweichende haben , so bestimme man
die Aelmlichkeitspunkle Ai und A a und die zu ihnen gehörigen
Potenzkreise , indem man U ( Ai ) und R ( A 2 ) bezüglich als mittlere
Proportionalen zwischen Ait \ und A x Fa und zwischen A » Ft und
A %F3 bestimmt. Weil die Kreise A/s und Ai3 von AL eingeschlos¬
sen werden , so zeichne man zu diesen Potenzkreisen den zweiten
Poteuzort welcher A/ s A/ a in K trilft , beschreibe uni K einen
Kreis so , dass er die Kreise A , und A2 im Durchmesser schnei¬
det und construire . den ersten Polenzort GiG 2 dieses Kreises und
des Kreises AL . Trilft dieser A XA2 in U, , so ziehe man von Ui
an den Kreis AL die Tangenten U, l \ und Ui T und bringe Mt Tt
und Mi T mit gig 2 in «u und m‘ zuin Durchschnitt. Dann hat
man in diesen Punkten die Mittelpunkte derjenigen Kreise gefunden ,
welche die Kreise AL , AL , AL gleichartig berühren .

Will man in diesem Falle Mittelpunkte solcher Kreise finden ,
welche A/2 und A/ 3 gleichartig , nämlich von aussen , Afx aber von
innen berühren , so suche man die Aelmlichkeitspunkte A t , Iv I .t \
hier verhalten sich die Ilerührungskreise ganz gleich gegen die
Potenzkreise A t , I v sie schneiden dieselben nämlich alle recht¬
winklig (Lehrs. 31 .) . Man construire also , wie in F'

ig . 26 . , zwei
von ihnen , etwa l t und 7 2 , indem man die mittlere Proportionale
zwischen l t F2 und / sowie zwischen I2F3 und 72F4 bestimmt;
da sich diese Kreise in D schneiden , so zeichne man den ersten
Potenzort G ' G“ des Punkles 1) und des ' Kreises Mt , bringe
G ‘G“ mit IJz >n U2 ZUUI Durchschnitt , ziehe von U% an Afj
die Tangenten U .z Tt und und verbinde M x mit J 2 und mit
2’"

, so schneiden diese Geraden den ersten Potenzort Gx Gt
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der I'olenzkreise in m2 und mu als den beiden gesuchten Mittei-
lmnkten der Berührungskreise.

Andere als die vier construirlen Berührungskreise existireu
hei der angenommenen Lage der gegebenen Kreise nicht.

§ . 14 .

Berüliriingsaufgahen, bei welchen Kreise, Gerade und Punkte

gegeben sind .

In der Aufgabe , deren Lösung wir in § . 9 . und § . 13 . mit-
getheilt halten , kann jeder von den drei gegebenen Kreisen ent¬
weder durch eine Gerade , oder durch einen Punkt ersetzt und auf
solche Weise eine Ueihe neuer Aufgaben gebildet werden , in wel¬
chen die Beschreibung von Kreisen gefordert wird , welche die ge¬
gebenen drei Gebilde zu gleicher Zeit berühren . Die hierdurch
entspringenden Aufgaben lassen sich nach der Beschaffenheit ihrer
gegebenen Gebilde folgendermassen zusammenstellen. Es sind ge
geben :

1) eine Gerade ,
2) ein Punkt ;
3) zwei Gerade ,
4) eine Gerade und ein Punkt,
5) zwei Punkte ;
6) ein Punkt,
7) eine Gerade ;
8) eine Gerade ,
9) ein Punkt .

So lange in einer solchen Auigabe nui el“®
^

®

einen Aullö-benen Gebilden ein Kreis ist , lassen sich o
anwenden,sungen des § . 9 . und § . 13. auf den jedesmaligenwie wir dies an folgendem Beispiele nachweiseu wo

I . Zwei Kreise und

II . Ein Kreis und

III . Zwei Gerade und

IV . Zwei Punkte und

Einen Kreis tu beschreiben , weicher einen gege¬
benen Kreit und eine gegebene Gerade berührt «ad

^
u, <’

gebenen Punkt geht (und einen gegebenen Punkt berü
,Wir nehmen ruerst IL * 0« '" * ' " “ "

S -geraden des Punktes mit dem Mittelpunkt des reises nie
recht eteht . lei also in Fi» 27 . .ler Kreis M. tieder Punkt H gegeben , so bestimme wan zunächst t en ers

3 *
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tenzpunkt P der drei Gebilde als Durchschnitt ihrer ersten Potenz¬
örter (§ . 11 . ) . Derselbe liegt im Durchkreuzungspunkt des ersten
Potenzortes GG , für den Punkt H und den Kreis Al mit der Ge¬
raden FF, . Um die Aelmlichkeitsgeraden zu construiren , fälle
man von Al auf FF , ein Lolli , welches ( verlängert) den Kreis in
A und / trifft , und verbinde 11 mit A und mit / ; dann sind HA
und HI diese Geraden ( § . 12 .) . Fällt man jetzt von P auf IIA das
Loth PK, , bestimmt die Polare LL l von P in Bezug auf den Kreis
AI und deren Durchschnitt U i mit IIA , legt von (J l an Al die
Tangenten U i T t und U , V und bringt endlich die Iladien MT,
und A1T mit PIC , zum Durchschnitt in m , und m' , so hat man
in diesen Punkten zwei Mittelpunkte solcher Kreise gefunden , wie
sie die Aufgabe verlangt.

Zwei andere ma und m" findet man mittelst der Aelmlich-
keitsgeraden HL

. Wenn aber die Gerade auf der Verbindungsgeraden des
Punktes mit dem Mittelpunkt des Kreises senkrecht steht , so ver¬
fahre man nach § . 13 . , wie folgt . Wenn der Punkt II , wie in
Fig . 28 . , ausserhalb des Kreises Al und auf der Seite der Geraden
FF , sich befindet , auf welcher auch der Mittelpunkt AI liegt , so
ist man berechtigt , die Sache so aufzufassen , als lägen alle drei
gegebene Gebilde ausser einander. Man beschreibe über AD einen
Halbkreis ( D ist der Durchschnitt von AllI mit FF, ) , errichte
IBd . MII, wodurch AB , die mittlere Proportionale zwischen AI und
AD , als lladius des äusseren , und IB , die mittlere Proportionale
zwischen IA und ID , als lladius des inneren Potenzkreises der
Geraden FF , und des Kreises AI gefunden wird ( § . 12 .) , bestimme
den ersten Potenzort GG , des Punktes II , in welchem die übrigen
Potenzkreise zusammenfallen ( § . 12 .), und des Polenzkreises A , der
mit AB beschrieben ist , ziehe aus dem Durchschnitt X von GG ,
mit MH einen Kreis durch 11 und suche zu diesem und dem Kreis
M den ersten Potenzort , respective dessen Durchschnitt U , mit
MII , der Aelmlichkeitsgeraden . Die Tangenten U,T , und U,T‘
von U, an den Kreis AI bestimmen jetzt die Punkte T , und T\
deren Verbindungsgerade mit Al auf GG , zwei Mittelpunkte m , und
m' solcher Kreise geben , welche den Kreis 'AI ( von aussen ) und
die Gerade FF , berühren und durch den Punkt II gehen .

Zieht man aus I den inneren Potenzkreis mit IB , sucht zu
ihm und dem Punkte H den zweiten Potenzort gg, , beschreibt
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aus dessen Durchschnitt Y mit Mil einen Kreis mit YB , welcher
den Potenzkreis / im Durchmesser schneidet, ermittelt zu ihm und
dem Kreis M den ersten Potenzort, resjiective dessen DurchschnittU.t mit MH und zieht von U9 an M die Tangenten und
V^T“, so bestimmen MT% und MT“ auf gg , die Mittelpunkte «i,und m" von zwei Kreisen, welche den Kreis M ( von innen ) und
die Gerade FF , berühren und durch H gehen.

Bei solchen Aufgaben , welche unter den gegebenen Gebilden
keinen Kreis zählen , werden gewisse Bestimmungsstücke dei all¬
gemeinen Auflösung für die Gonstruction unmöglich, weil gewissePunkte oder Gerade dem Unendlichen anheimfallen ; sie lassen sich
aber dennoch nach den bisher aufgestellten Grundsätzen lösen, wie
wir uw Folgenden zeigen werden.

Behandeln wir zuvörderst die
Aufgabe , Einen Kreis zu beschreiben , welcher zwei gegebeneGerade berührt und durch einen gegebenen Funkt gehl .
Die gegebenen Geraden EE i und FF , in Fig . 29 . mögen sich

n JV schneiden und II der gegebene Punkt sein. Der erste Po-
tenzpuukt der drei Gebilde ist hier offenbar (V , da FF , und FF ,die ersten Polenzörler darstellen (§ . 1 i -) - Ba femer tlie AehnUch'
keitspunkte von H in Bezug auf jede der Gerade« in II selbst he¬
gen, die der Geraden unter einander aber im Unendlichen (§ . 12.) ,so geht daraus Nichts über die Lage der Aelmlichkeitsgeraden m
diesem Falle hervor . Denkt man sieb aber um II einen Kreis mit
beliebigem ltadius beschrieben, fällt von II auf FF , das Loth Heund auf FF , das Lolh Hf , von denen das erste den Kreis in i,das zweite in » , irifl 'l , und verbindet t mit so stellt ü , eine
Aehnlichkeitsgeradedes Kreises H und der beiden gegebenen Ge¬
raden dar ($. 12 .) ; eine zweite aa , läuft mit dieser parallel durchdie anderen Durchschnitte der Lothe mit dem Kreise. Schneidetnun ii , die Gerade FF , in e , und FF , in f i , so ist£ - eie , = / - Hii i und — t— Hi , t , sowie Ä- Hiii —mithin auch £ . eie i —

Weil aber die Winkel bei e und / rechte Winkel sind , so
folgt weiter , dass man hat :

-£ . ee,t ^ oder Z- Ne,f , — i -Daraus geht hervor , dass die Aehnlichkeitsgerade it , mit den ge¬gebenen Geraden ein
gleichschenkliges Dreieck bildet, was natürlichauch von aa , gelten muss.
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Verkleinert man jetzt (len Radius des Kreises H , so behalten
die Aehnlichkeitsgeraden für jeden Werth des Radius die erwähnte
Eigenschaft und nähern sich dem Mittelpunkte und somit auch
einander selbst um so mehr , je kleiner der Radius angenommen
wird . Im Grenzfalle , in welchem der Kreis in den Punkt H ein¬
schrumpft , muss folglich die einzige Aehnlichkeitsgerade
durch H gehen und mit den gegebenen Geraden ein
gleichschenkliges Dreieck bedingen , das Dreieck NAI.

Daher liegen die Mittelpunkte der Kreise , welche der Aufgabe
genügen sollen , auf dem Lothe NK von N auf Al ; dieses halbirt
den von den gegebenen Geraden gebildeten Winkel ENF. Dass
übrigens auf NK die Mittelpunkte aller Kreise sich befinden , welche
EEl und FF1 zugleich berühren , ist sehr bekannt und wir haben
die vorstehende Begründung dieser Wahrheit nur deswegen aus¬
geführt , um sic in Zusammenhang mit unseren Relrachtungcn zu
bringen. Könnten wir nun zwar auch die Polare von N in Bezug
auf II oder eine der Geraden vielleicht durch Grenzbetrachtungen
ermitteln , so würde doch das Ziehen von begrenzten Tangenten,
welclies die allgemeine Aullösung fordert , unmöglich werden und
es tritt daher die Nolhwendigkeit ein, einen anderen, freilich durch
die früheren Entwickelungenebenfalls bedingten, Weg einzuschlagen.

Beschreibt man nämlich um einen beliebigen Punkt M auf
NK mit dem Lothe MQ auf EEl einen Kreis , so berührt dieser die
gegebenen Geraden , wie der gesuchte es ebenfalls soll ; man hat
also zwei Kreise , für welche EEl und FF1 die äusseren gemein¬
schaftlichen Tangenten sind . Folglich stellt der Durchschnitt N
von EEl und FF l den äusseren Aehnlichkeilspunkt der beiden
Kreise dar. Wenn man nun NU zieht und dies schneidet den
Kreis M in h , so giebt Mh einen Radius , mit welchem im gesuch¬
ten Kreise durch II ein Radius parallel liindurchgehen muss ; mit¬
hin liefert eine Parallele durch II mit JiM in ihrem Durchschnitt m
mit NK den Mittelpunkt des gesuchten Kreises ; sein Radius ist mB.
Der zweite Durchschnitt des Iliillskreises M mit der Transversale
NU führt zu einem zweiten Mittelpunkt , aus welchem sich eben¬
falls ein der Aufgabe genügender Kreis beschreiben lässt.

Wenn die gegebenen Geraden EEV und FFy parallel sind , so
ändert sich dadurch nichts Wesentliches an der vorstehenden Ent¬
wickelung ; inan hat nur den Durchschnitt der Geraden im Unend¬
lichen befindlich zu denken .
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Sind drei Gerade gegeben, die von einem Kreise beruh
Jden sollen , so wird der Mittelpunkt desselben naci ( eil

leicht mittelst zweier von den drei Halbirungsgeraden bestimmt,
welche die von den Geraden gebildeten Kinkel ha uei

Wir stellen ferner unserer Eintheilung gemäss die
Aufgabe . üben Kreil lu tarkreiben , midier eine 9 9

Gerade ieridrl uni iurek an» ! ttgelenl Pu» Ke
Ita man » der Gormlm EE, i» J * * “

Punkte // , und H„ so liegt der erste Potenrort der dre. GeMtein dem Itnrctelmitt T der anf der Verbind,mgsg« adcn I H, m
ihrer Milte K senkrecht crrichteteii Geraden mit EE, (S-
einzige Äelmlichkeitsgerade wird von II,II , selbst 1 epi äsen 1 ’mithin enthält PK die Mittelpunkte aller durch II , um * »den Kreise (wie auch sonst bekannt) , also auch ue < ei gesBeschreibt man jetzt um K durch H , und II , * iuen ‘

einelegt an diesen vom Durchschnitt F zwischen i t ' im *

nTangente Ff , so hat man in dieser die Länge der angF an den gesuchten Kreis gefunden. Es ist nam ic 1 >suchte Kreis durch II , und // , gehen soll, wie dies der Kien A
ebenfalls thut , II,11, der erste Potcnzort beider Kre

^
e ’ ' ' ‘

genten von jedem Punkte auf 11,11, (verlang« 0 an ue i -
gleich , z . B . die von F. Weil nun EE, den gesuchten Kreis be¬
rühren soll, so muss FT, = FT die Länge der Tangentean den gesuchten Kreis sein. Errichtet mau daher au i iein Loth, so bestimmt dies auf PK den Mittelpunkt »» <■cs ĝ 'sten Kreises. Trägt man die Länge FT nach der andeien ei eF aus auf EE, ab , so gelangt man durch den Empun

^

t leseStückes auf gleiche Weise, wie durch den Punkt Jj , zu i en* *
„telpunkt eines Kreises, der die Forderungen der Aulgabe g eicnutnlU

« < - « nf /lnrauf der
der-

erfüllt.
. . aujSteht die Verhindungsgerade der gegebenen uijgegebenen Geraden senkrecht , d. h. liegen die it c

t_jenigen Kreise, aus welchen wir uns die gegebenen . , .standen denken können, auf einer Geraden , *n el
Wesentliches an obiger üoustruelion .Soll endhcli ein Kreis durch drei Punkte gelegt werden, bofindet man nach dem Vorigen den Mittelpunkt desselben eie 1möge des Durchschnittes der auf den \ erbiudungsgeiaden er ggebeneu Punkte in ihren Mitten errichteteu Lothe.
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§ • 15 .
Die sechs Kreise , von welchen die acht Berührungskreise

dreier gegebenen quaternionsweise berührt werden.

Die acht Berührungskreise dreier gegebenen bilden vier I’aare ,
indem zwei solche , deren Mittelpunkte demselbenLothe vom ersten
Potenzpunkte auf eine Aelmlichkeilsgerade angehören, als ein Paar
bildend angesehen werden können ; diese Paare sind also ( Fig . 22 .) :

Erstes Paar : m3 und m‘,
Zweites „ : m2 und m" ,
Drittes „ : m3 und
Viertes „ : m 4 und m““.

Man kann ferner Quaternionen aus den acht Berührungskrei1
sen dergestalt formiren , dass jede Quaternion aus zweien der so
eben aufgeführten Paare bestellt ; tliut man dies auf alle nur mög¬
liche verschiedene Arten , so erhält man folgende sechs Quater-
nionen:

erste Quaternion : mlt m ', m3 , mM,
zweite „ : mu m', m» ,
dritte „ : »i, , m\ W»4 , m“‘\
vierte „ : »ij , m“, m, , m"',
fünfte „ : m 3 , m“, w4 , m"",
sechste „ : m 3 , m“\ m4 ,

In § . 13 . ist als Folgerung aus Lehrs. 31 . die Behauptung
ausgesprochen, dass die Kreise wi, und m '

, sowie m2 und m" den
Potenzkreis At der Kreise Mt und M3 entweder rechtwinklig oder
im Durchmesser schneiden ; dieser Kreis wird also umgekehrt jene
Berührungskreise entweder rechtwinklig schneiden , oder selbst von
ihnen im Durchmesser geschnitten. Mithin ist der Punkt A , als
der erste Potenzpunkt der Kreise m, , wi ' , wij , m“ anzusehen (Um¬
kehrung von Lehrs . 17 .) . Die Verbindungsgerade Tt V ist ferner
gemeinschaftliche Sehne des Polkreises U3 und des Kreises Mv
welche sich rechtwinklig schneiden ; sie muss daher durch P, den
Pol von worauf U2 liegt , hindurchgehen (Lehrs . 32 .) . Weil
nun die Centrale m t m ' ebenfalls den Punkt P enthält und die
Kreise m, und m ' in 1\ und T von dem Kreise Mi ungleichartig
berührt werden, so ist P innerer Aelmlichkeitspunkt der Kreise wi
und m ' (Lehrs . 23 .) ; durch ihn muss also eine innere Aehnlichkeits -
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gerade sowohl der drei Kreise »q , m', m2 , als auch der .Kreise
m'

, m" hiiidurcligehen.
Fällt man jetzt auf die eben angedeutete Aelmlichkeitsgeiadevon mu m'

, m2 ein Loth vom ersten Potenzpunkl At , so enthalt
dasselbe Mittelpunkte von Berührungskreisen , welche mt und m
ungleichartig berühren (vergl . §- 9 .) . Da aber Ma ein solcher Kieisist , so muss mau dadurch , dass man At mit Ma verbindet und
von P ein Loth auf A tMa fällt , in diesem Lothe die besprochene
Aehnlichkeilsgerade finden , auf welcher ausserdem der innere Aehu -
lichkeitspunkl von ml und mi und der äussere von m‘ und rn%
liegen werden ; indem jene beiden Kreise ungleichartig, diese abei
gleichartig von Ma berührt werden. Weil nun A l auch erster Po¬
tenzpunkt der Kreise mv m', w" ist , so muss dasselbe Lolli vonp auf AvMa auch eine innere Aehnlichkeilsgeradedieser drei Kreisesein und noch den äusseren Aehnlichkeitspimkt von m , und m“
und den inneren von m' und m" enthalten.

Die Polare von Al in Bezug auf den Kreis w , trilll dieeken erwähnte Aehnlichkeitsgerade in einem Punkte , von dem aus«ine Tangente an w, einen Berührungspunkt geben muss , der mitmy verbunden auf A xMa den Punkt Ma bestimmen wird . Der Be¬
rührungspunkt der Tangente ist folglich der von den Kreisen m lund Mt gebildete und die Polare wird daher die Aehnlichkeitsge¬rade in demselben Punkte U treffen, wie die Tangente in diesem
Berührungspunkt, so dass U ohne die Polare nur vermöge der er¬
wähnten Tangente bestimmt werden kann.

Zieht man von U an mx die zweite Tangente Ut, verbindetmi mit t und bringt m xt zum Durchschnitt mit A xMa in M3
‘, soist nach der ausgefülirtcn Construction Ma

‘ Mittelpunkt eines Krei¬ses, der die drei Kreise m x, w .2 berührt ; weil aber diese Con-
strucüon für die Kreise m,, in', m" unverändert bleibt , so berührtdei Kreis Ma

‘ die vier Berührungskreise m, , m\ m" zu 8^ "eher Zeit.
Dei vorstehenden, die erste Quateruion von Berührungskreisenbetreffenden, Betrachtung analoge finden Anwendung auch auf jededer übrigen Quaternionen und liefern noch fünf neue Mittelpunktevon Kreisen, von welchen die Berührungskieise quaternionsweiseberührt werden. Für die zweite Qualeniion ergiehl sich ein Mit¬telpunkt Ma‘ auf der durch A2 und M.z gehenden Geraden; für die
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dritte ein solcher My ' auf A a My , für die vierte My “ auf 7, My , für
die fünfte A/a

" auf / .2 172 und für die sechstel, " auf I lMl . Also :

Lehrsatz 35 . Die drei gegebene Kreise berührenden acht
Kreise haben eine solche Lage , dass sechs andere sich beschreiben
lassen , welche je vier von den Berührungskreisen zugleich berühren . ,

Ueber die bezeichneten sechs Kreise wollen wir noch einige (
Bemerkungen hinzufügen . Die Kreise mit den Mittelpunkten M/ , 2
V/2

'
, M, 1 werden von m L und mf gleichzeitig berührt und zwar das '

Paar My , M,x
‘ gleichartig , die beiden anderen Paare ungleichartig; 2

aus der Construction in § . 10 . folgert man deswegen sofort , dass *
die Centrale » pn1 durch den ersten Potenzpunkt der drei berühr - J
ten Kreise gehen und auf einer von ihren inneren Aelmlichkeits - 1

geraden senkrecht stehen muss. Weil wir aber wissen , dass »n 1m/
ein Loth auf AjA ^ Aj ist , so liegt also nicht nur der erste Potenz- ^

punkt von My , .17,/, M3
‘ auf mLm ‘

, sondern diejenige ihrer inneren '

Aelmlichkeitsgeraden , auf welcher der äussere Aelmlichkeitspunkt
von My ‘ und dfa

' sich befindet , muss auch mit AyA .̂ A ^ entweder
zusammenfallen oder parallel sein .

Bei der Untersuchung dieses Paragraphen ist gezeigt worden,
dass A . ein Punkt des ersten Potenzortes der Kreise m . und m '

A 1 sist ; dies gilt auf gleiche Weise von Ax und A, , woraus sich er-
giebt , dass A t A ,2 A3 der erste Potenzort der Kreise m , und m ‘ sein
muss . Auf diesem müssen sich die gemeinschaftliche Tangente
zwischen My und und die zwischen My ‘ und m' begegneu, der
Schnittpunkt aber muss zugleich auf der Polare des ersten Potenz¬
punktes der Kreise My , iW2

'
, 5/s

' in Bezug auf My liegen . Deshalb
geht die Berührungssehne der eben erwähnten gemeinschaftlichen
Tangenten durch diesen ersten Potenzpunkt als den Pol der Polare,
andrerseits aber trifft diese , da in ihren Endpunkten die Kreise m,
und m ' ungleichartig berührt werden, den inneren Aelmlichkeitspunkt
der letzteren Kreise , als welchen wir bereits P kennen gelernt ha¬
ben . Hieraus ergiebt sich , dass P der erste Potenzpunkt und AjA^A ,
eine von den inneren Aelmlichkeitsgeraden derjenigen Ternion von
Kreisen ist, welche von My , Ma

'
, Ma gebildet wird . Das Merkmal

dieser Ternion besteht darin , dass die Kreise derselben zugleich
von den Kreisen wij und m ' berührt werden ; solcher Ternionen,
deren Kreise von zweien der acht Berührungskreise zugleich be¬
rührt werden, kann man folgende vier bilden :
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