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AVERTISSEMENT.

g
(J ET ouvrage, entrepris sur la demande du Conseil d'instruction
de I'Ecole royale polytechnique, offre le résumé des Legons que jai
données a cette Ecole sur le calcul infinitésimal. Il sera composé
de deux volumes correspondans aux deux années qui forment la
durée de I'enseignement. Je publie aujourd’hui le premier volume
divis¢ en quarante Lecons, dont les vingt premicres comprennent
le” caleul différentiel, et les vingt derniéres une partic du calcul
intégral. Les méthodes que jai suivies different i plusieurs égards
de celles qui se trouvent exposées dans les ouvrages du méme
genre. Mon but principal a ¢été de concilier fa rigueur, dont je
m'étais fait une loi dans mon Cours d’analyse , avec la simplicité qui
résulte de la considération directe des quantités infiniment petites.
Pour cette raison, jai cru. devoir rejeter les développemens des
fonctions en séries infinies, toutes les fois que les séries obtenues
ne sont pas convergentes ; €t je me suis vu forcé de renvoyer
au calcul intégral la formule de TAyLoR, cette formule ne
pouvant plus étre admise comme générale qu'autant que la série
qu'elle renferme se trouve réduite & un nombre fini de termes, et

complétée par une intégrale définie. Je n'ignore pas que [illustre
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auteur de la Mécanique analytique a pris la formule dont il sagit pour
base de sa théorie des fonctions dévivées. Mais, malgré tout le respect
que commande une si grande autorité, la plupart des géometres
Jaccordent maintenant  reconnaitre ['incertitude des résultats
auxquels on peut étre conduit par I'emploi de scries divergentes,
et nous ajouterons que, dans plusieurs cas, le théoreme de TAYLOR
semble fournir le développement d’une fonction en séric conver-
gente, quoique la somme de la série differe essentiellement de la
fonction proposée [voyez la fin de la 38.° Legon |. Au reste, ceux
qui liront mon ouvrage, se convaincront, je I'espere, que les prin-
cipes du calcul différentiel, et ses applications les plus importantes,

peuvent éure facilement exposés, sans lintervention des séries.

Dans le calcul intégral, il m'a paru nécessaire de démontrer
généralement lexistence des intégrales ou fonctions primitives avant
de faire connaitre leurs diverses propriétés. Pour y parvenir, il a
fallu d'abord établir la notion d'integrales prises entre des lmutes
données o intégrales définies. Ces derniéres pouvant étre quelquefois
infinies ou indéterminées, il était essentiel de rechercher dans
quels cas elles conservent une valeur unique et finie. Le moyen
le plus simple de résoudre fa question est I'emploi des sutégrales
définies singuliéres qui sont 'objet de la 25.° Legon. De plus, parmi
les valeurs en nombre infini, que on peut attribuer A une intégrale
indéterminée , il en existe une qui mérite une attention particu-
licre , et que nous avons nommée valeur principale. 1a considération

des intégrales définies singulicres et celle des valeurs principales
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des intégrales indéterminées sont trés-utiles dans Ja solution d’une
foule de problémes. On en déduit un grand nombre de formules
genérales propres a la détermination des intégrales définies, et
semblables a celles que jai données dans un Mémoire présenté a
Finstitut en 1814. On trouvera dans Jes Legons 34 et 39 une
formule de ce genre appliquée a I'évaluation de plusieurs intégrales

définies, dont quelques-unes étaient déja connues.
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COURS DANALYSE.

RESUME DES LECONS
DONNEES A L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE
Par M. AvucustiN-Louis CAUCHY.
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CALCUL INFINITESIMAL.

PREMIERE LECON.,

Des Variables, de leurs Limites , et des Quantités infiniment petites.

.

ON nomme quantité variable celle que 'on considére comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres.
On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui recoit une
valeur fixe et déterminde. Lorsque les valeurs successivement attri-
buées & une méme variable sapprochent indéfiniment d'une valeur fixe,
de maniére A finir par en différer aussi peu que 'on voudra, cette
derniére est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, la
surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
poi_&-‘gones réguliers inscrits, tandis que le nombre de leurs cbtés croit
de plus en plus; et [e rayon vecteur, mené du centre d'une hyperbole &
un point de la courbe qui s'¢loigne de plus en plus de ce centre, forme
avec ['axe des x un angle qui a pour limite 'angle form¢ par I'asymptote
avec le méme axe; &e.. ... Nous indiquerons la limite vers laquelle
converge une variable donpde par 1'abréviation /im. placée devant cette
variable.

Souvent fes limites vers lesquelles convergent des expressions va-

Legons de Cauchy, A
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riables se présentent sous une forme indéterminée , et néanmoins on
peut encore fixer, & laide de méthodes particuliéres , les véritables
valeurs de ces mémes limites. Ainsi, par exemple, les limites dont s'ap-
prochent ind¢finiment les deux expressions variables

,

sin .

B o (el

&

tandis que & converge vers zéro, se présentent sous les formes indé-
termindes =, 159 ; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes
que l'on peut calculer comme il suit.

On a évidemment, pour de trés-petites valeurs numériques de a« ,

sin a sin o sin e
>_ v

sin e o tang «

Par conséquent le rapport » toujours compris entre les deux

> sin e sin & "
quantités ———=—1, et ——— == cos &, dont la premicre sert de
5N & b -

limite & la seconde, aura lui-méme Punité pour limite,

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l'expression

(1= a)*, tandis que « sapproche indéfiniment de zéro. Si l'on sup-

pose d’abord Ia quantité « positive et de la forme s M (Iésignan:

i
un nombre entier variable et susceptible d'un accroissement indéfini .
on aura

Comme, dans le szcond membre de cette derniére formule, les termes
qui renferment la quantité m sont tous positifs, et croissent en valeurs
et en nombre en méme temps que cette quantité, il est clair que I'ex-
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COURS D'ANALYSE. 3

. I m i ”

pression ( , oy _._) croitra elle-méme avec le nombre entier m, en de-
M

Imeurant toujours comprise entre les deux sommes

I
1-I—T:2

ot ]+_:__+i‘___l_.;;:_k—zﬁA—&c...:I—}—l—i—I:3'*
donc elle s'approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes de m,
d'une certaine limite comprise entre 2 et 3. Cette limite est un nombre
qui joue un grand réle dans le calcul infinitdsimal, et qu'on est convenu
de désigner par la lettre ¢. Si I'on prend m = 10000, on trouvera pour
valeur approchée de e, en faisant usage des. tables de logarithmes déci-
maux ,
1000

(IOC{)I) ": 3.,';“[83.

10000 "

Cette valeur approchée est exacte

a un dix-millieme pres, ainsi que nous
le verrons plus tard.

Suppomns maintenant que « , toujours positif, ne soit plus de Ia

| .
forme e Dcmgnons dans cette hypothése parmet n — m -+ 1, les

1M ' ; 3 Z PR P Ly g I
deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur a —
. o

en sorte qu'on ait

I
M =2 ey

p et v ctant des nombres compris entre zéro et l'unité. L'expression

(1 - a)" sera évidemment renfermée entre les deux suivantes

T

(42 =T 5 (et

2
et, comme, pour des valeurs de a décroissantes a l'infini » Ou, ce qui

revient au méme, pour des valeurs toujours croissantes de m et de »,

P z
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les deux quantités (:_—+——;—~) o (1 +—2—) : convergent l'une et I'au-
I ]

uy ] 7 y 3 . e
vers la limite e, tandis o e e s'approchent indéfiniment

de la limite 1, il en résulte que chacune des expressions

(T-I-"',:T)fa (T**—Ti')ia

et par suite I'expression intermédiaire (1 -+ a )* convergeront encore

vers la limite e.
Supposons enfin que « devienne une quantité négative. Si I'on fait
dans cette hypothése
= I

I ==d = —
145 2

/3 sera une quantité positive, qui convergera elle-méme vers zéro, et
{'on trouvera

1 4

=(+pB) * =[+p)¢]"

B -

(15 a)

puiis , en passant aux limites,

t
fim {1=}=p)

lim(14+a)* = e —1

Lorsque les valeurs numériques successives d'une méme variable
décroissent indéfiniment de manicre a sabaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espece a
zéro pour limite, Telle est la variable « dans les calculs {_Iui pl‘ﬁci'dcm_

Lorsque les valeurs numériques successives d'une méme variable
croissent de plus en plus, de maniére a s'élever au-dessus de tout
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite linfini positif
indiqué par le signe oo, sl s'agit d'une variable positive ; et linfini

négatif indiqué par la notation — oo, il s'agit d'une variable né-

gative. Tel est le nombre variable m que nous avons employé ci-dessus,
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SECONDE LECON.
Des Fonctions continues et discontinues. Représentation géométrique
des Fonctions continues. ;

e e s

LorsqQue des quantités variables sont tellement lides entre

elles, que,
a valeur de 'une d'elles ¢tant donnée, on

|

puisse en conclure les valeurs
de toutes [es autres, on

congoit d'ordinaire ces diverses quantités ex-

Primées au moyen de I'une dentre elles , qui prend alors fe nom de

variable independante ; et les autres quantités, exprimées au moyen de la
variable indépendante, sont ce qu'on appelle des fonctions de cette variable.

Lorsque des quantités variables sont tellement lides entre elles, q

e,
les valeurs de l]llellllt’t’rlll]ﬂ‘S ¢t

ant données, on puisse en conclure celles
de toutes les autres » on congoit ces diverses quantités exprimées au
moyen de plusieurs d’entre elfes

» qui prennent alors le nom de variables
indépendantes; et le

§ quantités restantes, exprimées au moyen desv

ariables
indépendantes, sont ce quon appelle des Jonctions de

ces mémes va-
riables. Les diverses expressions que fournissent Falgebre et la trigono-
métrie, lorsqu'elles renferment des v

d

ariables considérées comme in dépen-
antes ; sont autant de fonctions de ces variables. Ainsi, par exemple,
L ()} & simbesondooa i
sont des fonctions de la variable x ;
LU T N L o A e S
des fonctions des variables x et y, ou x, yet 7, &e.. . .

Lorsquc des fonctions d'uneou plusieurs variables se trouvent, comme

dans les exemples Précédens, immédiatement exprimdes au moyen de
ces mémes variables; elles sont nommées Jonctions explicites, M
quon donne seulement [esg relations entre le

cest-a-dire ,

ais lors-
s fonctions et [es variables,

les équations auxquelles ces quantités doivent satisfaire,
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tant que ces équations ne sont pas résolues algébriquement, les fonc-
tions, n'étant pas exprimées immédiatement au moyen des variables,
sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de
résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les déterminent. Par
exemple, y ¢tant une fonction implicite de x déterminée par I'équation
Lily)==%,
si 'on nomme A la base du syst¢eme de logarithmes que 'on considere, la
méme fonction, devenue explicite par la résolution de I'équation donnée,
sera
i, L

Lorsqu'on veut désigner une fonction ex plicite d'une seule variable x,
ou de plusieurs variables x, y, 7 ..., sans déterminer la nature de cette
fonction , on emploie 'une des notations

FoY, F %), ¢ @), Y&y Py o, &,
e s o ey O T SRS B

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique A pour indiquer
les accroissemens simultanés de deux variables qui dépendent I'une de
l'autre. Cela posé, si la variable y est exprimée en fonction de la variable
x par {'équation
(1) yo=Jf(x),
Ay, ou l'accroissement de y correspondant & l'accroissement Ax de [a
variable x, sera déterminé par la formule

(2) g+ Ay = fx+Ax)
Plus généralement, si 'on suppose

(3) tilxy 7] =9,

on aura

(@ E 5 B as <,

Il est bon d'observer que des équations (1) et (2) réunies on conclut
(5) Ay=f(x 4 Ax) — f(x)
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Soient maintenant het ideux quantités distinctes , la premicre finie,
la seconde infiniment petite , et ctzzzj ——le rapport infiniment petit de

ces deux quantités . Si l'on attribue a Ax ia valeur finie h, la valeui
de Ay, donnée par Iéquation (5 ).deviendra ce quon appelle ia dif-

férence fnie de la fonction f [X),et sera ordinairement une quantité finie.
Si au contraire l'on attribue a Ax une valeur infiniment petite , si ion

fait par exemple
Ax irr eth,

la valeur de Ay ,savoir

f xf—)—/ (x)ou [ (x-tech) —/ (*).

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que Ion vé—
rifiera aisément a 1’¢gard des fonctions

A*, sin X, cos X,
auxquelles correspondent les différences
A 3 +6 _ A b — (A 1 _ t)A (3 ,

sin (x-bi )— sinx — 2sin cos

cos (x—F f)—cosx 1r —2sin sin "x-£ A’

dont chacune renferme un facteur Al—1 , ou sin -~ jqui

converge
indéfiniment avec ivers la limite zéro.

Lorsque, la fonction/ (x) admettant une valeur unique et finie pour

toutes les valeurs de x comprises entre deux limites données , la dif~
férence

W (-4 )—] (%)

est toujours entre ces limites une quantité¢ infiniment petite , on dit

que/ (x) est fonction continuede la variable X entre les limites dont il
sagit.
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